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Vorrede.

In scientiis addiscendis magis
exempla prosunt quam praecepta.
Newton.

" Die von dem Verfasser dieses Lehrbuches oft gémachtj:n Wahr-
nehmungen, dass im Allgemeinen der Unterricht in der Trigonometrie
auf Schulen ein weniger erfolgreicher zu sein pflegt, “als_in dqﬁ
iibrigen Theilen der Elementarmathematik, und dass der Grund hler-
von nicht blos in der elventhumhchen Doppelste]lung dleser Wlssen-
schaft auf dem arithmefischen und dem geometnschen Geblete
sondern zugleich in der Methode anzutreflen sei, welche die melsten
Lehrbucher befolgen ; haben denselben zu dem Versuche veranlasst
_ eine in manchen Bezlehungen von der sonst tibjichen Art und Welse
abweichende Darstellung zu geben ‘wie diese ihm durch Rucksmhten
auf Wissenschaftlichkeit und didactische Zwecke bedmgt zu sein
schien. Zur Vereinfachung des Gegenstandes und inshesondere zur
Beschriinkung des Formelwesens wurden die beiden Functionen Se-
cante und Cosecante aus den Betrachtungen ausgeschlossen, und
die iiberstumpfen und negativen Winkel, als in den elementaren
Theilen der Mathematik entbehrlich, blos in einem Anhange zur
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Goniometrie behandelt, indem allenthalben das Nothwendige in den
Vordergrund zu stehen kam. Andererseits wurde Vieles aufgenom-
men, wornach sich der Anfinger in andern Lehrbiichern vergebens
umsieht, manche Formel und Regel in einer einfacheren und eviden-
teren Weise gegeben, wie es dem sachkundigen Leser vornehmlich
in dem Abschnitte iiber den Gebrauch der trigonometrischen Tafeln
und an vielen anderen Stellen nicht entgehen wird. Neu hinzu-
gekommen ist auch die unmittelbare .Berech.nung der Functionen
fiir den Winkel von 120 aus dem Radius des dem regelm. 15-eck
umgeschriebenen Kreises, welehe schon zur Widerlegung des durch
viele Lehrbiicher verbreiteten Irrthums, dass die Functionen der
Winkel von 45° 300, 189 die einzigen seien, welche sich aus
geometrischen Siitzen unmittelbar ableiten liessen, hier eines Platzes
werth zu sein schien'). Dem iiberwiegend arithmetischen Charakter
der Trigonometrie entsprechend wurde, im Gegensatze zur schema-
tisirenden Methode der Geometrie, eine vorzugsweise analytische
und ausfiihrlich erklirende Dalstellung gewahlt der' Stoff aber,
welcher an Reichaltigkeit nicht wenige der grosseren Handbiicher
ibertrifft, so geordnet dass bei einem Lehrcursus, der sich engere
Griinzen stellen sollte, ganze Abschnitte unbeschadet des inneren
Zusammenhanges aus dem Vortrage ausfallen kinnen.

Bekanutlich besitzt unsere mathematische Literatu;"'noch immer
keine gomometrlsche und trigonometrische Aufgabensammlung, die
an Umfang und jnnefem Werthe sich auch nur im Entferntesten mit
dem vergleichen liesse, was in der Algebra und Geometrie in dieser
Hinsicht geleistet worden 1st, die bisherigen Sammlungen kiénnen

1) FEine andere sehr einfache Ableitung enthiilt des Verfassers Aufsatz : "Die
Berechnung der Functionen fiir den Winkel von 12%im Correspondenzblatte
des Naturforschenden Vereins zu Riga 1860 No. 3.
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im Allgemeinen nur da geniigen, wo die Anforderung sich auf eine
mechanische _Anwendung  der Zahlengeseize  beschrinkt. Diesem
gewiss von allen Lehrern, welche die geistige Selbstthiitigheit des
Schiilers im Unterrichte zu wiirdigen wissen, tiefgefiihitem Uebel-
stande .sollte durch eine umfangreichere Zusammenstellung von Bei-
spielen_abgeholfen werden, deren Lisung immer eine vollstindige,
selbsthewusste = Auffassung des theoretischen Theils erfordert und
daher jede Substitution ohne tieferes geistiges Eindringen in den
Sinn der Frage zur Unmoglichkeit macht. Fiir eine grossere Reihe
zusammengesetzer Aufgaben ist die Auflisung vollstindig entwickelt
worden, um die Anfénger mit den oft schwer aufzufindenden Wegen
bekannt zu machen, welche zum verlangten Resultate fiihren kénnen.
Die iibrigen Aufgaben, welchen tiberall die néthigen Erklidrungen
vorgesetzt sind, wurden aus der Geometrie, Geodiisie, Physik,
Astronomie und andern Wissenschaften entlehnt, um sowol die grosse
Bedeutung der Trigonometrie fiir andere Zweige des menschlichen
Wissens, als auch die Zweckmiissigkeit eines Vortrages der Mathe-
matik in's rechte Lichi zu stellen, welcher nicht blos die formelle
Geisteshildung, sondern zdéleich die praktische Nutzanwendung der
Wissenschaft in’s Auge fasst. Diese Aufgaben erheben sich stufen-
miissig zu immer schwereren Problemen, so dass die Lisung man-
cher derselben selbst Denen, welche bereits eine grissere Gewandt-
heit in der Behandlung mathematischer Fragen besilzen, zur weitern
Uebung wird dienen konnen. Ihre Resultate sind mit ausschliess-
licher Benutzung der vorziiglichen Bremik er’schen Tafeln mig-
lichst genau und scharf berechnet und in einem besondern Hefte
herausgegeben.

Indem endlich der Verfasser Uebersichtlichkeit des Stoffes
und allenthalben jene Evidenz und Einfachheit zu erstreben gesucht
hat, durch welche die Trigonometrie sich als ein Gebiet darstellt,
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welches' der Anfiinger blos durch eine geschickte Verbindung seiner
ihm “bereits zu Gebote ‘stehenden arithmetischen und geometrischen
Kenntnisse sich aneignen kann, glaubt er hoffen zu diirfen, dass
seine ‘Arbeit bei” Allen Billigung finden werde,’ welche, gegeniiber
den’ gesteigerfen Anforderungen der Gegenwart auf Griindlichkeit
und;Umt’ang des Wissens schon innerhalb der Schule, die'“drin-
gende Nothwendigkeit einer leichtern Befriedung dieser Forderung
erkennen. e tatte slinecdOimipzang Boagihs

“Dorpat, Juni 1861.
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hrt bekanntlich, dass ein ebenes Dreieck voll-
mi on seinen sechs Stiicken, n¥mlich den drei
Seiten und den drei 'V , 'entweder zwei Seiten und der zwischen-
liegende Winkel, oder‘eine Seite und zwei Winkel, oder alle drei’ Seiten,
oder endlich zwei Seilengund der der grossern Seile "ﬁfgenub'emegwda
Winkel ‘gegeben 'sind: “Dig’Angabe der Bestimmungsstticke ¢ines Dreiecks
geschieht in der Geomelrie immer dadurch, dass die Seiten und die Winkel
selbst in einer' Zeichpung, . also unmittelbar "als® Raumgrossen vorgelegt

16 “deiz bov seguidds . , 093l
¢ 1. Die Geometrig
kommen bestimmt ist, wel

werden, woraufﬁ verlangle Dreieck construirt, und somit. jedes der
gesuchten wiederum als eine Raumgrosse in einer Zeichnung er-
halten wi RN i -

Aus em cobstruirenden oder graphischen Verfahren zur Bestim-
mung der gesu(éh % eines Dreiecks aus_gegebenen. Stiicken giebt
es noch eine andere M e, welche auf dem Wege der Rechnung die-
in Verbindung -stehenden Aufgaben loset. Man
als bekannt vorausgesetzien geraden Linien
sondern. durch ihre Masszahlen an, indem
mte Lingeneinheit bezieht, und driickt die
inuten und Sekunden aus, worauf man
n Stiicke die gesuchten Stticke berech-
net, d. h. die Gro leren ebenfalls durch 'ihre Masszahlen zu
aft, welche aus den in ihren Masszablen
gegebenen Bestimmungsstii eines ebenen Dreiecks die ubrigen Sliicke
desselben durch Rechnung finden lehrt, heisst die ebene Trigonome-
trie (Dreiecksmessung). '
Obschon aber zunichst nur die Berechnung der Dreiecke die Aufgabe
der Trigonometrie bildet, so finden diese doch eine ausgedehntere Anwen-
dung, wie auf viele anderweilige Gegenstinde der Mathematik Gberhaupt,
so insbesondere auf die Berechnung von Polygonen, welche immer durch
Diagonalen in lauter Dreiecke zerlegt und alsdann denselben Untersuchun-
gen wie die Dreiecke unterzogen werden konnen. In dieser letztern An-
wendung filhrt die Trigonometrie auch den Namen Polygonometrie.
Vergleicht man die Trigonometrie mit der Geometrie hinsichtlich der
in einer jeden von ihnen auf eine besondere Weise erhaltenen Resultate,
so sieht man alsbald, dass jede geometrische Construction. wegen der Un-
vollkommenheit unserer Sinne sowol als  der -angewendeten Instrumente
Fehlern unterworfen und daher immer nur einer beschrinkten Genauigkeit
fahig ist; dass sich dagegen mittels der Rechnung das Gesuchte in allen
Fillen mit jedem beliebigen Grade der Schirfe finden lisst, so dass die
Anwendung der rechnenden Methode, wenn diese auch im Allgemeinén die
1

selben und andere
giebt nimlich die
nicht: durch eine
man jene Linien
Grosse der Winke
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Eleganz und Einfachheit der construirenden nicht zu erreichen vermag,
den Vorzug vor der Construction iiberall verdient, wo es sich hauptsich-
lich um sehr zuverldssige und scharfe Resultate handelt.

4§ 2. Da unter den gegebenen und gesuchten Stiicken eines Drei-
ecks sowol Seiten als Winkel vorkommen, diese aber als verschiedenartige
Grossen keine unmittelbare Berechnung der einen aus den andern geslatten,
so fubrt man in dieTrigonomeltrie gewisse Verhiltnisse von Linien ein, welche
von den Winkeln, zu denen die Linien gehoren, abhingen und sich aus
ibnen berechnen lassen, also auch umgekehrtudie Grosse der Winkel be-
stimmen. Diese Verhiltnisse, welche die messung der Winkel durch
gerade Linien moglich machen und iiberall in dér Rechnung an die Stelle
der ersteren treten, fiithren den Namen der ronometrischen oder
goniometrischen Functionen, und bilden, das eigentliche Wesen
der gesammten Trigonometrie. Ein eigener . hnitt, welcher sich mit
der Auffindung der trigon. Functionen, mit dé ickelung ihres gegen-
seitigen Zusammenhanges und mit der Berechnu ihrer. Zahlenwerthe
beschaftigt, gebt unter dem Namen der Gonio

Theil der eigentlichen Trigonometrie voran, u . m engern
Sinnesblos die Berechnung der Dreiecke verstan 3
¢ F R
Erklirung der trigon
Functionen.
$ 3. Beschreibt man mit einem beli us AD einen Halb-
kreis, und denkt sich, dass der Radius v tinglichen, in der
Figur angegebenen Lage ausgehend den eis durchliuft, so

el gebildet, welche
ir wollen zuerst die
Winkels BAD = A kennen

werden an dem Mittelpunkte nach und n
tiberhaupt in einem Dreiecke vorkommen
trigon. Functionen eines beliebigen spitz
lernen.

Fillet man 'von B auf AD die Senkrechte BC
und bezeichnet die Masszahlen der Seiten des dadurch
erzeugten Dreiecks durch a, b, ¢, so wird das Ver-

haltniss - der Sinus des Winkels A genanut, und

geschrieben sin As—:—, das Verhiiltniss % ‘der Co-

sinus des Winkels A und durch cos A=% bezeichnet ; ferner wird das

Verhiltniss g;—.: die Tangente, dagegen ;;’E'—: die Cotangente des

Winkels A genannt und geschrieben tg A = :l';: und cotg A = ‘i"i’l';:::

b a b

T'c a

Es ist also tgA=%:%==—;— und cotg A =
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Die Verhiltnisse »—:-, lc'— ‘;—, —:~ bilden zugleich die trigon. Functionen

des Bogens BD. Diese Functionen sind als Quotienten aus den Mass-

zahlen zweier Linien unbenannte Zahlen. In dem besondern Falle, wo !
der Radius ¢ =1 ist, fillt der Zahlenwerth a der Senkrechten BC mit dem/
Werthe von sin A zusammen, nidmlich a = sin A und auf gleiche Weise®
b =#sin A. ’

§ 4. ' Aus der Erklirung der trigon. Functionen ergiebt sich fiir
das rechtwinklige Dreieck unmittelbar Folgendes : .

1) Der Sinus eines spitzen Winkels ist die b
gegeniiberliegende Kathete, dividirt durch die. B -+
Hypotenuse, nimlich sinA==% und siuB=’-:—. : ‘
: 2) Der Cosinus eines spitzen Winkels ist
die anliegende Kathete, dividirt durch die Hy-
potenuse, also co"sA=i:— und cosB==%.

3) Die Tangente eines spitzen Winkels ist die gegen-
iberliegende Kathete, dividirt durch die anliegende, nimlich
gA=" und th=»%. ,

4) Die Cotangente eines spitzen Winkels ist die anlie-
gende Kathete, dividirt durch die gegeniiberliegende, also
colg A = *:‘ und cotg B = -‘;—.

'§ 5. Da im rechtw. Dreieck jeder der beiden spitzen Winkel A
und B das Complement des andern ist, d. h. jeder von ihnen den an-
dern zu 90° erginzt, so kann man B=90° — A selzen. Nun ist (§ 4)

sinA={— und auch cos.B===%, cosA==—:~ und auch sinB=%,
b
';’

tg A = ;- und auch coigB= }, cotgA=% und auch tgB =
folglich i€ =
sin A = cos (90'—A)
cos A = sin (90°—A)
tg A = cotg (90° — A)
cotg A = tg (90°—A).
Es ist also der Sinus, der Cosinus, die Tangente, die Co-
tangente eines spitzen Winkels entsprechend der Cosinus,
der Sinus, die Cotangente, die Tangente von dessen Com-
plement.

Hieraus erkliren sich die Benennu'ngen Cosinus und Cotangente, d. h.
complementi sinus und complementi tangens. Uebrigens werden Sinus
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und Tangente die Hauptfunctionen, dagegen Cosinus und Cotangente
die Nebenfunctionen oder Cofunctionen ‘genannt. Andererseits
bezeichnet man Sinus und Cosinus, und ebenso Taugente und Cotangente
als emander sinnverwandte Functionen.

§ @. Bezéichuen A, B, C die drei Winkel eines beheblgen Dreiecks,
so ist bekanntlich immer
A+ B=180°— C, A+ C=180° — B, B 4 C ==180%:— A, folglich auch
Y2 (A4 B)=90° — 2 C, Ya(A+ C) =900 — 2B, "a2(B 4 C)==90°="2A.
Es ist daher zufolge § 5
sin "2(A -+ B) = ¢os /2C, cos Ye(A -+ B) =sin C
tg Y2(A 4 B) == cotg "aC, cotg Ya(A 4 B) == 1g "2C.
Ebenso sin '/2(A - C) = cos 2B u. s. w. .

§ 7. Wenn der Winkel A < 45°, so sind die Winkel 45° 4 A und
45° — A Complemente, mithin ist (§ 5)

sin (45° 4- A) = cos (45° — A), cos (45° + A) =sin (45° — )

tg (459 4 A) = cotg (45° — A), cotg (45° - A) = 1g (45° — A),
d. h. jede Function eines Winkels zwischen 45° und 90° ist
gleich der sinnverwandten Function eines Winkels, welcher
um eben so viel unter 45° liegt, als der erstere kael
tiber 450,

s $§ 8. Wenn der Winkel BAD = A stumpf
' ist, so trifit die vom Punkte B auf den Schenkel AD
gefillte Senkrechte die riickwirts gehende Verlin-
gerung desselben, so dass jetzt der Abschnitt AC die
entgegengesetzte Lage von jener hat, wo A spilz
war. Giebt man, um diesen Umstand zu bezeich-
nen, dem Zahlenwerthe b des Abschnittes AC das negative Vorze:chen,
so ist ebenso wie in § 3

sin A =2, 08 A g sin .
c [ c

Da ferner sin BAC == —E-, cos BAC == %,

so folgt, wenn man BAC = 180° — A’ setzt , dass -
Sin A =  sin (1S0° — A)
cos A =— — cos (18S0°— A), also
tg A = — tg (1S0° —A)
cotg A = — cotg (1SO° —A).
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Die Functionen eines stumpfen Winkels sind.also der abso-
luten Grosse nach gleich den gleichnamigen Functionen sei-
nes:(spitzen) Nebenwinkels, aber /mit Ausnahme des Sinus
simmtlich negativ.

Ein Winkel, ‘welcher einen ‘andern 'za 180° erginzt, heisst dessen
Supplement ; zwei Nebenwinkel bilden daher immer supplementire
Winkel. - .

© '8 9. In jedem Dreieck ist die Summe der drel Winkel A<4-B+4C
== 1800, folglich
smA——sm(B O, cosA=—¥cos(B+C)
tg A== —1g (B C), cotg A=—cotg (B4 C
' Ebenso sin B = sin (A + C), cos B—=— cos (A4-.C) u. s. w.
§ 10®. Aus den Formeln in § 8 lassen sich andere ableiten, welche
ebenfalls. die Functionen eines stumpfen Winkels A durch die Functionen
eines spilzen Winkels ausdriicken. Es, ist ndmlich daselbst der Winkel
180° — A ein spitzer und daher zufolge § 5
sin (180° — A) == cos [90° — (180° — A)] == cos (A — 90°)
cos (1800 — A) == sin [90° — (180° — A)] == sin (A — 909).
Die Substitution dieser Ausdriicke in die Formeln des § 8 giebt:
sin A —= | cos (A—90)
cos A — — sin (A — 909, also
tg A — — cotg (A—90°)
cotg A = — tg (A — 90°).
Die Functionen eines stumpfen Winkels sind also der abso-
luten Grosse nach gleich den sionverwandten Functionen
eines um 90° kleineren (spitzen) Winkels, aber mit Aus-
nahme des Sinus simmtlich negativ.

§ 1X. Ganz allgemein lisst sich der Sinus und der Cosmus folgen-
dermassen erkliren, Der Sinus eines Winkels oder Bogens ist die Senk-
rechte von dem Endpunkte des Bogens auf den Durchmesser durch den
* Anfangspunkt des Bogens, dividirt durch den Halbmesser; der Cosinus
dagegen dasjenige Stiick des durch den Anfangspunki des Bogens gehen-
den Durchmessers, welches zwischen dem Mittelpunkte des Bogens und
dem Fusspunkte jener Senkrechtem liegt, dividirt durch den Halbmesser.

Hiufig werden auch die Secante und die Cosecante, d. h.

1 1
S s und cosec a = ;s

Wir werden dieselben aber als ganz entbehrlich aus unseren Belrachmngen
ausschliessen. .

: Aumer den trigon. Functionen aufgefiihrt.



'§ 2. Die trigon. Functionen lassen sich auch geome-
trisch darstellen. Beschreibt man nimlich aus dem Scheitel eines

F .
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spitzen Winkels a mit einem als Einheit angenom-
menen Radius AE einen Viertelkréis, zieht an dessen
Endpunkten E und G Tangenten bis zum Durchschnitte
mit' dem verlidngerten Schenkel AC des 'Winkels, und
fillet aus C die Senkrechte CB, so wird sin a durch
CB, cos a durch AB dargestellt, und weil 1ga=

CB DE AB FG g
AB — AE> 0183 = gy = (g, AE=AG=1, so

ist tg a = DE und cotg a = FG.

i Wenn der Winkel CAE = a stumpf ist, so
beschreibe man ebenfalls aus A mit der Einheit als
Radius einen Kreis, errichte AG senkrecht auf AE,
ziehe aus G und E Tangenten bis zu den Durch-
schnitten F und D mit der Verlingerung des Radius
AC, und fille die Senkrechte CB. Alsdann ist wie
vorhin sin a = CB, cos a ="AB, tg a=DE, cotg a
== FG. Dass cos a, tg a, colg a negaliv sind, zeigen
die Linien selbst durch ihre der frihern Richtung
beim spitzen Winkel entgegengesetzte Lage an.

Ableitung

trigonometrischer Formeln,

§ 13. Da jede der vier trigon. Functionen den zugehorigen Winkel
vollkommen bestimmt, und umgekehrt, durch die Grosse des Winkels be-
stimmt wird, so ist es offenbar moglich, aus einer einzigen gegebenen
Function jedesmal die drei ubrigen abzuleiten, wenn man drei von einan-
der unabhingige Gleichungen hat, welche den Zusammenhang zwischen den
vier Functionen ausdriicken. Zwei solcher Gleichungen besitzen wir be-
reits in den Ausdrucken (§ 3)

-~

~)

tga—=""1

Hierzu kommt jetzt die Gleichung

~(3)

sin’a 4| cos’a = 1.



Zieht man nimlich aus einem Punkte B des einen Schen-
kels eines beliebigen spitzen oder stumpfen Winkels
BAC = a auf den andern Schenkel oder dessen Verlin-
gerung eine Senkrechte BD, so ist BD? 4 AD? = AB*.
Die Division dieser Gleichung durch AB? giebt

2 2 2
%—:}, ﬁg—,- S »‘-‘A\g,- d. h. sin %a 4 cos %a = 1.

Obschon der Cosinus des stumpfen Winkels gleich

AD . .
— Ap ist, so wird doch das Quadrat deésselben ebenso 09 ip
wie bei dem spitzen Winkel positiv. 4

§ 14. Die drei Grundgleichungen setzen uns in den Stand, die
Aufgabe zu losen: Wenn eine Function eines Winkels gegeben
ist, durch dieselbe alle tiibrigen Functionen dieses Winkels
auszudriicken.

I. Gegeben sin a.
Aus Gleichung (3) folgt

— (&) —cos.a— -+ )1 —sin’a
Setzt man diesen Ausdruck fiir cos a in Gl. (1) und (2), so ist
sin a
e 198 =% yi—sina
i—sin‘a
_6) cotyg a — + V_l‘_‘:": s

Il. Gegeben cos a.
Aus Gleichung (3) folgt

| (1) sin a — )J/1—cos’a
Dieser Ausdruck fir sin a in Gl. (1) und (2) gesetzt, giebt
-® tg a = V27000
Ccos a
. coty A it
Ill. Gegeben ¢g a.
Aus (1) folgt cos’a=%‘-:;a. Setzt man diesen Ausdruck fiir
cos*a in Gl. (8), so erhilt man
sin %a 4 ;;',’: =1, oder sin%a (1 + 1g%a)=1g%, also
- (10) L

= vy
Dividirt man Gl. (3) durch cos %a, so ist



sin ’a cos?a il abo '
a’l_ii-‘_cosn “eos?a’, dh g 3+1—=-75’ a|so
= - 2 ) |

- (11) co:n—:f:'V -l' tg’a oder Cotd_im

sin a,  cos.a

Da tg a ."'(:olgl a = g a #= 1 m, so folgt daraus

&« _ 1 | coty a tq e
lV : Gegeben colg a.
0 -Aus GI 12) folgt

—a®) tg a — c—.;—,';; ' "
Dindm man Gl. (3) darch bm a, soist oo X
. : ‘ da to y 0 ] ! <
9 /&”1’ +ain.’: n'u’ d b' 1 + co" a=lln"a’»als-o-
> ;
. — (18 sin a = A cotg'n
Der Ausdruck ——; stau tg a m due Gl. (11) gesetzt, guebi
e
988 a,___, < —‘——-—o—‘—;- £205 b i ;.‘__,i ra ‘,, a‘so yut. 35198
‘/1 + m co‘sal/'colg a+1
s cotg s
=" ctmp ‘?wfn-c—com a,

$§ 15. In Bezug auf das Vorzelchen der gefundenen Ausdriicke ist
Folgendes zu bemerken: " "~

In den Gl. (4), (5), 6), (1D lst enlwede!; das positive oder das
negative Zeichen zu nehmen, je nachdem der Winkel a spitz oder stumpf ist.

In den Gl. (7) und (14) fir den Sinus, we!cher fir alle Winkel bls
180° positiv ist, sind die- Wurzelgrossen nur ‘positiv: zu nehmen. 0

Da in der GI (10) tg a sewol posiliv als negativ sein kann, je nach~
der Winkel a spitz oder stumpf.ist,. der ganze: “Ausdruck aber fir den
Sinus in beiden Fillen positiv sein. muss, so ist das Vorzeichen des Nen-
ners so zu wihlen, dass ]ederzelt sin a paslm.cw:rd

In den GI. (8), (9), (15) gn nur das positive Vorzenchen der Wurzel-
grossen, da tga, cotga, cosa:immer gleichzeilig entweder positiv oder
negauv smd. .

$ 16 Im Vorhergehenden haben wir die Bezwhungen kennen ge-
lernt, welche zwischen den Functionen eines' und desselben Winkels ‘statt-
ﬁnden, jetzt wollen wir® den Zusammeunhang zwischien den Functionen
verschiedener Winkel aufsuchen, und uns zunichst' damit beschifligen,
den Sinus und Cosinus von der Summe.oder Differenz zweier
Winkel durch den Sinus unﬂ Cosnnus der elnzelnen Wnnkel
auszudriicken. . . 0 oem $1ibivi

.



Es seien die beiden neben einander abge-
tragenen Winkel a und b zusammen Kkleiner. als
90°. Beschreibt man mit einem beliebigen als
Einheit angenommenen Radius aus dem gemein-
samen Scheitel C einen Bogen, zieht aus A die
AD | CHund AF_|_CG, ferner aus D dieDB | CG
und DE | AF, so ist A AED co CBD, also
Winkel DAE == BCD == a.  Nun ist:

AE. = DB -+ AE oder
sin (a-+b) =CD.sina+AD.cosa, d. h.
+(16) sin (a+b) —=sitna.cosb 4 cosa.sinb.

Ferner ist CF = CR~— DE oder

~ cos (a+b) == CD cosa — AD . sina, d. h.
—A7) cos (a+b) —cosa.cosb —sina.sinb.

§ 17. Es sei der kael (:CH==a klemer
als 90°, und ein Theil von ihm ACH=b, also
ACG==a—b. Beschreibt man mit ¢inem Leliebi-
gen, als Einheit angenommenen Radius aus C einen
Bogen; zieht aus A die AF | CG und AD _| CH, fer-
ner DB | CG und AE_| DB, so ist A ADE co DCB,

also Wiokel ADE — DCB = a. Nun ist G5
'AF = DB — DE oder :
~ sin @a—b)=CD. sma—-ADcosa, d'h'
—~(18) nn (a—-b) = sin a cosb — cosa un b.

Ferner ist CF — CB + AE oder Se
' “cos(@a—b)=CD.cosa-+ AD.sina, d. h,

(19) Z _¢oc_pga___—_,- b) = cos a cos b+ sina ,_t‘_in‘ b.

Die Formeln (16) bis (19) sind zwar umer der Voraussetzung ge-
fanden, dass a4+ b'<<90° und ebenso a<= 909 ist, gelten aber auch fur
den Fall, wo'a-+b.und a stumpfe Winkel sind. ' Denn" bildet man nach

Formel (3) die Gleichungen

sm’(a 4 b) + cos“‘(a-}- b)y=1 und sin "(a—b) -+ cos’(a —b)=1,
und " substituirt in- diese die gefundenen Ausdriicke fur sin (a + b) und
cos (a + b), so Uiberzeugt man snch dass dieselben wirklich die Einheit
zum Resultate geben, wie es die’ Formel (3) sowol fir spitze als fir
stumpfe Winkel fordert. - e

-

L] 2 1.
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§ 18. Setzt man in (16) a==b, so erhilt ‘man
~(20) sin2a—2sinacosa oder
~(21) sina—2sin':acos’:a,
in welcher zweiten Form der Gleichung die Winkel a und '2 a sich eben
so verhalten, wie in der Gl. (20) die Winkel 2a und a.
Setzt man in (17) a==b, so ist

—(22) cosa=—cos’a—sin’a oder
n - a
—(23) co:a==cos’;-—.nn“§-

Wird die G1. (28) zu der GI. (3) 1= cos * 5 sin *5 erst addirt
und darauf von ihr abgezogen, so erhilt man dle beiden Glenchungen
(24 14 cosa—2cos'’

—(R5) l—co:a=2u‘n“;—
Aus (24) und (25) ergeben sich die beiden Formeln :

_(26) cos Ll a —ip/ RSP jisder oer a=/1+ c::la

@7  sin + a= l_—_:gg oder cina:i/““’:"'

2

§ 19. Die Additon- und Subtraction der Gleichungen (16) und (18)
fiuhrt zu den beiden Formeln
—(28) sin (a -+ b) | sin (a — b) =2 sin a cos b
(29) sin (a + b) —sin(a -b)—=2 cosasinb
Durch Addition und Subtraction der Gleichungen (17) und (19) erhilt
man die beiden Formeln
- (30) cos (a—-b)+co: (@ + b)—=2cosacosh
~(31) cos (a — b)) — cos (a + b)) — 2 sin aunb
Setzt man in den vier Glenchungen (28) bis (31) a+b==Aund a— b=B, also

a-ui(A—i—B) und, b= 2 (A B), so ist
32 sin A | .nnB=-2nn (A+B) co: (A — B)
(33) sin A — n‘nB-—-.?co:;,— (A+B) sin ;,v (Ad— RB)
(1)  cosRB - cosd—2cos 1(4 4 B) cos ; (4—B)
(35) cos B — cosA=2.n'n (A4+B) cin (4—'B).
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§ 20. Setzt man.zufolge der Formeln (1), 16), A7)
' Visin (a+b) sin a cos b+ cos a sin b
1g(a +b) eoc(a+b) , cosacosb—-slnaslnb

und dividirt Zihler und "Nenner durch cos a ¢os b, so erschemt
sina smh .

- cosa cosb &V

'g("*:b)‘ﬁi sina sinbh
s : T ¢osa “cosb
+i! tga+tgh
—(36) 9 (@t D)= Yo a.tgh
Setzt man, hierin a==b, so. ist
i o L =,_'0_—¢'
37 tg2a=, —t8's oder 1g @ Pyt

. : sii ‘(a—b) _ “sinacosb—cosasinb
Setzt man (g (a—b) = cos (a—b) . cosacosh + sinasinb

und dividirt Zihler uvnd‘ _Nenner durch cos acosb, so ist

4 — g b
~1(38) ty(a_b)—l-z:'ya qtgb

Auf demselben Wege findet man_

coty acolgh—1

(39, iy, SO (2.4 B) = "Ry e protaB
tg'a—1
o) coty 2 a =237 FTF
: - : ik cotqacotgb+1_
~(41) coty (@ b)— cotgh —colga

Es wird in § 29 gezelgt werden ; ‘dass 1g45° =-eotg 45 0 =1 ist.
Setzt ‘man in den Gleichungen (36), (88), (39) (41) 'a=145°, ‘so ver-
wandeln sie sich in folgende ; :

; tgh
B

' b X tgb
(43) 1y (450 — B) 7080
y ) ) y9 | cotgb—1
(b, | cotg (45° +b) = Ty
L (45) " cotg (45°— b)—20l9b+ 1
Dmdm man  die Glelchungen (16) und (18) durch cos a cos b und
sin a sinb, s0 erschemen dne vier Formeln
S(a6Y _sin(a+b) . |
= (46) . P + - cos acosh .
Aan e tgal - TPyl M- B

cosa cosh
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(s} DY LD olgmioT 19D o358 (aipl)isioc
as) . cotgbteolga— lnn

(4%?- agla219 9“‘9') lqo;t:qa,w sinwsind . 000 Lo

§ 20. Die entwickelten Gleichungen lassen sich auch auf mehr als
zwei Winkel ausdehnen...| Verlangt man z. B. eine Formel fur sin (a+b+c),
so betrachte man zuvorderst a + b als eine einfache Grosse und hat daon

sin [(a 4+ b) + ¢] == sin (a + b) cos ¢ + cos (a + b) sin c.
Entwickelt man hierauf 8in'(a4-b) und cos (a + b)‘;‘So erscheint
sin (a 4+ b + ¢) == sin a cos b cos ¢ + cos a sin' b cos ¢ + ¢osa cos b sinc

» Ly — sin a sin b sin-e¢.
Fur.a==b==¢ wird hieraus ¥
(0., .. sin3a=3sinacos?a—sin’a
oder wenn man 1< sin%a fir cos®a substituirt : .
(51) sln_k"ia' —3sina—4sin"a.’

b )
dpf.npi+b§

. . Berechnung

der trigonometrischen Functionen.

§ 22. Wir beginnen die Berechnung der Functionen flir gegebene
Winkel mit der Untersuchung, wie die Functionen mit der Aende-
rung des Winkels wachsen oder abnehmen, und zwischen
welchen Zahlen ihre Werthe immer liegen missen. =

~ In dem mit der Einheit als Radius beschriebenen Halbkreise liege der gine
Schenkel AD des Winkels a unverrtickt fest ; der andere Schenkel AB durch-
laufe den ganzen Halbkreis. Ist a=0, so liegt B in D und dann ist die
Senkrechte BC gleich 0, d. h. sin 0 ®==0. - Mit der Zunahme des Winkels
a wird BC immer grosser, bis B bei 90° in E zu

3 E liegen kommt, so dass:mithin sin 90 =1 ist. Bei
fortgesetzter Vergrosserung des Winkels a nimmt

ﬂ. ~ der Sinus im zweiten. Quadranten ab, bis endlich
D : © 8in180°==0 wird. c??heu‘limglichen Werthe des
C 4 F _Sinus. liegen also zwischen den beiden

~Grdnzen O und 1, und der grossere von
zwei spitzen Winkeln hat den grossern Sinus, wihrend dem
erficsorn van vxdei | etumnfen Winkeln 20T KTETEre “Sinds enspIieaL

§ 23. Fillt der bewegliche Radius AB mit AD zusammen, so liegt

C in D, und es ist AC gleich AD, d. h. cos 0°=1. Mit der Zunahme
des Winkels a bis 90° wird der Cosinus AC immer kleiner, so dass end-
lich cos 90 = 0 1st. Fiir Winkel iiber 90° ist der Cosinus negaliv und

nimmt mit der Vergrusserung des Winkels seinem absoluten Werthe nach
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wieder zu, so dass zuletzt cos 180°==-—1 wird. ' Der Cosinus liegt
also immer zwischen den beiden Gridnzen 1 und —1, und
dem grossern.von zwei spitzen Winkeln gehort'der kleinere
Cosinus an. 'Je grosser dagegen ein stumpfer Winkel ist, desto grbsser
ist auch der Zahlenwerth seines (negativen) Cosinus.

§ 24. Da bei der Zunahme eines Winkels von 0° bis 90° der
Sinus von O bis 1 wichst, wihrend der Cosinus von 1 bis O abnimmt,
und. ein Bruch desto grosser wird, je mehr sein Zihler wichst, sein
Nenver hingegen abnimmt, dabei aber immer posiliv bleibt, wenn seine

beiden Glieder positiv sind, so folgt aus dem Ausdrucke tg a == ’::": dass

mit der Zunahme des Winkels bis 90° die Zahlenwerthe der Tangente
wachsen und positiv sind. Es ist
sin
th“ c'os(())"_»—:O tg90°='*'.‘w".=="o'=m,

wo das Zeichen Qo anzeigt, dass die Tangente eine liber alle Grinzen
hinausgehende Grosse erreicht.  Da man aber 909 nicht blos als das Ende
einer von 09 bis 90° gehenden Drehung des Radius, sondern zugleich
als den Anfang einer neuen mit 90° beginnenden Drehung betrachten kann,
bei dieser letztern aber die Tangente negativ /ist, so kommen auch der
Grinze 90° zwei verschiedene Tangenten zu, so dass nimlich in der ersten
Bedeutung 1g 90° = go und in der andern 1g90° = — go ist. Weil fer-

ner der Bruch s 2 desto kleiner wird, je mebr der Zahler abnimmt, sein

Nenner hmgegen snch vergrossert, so werden mit der Zunahme des stum-
pfen Winkels die absoluten Zahlenwerthe der Tangente immer kleiner, so
dass man endlich bat )
1g 1800 = (L iage == Ly = O.
Die Tangente kann also alle moglichen positiven und nega-
tiven Zahlenwerthe von O bis oo annehmen, und dem gros-
sern von zwei spitzen Winkeln gehort die grossere Tangente
an. Je grosser dagegen Winkel ein stumpfer ist, desto kleiner ist der
Zahlenwerth seiner (negativen) Tangente.

sin'90° 1

| § 25. Durch dieselben Schliisse wie vorhin findet man, dass es in
Bezug auf die Zunahme und Abnahme der Cotangente bei der Aenderung

des Winkels sich gerade umgekehrt verhilt, wie bei der Tangente. Es ist

CATUIE o T

00 ™ 1
cos180°  —1
colg 1800 — sin 180° B S Qo

cotg 0% =

Die Cotangente nimmt also alle mdglichen positiven und ne-
gativen Zahlenwerthe von O bis @ an, und dem grossern
von zwei Winkeln entspricht die kleinere Colangente. Je
grosser ein stumpfer Winkel wird, desto grosser wird auch der Zahlen-
werth seiner (negaliven) Cotangente.
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'§ 26. Die gefundenen Resultate fiir die Tangente und Cotangente
besmngen sich ;auchidurch die geometrische Construction dieser Fuuctio-
nen.  Die Betrachtung der ersten Figur in § 12 zeigt, dass fir a =900
die durch E gehende Tangente ED mit der Linier AF parallel ist, und da-
her beide Linien einander gar nicht treffen. - Da aber bei: der’ Zunahme
des spitzen Winkels a der Durchschnittspunkt D sich immer weiter von E
entfernt, so kann ‘man fir den Fall, wo a=900° ist, sich den Punkt D
umndhch weit vorstellen’, d. h. die Tangeme als unendlich gross bezeich-

- 'Ebenso lasst sich die vollige - Uebereinstimmung’ der' geom:’ Con-
slructm mit ‘den ubrigen auf analytischem Wege gefundenen Besuitaien
fur,die Tangente, so wie fiir die Cotangente leicht darthun...

00§ 27, Obschon es der Winkel, deren Functionen man in bestimm-
ten Zahlen anzugeben hat, unziblig viele giebt, so lisst sich doch: die Be-
rechnung aller dieser Functionen auf einen sehr missigen Umfang zuriick-
fuhren. Um namlich die Zahlenwerthe der Functionen aller
Winkel von 0° bis 180° zu kennen, gentigt es, die Werthe
der Functionen fir alle Winkel bis 45° zu berechnen. - '

2Denn erstlich ist (§ 8) der Sinus eines stumpfen Winkels zugleich
der Smus seines spitzen' Nebenwinkels, ‘und: cos, tg und cotg eines stum-
pfen ‘Winkels: erhiilt \man, ‘wenn man dlese Funchonen vou deéseu spomem
Nebenwinkel ‘negativ nimmt, z. B. 6T suah9i

d lis W sin 990 — sin (1800 — 99°)d=-smSl° el
HOE LI 19608 959 = g8 (1800 1198 ) == — cos 850, 1 v
tmﬂens ist:(§ 7) jede Function eines Winkels zwischen 45° und 90° zuglelch
die sinnverwandte Function eines Winkels zwischen 0° und 45°, z, B.

sin 55° = cos (900 — 55 ) = cos 85°, '
1g 479 = qolg (900 — 470) = colg 43°.
Kennt man also die Werthe der Functionen aller Winkel unter 45°,

sind” auch’ die Werthe der’ Funcnonen aller Wini(el von 45° bis 180' dhne
Wemres’ bekaum 12m

i o

s 28. "We.u'n.";nau mit  einem _als E'ivn.heilv ange-

nommenen Radius einen Bogen beschreibt, und einen

/) ¢ Mittelpunktswinkel' ACB desselben; und damit zagleich
 “dessen Sehne’ AB durch 'CD halbirt; so sieht man, dass
‘g oo der Sinns des Winkels. ACD gleich ist der hal-

bén Sehne des doppelten Winkels ACB.

Auf diesen Satz gestiitzt, wollen wir die Functionen ftr die halben
Mittelpunktswinkel der regelmissigen Vielecke von 4, 6, 10, 15 Seiten
berechnen, welche die Geometrie in den Kreis emschrenben lehrt, indem
sie: zugleich Mittel an die Hand giebt, aus dem Radius die Zahlenwerthe
der Seiten dieser Vielecke zu finden. Wird der Radius gleich 1. geselzt,
S0 ist dle Hllﬂe Jeder Vlelecksseile der Sluus von der Hame des entspro-
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§ 29. In der Figur § 28 stelle AB die Seite des regelmissigen
Vierecks vor, alsdann ist ACB=90°, also ACD=45°, folglich auch

CAE =45° und daher AE = CE, ferner AB=}/1%+1%= }/2, also
AE=CE — } V%, d. h. :

$in45° = 31 /2 = 0,7071067 = cos 45°

tg 45° — o — 1= cotg 45°.

§ 30. ‘Bed'eulet AB jetzt die Seile des regelm. Sechsecks, so ist
AB—AC—1, ACB — 607, ACD —30°, und weil AE =1, mithin CE—

/1—%:-—%1/"3—, $0 ist
sin 30°=%==0,5=—_= cos 60°
c0s 300 = £}/ 3= 0,8660254 = sin 60°

1300 = g = 7 = 0,5778502 — colg 60

cotg 300 — ¥ — }/5 —1,7320508 — 1g 60°.

§ 31. Es stelle AB die Seite des regelm. Zehnecks vor, so ist
ACB=2369, also ACD=—18° Da die Seite des Zehnecks das grissere
Stiick des nach stetiger Proportion getheilten Radius bildet, so ist

1:AB=AB:1—AB oder AB?+ AB=1, also AB=} (¥5—1).
Nan ist AE=3} (¥5— 1) und CE =Y T— 35 (/5—1) =} /5tV5 d.h.
sin 18 ¢ ==} (V5—1) = 0,3090169 == cos 72 °
c0s 189 — ;,l/ Ei_'l;;'ﬁ===o,951056.'3_—.zsiu 72,0

1g 18 — &% — 0,3249196 — cotg 729
cotg 18 0 — T — 3,0776835 — 1g 72 0.

§ 32. Wenn in dem mit der Einheit
als Radius beschriebenen Halbkreise AB die
Seite des Sechsecks, welche gleich 1 ist, und
AC die Seite des Zehnecks vorstellt, deren
Werth § (V/5—1) betrigt (§ 81), so ist be-
kanntlich BC die Seite des Finfzehnecks,
und dieser entspricht der Mittelpunktswinkel :
von 12°, so dass also § BC=sin12° ist. Da nun ACD=ABD =90°
und nach dem Ptolemiischen Satze (Legendre § 118)
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AD.BC + AC.BD=AB.DC, so ist ;
2. BC Y § (V5—1) . VI=V A = {(/5=1)", ‘also

> o V1o+2»'54— Y15+ Y3, folglich ik G

sin 120 — V1°+2”5“"15+"3 = 0,2079117 — cos 789

c0s12° = V1 —sin*® '120 =0, 9781477= sin 78 ¢
1§ 120 =5in12°: cos 120 —0, 2125566 — colg. 780"
" colg 129 = c0s 129 : sin 12 0 — 4,7046300 = 1g’ 7&0

§ 33. Aus den bereils berechneten Functionen lassen slch dne Fune-
tionen von unendlich vielen andern Winkeln finden. Mittels der Formeln
(16) bis (19) kann man aus den Functionen zweier Winkel die Functio-
nen der Summe oder Differenz jener Winkel ableiten, z. B.

sin 75 0 ==sin (459 - 30 9) ==sin 459 cos 30° - ¢cos 45° sin 30 ©

= 0,9659258 = ¢os 15 °
€08 690 = cos (189 — 129) = cos 18 9 cos 122 - sin 180 sin 12 °
i = 0,9945218 == sin 84 °.

Ferner bieten dne Formeln (20) und (22) ein Mittel dar, aus den Funclio-
nen eines Winkels die des 2, 4, 8....fachen Winkels zu berechnen,
wihrend die Formeln (26) und (2'7) die Moglichkeit gewihren, aus den
Functionen eines Winkels die des halben Winkels abzuleiten, z, B. aus
cos 6° = 0,9945218 findet man nach emander ‘

5in 30 = l/ 1—eos 6 _ 1 0523359 — cos 87 g

cos 8 51 ‘/ E‘“ 2 0,9986295 = sin 879

5in 10 30/ — ‘/' —oeS? _ 0,0261769 — cos 88 ° 30

cos 10 307 = / ¥ o 3 o 0,0996573 — sin 880 307,

Ebenso erhilt man nach einander sin 45, sin '!g:, sin 44?”—', sin 4:', sin ‘:g',

sm 7 =-0 00040905, sm ' £20,00020452.  Bei dieser Berechnung zeigt

es slch dass je kleiner dne ‘Winkel werden, auf “desto mehr Decimal-
stellen die Sinusse sich wie ihre Wnnkel verhalten. So nst Z. B die letute

Zahl die Hilfte der vorhergehenﬁen. ebenso wie der kael dne Halﬂc

P

yon g ist, Man kann daher sin1’ durch folgende Proporlnon finden :
sin gf:sin 1’=§.:1', also sin 1',—=0,00029087'.‘ ‘
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Aus sin 17 ldsst sich 'cos 14/ (§ 14, 4), dann sin2/(§ 18, 20), hierauf
(§ 16, 16). sin 3%, sin 4’ u. sgw. berechnen, so dass die Winkel vonm 'Mi-
nute zu Minute fomcM Man ersieht: hieraus die Muoglichkeit einer
ganz elementaren Beréebmling der Functionen. Kiirzere Methoden: lehrt
die hohere Mathematik. =" . ; ;

g9 Vom Gebrauche'
-der trigonomeirischen Tafeln.

§ 34. Die Logarithmen der berechneten trigon. Funclionen _bat
man neben den in Graden, Minuten und Secunden ausgedriickten Winkeln,
welchen die Functionen angehoren, auf eine ubersichtliche Weise in Tafeln
zusammengestelll, so dass man mit Leichtigkeit fur jeden gegebenen Win-
kel die Logarithmen seiner Functionen, und umgekehrt, zu jedem gege-
benen Logarithmus einer Function den zugehorigen Winkel finden kann.

Da die Functionen theils #chte, theils unichte: Briiche sind (nur die
Tangenten von 45° bis 90° oder die Cotangenten von 0° bis 45° haben
einen grosseren Zahlenwerth als 1), so miissen die Logarithmen der Func-
tionen theils positiv, theils negativ sein, indem d&chte Briche, negative
Logarithmen haben. Zur Vermeidung dieser Ungleichformigkeit sind in
den Tafeln alle Logarithmen der trigon., Functionen um 10
grosser als ihr wirklicher Zahlenwerth angesetzt worden,
S0 das; also dieselben immer unter einer positiven Form erscheinen. ' So
ist z. B. v 3

sin 300 = 0,5, also log sin 80° — log 0,5 — 0,6989700 — 1,
wihrend die Tafeln angeben log sin 30° = 9,6989700." Man muass da-
her von jedem aus den Tafeln entnommenen Logarithmus 10
subtrahiren, um seinen wahren Werth zun erhalten. Diese
Subtraction wird immer blos dadurch angedeutet, dass man dem Loga-
rithmus hinten' — 10 anhingt. - So steht z. B. in den Tafeln' log sin 12°
= 9,3178789, wofiir zu setzen ist - ,

log sin 12° = 9,3178789 — 10 = 0,3178789 — 1.
Bestimmt man mittels der gewohnlichen Logarithmen-Tafeln den Numeras
dieses Logarithmus, so findet man sin 12 ° = 0,2079117." “*" iabhon

Wenn umgekehrt eine Function, z. B. tg x==0,3249196 gegeben ist,
und man will den Winkel x durch die Tafeln bestimmen, so sucht man
erst in den Logarithmen- Tafeln den Logarithmus jener Zahl, nimlich
0,5117760 — 1, addirt 10 hinzu, ‘was 9,5117760 giebt, und findet
jetzt in den trigon. Tafeln fir diesen log tg den Winkel von 18 ° angegeben.

Diese Vergrosserung des Logarithmus einer Function um 10 Ein-
heiten, damit man denselben in den Tafeln antreffe, pflegt man das Zu-
riickfiihren der Function auf den Tafelradius zu nennen, weil
bei der Anfertigung der ersten Tafeln der Radius des zur Construction
der trigon. Linien dienenden Kreises nicht gleich 1, sondern gleich 10000
Millionen angenommen wurde, von welcher Zahl der L(;garithmus 10 ist.



18

§ 35. In den von Bremiker bearbeiteten Vega’schen Tafeln,
welche allen Rechnungen in diesem Lehrbuche zu Grunde gelegt sind,
schreiten die Winkel von 10 zu 10 Secunden: fort, und ausserdem ist in
den mit d und d ¢ (differentia communis) iiberschriebenen  Spalten be-
rechnet worden, um wie viel sich die Logarithmen der Functionen #ndern,
wenn sich die Winkel um 10 Secunden #ndern. Jene Spalten sind be-
stimmt, mittels einer leichten Rechnung (Interpoliren) auch die Functionen
der Winkel von Secunde zu Secunde zu finden, Diese Rechnung griindet
sich im Allgemeinen auf folgenden Satz: Die Differenzen wenig ver-
schiedener Winkel verhalten sich wie die Differenzen ihrer
gleichnamigen Functionen, folglich auch wie die Differen-
zen der Logarithmen dieser Functionen, und zwar desto
genauer, je weniger die Winkel von einander verschieden
sind. Bei der Anwendung dieses Satzes sieht man also ungleichmissig
wachsende Grossen, wie die Winkel und ihre Functionen sind, als gleich-
missig wachsend an, was innerhalb eines sehr kleinen Intervalles der
Zunahme ohne merklichen Fehler geschehen kann. Man hat dabei stets
darauf zu achten, dass bei der Zunahme eines spitzen Winkels
der Sinus und die Tangente ebenfalls zunehmen, der Cosi-
nus und die Cotangente dagegen abnehmen (§ 22— §25).

Der Gebrauch der Tafel kommt immer auf die Aufldsung einer der
beiden Fundamentalaufgaben zuriick : 1) Den Logarithmus einer
Function eines gegebenen Winkels zu finden, 2) Zu einem
gegebenen Logarithmus einer Function den zugehirigen
Winkel zu finden, :

§ 36. Es sei gesucht log sin 25° 48 54,59,

Unmittelbar in der Tafel findet man
log sin 25 ° 48’ 50 == 9,6389376.
Zwischen diesem Logarithmus und dem nichst folgenden in der Tafel an-
gegebenen log sin 25° 49’ == 9,6389812 findet man in der mit d /iberschrie-
benen Spalte die Zahl 436, welche eigentlich 0,0000436 bedeutet und
anzeigt, um wie viel der Logarithmus 9,6380376 zunimmt, wenn der
Winkel 25° 48 50 um 10 Secunden wichst, also gleich 25° 49 wird.
Jener Winkel wichst aber im vorliegenden Fall blos ugh 47,59 und daher
findet man die Zunahme seines log sin_aus der Proportion
10 : 4,59 = 0,0000436 : x .
v x == 0,0000200124 - .
Addirt man diese Zahl, deren drei letzte Stellen unberiicksichtigt bleiben,
weil man den Logarithmus tiberhaupt nur auf sieben Stellen zu erhalten
wilnscht, zu dem vorhin gefundenen log sin 25° 48‘ 50’/ hinzu, so findet man
9,6389376
0,0000200124

log sin 25° 48’ 544,569 = 9,6385576 also (§ 34)
log sin 25° 48’ 54,59 = 0,6389576 — 1
Diese ganze Rechnung pflegt man kurz so zusammenzustellen :
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log sin 25° 48/ 50 = 9,6389376
43,6 4,59 = | 200,124 .
log sin 25° 48 54,59 == 0,6389576 — 1
indem man hier schliesst:  Auf 10 kommt zu den letzten Stellen des
log sin 25° 48/ 50 die- Zahl 436 hinzu, also auf 1“ ihr zehnter Theil,
d. i. 43,6 ; folglich kommt auf 4,59 als Zuwachs 43,6 X 4,59 = 200 hinzu.
Verlangt man den sin 25° 48/ 547,59 selbst, nicht aber seinen Loga-

rithmus, so. schligt man in den Logarithmen - Tafeln den Numerus von
0,6389576 — 1 auf, und findet sin 25° 48 54,59 = 0,4354694.

8§ 87. Gesucht log cos 35° 18/ 157,

Es ist log cos 35° 18/ 10 = 9,9117485
" e MIXE) = | U8

s b log.cos 350 18/15% = 0,9117410 — 1.

Die’ Differenz 74,5, ‘welche hier abgezogen wird, weil der Cosinus ab-
nimmt, wenn der Winkel wichst, wird durch' folgenden Schluss' erhalten :
Auf 10, um welche der Winkel wichst, vermindern sich die untersten
Stellen seines log cos um 149, also auf 1/ um 14,9 und daher auf 5
um 74,5. Man zieht aber, um die aus der Verkiirzung des Decimalbruches
hervorgehende Ungenauigkeit moglichst gering zu machen, nicht 74, son-
dern 75 ab, da nach 74,5 eigentlich noch andere Ziffern folgen und des-
balb der ganze vernachlissigte Theil der Differenz grosser als 0,5 ist.

§ 38. Gesucht log tg 159 51/ 27+,51.

log tg 15° 51/ 20 = 9,4533474
80,2 X 7,51 = = -+ 602,302

- log tg 15° 517 274,51 — 0,4534076 — 1.
Gesucht log cotg 74° 5/ 427,

log cotg 7405 40 — O, 4547874
798 X2 — —159,6

" log colg 40 5 42" — 0,4547114 — 1.

]

5, $ 39. In den Tafeln von Bremiker befindet sich (S. 188 —287)
cine besondere Tabelle, welche alle Winkel innerhalb.der ersten finf
Grade von Secunde zu Secunde enthilt, und mit Vortheil benutzt wird,
wenn man log sin und log ti der Winkel bis 5°, oder log cos und
log cotg der Winkel von 85° bis 90° zu beslimmen hat, oder umgekehrt
aus den Functioqen,dje Winkel sucht. e

Gesucht log sin 20 19/ 49%,71..

(S.234)  log sin 20 19449  — 8,6091653
518 X071 = - 41367,78

log sin 2° 197 49,71 — 0,6092021 — 2,




20

Die Differenz 8,6092171 — 8,6091653 == 518 muss  durch -eigene Berech-
nung gefunden werden, und enlspncht der Winkeldifferenz von 1 Secunde.

Nach der gewohnlichen Tabelle ist (S. 303)
log sin 2019440 = ==8,6086994
517,7x 9,71 == 4 5026,867

log sin 2° 19 49","11'=0; 6092021 — 2.

9 40. Die Functionen stumpfer kael lassen slch auf zwei ver-
schiedene Arten bestimmen :

1) Man zieht den stumpfen Winkel von 180° ab, und
sucht ftir den nachbleibenden spitzen Wlnkel die verlangte
Function zufolge der Formeln: (§8)

sin A = sin (180° — A), cosA—-a-—cos (180° A) U S, W

2) Man zieht 90° von dem stumpfen Winkel ab, und sucht
far den nachbleibenden spitzen Winkel die nnnverwandte
Function zufolge der Formeln (§10) , ,

sin A == cos (A — 90“), cos A = -—sxn(A 90“) u.sow, 0l

Es sei gesucht log sin 980 3’ 274

Wir bezeichnen der Kiirze wegen den gegebeneu Winkel mlt a, und
suchen seinen log sin auf beide Arten.
1) sin @ == sin (1800 — a) = sin 819 56 58"
log sin 81° 56 50/ = 9 9956964
2,9 X8 ° + 23,2
log sin 98° 3 2 = 0,995698'7 —1
2) sin a = cos (a — 90°) = cos 8° 3/ 24
log cos 8° 3* ==09,9956993
RO 2 = -— 5,8
log sin 98° 3/ 2 = 0,9956987 — 1.

§ 41. Obschon es fiur Cosinus, Tangenle und Cotangente eines
stumpfen Winkels, weil es negative Zahlen sind, keine Logarithmen
Flebl so haben doch ibre absoluten Zahlenwerthe Loganthmen, diesen

tzteren hingt ‘man aber’ immer ein (n) an, um anzuzeigen, dass
jene absoluten’ Zahlenwerthe urspringlich mit dem negativen Zeichen be-
haftet waren.

Gesucht log cos 1230 15424,
Setzt man der Kiirze wegen 123°15/2”—=a, so ist
1) €0s a == — ¢0s (1800 — a) = — cos 56° 44 58/

log cos 56° 44/ 50 = 9,7390450
82,1 X8 == 2568

log cos 1239 15 2 = 0,7390193 — 1 (n).
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Oder; 2) 1. ¢0s a= — sin (a— 90°) == — sin 332 15" 2
log sin 33°15 = 9,7390129
BALX = 62
log cos 1230 152 = 0, 7390193 — 1 (n).

Sucht man den Cosinus selbst, so schligt man in den Logarithmen-Tafeln
den Numerus von 0,7390193 — 1 auf und pimmt ihn negativ; man findet
cos 1230 15/ 2% = — 0,5483013.

Auf dieselbe Weise findet ‘man
log 1g 125° 24/ 31 = = 0,1481980 (n)
g 1250 24 31 = — 1,4066886

ferner log cotg 1099 2/ 28 =  0,5379832 — 1 (n)
cotg 109° 2/ 28 — — 0,3451304.

§ 4%2. Wir gehen zur umgekehrten Aufgabe ﬂber:‘ Zu einer
gegebenen Function den Winkel zu finden.

‘ Gegeben log sin x = 0,6389576 — 1.
Zuvorderst hat man mit' Riicksicht auf den Tafelradius zu selzen’
log sin x =9,6389576.

In der Sinus- Spalte der Tafel sucht man diejenige Zahl, ‘welche am
nichsten an 9,6389576 herankommt, aber klemer als dieser Logarithmus

ist; ‘man ﬂndet
log sin 25° 48" 50 =9,6389376

und wenl nach der Tafel log 'sin 259 49/ — 9,6389812, also grosser als
unser gegebene Logarithmus ist, so muss auch x zwischen 25° 48/ 50%
und 25° 49’ liegen. Zwischen diesen beiden Winkeln findet man in der
Differenz-Spalte die Zahl 436 ; diése zeigt an, dass der Winkel 25° 48750
um 107 wichst, also gleich 250 49¢ wird, wenn sein log sin um0,0000436
zupnimmt. Da nun aber log sin x nur um

9,6389576 — 9,6369376 = 0,0000200

zunimmt, so findet man den verhiltnissmissigen Zuwachs des Winkels
250 48/ 50" durch die Proportion

0,0000436 : 0,0000200 = 10 : y 33
y=2;0043(;0 = 4,58, also ist

x == 259 48 54*,58.
Die ganze Rechnung wird folgendermassen zusammengestellt :

log sin x . o =9,6389576
log sin 259 48 50/ = 9,6389376 ..

200
AU 4,58 = 86
X = 250 48' 54”, 58.

Man schliesst hier kurz so: Bei der Differenz 436 wichst der Winkel
250 4850 um 10“, und daher bei dem zehnten Theil 43,6 um 1; wie
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oft also 43,6 in der Differenz 200 enthalten ist, ‘um so' viel Secunden
nimmt auch jener Winkel zu.

Da endlich der Sinus eines spitzen Winkels zugleich der
Sinus von dessen stumpfem, Nebenwinkel ist (§8), so muss
man fir den gesuchten Winkel auch 180° — 250 48/ 54,58 setzen, so
dass also unserer Aufgabe gleichermassen die beiden Werthe genu.gen

x =259 48/54",58 und x = 1540 11’ 5,42, '

§ 43. Wihrend die Bestimmung eines Winkels durch seinen Sinus
zweideutig ist, wenn sich aus der Aufgabe selbst kein weiteres Kenn-
zeichen dafir entnehmen lisst, ob der spitze Winkel, den die Tafel un-
mittelbar giebt, oder dessen stumpfer Nebénwinkel zu wihlen sei, wird
ein Winkel durch eineder ibrigenFunctionen: Cosinus, Tan-
gente, Cotangente, immer ganz unzweideulig bestimmt. Denn
obschon z. B. einem und demselben Zahlenwerthe eines Cosinus immer
zwei Nebenwinkel angehvren, ein spitzer und ein stumpfer, so ist doch
der Zahlenwerth des Cosinus fiir den spitzen Winkel positiv, fiir .den
stumpfen Winkel negativ, und man kann daher am Vorzeichen dieser
Function sogleich erkennen, welcher von beiden Winkeln gemeint ist.
Ebenso verhidlt es sich mit der Tangente und Cotangente. ' Demgemiss
konnen unter x in den Ausdricken cosx==0,5, 1gx="7, colgx=4
nur spitze Winkel, dagegen in den Ausdriicken cos x = — 0,3, 1gx = — 2,
colg x =— 3 nur stumpfe Winkel verstanden werden.

Wenn cos, tg und cotg durch ihre Logarithmen angegeben werden,
so ist bei diesen ebenfalls ein solches Unterscheidungszeichen nothig, da-
mit man _sogleich wisse, ob die Functionen posiliv oder negaliv zu neh-
men seien, also ob sie einem spitzen oder stumpfen Winkel angehuren,
Man_schreibt daher im ersten Falle z. B.

log cos x ==0,9084026—1, logtg x = 0,3010300 log colg x == 0,5346294
dagegen im zweiten Falle - :
log cos x = 0,9084026 — 1 (n) 'oder log (—cos x) -———-09064026 -1
log tg x == 0,3010300 (n) oder log (— tg x) == 0,3010300
log cotg x=0,5346294 (n) ' oder log (= cotg x) 1I=v0,5346294 it

§ 44. Sei gegeben logcosx=9,7107395, so ist
log cos 59° 5/ 20" == 9,7107160
235 .
— 6,67 = 35’£
X == 59%5/134,88.' : »
Es lisst sich x auch $0 bestimmen, dass man in der Tafel von dem niichst
grossern Logarithmus ausgeht, nidmlich ‘

log cos 59° 5410 == 9,7107512
log cos.x ol 710’7395

, ek 34489 o ‘%
Hler muss die Differenz addirt werden, also ist x==59°5/13//,32.




Sei gegeben log ig x == 10,0328564
log tg 47° 9/ 507 =10,0328352

212
x==47°9/55"701.

Sei .gggebén log cotg x = 10,4771213
so_ist log cotg 18°26/ 10" = 10,4770919

Lgg— —71"37;
x = 180 26/ 5,82,

§ 45. Die stumpfen Winkel lassen sich aus ihren gegebenen
Functionen auf zwei Arten bestimmen :

1) Man sucht fir den Logarithmus der Function den
spitzen Winkel, welchen die Tafel giebt, und zieht densel-
ben von 180° ab, zufolge der Formeln (§ 8)

cos A = — cos (180° — A), tgA=—1g (180° —A) u. s. w.

2) Man betrachtet den Logarithmus der Function als
den Logarithmus der sinnverwandten Function, bestimmt
den zugehorigen spitzen Winkel und addirt zu demselben 900,
zufolge der Formeln (§ 10)

cos A = — sin (A —90°), tgA=— cotg (A —90°) u.s. w.

$ 46. Seigegeben logcosx=9,9084026 (n)
dann ist 1) * log cos (1809 — x) ==9,9084026
: ‘ log cos 85° 5510 = 9,9084006

b 14/ 3 Y __2_0~
‘ ‘ ? 153 '
1800 — x = 35° 55/ 8,7, also x==180° — 359 55/ 8",7_= 1440 4513
oder- 2): log sin (x — 90°) == 9,9084026
log siu 54° 4/ 50" =— 9,908400(_5
A 20
+ 1 'a3 =0 1753

X — 900 =540 451,83, also x =540 4/ 51,3 + 90° = 144° 4/ 51,3

Das zweile Verfahren ist dem ersten im Allgemeinen vorzuziehen, da die
Addition von 90° zu einem Winkel bequemer ist, als die Subtraction eines
in Graden, Miouten und Secunden ausgedriickten Winkels von 180°.

Wenn gegeben ist tgx==—2, so hat man zuvor log 2 zu neh-
men und denselben mit Riicksicht auf den Tafelradius um 10 zu erhdhen;
man findet log tg x == 10,3010300 (n) und hieravs x = 116° 33 54' 54/,19.

Ist gegeben log (— cotg x) = 10,5346294, so findet man

X = 163° 43/ 21",46.
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§ 4%7. Ein aus mehren positiven und negativen'Factoren bestehen-
des Product, oder ein gebrochener Ausdruck, dessen Zihler und Nenner
Producte aus derartigen Factoren sind, ist posmv oder negativ, je nach-
dem die Anzahl der negativen Factoren eine gerade oder ungerade ist.
Wird nun der numerische Werth eines solchen Ausdrucks logarithmisch
berechnet, wobei die negativen Factoren vorliufig positiv betrachtet und
ihre Loganlhmen mit §n) bezeichnet werden, so hat man nur in dem
Falle, wenn die Anzahl der Zeichen (n) ungerade'ist, ‘ein solches Zeichen
ebenfalls dem Logarithmus des verlangten Endresultates beizufiigen, und
letzteres selbst alsdann negativ zu nehmen.

1) Sei gegeben tgx=="5,34 cotg 143° 35 cos 95° 23, so ist

log 5,34 = 0,7275413
- log cotg 143° 35’ = 10, 11321127 (n)
log cos 95° 23 = 8,9722895 (n);
log tg x.==:9,8319435, 1also x ==34° 10’ 51“ 69.
o o
2) Sei gegeben cos xé,’“:-%?ts%?t‘(?"‘;’ dann st | :
log sin 109° == 9,9756701
log cos 930 b5/ — 8,8344557 (n)

77188101258
log 35 - = 1,5440680 (n) :
log tg 1430 10’ = 9 8744838 (n)

1,11,41855618

log cos x — 7,3915740 (n), also x — 900 8 284,15.

§ 48. Bei der Bestimmung von Winkeln nahe bei 0°
oder bei 90° aus ihren Functionen, oder umgekehrt dieser letztern
aus den Winkeln hat man einen Umstand zu beriicksichtigen, der oft eine
bedeutende Ungenauigkeit in dem Resultate einer Rechnung herbeiftih-
ren kann.

Wenn der Sinus oder Cosinus nahe gleich 1 ist, so d#ndern sich
diese Functionen mit dem Wachsen oder Abnehmen des Winkels sehr
wenig, d.h. die Aenderung des Sinus wird sehr gering nahe bei 90°,
und die des Cosinus nahe bei 0°. Wo sich aber Sinus und Cosinus ihrem
kleinsten Werthe O nidhern, indern sie sich am stirksten, wenn sich der
Winkel dndert, also der Smus nahe bei 0° und der Cosmus nahe bei 90°,
Da nimlich

sm0°=0, sin 459 =0 '707.... sin 90°==-1
cos 00 =1, cosl5°==0'707 e cos 90° =0,
so sieht man, dass der Sinus bis 45° um mehr zummmt, ‘als von 45°
bis 90°, und dass der Cosinus bis 45° um wemger abmmmt als von
450 bik 90°. So-differiren z. B - die Logarithmen 23
log sin 3/ =6,9408473 = log ¢cos 890 57
log sin 4/ =17, 0657860 log cos 89° 56
schon in der Kennziffer , wuhrend die Logaruhmen b o da
log cos 3‘ == 9,9999998 == log sin 89° 57/
- log cos 4’ = 9 9999997 == log sin 89° 56
erst in der sicbenten Decimalstelle von einander abweichen.
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Mit der Aenderung eines ‘'sehr'kleinen Winkels um eine oder mehre
Secunden #ndert sich der Cosinus so ausserordentlich wenig, dass diese
Aenderung gewdhnlich die sieben ersien Decimalstellen nicht trifft, und
folglich die Cosinusse von Winkeln, welche blos um ‘einige Secunden ver-
schieden sind, in den Tafeln durch die nimliche Zahl ausgedriickt er-
scheinen. Je schneller sich aber eine Function #ndert, wie'der Sinus bei
sehr kleinen Winkeln, desto weniger kann man sich in der genauen Auf-
findung des Winkels |rren Wenn man also die Wahl haty-einen Winkel
durch eine beliebige Funcqon zu bestimmen, so w&hle man immer die-
Jjenige, welche die grossten Differenzen hat, d. h. man-bediene sich
des Sinus, um sehr kleine Winkel, dagegen des Cosinus, um
Winkel nahe bei 90° genau zu besnmmen oder iin' beiden Fillen
der Tangente und Cotangente, indem diese Funclionen tiberhaupt zuver-
lissigere Resullate geben als die ersteren,  Einige Beispiele werden zei-
gen, wie man hierbei zu verfahren hat

S 49 Gegeben sin x=0 999990'7 Es ist log sin x = 9,9999960,
nnd die Tafel giebt x == 89° 45/ 10% und auch, x ==89°4520¢, so dass
sich also hieraus: der wahre Werth von ; n;cht crkennen Iasst, Um x
genau zu erhalten, setze man. . . ibeidsl

—coblx v P ok =it V(1 +‘snhi) Cl —sin x) au IS
log (1 4- sin x) = 0,3010280, log (1 — sinx) =0, 9684829 — o -
| log cdsx==0 6’34’76;5 3 (also x= 89"45’ 107, 43, " Vi

s 50. Gegeben x=acosm, wenn a==8347 5 uhd
= 4/ 15,18 860 b : ¢

Die directe Berechnung giebt' x'=— 8347,494. Da naeh der Tafel
log cos m==9,9999997 allen Winkeln von 34504 bis' 420 zukommt, 'so
leuchtet die Ungenauigkeit -dieses Werthes fir x ohne' Wenms emwllm
x schirfer zu bestimmen, setze man '(§ 18, 25).

cosm==1-—2s'h’~ also x=a—2asin"2
. 1og(2asm —)=08074066 B 2asm’—-=00064181

Xx=a—2asin —i=83474935819 f f<ag 98
Eine andere A“ der Berecbhung Werden wir in 555 kennen lernen.

b 2

§ 51, Gegében cos X -_‘— mr a = 760 und b — '761 .
. Direct! findét man’ x=z°56’ 157, 5. - Gennuer w:rd X auf folgonde
drei’ Arten erhalten s :
‘D Es 1st‘1*cosx=1--—='=-"—_—- d. h. (§18, 25) "

b
2§in’—;—4——-b’:', also sin =nl/!":fal o '_" v

LA RS LR L RIS \ ' BISDASL W



2) Esistd 4 cosx =1 42 =22 gop (518, 24)

¢X  bta X/ b+a
2 cos * 5 5> also cos l/—ﬂ’—

\ Al 1 ) j
und weil vorhin sin B V Tb—a s S0 ist
sin X “eihs dgriial

5 b=a x b—a
————al/m, d.h. tg'f= r_{:a

Ccos o
2

log 1g 5 — 8,4089354 , x==2°56/15",36

3) sinx=l/1“-cos‘i?=1/1-—;—:=-—I‘;V(b+ 3 (b =2)
log sin x ==8,7096799 , x =2°5615%,36

§ 52. Der Rest, welchen man erhilt, wenn man eine gegebene
Zahl von ihrer nichst hoheren dekadischen Einheit abzieht, heisst die
dekadische Erginzung oder das complementum decadicum von jener
Zahl und wird. durch CD. bezeichnet, z. B. CD.6 = 10 — 6 = 4,
CD. 25 = 100 — 25 = 5. :

Die dekadische Erginzung eines Decimalbruches wird  gefunden,
wenn man seine letzte bedeutende Ziffer von 10, und alle iibrigen Ziffern
von 9 abzieht, z. B.

CD. log 2 == 10— 0,3010300 == 9, 6989700
CD. 11,8069 = 100 — 11,8069 = =88,1931
Fiir. einen Logarithmus mit einer negativen Kennziffer wird die Erginzung
dadurch erhalten, dass man seine Mantisse von 10 subtrahirt und zu dem -
Reste die positiv genommene Kennziffer addirt, z. B. fir
log 0,05 == 0,69897 — 2 st
CD. log 0,05 =10 — (0,69897 — 2) =10 — 0,69897 - 2 = 11,30103

Hat man von einer Zahl a ‘abzuziehen die Zahl b, so kann man
statt a — b auch setzen
a- (10— b) — 10 oder a- (100 — b) — 100

Es ist also die Subtraction zweier Zahlen von einander
gleichbedeutend mit der Addition der dekadischen Ergin-
zung des Subtrahendus zum Minuendus, wenn man von der
erhaltenen Summe zuletzt wieder 10 oder 100 abzieht, je
nachdem der Subtrahendus von 10 oder 100 abgezogen wurde.

Dieses Verfahren, durch welches jede Subtraction auf die Form
eines gewohnlichen Additionsexempels gebracht werden kann, ldsst sich
mit Vortheil anwenden, wenn man entweder von einer Zahl
mehre andere Zahlen, oder von der Summe mehrer Zahlen
eine oder mehre andere Zahlen zu subtrahiren hat. Es ver-
steht sich dabei von selbst, dass man von der schliesslich erhaltenen
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Summe immer' so' viel Mal die Zahl 10 oder 100 ‘abziehen miisse, als de-
kadische Erginzungen entsprechend zu 10 oder 100 in Anwendung gebracht
worden sind. Es sei gegeben s
0,5.. cos 34° 10*
“1g 737 sin 150°
0 ist log 0,5 = 0,6989700 — 1
log cos 34° 10’ = 0,9177194 — 1
CD. logtg 78 - = 9,4853390 — 10
CD. log sin 150° = 10,3010300 — 10

log cos x = 9,4030584 — 10
' X' ="5%20149!,33

COS X ==

e 117° 147 sin 140° 45/
Sei gegeben 'x ”tﬁm?g_s"—
s0 ist log tg 117° 14/ = 0,2884746 (n)
log sin 140° 45 = 0,8012015 — 1
CD. log cotg 93° 30’ = 11,2135139 — 10 (n)
CD. log tg 950" ' ‘— 8 9419518~ 10 (n) '
log x — 0,2451418 () -
X == — 1,7584975

§ 53. Die Grosse eines Winkels lisst sich nicht blos
durch seine 'Gradenzahl angeben, sondern auch durch die
Linge eines aus dem Scheitel zwischen den Schenkeln be-
schriebenen Bogens, wenn dem Radius ein bestimmter Zahlenwerth
beigelegt ist.

Es bedeute r den Radius 'eines Kreises, a die Gradanzahl eines be-
liebigen Centriwinkels, und b die Linge seines Bogens. Da sich der
ganze Kreisumfang zu einem Bogen verhilt, wie 360° zur Gradanzahl des
Bogens oder seines Centriwinkels, so ist

2rm:b=360°:20
wobei vorausgesetzt wird, dass wenn der Winkel auch Minuten und Se-
cunden enthilt, diese zuvor in Theilen des Grades ausgedriickt sind, und
dass die Zahlen r und b sich auf die nimliche Lingeneinheit beziehen.
Aus dieser Proportion folgen die Formeln : :

\ | anr.
1 Bogfnlauge b = s
2) Gradanzahl a — 380D
5 : &

mittels welcher sich aus dem Radius und der Gradanzahl eines Winkels
die Bogenlinge, und umgekehrt aus dem Radius und der Bogenlinge die
Gradanzahl des Winkels bestimmen lisst.

Gewohnlich wird bei der Bestimmung einer Bogenlinge der Radius
selbst als die Masseinheit angenommen, also der Bogen in Theilen
des Radius ausgedriickt. Wenn daher von der Linge eines Bogens
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ohne Angabe des Radius die Rede ist, so wird dabei, immer: vorausge-
selzt,  dass, letzterer gleich 1 sei. Fur r==-1 hat man die Formeln

3 Bogenlinge b — 2 180
4) - Gradanzahl a = 1_81?1’
wa B
Es ist Bogen b gleich 180 oder 180 60 oder 180 60 60° I pachdem

a die Anzabl der Grade, oder der Minuten, oder der Secunden angiebt.
Umgekehrt ist ein Bogen, dessen Linge b ist, gleich }—8—;& Graden

__180. fg*b‘ g =,1£‘l_6‘; 807D 34 scundens

Die Linge des Bogens von 20° ist gleich 21985 = 0,3490658 und

der Bogenlinge 38 entspricht ein Winkel von }-@%3 = 171,88733 Gra-

© den = 171° 53‘ 14,38,

:

$ 54. Wegen der hiufigen Anwendung der obigen Formeln folgen
hier einige berechnete Zahlenwerthe: 3

' 1) #»==38,14159265... und logm==0,4971499 - ‘
Setzt ‘'man in der Formel § 53, 3 den Winkel a =19, so ist der Bogen
(arcus) b ebenfalls glelch 1%) folghch

R), arc 10 = 1756 =00, 01'74::329 /

log 178_5 = 0,24187'73 -2

3) arc 1’ == 1—8‘0'*6—0 = 0,0002908882

4) arcl¥= 180 60 60 =-O 000004848136

log 180 60 60==06855'748 6
Wenn man in der Formel (§ 53, 4) setzt b=1, so folgt, dass auf einen
Bogen, der dem Radius glench ist, kommen.

5) 3;& ==57,20578 Grade == 570 17‘ 44,8

log 1;'9_ —1,7581226



7 oder 6) 586,90 — 3437,7468 Minuten

n

o 1—894;69«346—9:206264,8 Secundens

§ 55. Mit welchem Vortheil die Bogenlinge statt einer Winkel-
function in manche Rechnungen, eingefiihrt werden kann, wollen wir an der
Gleichung ($ 50) x —a cos m fur a = 8347,5 und m = 415,78 zeigen,
deren directe Berechnung den nur wenig genauen Werth x = 8347,494 gab.

Bei sehr kleinen Winkeln lisst sich der in Theilen des Radius aus-
gedriickte Bogen ohne merklichen Fehler mit dem Sinus vertauschen. So
stimmen z. B. die Werthe von sin 15’ = 0,0043633 und ar¢ 15’ = are¢1/X15
=0,0043633 (§ 54, 3) schion in der siebenten Decimalstelle iiberein, und
fur Winkel unter 15 wirde eine solche Uebereinstimmung auf eine noch
grossere Anzahl von Decimalstellen sich erstrecken. Da m sehr klein ist,
so kann man sin 5= aré 5;4?&3'—'25 setzen, ‘folglich ‘ist (§ 18, 25)

cos m==1 —2sin? '2',' o 23:;‘_"3 =1 95.%1" , mithin

: a : . .
x=acosm-—=a-—--2~am’m.

Nun ist m'= 255,78 also (§ 54, 4) arc m = 255,78 X 0,000004848136
- arcm = 0,0064181, folglich x —a — & arc®m = 8347,4935819. '
. .$ 86. Ist ein Winkel durch eine seiner Functionen, z..B. lga a ge-
eben, o0 dr(lckl man die Linge seines Bpgeus durch arclga aus.
benso bedeutet arc cos 0,3 einen mit dem Radius =1 beschriebenen
Bogen, dessen Cosinus gleich 0,3 ist. :

Um den Zahlenwerth z: B. des Ausdrucks arc sin g anzugeben,

" muss man zuyor den Winkel, dessen Sinus==% ist, durch die Tafel be-
stimmen. Man findet die beiden Werthe ygiyl baw | ' '
560 26/ 334,64 — 56,44267 Grade
0 001280 33/ 26,36 —123,55732 Grade. . 1 o

Hierauf erhilt man mittels der Formel (§ 53, 3)

A

¢ 5 i ! 3
are sin - == o 56,44267 = 0,9851057
i 8 b3 : ;
oder arcsin 6 ™ 180 123,55732 =2,1564812

'$§ 87. Es ist zuweilen die Rede von den Functionen eines im
Lingenmasse gegebenen Bogens. Da z. B. die Linge eines Bo-

30 =0,5235987, so kann man statt sin 30°=0,6

0 1 i
gens von 30° gleich ist 180
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auch schreiben sin 0,5235987 = 0,5. Soll nun die Function einer Bogen-
linge, z. B. sin 0,5235987 angegeben werden, so hat man zuvor den
Bogen nach Formel (§ 53, 4) in Graden auszudriicken, und sucht alsdann
in der Tafel die Function des Bogens, also v 190

sin 0,52 . . =sin 10 2987 _ gip gp0 g, 5,

§ 58 Wir bemerken hier noch, dass fiir einen solchen Ausdruck
wie sin a-== 0,5 sehr hiufig die Schreibart a = ang. sin 0,5 angewendet
wird, indem man dadurch aussagt, dass a §l,ei‘ch sei dem Winkel
(angulus), dessen Sinus 0,5 ist. Da tg45%= colg 45° —1 ist, so ist
auch 459 —ang. 1g 1=ang. cotg 1, sowie der Ausdruck x==ang. cos (—0,54)
einen Winkel anzeigt, der die negative Zahl 0,54 zum. Cosinus hat, und
auch durch cos x = — 0,54 dargestellt werden kann.

. Von den Hilfswinkeln.

§ 59. Da die Sinusse alle Werthe von 0 bis 1, die Cosinusse alle
Werthe von 1 bis — 1 annehmen konnen, endlich die Tangenten und Co-
tangenten das ganze Gebiet der positiven ‘und negativen Zahlen durch-
laufen, so lassen sich alle positiven Zahlen, welche nicht
grosser als 1 sind, als Sinusse, ferner alle zwischen 1 und
—1 liegenden Zahlen als Cosinusse, endlich alle positiven
und negativen Zahlen als Tangenten oder Cotangenten eines
Winkels betrachten. ; :

" Hierauf berubt die Einfihrung eines sogenannten Hilfswinkels in eine
Reéchnung zu dem Zwecke, einen algebraischen Ausdruck, welcher wegen
der davin vorkommenden Additionen oder Subtractionen den Gebrauch der
Logarithmen nicht gestattet, so umzuformen, dass die Summen- oder
Differenzform verschwindet und eine ununterbrochene logarithmische Rech-
nung moglich wird. Die Hilfswinkel werden nicht blos in der Trigono-
metrie gebraucht, sondern auch'auf solche Rechnungen ‘angewendet, in
welchen Winkel und trigon. Functionen urspriinglich gar nicht vorhanden
sind, wie die folgenden Beispiele. zeigen werden. '

§ 60. Um a b logarithmisch zu berechnen, setze man
a+’b=-.a'(1+§)
und nehme einen Winkel ?v 80 an, dass ' (8!
18 g =5 also -tgq===|/ ~Toe
Substituirt man tg %y in die obge Gleichung, so ist (§ 14, 11)

| nal ol o7
at+b=a(l+1g’y) T tos™y
a

L 3 .l |
Setzte ‘man == co'gly, so wire a{-b= diay
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Jetzt lidsst sich a -+ b durch eine blos logarithmische Rechnung finden.
Besonders vortheilhaft ist der Gebrauch der Hilfswinkel, wenn die bekann-
ten Grossen durch ihre Logarithmen gegeben sind.

Sei log a==0,1904438, log b= 1,1613980, 'so ist

logh = 1,1613980 log cos ¢ =9,4924654 — 10
log a = 0,1904438 log a ==0,1904438
lOg tg = 0,9709542 g lOg cos ? P = 0, 9849308 —.,
log 1g q, — 0,4854771 log (a + b) = 1,2055130

¢ ==71°53/35,61 a-b=16,0514

§ 61. Stalt der Differenz a — b setze man
a—b=a (1 — %) , und indem man a > b voraussetzt,

cos’gu-=—:~, also cOS9:=‘/—::—. Dann ist
a—b=a(1l—cos%¢)=asin%gp.
e % leucont® ;
Aus cos*g= - folgt a=m ; daher ist auch
in 2
e o 280

2
Cos "¢

Die Gaussischen Logarithmen sind bekanntlich zu dem Zwecke
colr;s::'mrt, aus log a und logb den log (a+b) und log(a —b) zu
erhalten

='b tg’?.

§ 62. Wenn x= b gegeben ist, so setze man

N
X=———»— und tg 9 = —:- ; alsdann hat man (§ 20, 43)
1 +
8 p S

Aus log a = 2,6063814 und log b ==0,6020600 findet man
log 1g ¢ == 7,9956786 450 — =440 25’ 57,85
9 Y 24,15 logtg (450 -~ g)=0, 9913998 et &
x == 0,9803921

§ 63. Statt x==l/a'+b“ kann man setzen
x—al/1+ I~ und tgy_—a 5 alsdann ist (§14,11)

x=a)/1+41g% 9:=-—~ =

cos ¢

Fur a == 50,6835 und b=27, 9041 findet -man ¢ ==28° 50/ 6,88 und
x == b7, 8:)72
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'8 64. ' Um die Gleichung x = acosm :!: bsmm loganlh-
miﬂch umzuformen; selze man

x_b(b cosm;{:smm) und lgy:r-:' b a also ‘

J .
X

Xab(tgycosmism m) == b cosq» cos m;tsmm)

) wadis 1
~ ¥=-—(s;nq;cosm:i:cos¢sm m)mb,mcg;&?)ﬁ_

Es sei geghben x=7cos23°-—-5 §in239, 50 ist a="7, b=5,
m==23°, folglich

tgp =Te=14" """ “logh " 06089700

log-lgyﬁso,ikﬁlmrn -~ ohdogsin (9 — m) £=9,7176187 — 10
— 540 27/ 44,35 CD. log cos gy = 0,2356458

§—m =310 27 4435 - log x=0,6522315

x =4, 4898781

: |8

§ 65. Um aus der Glenchung alinx+beolx==c den Wm-
kel x zu bestlmmen, ‘setze ‘man " -

v ,
sin x + _.,, COS X = uld —:~==t39) -éal:—g, S0 ist

: oy 8D c, .
mab 1"‘~Sinll~*“*’—‘"*?-008 X e=ted |
8) a0l bas Ccos ¢ ! a

smxcosgu + cosxsm¢==f—i:iq~', d. h
st 53 4 f ” u ; :
sin (g + 1) = 9558

Hat man ¢ + x, gefunden und mht davpn 9 a'b, 50 erhalt man x. Fir

COBY 1 ist die Aufgabe unmughch.

u
\

§ 66. Die trigon. Formeln kbnnen auch zur ‘Auflosung der un-
reinen quadratischen Gleichungen benutat werden, welches Ver-
fahren besonders daun vor der gewohnlichen elmxschen Auflosung
Vorzuge hat, wenn die Gheder einer Gleichung vielzifferige Zahlen enthalten.

Jede unreine quadratische Gleichung ldsst sich unter einer der fol-
genden Formen darstellen :

x P pPyr=seQ ousd A (dDhex t —Pxi== .
(lll)x’+Px==—Q (IV)x’—Px—-——Q
Diese vier Fille wolfen Wir nach einander betrachten. ™

S 67. Die Gl (l) ’+ Px=—Q hat “die Wurzeln
x P ( 14 V ¥ - p?)



Setzt man igo= Z;Q , also g%y =4'Q und
Yo P e YQ _ cosgVQ :
g ¢ sin ¢
50 erhult man durch Substitution und zufolge '(§ 14, 11)
cosgvVQ =COS¢VQ
¢ B sin ¢ ¢ 1_—tV1+tg 0 sin ¢ ( d:cosgz

Wir werden immer mit x‘ die Wurzel bezeichnen, welche dem
positiven Vorzeichen, und mit x” die Warzel, welche dem
negativen Vorzeichen entspricht. - Dann ist s

i c0s 9 VQ A—cosg 1—cosg

sin ¢ €os ¢ sin ¢ Ve
x,,=cosqn’Q —1—cosgp . d+-cosg, 0
sing cosgp - sin g

Oder wenn man die Formeln (25), (21), (24) anwendet

2_sin’2VQ sin? : '
X/ = .Qz = 2)’Q=tg%}’Q
_2sin—cos§ cos 5
2cos'9VQ cosg
——=a-—-———'/Q=-—colngQ

2sinLcos? ?

3 D) sin i

Die Formeln zur Berechnung der Wurzeln sind also :

2 v . :
t99==——11/,-g', vty TVQ, @ —cotg LV Q'
Beispiel. x*+421,8x==1113,2
Aus P=21,8 und Q=1113,2 findet man
logvVQ == 1,5232866 log VQ =1,5232866 .
log2 = 0,3010300 log tg § = 9,8605287 — 10
CD. log P = 8,6615435 — 10 og ¥ 1388158
log tg ¢ = 10,4858601 — 10

x”—l—

710 B4’ 29,32 o
y ’ log (— x*)=1,6627579
£ — 350 57 144,66 x4 v — 48

Eine Probe der Rechnung giebt der aus der Theorie der Gleichun-
gen bekannte Satz, dass die Summe der beiden Wurzeln absolut
dem Coefficienten des zweiten Gliedes, ihr Product aber
dem dritten Gliede gleich ist. So ist auch hier

X+ x=-—=21,8 und x‘.x"=—1113,2.
3

| FReomaivkegy 4



§ 68. Die Gl (II) & *— Pa — @ hat die Wurzeln
x=v'ls:P(lil//1‘|‘%(72

Man sieht, dass die erste Wurzel x’ das Entgegengesetze von der
zweiten Wurzel x* der Gl. (I) ist, und ebenso die zweite Wurzel x*
dieses Falles das Entgegengesetzte von der ersten Wurzel x/ dort bildet.
Man kann also die Formeln der Gl. (1) hier benutzen, wenn man sowol
ihre Vorzeichen mit emander, als auch x‘ mit x* verwechselt. Indem
nun der Hilfswinkel wie vorhin besummt wird, ‘erhilt man die Formeln

tyq>=£—‘{~,-g X! = coty,fa. w“==—tyzf¢l
Beispiel. x’——ﬁ—fz%x=zm
log P =0,4179290 : D02 =238702707,34
log ¥Q = 0,6858294 log cotg ¥ =0,1158029
log tg ¢ =0,5689304 x/ =6,3333333
¢ == "T4° 54/ 0,68 X = — 3,7155778

Zur Priifung der Rechnung hat man wie in (§ 67)
log (x/ 4 x*) ==0,4179290 = log P
log x’ + log x**=1,3716588 = log Q
indem man statt der Zahlen selbst ihre Logarithmen mit einander vergleicht.

8 69. Die Gl. () & *+ Pa— — @ hat die Wurzeln

x—=’/nP(-—1+|/1-——

Da immer ‘—’52<1 sein‘muss, wenn x reell blenbep soll, so kann man

i 4 g 2V e B
setzen sin%g=— VF? , also sin ¢ = TQ und f/n P= sianu' Folglich ist

st R +m=—§’;£(1+cow)

Hieraus erhilt man ebenso wie in § 67 die Losungen

:ingo—-z‘[a, w’——tyzfa, w"=—coty fa,

Beispiel. x?411x==~—10.

Aus P==11 und Q ==10 findet man : !
logsing =9,7596371 also ¢ = 35° 5/ 48,46

log (—x9) =10,9999999 —1 " - x'=—1
log (— x*) ==1,0000001 x“/=-—10

Probe: x/ + x“===11 und x‘x“=10.



35

§ 70. Wenn die Wurzeln einer ¢uadratischen Gl. imaginir wer-

den, also 4[,—?>1 ist,” so giebt ' sich die Unmdbglichkeit ihrer Auﬂusung
: 2v(Q

bei der trigon. Rechnung dadurch zu erkennen, das man fiir sing aus 5

einen Werth grosser als 1 erhilt. Solcher Art ist z. B. die Gl. x* 4+ 5x
=—9. W‘.e‘nn dagegen "-’p?=1 ist, 50 ist auch sin ¢ =1, also ¢=90°
und g=45°. Da nun tg 459 =1 = cotg-45°, so hat die Gl. in diesem
Falle zwei gleiche Wurzeln, z. B. fir
x?4 26 x =—169 ist x/==x" =—13.
§ 71. Die Gl. (IV) x' —Px = — @ hat die Wurzeln
i0Q
X = '/np(ii- 1—?,-)

Die Vergleichung dieses Ausdruckes mit dem entsprechenden der Gl. (III)
in § 69 zeigt, dass die erste und die zweile Wurzel hier bezliglich der
zweiten und der ersten Wurzel dort absolut gleich, dem Vorzeichen nach
entgegengesetzt ist. Da somit dieselben Formeln, unter Verwechselung

sowol von x’ mit x* als der Vorzeichen mit einander, hier ebenfalls gelten,
wihrend der Hilfswinkel ebenso wie dort bestimmt wird, so hat man

z -~
:tnqu=-—‘£——, .@’—-—cotg%v Q, w”=ty%fa.
Beispiel. Fir x?— 10,83945 x = — 26,991104 ist
¢ =="173°2713",71 x‘ == 6,9632 x‘/ == 3,87625.

Functionen
ﬂberstumpfer und negativer Winkel.

§ 72. Die hiufige Anwendung, welche die Goniometrie in der
hohern Mathematik findet, hat es nolhwendig gemacht, die Begriffe der
trigon. Functionen auch auf Winkel tiber 180, ja selbst auf mehre ganze
Umfinge eines Kreises, sowie auf negative Winkel auszudehnen.

Es sei der mit der Einheit als Radius beschriebene Kreis durch die
beiden Durchmesser AE und CG in seine vier Quadranten AC, CE, EGy
GA getheilt. Bezeichnen B, D, F, H beliebige Lagen
des den ganzen Kreisumfang durchlaufenden Radius
in den verschiedenen Quadranten, so ist (§ 11)
sinAB==BP, cos AB=OP, sinACD=DQ, .cos ACD
== 0Q, ferner sin ACF =FQ, cos ACF = 0Q, end-
lich sin ACEH=HP und cos ACEH=OP. Da der
Sinus im' ersten und zweiten Quadranten positiv ist,
und die Linien PH und FQ in Bezug auf den fest-
liegenden Durchmesser AE eine entgegengesetzte Lage
zu den Linien BP und DQ haben, so ist der Sinus = -
eines Winkels, ‘welcher sich bis in den dritten oder vierten Quadranten
hinein erstreckt, negativ. - Weil ferner die Linien OP und OQ in Bezug
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auf ‘den Mittelpunkt O einander entgegengesetzt liegen, und der. Cosinus
im ersten Quadranten positiv ist, so ist der Cosious auch im vierten Qua-
dranten positiv, dagegen im zweiten und dritten negativ. Aus den Vor-
zeichen ‘des Sinus und Cosinus in den verschiedenen Quadranten folgt
endlich, dass die Tangenten und Cotangenten im ersten und dritten Qua-
dranten positiv, im zweiten und vierten negativ sind. Auch ergeben sich
hier durch dieselben Betrachtungen wie in § 22 bis 25 die Grinzwerthe der
Functionen fur alle Winkel bis 360°, nidmlich

00 900 1800 2700 360°
Sinus 0 1 0 -1 0
Cosinus 1 0 —1 0 1
Tangente 0 + a0 — 0 + a0 — 0
Cotangente + Qo 0 — Q0 + 0 — Qo

§ 73. Die Functionen tiberstumpfer Winkel lassen sich
sehr leicht auf die Functionen spitzer Winkel zurtickfihren,
und daher ebenfalls durch die Tafeln bestimmen. ;

Es sei (Fig. §72) AOB=DOE = EOF = AOH, folglich auch
BP=DQ = FQ = HP und OP = 0Q. Bezeichnen wir den iiberstumpfen,
bis in den dritten Quadranten sich erstreckenden Winkel AOF mit Arr,
so ist Anr— 1800 offenbar gleich dem spitzen Winkel AOB und man
findet daher unter Beriicksichtigung der Vorzeichen der Functionen die
Formeln :

1) sin At = — sin(Am—180?) 2) cos A = — cos (A —180°)
also 3) tg At = tg (A1 — 180°) 4) cotg A = cotg (A —1S0°)
Z. B. sin 196° = — sin (196° < 180°) == — sin 16°. Ebenso ist
€08 2280 == — cos 48° , tg 234° == 1g 54, colg 216° = colg 36°.
Um sin 196° zu erhalten, sucht man in den Tafeln sin 16° ypd nimmt
diesen negativ; man findet sin 196° = — 0,2756374,

Setzt man den uUberstumpfen, bis in den vierten Quadranten sich er-
streckenden Winkel AOH = A, so ist der Winkel 360° — Arv = AOB, und
es ergeben sich aus der Figur unmittelbar die Beziehungen

sin A1v == — sin (3600 — Awv) und cos A1v = cos (3600 — Arv),

Da der Winkel 360° — Arv spitz ist, so ist zafolge § 5
sin (360° — A1v) = ¢os [90° — (360° — A1v)] = cos (A1v — 270)
und ebenso cos (360° — Arv) = sin (A1v — 2700), folglich ist
5) sin A= — co8 (Av—270°) 6) cos AV=sin(AY—270°) also
7 (tg Av=— cotg (AV— 270°) 8) cotlg Av——tg (AV—270°)
Z. B. sin 346° = — cos (346° — 270°) = — cos 76°. Ebenso ist
c0s 293° = sin 23°, tg 308°, tg 3089 = — cotg 380 == — tg 319,

§ 74. Soll umgekehrt aus der gegebenen Function
eines tiberstumpfen Winkels durch die Tafel der Winkel
bestimmt werden, so dienen hierzu die nachstehenden, unmittelbar
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aus der Figur (§ 72) sich ergebenden Formeln, wenn der spitze Winkel
AOB =AOH =a gesetzt wird.

1) sin(a -} 180°) = —sina 2) cos(a + IS0°) — —cosa
also 3) tg(a + 180°) =tg a 4) cotg (a-{ ISO°) = cotg a

5) sin (360° —a) —— sina 6) cos (360° —a)—=cosa
also 7) tg (360° — a) —=—tga 8) cotg (360° — a)— — cotga

Hier stellt a 4-180° einen Winkel zwischen 180° und 270°, dagegen
360° — a’ einen Winkel zwischen 270° und 360° vor.

Da der absolute Zahlenwerth einer und derselben Function sehr
vielen Winkeln angehort (§ 8, § 73, § 78), so pflegt man zur unzweideu-
tigen Bestimmung des gesuchten Winkels nicht blos von der gegebenen
Fuoction, sondern zugleich noch von einer zweiten Function desselben
Winkels ‘anzugeben, ob sie posiliv oder negativ sei.

Sei gegeben log sin x=9,7893420 (n) und cos x negativ.

Hiernach stellt x einen Winkel vor, dessen Sinus sowol als Cosinus ne-
gativ ist, und dieses kann (§ 8 und § 72) nur der Fall sein bei einem
Winkel im drittén Quadranten. Da man nun in der Tafel fir den gege-
benen log sin den Winkel von 38° antrifft, und sin a == — sin (a -} 180°)
ist, so ist x==238° 4 180° — 21809, :

Sei gegeben log cos x=29,4190795 und sinx negativ.

Ein Winkel, dessen Cosinus positiv und dessen Sinus negativ ist, kann
nur im vierten Quadranten liegen. Die Tafel giebt fiir den vorgelegien
log cos den Winkel T4° 47/, und weil cosa=cos(360°—a), so ist
x == 3600 — T4° 47" = 285° 13-,
Auf dieselbe Weise findet man :

log sin x = 9,9240827 (n) und cos x positiv, x = 3020 54’

log cos x = 9,4190795 (n) und sin x negativ, x==254° 47

log tgx = 9,6990006 und sin x negativ, x ==206° 34/

log cotg x =10,1368805 (n) und cos x positiv, x==323° 53

§ #5. Ein negativer Winkel entsteht dadurch, dass der beweg-
liche Radius von der urspriinglichen Lage aus nach der entgegengeselzten
Richtung von jener Seite sich dreht, nach welcher hin die als positiv be-
trachteten Winkel liegen. Beschreibt man also (Fig. § 72) durch entge-
gengeselzte Drebungen des Radius AO vom Anfangspunkte A aus die beiden
gleichen Winkel AOB=+a und AOH=—a, so ergiebt sich sogleicb, dass

sin(— a)——sina, cos(—a)=cosa, also
tg (—a)=—tga, cotg(—a)=—cotga.

§ 6. Wird bei der Beschreibung der positiven Winkel die Dre-
hung des beweglichen Radius tiber 360° hinaus fortgeselzt, so nimmt der-
sel be alle Lagen wieder an, welche er beim ersten Durchlaufen des Kreises
eingenommen hat, und daher kommen fiir die Winkel a--360°, a 4 2.360°
u. s. w. dieselben Functionen zum Vorschein, wie flir den Winkel a, wel-
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cher: kleiner als 3600 ist. Ebenso: bleiben die Functionen des. Winkels a
unverindert, wenn man diesen um eine beliebige Anzahl von 360° ver-
mindert. Man hat daher, wenn n eine beliehige ganze Zahl bedeutet,

sin (a+n.360°) —sina, cos(a+n.360°) —cosa
tg(a+n.360°)=tga, cotg(a-+n. 360°)—-«cot¢a :
Z. B. .. sin 4000 == sin (360° - 40°) = sin 40° >
€08 7859 == cos (2 . 360° - 65°) = cos 65°
sin 10290 = sin (1029° — 2 .:360°) == sin 3090 — — cos 390
sin (= 10290) = — sin 1029° == ¢0s 39° == sin 51° .
c0s (60° — 3609) == cos (— 3000) == €0 300° == sin 30° == cos 60°

§ 9%. Nach den vorstehenden, auf alle moglichen kael erwei-
terten Begriffsbestimmungen der Functionen drticken der Sinus und Cosinus
eines beliebigen Winkels ebenfalls lmmer die Katheten eines rechtw. Drei-
ecks aus, so dass die Gl. (§13, 3) sin®a - cos*a==1 und folglich auch
dne hieraus in Verbindung mit den Ausdricken

sin a cos a
iga==_.. und cotga=

abgelexteten Formeln in § 14 fir alle denkbaren Winkeln Gnlugkelt haben.
Dass ferner die Formeln (§ 16, § 17) fur sin (a==b) und cos (a +-b) und
somit auch. alle folgenden . aus ihnen abgeleiteten Formeln (§ 18 bis § 21)
ebenfalls fir uberstumpfe und negative Winkel wabr bleiben, ldsst sich
auf dieselbe Weise zeigen, wie die Giltigkeit jener Formeln in Bezag auf
stumpfe kael in § 17 nachgewxesen worden ist.

§ 78. Wir wollen hier noch untersuchen, welche Winkel die-
selbe trigon. Function haben.

1) Sei gegeben sinx==m, so ist zundchst x ein spitzer Winkel.
Derselben Gleichung geniigt aber auch der Winkel 180° — x, und ebenso
gehoren zu dem gegebenen Sinus alle Winkel, welche entstehen. wenn
man 360° beliebige Male zu jedem der benden Winkel x und 180°—x
zuzdhlt oder davom abziiblt. Man hat also, wenn n==1, 2, 3..,. ist,
folgenden Winkel :

| vip x, 180° —x, X =0 360°, 180°~x+n 360°
Fur log sinx = 9,9185742 ergeben sich die Werthe 56°, 124°, ferner wenn
n==1 ist, 416°, —304°% 484° —236°, worauf man weiter n==2,
=3 ... setzen kanun.

2) Fiir sinx == — m ist zunichst x ein Winkel zwischen 180° und
270°. Der nichstfolgende Winkel liegt, wie Fig. § 72 zei t, um ebenso
viel unter 360°, als x tber 180° liegt, d. h. um x —180° unter 360°;
folglich ist. derselbe 360° — (x — 180°) == 540° — x. Die Winkel sind
also diese : -

X, 540° —x, x+n.360°, 540°—x-4n.360°

.8) Fiir sinx==0 hat x die Werthe

0°,:180°, =< n.360°, 180° 4 n.360°
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4) Fiir cos x==-+ m ist zunichst x entsprechend ein spitzer oder
ein stumpfer Winkel, und man hat daher (§ 74, 6)

x, 360° —x, x-+n.360°, 360° —x-+n. 360°

5) Fiir cos x =0 hat x die Werthe
90°, 270°, 90° =4 n.360°, 270° + n.360°
6) Wenn tg x=-m oder cotg x = - m, so ist x spitz oder stumpf,
_und man hat (§ 74, 3)

x, x-180°, x~+n.360°, x + 180° 4+-n.360°
7) Fiur tgx==0 ist x gleich 0° und =+ n.180°
8) Fir cotgx=0 ist x gleich 90° und 90° +-n.180°

Aufgaben zur Goniometrie.

§ 99. Aufgaben, welche die Erklirungen der Functionen und ‘die’
goniometrischen Formeln, sowie die Bestimmung der Functionen und der
Winkel ohne Hilfe der Tafel betreffen (§3 bis § 83).

1) Wenn swei Winkel susammen einen Rechten ausmachen, wie gross ist
die Summe ihrer Supplemente ?
Q) Die Sinusse zweier Winkel sind einander glewh und der eine Winkel
heisst a; wie heisst der andere?
8) Der Sinus eines Winkels, welcher den halben Quadranten um ebenso
viel iibertrifft, als ihm an 90° fehlt, ist gleich dem cos x; wie gross ist X ?
4) Nachstehende Functionen durch Functionen von Winkeln unter 45°
auszudriicken : . 1) sin 74° 41/ 50  2) sin 124° 40 3) sin 156° 30/
4) c0s75° 5 b) cos125° 6) cos170°335" 7) tg57° 46/ 8) tg95°55/6/
9) tg178°33“ 10) cotg 52° 48’ 11) cotg 134° 12) cotg 136° 5
3) Man bestimme den Zahlenwerth der Ausdriicke
3 cos a cotg (90° — a) tg a sin (a—90°) cotg a
tgasin (90°—a) ° Fe cos a tg (a— 90°) tg (180° — a)
6) S sin (a— 90°) tg (180°— b) 7 tg m_sin (m— 90°)
cotg (b —90°) cos (180° —a) cos (180° — m) cotg (m — 90°)
7) S sin 13° cotg 97° et sin 54° cos 105° tg 127°
cotg 83° cos 103° ~  sin 15° cotg 37° cos 144°
8) Gegeben 2a-b-}-¢=180° und log cos Ya (b ¢)==m; gesucht sin a.
9) Einem Winkel A fehlt an 45° ebenso viel, als ein anderer Winkel B

dariiber mehr hat. Wenn nun log sin A i m, und \gA==n ist, wel-
ches ist dann cos B und log cotg B ?

10) Das Product sowol aus den Tangenten als aus den Cotangenten zweier
spitzen Winkel ist gleich 1; der eine Winkel ist a, welches ist der
andere ?

X ==
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11) Gegeben 2a + b + 2¢==180° und colg (a + ¢)=m, gesucht tgb.
12) Gegeben cotg (a | 45°) == m, gesucht colg (45° — a).
13) Gegeben colga= »':i —p, gesucht log g a.

14) Gegeben sina== :—:':——: , gesucht cosa, tga, colga.

‘48) Wenn sin a =-g— ist ; wie findet man aus den Resultaten der vorigen
Aufgabe die Werthe von cosa, tga, colga?

16) Es ist ein spitzer Winkel a gegeben ; man soll einen zweilen spitzen
Winkel x so bestimmen, dass die Summe der Quadrate der Sinusse
oder der Cosinusse beider 'Winkel gleich 1 sei, - -

17) tg 520 . tg (45° — x) =1, gesucht x.
18) Gegeben tg %, gesucht cos X.

19) Gegeben colg 5 —V2, gesucht sinx.

90) x— tg (180° — a) tg (a — 90°) __ cotg 55° cotg 35°
= cotg (b — 909) cotg (180° — ) * ¥ 1g 47° 1g 437
21) x==logsin (a— 90°) — log c0s (180° — a),
y =log tg (180° — a) — log cotg (a — 90°),
z == log tg (180° — a) + log tg (a — 90°) - log cotg (a — 90°)
& vt bt . - log cotg (180° — a)
9Q) Wie heisst der Winkel, dessen Sinus und Cosinus gleiche, aber ent-

.

" gegengesetste Werthe haben? .

23) Die Tangente der Summe zweier Winkel a und b sei gleich s, und
tga==m; gesucht wird 1gb. ey . 4

24) Die beiden’ Quotienten in Producte zu verwandeln :
cotg (a—90°) tg (180° — b) | cotg 55°tg 47°
X == oty (180° —a) 1§ (b—90°)" ¥ " cotgse ig 43
25) x == log colg 35° 4’ - log cotg 54° 56/ o~
y = log sin 530 13/ 12 — log cos 143° 13/12#
z == log tg 127° 3/ 15" + log cotg 52° 56" 45/
26) Aus sin a = 0,913 die dibrigen Functionen von a in drei Decimal-
stellen zu berechnen.
97) Aus c0s a = — 0,7071 zu berechnen sina, tga, colga
28) tg a==0,0174551; gesucht sina, cosa, colga
29) cotga= — 0,602; gesucht sina, cosa, lga
30) Aus cos 45° zu berechnen sin 11° 15
31) Gegeben 1g36° = »I—li-of‘—,zsﬁ , gesucht 1g 54°
32) tga="1 und tgb=="s; gesucht der Winkel a + 2b
35) sin (a — b) = cos (a - b) = ", gesucht a und b.
34) Gegeben cosa=—*/s, gesucht colga ‘
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35) Die Tangenlen zweier Winkel sind gleich 0,5 und gleich 10 ; wie
gross ist die Tangente der Summe beider Winkel ?

36) Gegeben tg a=—3,1246, gesucht tg (a + 45°).
37) Aus \gx=="T1 su finden \g %.
38) Gegeben sina=0,2, gesucht sin—;— und cos —;—.

39) Gegeben cosa=- 44 gesucht cos ;

40) tga + cotga==4 wie gross ist tga?
41) Aus sin (a+ b) tg c=rcos (a -} b) den Winkel a +b4c=x zu be-

stimmen.

42) Wenn man die Anzahl Grade eines Winkels X das eine Mal mit sei-
nem Sinus, das andere Mal mit seinem Cosinus multiplicirt, so erhdlt
man gleiche, aber entgegengesetste Producte, Welchen Werth hat x ?

43) Aus den Functionen der Winkel 45° und 30° den cos'75° zu be-
rechnen.

44) sin 60° nach Formel § 18, 21 zu berechnen.
43) Aus sin 45° und cos 45° zu finden sin 90° und cos 90°.

46) Die beiden Ausdriicke '/_2%/&2_1; geben die Werthe fiir sin'15° und

€0s 759 ; hierays sin 165° zu finden (§ 16, 16).
47) cos 15° mittels der Formeln § 17,19 und § 18, 26 zu bestimmen.
48) Aus tg 45° und 1g30° zu finden 1g75° und tg15°.
49) sina=msinb wnd tga=ntgb; man soll sina und sinb durch m
und n ausdriicken.

80) Die tg 90° und cotg 90° aus der .'l'angemte und Cotangente von 60°
und 30° zu berechnen.

b1) Aus den Functionen der Winkel von 60° und ° soll man sin 78°
und cos 18° ableiten.

52) a + b==45° und 1ga= "2, gesucht igb.

B3) Gegeben tga=="/2, gesucht tg (a + 45°).

B4) cosa="a, gesucht cos2a und tg2a.

b5) cosa=="s, cosb=="5; gesucht sin(a 4 b) und cos (a — b).
56) cotga="s, cotgb=="1; gesucht Winkel a - b.

b7) sinacosa==m, gesucht sina und cos a.

58) msina==ncos®a, gesucht tga.

59) Man soll sin90° zuerst aus sin 30° und c¢0s30°, hierauf blos aus
sin 30° berechnen.

60) Aus sin 30° und cos 30° zu finden cos 90°.

61) dus tga=~="s, tgb="%5, tgc="7, tgd="s den Winkel
a-4b+4c+ d=x zu bestimmen.

62) Aus der Gleichung sin (a+ b) + sin (a — b) = cos (a + b) 4+ cos (a—b)
den Winkel a zu bestimmen.
3 -
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63) Aus sin (a + b) — sin (a—b) =g 60°sinb soll a gefunden werden.

64) sina-}-sinb—m und sinasinb=n, gesucht sina und sinb.

65) 1g Y2 (a+ b) durck sin und cos von a und b auszudriicken (§ 19).

66) Fiir den Ausdruck colg ' (a -} b) einen andern zu finden, welcher
nur den Sinus und Cosinus von a und b enthdlt (§ 20).

sin (a4~ b)
) sin (a—b)

durch tga und tgb auszudriicken.
8§ 80. Aufgaben, welche mit Hilfe der Tafeln gelost werden
(S 34 bis § 58).

68) Man bestimme log sin, log cos, logtg, log colg wvon 1020 22/ 56,8
auf zwei Arten.

69) sin x = 0,8731464.

70) Man bestimme X, y, Z auf zwei Arten aus den Gleichungen
log (— cos x) = 0,9201496 — 1, log (— tg y) = 0,3176782,
log (— cotg z) = O, 8750611 — 1. : -

71) Gegeben sin a = 0,433397; gesucht cosa, tga, colga.

72) cosa=— — 0,9781475; gesucht sina, tga, colga.

73) tgm =40,371571; gesucht sinm, cosm, colgm.

74) Von zwei Winkeln ist der eine um so viel grisser als 90°, um wie
viel der andere kileiner als 90° ist, und der cos. des lctztem Winkels
betrdgt 0,23 ; wie gross ist log cos des erstern ?

75) Gegeben a=180° — (b - ¢) und 1g "2 (a + b) =0,5483013 ; gamcht
log cotg '/a c.

76) cotg (45° — a) ==V3, gesucht log tg (45° 4 a).

77) Wenn a, b, ¢ die Winkel eines Dreiecks sind, und tg}(b—}-c)
==1,3168521 ist ; wie gross ist a?

78) Man bestimme aus log cotg x —1,0031187 (n) den Winkel x und Iuer-
auf log sinx, logcosx, logtgx.

79) Wenn a + 2b=180° und log cos - 3 -0, 6389576 — 1 ; welchen

Werth hat sinb ?
80) Welcher Winkel entspricht der Tangente, deren Zahlenwerth X durch
; die Gleichung x*-3x=— 2 gegeben ist?
81) Wenn log tg des einen von zwei Winkeln, die um 90° differiren,
gleich 0,5 ist ; wie heisst log colg des andern Winkels ?
82) Wenn log cotg a = log sin b = log (—tg ¢) ==log (— cos d) =0 ds¢;
wie gross sind die Winkel a, b, ¢, d ?
a'--bi—c*
83) cos x =-— 2ab—* Y0 a=-+10, b=—"1, ¢=18.
84) log sin (a + 90°) = 0,9904044 — 1, gesucht cos a.
85) Aus sin?x=0,5 soll x bestimmt werden.
86) tg * x =0,2055551.
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87) Von welchem Winkel ist log \g gleich — 3 ?
88) tga—=231tga, gesucht der Winkel a
89) Welcher Winkel x geniigt den beiden Gleichungen x tg x = 17,320506
Grade und x cotg x = 51,961524 Grade?
cos 0 ) ‘
90) cos x = 0o
91) logtg2a=0,4771213, gesucht tga
92) Man berechne x = m—g’;aT’s
-93) log (sin 47° + sin 24°) zu finden (§19, 32).
94) log (cos 74° + cos 56°) zu finden.
95) x = log (cos 74° — cos 56°)
96) x = log (1g 85° — tg 63°) . (§ 20, 47).
97) Aus tg x =23 soll gefunden werden tg-;— suerst mittels der Tafel,
dann durch eine Formel, endlich geometrisch (Legendre § 97).

98) Man bestimme x und y aus den Gleichungen
tg x == cotg 51° 31 47,9 cotg 48° 50" 13 cos 70 36 15"
sin 51° 31/ 47',9 sin 48° 50/ 13" sin (45° + x)
. cos 45° cos x
99) x = 857 sin 102° 22 56,8 - 1098 cos 149° 58 33,2
100) tga =;§’?§7 und X = 17%;—:)—(;—3 sin 30‘{ tg 3 a; gesucht der Winkel X
101) Von welchem Winkel ist die Cotangente so gross als das Doppelte
seines Sinus? . ;
102) Die Gleichung tg X = c0s X aufzulisen ?
103) x = log (1g 85° 4 tg 63°) (8 20, 46).
104) x = log (cotg 50° — cotg 9?)
105) Es ist (§16, §17, § 29) sin (45° 4= a) == (cos a == sin a) V}, also
€0s a - sin a = sin (45° - a) V2. Hiernach berechne man -
x = log (cos 65° + sin 65°) und y = log (cos 25° — sin 25°).
106) Die gegeniiberliegenden Winkel eines dem Kreise eingeschriebenen
Vierecks seien m und x, p und y. Wenn nun €0S i; = 0,3090169

und g p=— 0, 2125566 ist, welche Werthe haben die Winkel x und y ?

107) Die Hihe des freien Falles aller Kirper im leeren Raume in einer
Secunde ist unter der geogr. Breite b in englischen Zollen gleich
193,033088 — 0,5006307 cos 2 b. Wie gross ist sie unter der Breite
von 569 39/4,5? .

108) Die Schwere eines Korpers ist am Aequator am kleinsten und
nimmt nach den Polen hin zu. Wenn man nun das Verhdltniss der
Schwere unter der geogr. Breite b sur Schwere unter dem Aequator
gleich 1: 1/ 1—0,0065467149 sin ®b setst, wie viel Mal ist alsdann
die Schu;’ere unter der Breite 83° 5030 griosser als unter der Breile
450 427
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109) Man findet die Entfernung E zweier Orte auf der Erde in geogr.
Meilen , wenn man zuerst mittels der Gleichung =
¢0s ¢ = sin b sin b’ - cos b cos b’ cos (a‘ — a)
wo a, b die Linge und Breite des einen, a' und b’ die des andern
Ortes sind, den Winkel ¢ in Graden und Decimaltheilen des Grades
und hievauf E =15 ¢ berechnet. Wie weit ist demnach Leipzig unler

300 2/ L. und 51° 20’ B. von W!eu unter 34° 3’ L. und 48° 13/ B
entfernt ?

110) Aus sin x=g7 :32.: den Winkel x nach Emfitlmma des C’onmu

mdaglichst genav zu finden.,
111) Aus sin ——==-0 9952620 den Winkel x genau zu beslimmen.
112) Aus cos a=0,9999904 soll a maglichst genau bestimmt werden. .

sin 35°13' cos 145° 50/
113) x = 5700 cotg 92° 22 cos 125°
114) x — ¥039° 15° (G 117° 14 cos 44° 16
— cotg 86° 30’ sin 22° 13" tg 95° -

sin 5°23/ 24" sin 66° 51/ 2
115) 1g%x = sin 115° 417 44" sin 43° 27" 18"
345 tg 13° 15/ 50
116) x— sin 216°
117) wie lang ist ein Bogen von 87° 12/ 24" bei einem Durclmmcer von
- 174 Fuss?

118) 1g a=j} und tgb==}, wie gross ist der Bogen a + b in Theilen
der Radius ?
119) Wie gross ist die Tangente eines Bogens, dessen Ldnge 2% betr&gl?

120) Wieviel Mal ibertrifft der Radius die Linge eines Bogens, welcher
einem Centriwinkel von 20,62648 Secunden entspricht?

121) Das Verhiltniss desjenigen Kreisbogens zu seiner Sclme U ﬂnden,
welcher dem Radius gleich ist.

122) Die’ Function sin 0,794.124'7 einer Bogenlange durch die Tafel zu
bestimmen.

123) sina=0,6 und smb==08 man bestimme die Ldnge des Bogpm
a b erst miltels der Formel (16) dann durch die Tafel.

§ S1. Anwendung der Hilfswinkel (§ 59 bis § 71).

124) Man soll die Gl x = +:’ , fir welche loga=3,2382071 und
log b =3,5393271 ist, logar ithmisch umformen und daraus X berechnen.

125) Man soll den Ausdruck Y/ a® —b* fiir den Gebrauch der Logarith-
men bequem machen und alsdann X = 3/ a® — b® aus log a==38,7812475
und log b = 2,9876547 berechnen.

5068,35 2790.41
126) x==_""— und tgm =7 5068.35
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2 cos 54° 36/ 54/ y/ab

127) x=(a + b)cosm, sinm=— 7

b =21111,39. :
128) Aus cos x = !ﬁ-g;)f;;’g 2 und cotg a = 0,0524077 ' soll man cosx
und den Winkel X bestimmen.
25sin16°3/2“ ybe b—c¢ .
129) tg 9= g y X == s b=1965, c¢==1248.
130) x =15 sin 22° 30’ |- 33 cos 22° 30’ (§ 64).
131) 205 sin x + 3 cos x = ) (§ 65).

132) x ? + 0,1590909 x == 0, 1332966
133) 14,7054 x *— 297,74214 = 67,63014 x.
134) x * - 0,763557 x == — 0,1454548.

135) x*— 14,80387 x4 S0 = 0.

136) 6x=~2—5—-—7x A
137) x *— 44444 x ='701060205.

, a==30500,67

2 313 719 =
138) x + — 3 :
139) 28746, 49 x2— 720619,6 x = — 2913796. -

140) 6797482 x *-}- 8227816 x = 768967.
141) 17x * + 425 x = 2550.

142) 100 x * 4 4041,7108 = 1299,61 x.
143) 1718,775 4 11 x *==275 x.

§ 82. Vermischte Aufgaben.
144) g5 2= —‘— —sin a, gesucht der Winkel a.

145) sina= ;- + und cotlga=1—y; gesucht 1g 5
sin (a - b) sin (a

146) x— —(—sﬁ_a)—;m(’b

147) Aus cotga=3 soll 1g2a auf drei Arten, durch die Tafel, durch
eine Formel, endlich geomelrisch bestimmt werden.

148) Gegeben sina+cosb=1} (14 Vv2) und sinb + cosa==} (V2 +v3),
gesucht sin (a + b).

149) Die GI. x—=cosacosb+sinasinbcosc durch Einfihrung eines
Hilfswinkels logarithmisch umzuformen.

150) Ebenso x=msinasin b + n cos a cos b cos c.

151) Die Summe 1ga +1gb +1g ¢, in welcher a+b+c=180° ist, in ein
Product aus diesen drei Tangenten zu verwandeln.

152) tgatgh=m, tgatgec=n, a+ b+c=180°; gesucht tga, tgb, tgc.

) durch colg a und cotg b auszudriicken.
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153) sin x sin (300 — x) = 0,06424825. . X

154) Aus den Gleichungen ﬁ—:—o—s—a =tg'm, g 1 + _ gf?g, 30;“-1? .
tgm==v$% soll man x und den Winkel a bemmmen.

- 188) tgatgb +tgatge+igbtgce=1, gesucht Winkel a + b+ c.

156) tg(a+b)=m, tg(a—Db)=n; gesucht tga und tgb.

157) Die GI. x ——=;—:-;::—~: ::-;:-:—: miltlels eines Hilfswinkels logarithmisch
umzuformen.

158) Mit Anwendung eines Hilfswinkels soll X aus asinx 4+ bcosx=rc,
a="T47,18396, b ==— 74,599207, c¢=176,74216 logarithmisch be-
rechnet werden. :

159) Gegeben sina=x—1 und cosa==y. Welches ist die Colangente
des um §a — 459 Kkleineren Winkels ?

160) 1g 69° durch cos 48° und 1g 48° auszudriicken. '

161) Den Ausdruck sin2a+ sin2b + sin2c¢, in welchem a-+ b + c=180°
ist, in ein Product umzuformen.

162) Ebenso sina 4 sinb + sinc, wo a + b+ ¢=180° ist.

163) x aus tg (x + a) tg (x — a) = 1—_'_—::3&: 2 bestimmen. |

164) Aus sin30°=0,5 und sin 10° = 0,1736481 ohne Tafel den Ausdruck
sin 200 cos10° xu berechnen.

165) Aus cos 71° = 0,3255681 und cos 19° = 0,9455187 okne Tafel
den Ausdruck sin 450 sin 269 2u berechnen.

166) Aus der Gl. cosnx+cos(n —2)X==C0SX, wo N eine ganze posi-
tive Zahl bedeutet, die Werthe von X zu ermitteln.

167) Aus S5sinx=1tg x die Werthe von X zu finden.

168) Aus xsin(a—y)=m und xsin(b—y)=n finde man X und y,
wenn a=="70°, b==>55% m=3, n==2,44049 ist.

169) Man lsse die vorige Aufgabe fir a =180°, b=90°, m==1,4885383,
n == 2,2548383.

170) Aus xcos(a—z)==m und x cos (b — z)==n finde man x und z,
wenn a=30°, b==45°, m==1,902113, n=1,6773413 gegeben ist.

171) Aus sinx=asiny und 21gx==1g '/2 y die Winkel x, y zu finden,
wenn a==0,7233153 ist.

172) Die Summe s einer unendlichen, fallenden geom. Progression, deren

ersites Glied a und deren Exponenl € ist, belrigt bekanntlich s=|:e

Wenn man nun von einem Punkle des Schenkels eines Winkels W
eine Senkrechte m auf den andern Schenkel zieht, hierauf aus dem
Fusspunkte derselben eine Senkrechle auf den ersten Schenkel, und
so fort in’s Unendliche ; wie gross ist die Swmme der unendlichen
Anzahl senkrechler Linien ?

173) Ein Stick p des einen Schenkels eines Winkels a wird auf den
zweiten Schenkel projicirt; hierauf wird die Projection auf den
ersten Schenkel und alsdann die zweifle Projection wieder auf den
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xweiten Schenkel projicirt w.'s.w. bis in's Unendliche. Wie gross ist
die Summe der Linie p sammt allen Projectionen ?

174) Von drei geraden Linien durchschneiden sich die erste und zweile
unter dem spilzen Winkel a, die zweile und dritte unter dem spilzen
Winkel b, die dritte und erste unter dem spilzen Winkel c¢. Ein
Stiick m der ersten Geraden wird auf die zweile projicirt, die Pro-
jection auf die drilte Gerade, die zweile Projeclion auf die erste
Gerade, die driltte Projeclion auf die zweile Gerade projicirt u. s. w.
bis in’s Unendliche. Welches ist die Summe der Linie m sammi
allen Projectionen ?

Berechnung
der rechtwinkligen Dreiecke.

§ 83. Den rechten Winkel werden wir immer durch A, und die
Hypotenuse durch a, die spitzen Winkel durch B und C, die Katheten
entsprechend durch b und ¢, den Flicheninhalt durch F bezeichnen. Die
Grundgleichungen zur Auflosung rechiw. Dreiecke sind (§ 4)

3-—=sinB=cosC, £ —sin C==cosB C

a a

b c Bl N
—e==tgB=cotgC, - =1tgC=rcolgB B
C . A B

a=)b*}+c? B+C=90° F="ebec. 5

Wenn von einem rechtw. Dreieck, in welchem der rechte Winkel immer
schon an sich bekannt ist, zwei Stiicke gegeben sind, und sich unter
diesen wenigstens eine Seite befindet, so kivnnen die tibrigen Stiicke ent-
weder unmittelbar aus den vorstehenden Gleichungen oder durch deren
Umformung gefunden werden. Es kommen hier vier Auflosungsfille vor,
indem gegeben sein kann: 1) die Hypotenuse und ein spitzer Winkel,
oder 2) ecine Kathete und ein spitzer Winkel, oder 3) die Hypotenuse
und eine Kathete, oder 4) die beiden Katheten.

Erster Auflésungsfall.

§ 84. Gegeben die Hypotenuse a und ein spitzer Win-
kel B; gesucht C, b, ¢, F.
Aufl. 1) C=90°—RB 2) b—asinB 3) c—=acosB
4) F="bec="aa"inB cos B, oder weil (§ 18, 20)
sinBcosB= "asin2B, so ist = "1 @®sin 2 R,
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Wenn a = 987,81 Fuss, B ==46°28/35,2 ist, so findet man
1) C==43° 31/24",8

?) log a = 2,9944535 3) log a ==2,9944535
log sin B = 9,8603927 — 10 -log cos B = 9,8380003 — 10
log b —2,8548462 log ¢ = 2,8324538
b = '715,8898 Fuss ; ¢c= 679 9137 Fuss
4) logb==2,8548462
log ¢ = 2,8324538

log 2 F = 5,6873000
2 F = 486743,33
F = 243371,665 [J Fuss.

§ 85. Wenn B nahe 90° ist und daher b==asinB nicht genau
gefunden werden kann (§ 48), so berechne man zuerst ¢= acos B und

hierauf b durch die Formel b==]/(a 4 ¢c) (a—c). Ist dagegen B nahe
0°, so berechne man erst b=asin B und alsdann ¢ mittels der Formel

¢=}/(a+b) (a—b). In den gewdhnlichen F.'illen konnen diese Formeln
zur Prifung der ganzen Rechnung dienen.
Zweiter Auflisungsfall

§ 86. Gegeben eine Kathete ¢ und der anliegende
spitze Winkel B; gesucht C, b, a, F.
Aufl. 1) C=90°'— R 2) b=citgRB
3) —==cosB, also @ = 0:’5 4) F="abec="2c"tg B
Aus ¢=1378,14 Fuss, B =3° 3749 findet man C==86°22/11"
b = 87,4364 Fuss, a==1380,911 Fuss, F = 60249,805 []Fuss.

§ 87. Gegeben eine Kathete ¢ und der gegenuber-
liegende spitze Winkel C; gesucht B, b, a, F.

Aufl. 1) B=90°—C 2) £ =1gC, also b=-—°—¢.

3) —=smC, also a=“ ¢ D F= /sbc-=-’m¢,
Diese zweite Aufgabe ist im Grunde die nimliche wie die erste, da man
auch den Winkel B als gegeben betrachten kann.

§ 88. Wenn B nahe 0° folglich C nahe 90° ist, so wird a we-
der durch co: g hoch durch nc genau. bestimmt. Alsdann berechne man

a durch die aus %=nsinB hervorgehende Gl. a= bB , welche in den

- gewvhnlichen Fillen zur Priifung der Rechnung neben den tbrigen For-
meln fir a gebraucht werden kann.
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Dritter Auflosungsfall,

$§ 89. Gegeben die Hypotenuse a und eine Kathete b;
gesucht B, C, ¢, F.

Aufl. 1) sinB—""2) cos €=2 oder c=90°—B
) e—=acosB oder ¢=) (atb)(a—Db) b&
D F=3be=2V(a+b) (@a—n 47— B
Aus a=246,7 Fuss, b==1359 Fuss findet man B—33°25'36,6,
C=56°3423",4, c¢=205,893 Fuss, ' F= 13990, 45 [J Fuss.

$ 90. Der Winkel B kann in einem rechtw. Dreieck nur spitz
genommen werden, obschon die GI.’siuBm—:— zugleich einen stumpfen
Winkel fiir B giebt. — Wenn der Quotient ~:~ nahe 1 ist, so berechne

man zavor ¢ =}/ (a4 b) (a—b), und -alsdann B und C mittels der
Gl. t1gB = %-—-—- cotg C, worauf als Prifungsgleichung B - C = 90°

dienen kann. Kommt % nahe O, so bestimme man c¢ entweder aus
c=V@+bh (a—Db) oder aus c=DbcotgB=DbtgC.

Vierter Auflisungsfall
§ 91. Gegeben die beiden Katheten b, c¢; gesucht B,
RS s
Aufl. 1) tyB=% 2) coty 0=='»:< oder C=—=90°— B

3) ~:~=sinB, also a=‘373”1’i’ oder @/ BILE?
4) F='-;—bc. ,

Aus b=—1563,3 Fuss, ¢==378,2 Fuss findet man B=156°"7'55/,11
C=133052/4,91, a=678,651 Fuss, F=106557,84 []Fuss.

Hat man B nahe 90°, also C nahe 0° gefunden, so berechne man
a aus a== -’i':'ﬁ’ wihrend, wenn B nahe bei 0° liegt, die Formel a = Eili:B'
anzuwenden ist.
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§ 92. Ein Dreieck kann nicht blos durch einfache Seiten und
Winkel bestimmt werden, sondern auch durch gewisse Verbindungen der
einzelnen Stiicke mit einander, oder dadurch, dass etwa der Inhalt, die
Hohe u. d. m. bekannt sind. Die Losung solcher Aufgaben, welche im
Allgemeinen zusammengesetzte genannt werden, kommt immer auf
einen der vier behandelten Hauptfille zuriick.

Gegeben der Flicheninhalt F und ein spitzer Winkel B;
gesucht C, a, b, c.
~F-

Aufl. C—909—B, 2) AusF— " a%sin2B (§84) folgt a=l/ L

3) b==asinB, oderda c=-~'-:B- und Figbc=2—f§,§, soist b=)/2FgB
4) c—=acosB oder (§86,4) c= .%,[;

Aus F=1014 [J Fuss, B==53° 748,39 findet man C==36°52/11,61,
a=65 Fuss, b=>52 Fuss, ¢= 39 Fuss.

§ 93. Gegeben der Flicheninhalt F und eine Kathete c;
gesucht B, C, a, b.
Aufl. 1) be=2F, also b=2F 2) igp—=2 2T
2F Ry R b
3) OOth—'-‘;f 4) a=V'b®+F c? oder A= -=ch~

§94. GegebenderFlicheninhaltF und dieHypotenusea;
gesucht B, C, b, c.

Aufl. 1) Aus §92,2 folgtsin2B="17 2) c=900—B
3) b=asinB 4) c==acosB.

Fir 2B findet man zwei Werthe, welche zusammen 180° ausmachen,
also hat auch B zwei Werthe, die sich zu 90° ergiinzen, mithin die bei-
den Winkel B und C des Dreiecks ausdriicken. Man kann daher ent-
weder als die spitzen Winkel des Dreiecks die beiden Werthe von B
nehmen, und dieselben nach einander in die Formel b = asin B setzen,
um die Seiten b und ¢ zu erhalten, oder nur den einen Werth von B
nehmen, und daraus nach einander C, b, ¢ ableiten.

Aus F=275 [JFuss, a=—62 Fuss findet man B— 80 18/50,78,
C=281°41'9",22, b=28,9651877 Fuss, c¢=—61,348394 Fuss.

§ 95. Gegeben die Hypotenuse a und das auf dieselbe
gefillte Hohenperpendikel h; gesucht B, C, b, ¢, F.

Aufl. Da derInhalt F=="2ah ebenfalls bekannt

4 ist, so lisst sich die Aufgabe nach § 94 auflosen.
m Man kann aber auch folgenden Weg einschlagen. Der
B ¢ eine Abschnitt der Hypotenuse sei x, also der andere

s a—x, so ist (Legendre §105,3) h?=x(a—Xx),
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a:l:-fa’ D xa 2h
X== ) also 1) th==-£ a_'_—.v-—;“ ah° 2) C=90°—B
h h h

Die Multiplication der beiden Ausdriicke fiir tg B giebt 1, und ebenso
ist tgB.cotgB=tgB.tgC=1. Nimmt man also fiir th den grosse-
ren von beiden Ausdricken, so muss* tg C dem kleineren derselben gleich
sein, und umgekehrt. Hieraus folgt, dass schon beide Werthe fiir B die
beiden spitzen Winkel des Dreiecks ausdriicken. Man kann daher zur
Bestimmung der gesuchten Stiicke entweder beide Werthe von tg B be-
rechnen, wodurch man B und C findet, und darauf beide Werthe von B

in die Formel bz———c—o?——g setzen, um b und c¢ zu erhalten, oder nur einen
Werth von B bestimmen, und aus demselben der Reihe nach C, b, ¢
ableiten.

Wenn a—5 Fuss, h=2,4 Fuss, so ist B =36°52'11,64,
C=053°"7 4835, b=—3 Fuss, ¢—=4 Fuss, F=6 [JFuss, oder es
vertauschen sich die Werthe von B und C, und dann auch von b und ¢
mit einander.

§ 96. Aus der Summe der Hypotenuse und einer Kathete
a4 ¢=s und aus der;andern Kathete b das Dreieck zu

berechnen.

Aufl. 1) Es ist b*=a®—c¢?'—(@+ ) (a—0¢), also a—c="

Addirt man dne Gl. a —|—c._s zu dieser Gl. und zieht sie von derselben ab,
§?4b? —b? (s+b) (s—b)

s0 ist a=" " und c=~—2s— %

2s
2 1gC=cotgB=p = EFDE=D gy g 1pe

§ 99. Aus der Summe der beiden Katheten b4 c=s
und einem spitzen Winkel B das Dreieck zu berechnen.

Aufl. 1) Aus den beiden Gl th-—% und b 4 ¢==s findet man
e stgB i
th+l tgB+1

2) Wegen »5— ==sinB und =cos B ist b—— == sin B 4 cos B, also

iﬁﬁﬂoTB 3) C==:90°—B. 4) F=}bec.

und ¢ =

Aufgaben
iitber rechtwinklige Dreiecke.

§ 98. Erklirung. Wir werden in diesem Abschnitte unter Drei-
eck schlechthin immer das rechtwinklige verstehen, und die Buchstaben
A, B, C, a, b, ¢, F nur in der in § 83 erklirten Bedeutung nehmen.
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1) Die Diagonale eines Rechlecks ist 325 Fuss lang und bildet mit einer
Seite desselben einen Winkel von 25° 42'; wie gross sind die Seiten
des Rechlecks ?

Q) Wie lang ist die Seilenlinie eines geraden 21,6 Fuss hohen Kegets,
wenn dieselbe mit der Grundfliche einen Winkel von 3528 bildet ?

3) Wie weit steht in einem Kreise, dessen Radius — 3 Fuss, die Sehne
des Bogens von 17° 20’ vom Mittelpunkle ab ?

4) Gegeben a:b:c=5:4:3; gesucht B und C.

5) Welchen Werth hat der kleinste Winkel des Dreiecks, dessen Ka-
thefen sich wie 5 zu 12 verhalten ?

-6) Die Seiten eines Rechlecks betragen 4937 Fuss und 3874 Fuss;
welche Winkel bildet die Diagonale mit den Seilen ?

7) Das Dreieck aufzulosen, wenn a =170 Fuss und b:c==36:"77 ist?

8) Wenn die Hypolenuse durch das Hohenperpendikel in die Abschniite
32 Fuss und 45 Fuss getheilt wird, welches ist der kleinste Winkel des
Dreiecks ?

9) In einem Dreieck ist die Differenz xwischen der Hypoleﬁme und
der grossern Kathete gleich der Differenz zwischen beiden Kathelen;
wie gross sind die Winkel 2

10) Die beiden Seiten eines 30 Fuss hohen Damumes, dessen obere Breile
25 Fuss betrigt, sind gegen die Horixonlalebene um 38° 20/ 10 ge-
neigl ; welches ist die untere Breile des Dammes?

11) Aus dem Erddurchmesser 1719 Meilen und der geogr. Breite 53° 33/
eines Ortes den Umfang Seines Parallelkreises zu finden.

12) F=139,9045 (] Fuss, ¢==20,5893 Fuss; gesucht a, b, B, C.

13) b=4 Fuss, a4 ¢=8 Fussj gesucht a, ¢, B, C.

14) b 4+ ¢=14 Fuss, B =36° 52/11/,62; gesucht a, b, ¢, C.

15) Denkt man sich von einem Gestirne auf die unbegrinzie Ebene des
Horizontes eines bestimmlen Punktes P der Erdoberfliche eine Senk-
rechle herabgelassen und von P nach dem Fusspunkite derselben und
nach dem Geslirne gerade Linien gexzogen, so heisst der von ihnen
gebildete Winkel die Hihe des Gestirnes fir den Ort P.. Wenn
nun die Sonne eine Hohe von 30° hat, wie lang ist der Schatten
eines 300 Fuss hohen Thurmes?

16) Die Schattenlinge einer Siule von 21,2 Fuss Hohe betrigt 34,8 Fuss;
‘wie gross ist die Sonnenhohe ?

A7) Wie hoch steht die Sonne, wenn der Schatlen eines Menschen a) der
halben Linge, b) der doppelten Liinge desselben gleich ist?

18) Der Schatten einer verticalen Stange ist um Yo kiirzer als die
Stange ; welche Hohe hat die Sonne ?

19) Die entgegengesetzxten Seitenlinien eines geraden, 4 Fuss hohen Kegels
schliessen einen Winkel von 73° 44/23",24 ein; wie gross ist der
Durchmesser der Grundfliche ?

20) Wie gross ist der Umfang eines Parallelkreises der Erde in der
Breite von 50° 57', wenn der Aequator 5400 Meilen enthalt ?

s
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1) Unter welcher geogr. Breile belrdigt der Umfang des Parallelkreises
3208,49 Meilen, wenn der Erdradius gleich 859,5 Meilen ist ?

22) Wie viel Fuss in jeder Secunde legt bei der Axendrehung der Erde
Petersburg unfer 60° Breite zuriick?

23) Durch den hichsien Punkt eines verticalen, in jeder Secunde um 1°
sich drehenden Kreises, dessen Radius 2 Fuss betriigt, ist eine unbe-
wegliche Tangente gelegt. Um wie viel ist der Punkt auf der Tan-
gente von seinem anfinglichen Orle fortgeriickl, wenn man von dem
Orte, wo er sich nach 4 Secunden befindet, eine Senkrechte auf die
Tangenle %ieht?

24) Von einem geraden abgestumpften Kegel sind gegeben die Radien der
beiden Grundflichen 4 Fuss und 11,5 Fuss, und der Winkel an der
Spitze 130 44/ 23,28 ; es wird gesucht die krumme Oberfliiche.

25) Die von dem obersten und unlersten Punkte eines leuchtenden Gegen-
standes iiber die Spilze einer verticalen Stange, deren Liinge — a,
einfallenden Strahlen bilden mil der Horizonlalebene durch den Fuss-
punkt der Stange die Neigungswinkel m und n wo m > n ist; wie
lang ist der Halbschatten der Stange ?

26) Eine Kanone ist auf einen bestimmten Punkt eines sich bewegenden
Schiffes so gerichtet, dass die Richlung des Rohres mit der des
Schiffes einen rechten Winkel bildel. Wenn nun die Geschwindig-
keit der abgeschossenen Kugel in einer Secunde 1200 Fuss, die des
Schiffes 16 Fuss betrigt, unter welchem Winkel muss das Rohr
gegen den Zielpunkt vorwdrts gerichlel werden?

27) Ein Kahn, welchem man eine Schnelligkeit von 1 Fuss in der Se-
cunde zu geben im Stande ist, nimmt seine Richtung quer iiber einen
Fluss, dessen Stromschnelligkeit 3 Fuss in der Secunde betrigt. Um
welchen Winkel wird der Kahn, von seiner anfinglichen Richtung
abgelenkt ? s

28) Aus der Diagonale =17 Fuss des Awenschnittes eines geraden Cy-
linders und ihrer Neigung = 61° 55 39,04 2ur Grundfliche den
Cubikinhalt des Cylinders zu finden.

29) Um die Breile eines Flusses xu messen, nimmt man dem Ufer ent-
lang eine Standlinie AB==159 Fuss. Wenn nun die in A auf AB
senkrecht stehende Visirlinie das jenseitige Ufer in C irifft, und der
Winkel ABC == 53° 7' 48,4 ist; wie breit ist der Fluss?

30) Auf einer Geraden AB=a stehen in ihren Endpunkten xwei Per-
pendikel AC=Db und BD =c¢. In welcher Entfernung von A liegt
auf AB derjenige Punkt E, dass, wenn man ihn mit C und D ver-
bindet, der Winkel BED = 2 AEC ist ?

31) Die vier Wellgegenden Nord, Ost, Sid, Wesl theilen den Horizont
in vier gleiche Theile, deren jeder 90° enthilt. Durch Halbirung
der vier Quadranten entstehen die Punkte Nord- Ost, Siid- Ost, Siid-
West, Nord-West. Die fortgesetzte Halbirung jedes Bogens giebt die
Punkte: Nord-Nord-Ost zwischen N und NO, Ost-Nord-Ost zwischen
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O und NO w. s. w. Hiernach bilden %. B. die Richtungen N und
NNO einen Winkel von 22° 30, die Richtungen N und ONO einen
Winkel von 67° 30’ w. s. w. — Wenn nun ein Schiff aus einem
Hafen der nordlichen Halbkugel auslaufend sich immer weiler vom
Aequalor entfernt, und der Compass bestindig einen Winkel von
22° 30 anzeigt; wie weit (x) ist das Schiff nach Norden, und wie
weil (y) nach Oslen oder nach Westen vorgedrungen, nachdem es
32 Meilen zuriickgelegt hat ?

32) Ein Schiff befindet sich bei seiner Ausfahrt aus einem Hafen unler
35° 3/ nordlicher Breite, und fihrt erst 92 Meilen in der Richtung
ONO, hierauf 35 Meilen nack NNO ; welches ist seine jetzige Breite,
wenn 15 Meilen auf einen Grad gerechnet werden ?

33) Von einem gewissen Standpunkle aus ersireckt sich eine 12 Fuss
hohe Mauer nach Norden, wihrend die Sonne in einem bestimmten
Momente in sidostlicher Richtung unter einem Hohenwinkel von
350 307 erscheint. Wie breit ist in diesem Augenblicke der Schallen
der Mauer ?

34) Welchen Winkel miissten die von einem bestimmiten Sandpunkte aus-
gehenden Richtungen der 35°30' hohen Sonne und einer 12 Fuss
hohen Mauer mit einander bilden, damit der Schatten der lelzteren
3 Fuss bdermrigt? .

35) Das Dreieck aufzulosen, wenn gegeben ist die Summe der Hypote-
nuse und der einen Kathete gleich 18 Fuss, und die Summe der
Hypotenuse und der andern Kathete gleich 16 Fuss.

36) Aus der Summe beider Kathelen 32 Fuss und dem Flicheninhalte
60 (J Fuss das Dreieck zu berechnen.

87) Aus dem Umfange 20 Fuss und dem Inhalte 4 (] Fuss das Dreieck
aufzulisen.,

38) Aus der Summe beider Katheten 64 Fuss und der Hypotenuse 56
Fuss das Dreieck aufzulisen.

89) Aus dem Umfange 90 Fuss und dem auf die Hypotenuse gefiilllen
Hohenperpendikel 8,7804878 Fuss das Dreieck aufzulisen.

40) Gegeben ¢ ="T7 Fuss, B=250327742; gesucht der Radius v des
dem Dreiecke eingeschriebenen Kreises.

§ 99. Erklirungen, Stellt die Hypotenuse

¢ des rechiw. Dreiecks ABC eine schiefe Ebene vor,

o BC deren Linge a sei, so wird der Winkel B der Nei-
gungswinkel der Ebene und die Kathete b ihre
Hohe genannt. Wird auf BC ein Korper gelegt,

so kann die vertical wirkende, durch m vorgestellte

B /4 Kraft, mit welcher der Korper frei fallen wiirde,
zerlegt werden in die Kraft n, welche den Korper an

die Ebene in senkrechter Richtung zu derselben andriickt, und in die

N7
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Kraft MN=p, welche den Korper auf der schiefen Ebene herabtreibt,
also mit letzterer parallel wirkt. Da A ABC oo MPN, so ist

b_.p e m- vk P d. b
a ni .a e B Thow

1) sin B=E% 2) cos B== 3)1g B=2
41) Auf einer um 25° geneigten Ebene ruht eine Kugel von 150 ¥ ; wie
gross ist der Druckz(x) auf die Ebene und mit welcker Kraft (y)
rollt die Kugel herab?

42) Ein Korper gleite mit einer Kraft gleich 80 § von einer schiefen
Ebene herab, und iibe auf diese einen Druck von 138,4 ®; wie gross
ist der Neigungswinkel der Kbene und wie schwer ist der Kirper?

43) In Frankreich sollen die Chausseen auf lingeren Strecken eine Nei-
gung von 4° 46/ 48,69 nicht iibersteigen, und in Qestreich soll in
gleichem Falle die Steigung hichstens {5 betragen, d. h. auf je 18
Fuss Linge kommt 1 Fuss Steigung. Wie viel betrigt im ersten
Falle die Steigung (x), und im zweiten Falle die Neigung (y)?

44) Welche Kraft ist nithig, um einen 1430 ¥ schweren Wagen auf
einer Kisenbahn von s}y Steigung am Herablaufen zu hindern?

45) Die Kraft, mit welcher ein Korper auf einer schiefen Ebene herab-
fallt, verhdlt sich zu_der des freien Falles, wie die Hohe der schiefen
Ebene zu ihrer Linge. Wenn nun ein Kirper in der ersten Secunde
seines freien Falles 14,907 Fuss, beim Herabfallen von einer schiefen
Ebene aber 3,79757 Fuss zuriicklegt ; wie gross ist die Neigung der Ebene?

46) Wenn ein wihrend t Secunden frei fallender Korper, dessen Fall-
raum in der ersten Secunde g Fuss betrdgt, einen Weg von h Fuss
suriickgelegt hat, so ist, wie die Physik lehrt, h=gl®. Wie weit
rollt demnach eine Kugel auf einer Kbene von 5° Neigung in 5,5
Secunden, wenn g=—16,1025 Fuss gesetzt wird?

§ 100. Erklirungen. Wenn an
den Hebelarmen AC und BC die Krifte P
und Q unter den Winkeln m und n wirken,
so stehen nach einem Satze der Mechanik
die Krifte im Gleichgewichte, wenn die |
Producte aus den Kriften und. den Entfer- P P ér 0
nungen ihrer Richtungslinien vom Unter-
stiitzungspunkte C einander gleich sind, wenn also die Gleichung statt-
findet P. CD = Q. CE (wo der Winkel D= E=90°), d. h.

P. CA sin m = Q. CB sin n. %

Die Richtung AP der Kraft P kann in die beiden Richtungen AF und FP,
und ebenso BQ in BG und GQ zerlegt werden (wo der Winkel F= G=90°).
Der senkrechte Druck D auf den Punkt C ist gleich

FP + GQ = AP sinm + BQ sinn, also D =P sinm + Q sinn,
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indem AP die Kraft P und BQ die Kraft Q vorstellt. Wird der Winkel
CAP’=FAP, der Winkel CBQ‘==GBQ gemacht, und befinden sich die
Krifte jetzt in P/ und Q, oder auch nur die eine von ihnen in dieser
neuen Lage, so bleiben beide gefundenen Gleichungen ebenfalls richtig;
denn durch diese Aenderung sind statt der Winkel m und n ihre Neben-
winkel genommen, und es ist sin m==sin (180° — m), sin n =sin (180° — n).
47) An dem einen Hebelarme — 9 Fuss wirkt eine Kraft von 99 ¥ unter

einem Winkel von 30°, und am andern Aime =5 Fuss ist eine

Kraft von 100 § mit der ersten in's Gleichgewicht gebracht; welchen
Winkel bildet ihre Richtung mit dem Hebelarme ? g

48) Es wirke eine Kraft =3 @ an dem einen Hebelarme — 6 Fuss unter
dem Winkel = 160°; wie gross ist im Zustande des Gleichgewichtes
der Winkel x, unter welchem am andern Arme = 4 Fuss eine Kraft
=5 ® wirkt, und welches Gewicht (y) trigt der Unterstiitzungspunkt?

§ 101. Erklirungen. Eine Ebene wird von
B__ 0 einem leuchienden Korper am stirksten beleuchtet, wenn
die Lichtstrahlen senkrecht auffallen, und ist der Auffalls-
Ty winkel schief, so ist die Erleuchtung um so schwicher, je
ey | kleiner dieser Winkel wird. Stellt AB eine auf der Rich-
tung der Strahlen senkrechte Ebene, dagegen AC eine geneigle Ebene
vor, so wird AC, obschon grosser als AB, nur von eben so vielen Licht-
strahlen getroffen, als AB, und daher verhalten sich die Erleuchtungen E und e
der senkrecht getroffenen und schief getroffenen Ebene ihrer Stirke nach
zu einander, wie umgekehrt die Grossen der Ebenen, also
E:e=AC:AB=AC: ACsin C, folglich e==E sin C=E cos A, d. h.
die Beleuchtung einer gegen die Strahlen geneigten Ebene nimmt ab mit
dem Sinus des Auffallswinkels der Strahlen, oder mit dem Cosinus des
Winkels, um welchen die Ebene von der zu den Strahlen senkrechten

Lage abweicht. Soll die Beleuchtung m Mal schwicher sein, so hat man
N E 1 1
e = M= 5C T cosA"

49) Die Stirke der Erleuchtung einer zu den Sonnenstrahlen senkrechien
Ebene sei gleich 1; wie stark ist die Erleuchtung der Ebene, wenn
die Strahlen unter 23° 34' 41,44 auffallen?

50) Wenn die Erleuchtung einer Kbene } so stark sein soll, als bei senk-
recht auffallenden Strahlen; unter welchem Winkel miissen dann die
Strahlen auf sie fallen ?

b1) Eine Ebene stehe auf der Richtung der Strahlen senkrecht; um wel-
chen Winkel (x) muss sie sich aus ithrer Lage drehen, damit die Be-
leuchtung 10 Mal schwicher werde , und wie viel Mal (y) schwicher
ist die Beleuchtung, wenn der Drehwinkel 60° betrigt ?
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52) Die Optik lehrt, dass die Stirke der Krleuchtung so abnimmi, wie
die Quadrate der Entfernungen zunehmen. Wenn nun ein Licht von
einer Ebene 3 Fuss, von einer andern 10 Fuss entfernt ist, und die
auf beide Ebenen parallel auffallenden Strahlen mit der zweiten Ebene
einen Winkel von 45° bilden; wunter welchem Winkel muss die erste
KEbene gegen die Strahlen geneigt sein, damit die Beleuchtung beider
Ebenen dieselbe ist?

§ 102. Erklirungen. Der Neigungswinkel, den eine gerade
aus einem Punkte A zu einem andern Punkte B gezogene Linie mit der
durch A gehenden Horizontalebene bildet, heisst der Elevationswinkel
(Hohenwinkel) oder der Depressionswinkel des Punktes B in Bezug
auf 'den Punkt A, je nachdem B oberhalb oder unterbalb jenmer Horizontal-
ebene sich befindet. Ferner heisst der Winkel, welchen zwei gerade vom
Auge des Beéobachters an die Endpunkte eines Gegenstandes gezogenen
Linien mit einander bilden, der Sehwinkel oder die scheinbare
Grosse des Gegenstandes, im Gegensatze zu seiner wirklichen oder ab-
soluten Grosse. Die Grosse des Sehwinkels hingt ab von der Grosse des
Gegenstandes, von dessen Entfernung vom Auge, endlich davon, in welchem
Punkte die Senkrechte, welche von dem Auge auf den als gerade Linie
gedachten Gegenstand gezogen wird, denselben oder seine Verlingerung
trifft. . Wenn diese Senkrechte die Mitte des Gegenstandes: trifft, also das
Auge die Spitze des gleichschenkligen Dreiecks vorstellt, welches von
beiden Visirlinien und dem betrachteten Gegenstande gebildet wird, so
ist_der Sehwinkel ein Maximum fiir dieselbe Entfernung des Auges. Am
hiufigsten kommt in der Praxis der Fall vor, dass die eine. Visirlinie auf
dem Objecte senkrecht. steht. - Geht. aus .einer Aufgabe selbst micht un-
- zweideutig hervor, welcher Fall gemeint ist, so ist immer das glelch-
schenlnhge ‘Dreieck der Bechnuhg zu Grunde zu legen. '

53) Wean die Hohe éines Leuchtthurmies dber der Mma:ﬂacba 87,48 Fuss,

" und an seiner Spitze der Depressionswinkel zu ¢inem Schiffe 30 37449
betrigt; welches ist die Kntfernung (x) des Schiffes com Fusspunkte,
und welche: seine Entfernung (y) von der Spitze des Thurmes?

B84) Wie gross erscheint ein 5} Fuss lwlm- Mensch einem andcm in. der
Entfernung von 138 Fuss? =

B5) Wie gross nt das Gesichisfeld eines Femrohra von 10 Zoll Weite
und 0 Zoll Linge? .

56) Ein Thurm ist 185 Fuss, das Fgrutar eines Hamn 125 Fuss. lmch
und der. aus dem Fenster sur sztze des Thurmes gemessene Elevations-
winkel betragt 2°17/26“,19; wie weit (x) ist der Thurm vom Hause,

_und_wie weit (y) seine Spttze vom Fenster entfernt?
37) Welches ist der Sehwinksl einer Szgualdanga, deren Enlfermmg ihre

Lange 5000 Mal ibertrifft 2 . -
4%
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38) Wenn der scheinbare Durchmesser eines Kirpers unter einem Winkel
von 30" erscheint, wie viel Mal dibertrifft seine Entfernung seine
wahre Grosse ?

39) Wie weit muss man eine 0,4 Zoll breite Flamme einer Wachskerze
vom Auge entfernen, damit sie die Mondscheibe, deren scheinbarer
Durchmesser 31' 1 ist, bedeckt, also mit ihr von gleicher Grisse
erscheint ?

60) Von der Spitze eines 200 Fuss hohen Thurmes wird der Depressions-
winkel zu der Spitze einer auf derselben Horizontalebene mit dem
Thurme stehenden Siule gleich 30°, und zu dem Fusse derselben gleich
60° gefunden. Wie hoch ist die Siule? .

61) Ein Berg liegt 55 Fuss hoher als der Fusspunkt eines Thurmes,
welcher auf dem Berge in einer Entfernung von 1300 Fuss unter
7° 3¢ erscheint ; wie hoch-ist der Thurm ?

62) Damit ein Gegenstand wahrnehmbar sei, muss seine Entfernung vom
Auge nicht weniger als 8 Zoll und seine scheinbare Grisse wenigstens
40 betragen; wie gross mindestens muss also der Durchmesser eines
sichtbaren Gegenstandes sein ?

63) Unter welchem Sehwinkel erscheint ein 372 Fuss hoher Thurm in
der Entfernung von 1712 Fuss, wenn das Auge des Beobachters sich
-in einer Hihe von 11 Fuss iiber dem Boden befindet ?

64) In welcher Entfernung wiirde eine 30 Fuss breite Allee einem Beob-
achter, der sich am Kingange auf der Mitte des Weges befindet, wegen
der Kleinkeit des Sehwinkels in einen Punkt zusammen zu laufen
scheinen ? .

63) Ein Luftballon, dessen Durchmesser 40 Fuss betrigt, erhebt sich von
dem Orte A in senkrechter Richtung und erscheint nach einiger Zeit
einem Beobachter, welcher 'sich 4000 Fuss von A befindet, unter einem
Sehwinkel von 30/, also etwa in der Grisse des Mondes; wie hoch ist
der Ballon gestiegen? » -

66) Der Abstand sweier iiber einander befindlichen Fenster eines Hauses
ist gleich 10 Fuss, und die aus ihnen zu einem Punkte des Erdbodens
gemessenen Depressionswinkel betragen 30° und 28°18/6',44. Wie
weit ist jener Punkt vom Hause entfernt ?

67) Die scheinbare Grisse einer geraden Linie p sei in der Entfernung
von m Fuss gleich a, und an einem n Fuss niher gelegenen Punkte
gleich b. In welchem Verhiltnisse stehen zu einander beide Sehwinkel,
wenn ihre Schenkel mit dem Objecte ein rechtw. Dreieck bilden ?

68) Zwei Punkte befinden sich mit dem Fusse eines. Thurmes von 100
Fuss Hohe auf der nimlichen Horizontalebene und in gerader Linie,
und werden von der Spitse des Thurmes unter den Depressions-
winkeln von a==35°15' und b==56°3b’ gesehen. Wie weit stehen

, diese Punkte von einander ab ? Y

69) Ueber die Spitze einer 20,4 Fuss hohen verticalen Stange fallen die
obern Randstrahlen der Sonne, deren Sehwinkel 32' 1,8 betrigt, unter
420 25 ein. Wie breit ist der Halbschatien der Stange ? :



70) Die centrische Entfernung der Sonne von der Erde sei gleich 24063,33
- Erdhalbmessern; wie gross ist der scheinbare Sonnenhalbmesser an der
. Erdoberfliche, wenn derselbe am Mittelpunkte der Krde 160,44 betrigt?
71) Es sei die centrische Entfernung der Sonne von der Erde = 20682440
" Meilen, und der scheinbare Sonnenhalbmesser am Mz‘tté[pqnﬂé dol
Erde —16'0",44, dugegen der scheinbare Erdhalbmesser ‘am Mitte
" 'punkte der Sonne = 8'",58608. Wie viel Mal ist der Sonnendurch-
messer grosser als der Hrddurchmesser? - . . .. = y b 1
72) Denkt man sich aus dem Mittelpunkte des Mondes eine Tangente an
')dk‘ Erde und eine Gerade mach iﬁ;&g{"ﬁﬁt;emuagtg gezogen, fo heisst
der dadurch gebildete Winkel die Horizonta le'ara llaze des Mondes.
" Nun sei die Horizontalparallaze gleich 572,06 und der Erddurch-
messer gleich 1719 Meilen. Wie gross ist die centrische Entfernun,
" (x) des Mondes von der Erde, und wie viel Meilen (y) betrigt sei
- Halbmesser , wenn dessen scheinbare Grisse am Erdmittelpunkte sich
su jener Parallaze wie 0,2725:1 verhat?
73) Die centrische Enifernung des Mondes von der Erde betrigt 60,27781
" Erdhalbmesser , und verhilt sich zur centrischen Entfernung der
- Sonne von der Evde wie 1:399,20715. Wie viel Mal ist die Hori-
zontalparallaxe des Mondes grisser als die der Sonne? '~ = =
74) Im Jahre 1100 vor Chr. Geburt wurde an einem 8 Fuss hohen
' Gnomon die Schatlenlinge desselben im Sommersolstitium gleich 1,54
Fuss und im Wintersolstitivm gleich 1812 Fuss beobachtet. Man
soll  die damalige Schiefe der Ecliptik bestimmen, was  geschieht,
wenn man die Hilfte des Winkels an der Spitze des Gnomon berechnet,
um welchen die zw jenen beiden Zeilpunkten einfallenden. Sonnen-
strahlen in ihren Richtungen von einander abweichen.

§ 103. Erklirungen. Stellt der Kreis BDF
einen grossten Kreis der Erde vor, und ziehi man an
denselben vom Punkte A, dessen Hohe iber der Erde
gleich h sei, die Tangente AD, so giebt der Beriihrungs-
punkt D den Ort an, bis zu welchem man von A aus
die Erdoberfliche sehen kann, abgesehen von ander-
weitigen Hindernissen als der Erdkrimmung. Die Weite
des irdischen Horizontes fiir A wird durch die Liinge des
zum. Winkel m gehorenden Bogens BD gemessen,  Es ist

r . r
1) cos R also “2) R

Wenn h im Vergleich zu r sehr klein ist, so setze man, um h schirfer
s rsinm rt rtgm
zu bestimmen —— = -0 __TB8T g5 3) p—="38"_
cosm cosmsinm sinm sinm

. 'm T cosm r ¢
Da ferner (§ 18, 27) sin 5 l/ B 5% und cos m == iy 50 ist

joim A x 0 R
4) sin 2 TT i — 2 (hf+ r)m ‘/2_“].;.—[)
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Wird nach einem Punkte E der Verlingerung von AD aus C eine Gerade
gezogen, so wird E von A aus in einer Entfernung gesehen, welche gleich
ist der Linge des Bogens BDF, d. h. zwei erhhete Gegenstinde sind
einander sichtbar in einer Entfernung, welche der Summe ihrer irdischen
Horizonte gleichkommt. In allen Aufgaben wird der Erdradius
r==859,5 Meilen, eine Meile =20000 Fuss, und ein Grad der
Erde = 15 Meilen angenommen werden.

75) Wie hoch muss wenigslens ein Berg sein, wum ihn in einer Enlifer-
nung von 20 Meilen noch sehen zu kinnen ?

76) Wie weit ersireckt sich in einer ebenen Gegend die Fernsicht fir
einen 5 Fuss grossen Menschen ?

77) Wie weit. steht von der Spilze eines 340 Fuss hohen Thurmes der
entfernteste Punkt der Erde ab, welcher einem Beobachler auf jener
Spitze noch nicht durch die Kritmmung der Erde verdeckt wird?

78) Auf dem Meere sieht man von einem Schiffe aus, wenn das Auge
30 Fuss itber der Meeresfliche erhaben ist, in einer Enifernung von
33,3 Meilen den Gipfel des Pico von Teneriffa; man soll die Hohe
des Berges [finden.

79) Wie weit hichstens kinnen sich zwei Minner, deren jeder 6 Fuss
gross ist, von einander enifernen, so dass sie bei der Kriummung der
Erde einander noch sichtbar bleiben ?

80) Wie hoch muss der Punkt iiber der Meeresfliche liegen, von welchem
man den Gipfel des Dhawalagiri, dessen Hihe 27343 Fuss betrigt,
in einer Entfernung von 50,35 Meilen sehen kann?

81) Auf dem Chimboraxo misst der Winkel, den die Horizonlallinie mit
der nach dem Horizonte gehenden Linie macht, 2° 49' 50,39. Welches
ist die Hihe des Berges ? .

82) Wie weit miisste man sich von der Erde enlfernen, wm ein solches
Stiick derselben, wie etwa die' kalle Zone = 384977 [J Meilen dtder-
sehen zu kinnen? ( e

Berechnung
der gleichschenklig en Dreiecke,derregelm,
Vielecke und der Kreisabschnitte.

§ 104. Wir werden im gleichschenkligen Dreieck die ungleiche
Seite, d. h. die Grundlinie immer durch a, und den gegentiberliegenden
Winkel, d. h. den Winkel an der Spitze mit A bezeichnen. Wegen der
Gleichheit zweier Seiten b==c¢ und zweier Winkel B = C reichen hier
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zwei Bestimmungsstiicke aus, und diese konnen sein endweder irgend
eine Seite und irgend em Winkel, oder ein Schenkel und
die Grundlnnle.

Zieht man das. H&)hen erpendnkel AD==h, : so 1st der A4
Winkel BAD="/2 A und BD = ‘2 a, und es érgeben sich

folgende Grundgleichungen fir das gleichschenklige
Dreieck :

I. A4+2B=180°, Il ‘%2a==ccosB.
. F="ah, h="hatgB=csinB=yc'—ja* B
IV. sinB==cos Ya A, cos B=sin "2 A, 1gB=cotg a A.

§ 105. Gegeben die Grundlinie a und entweder B oder A. .
Aufl. 1) A-=-180°-—28 oder B--90 s A,

o N 2cosB 2sln}A(" IV) ol
3) F="hah=":a%1gB= "Yaa"cotg "a A (lII, IV).

Aus a= ~ 218 Fuss, A = 480 findet man B=66°, b = ¢ = 267, 9'8666 Fuss,
F — 26685,165 [J Fuss.

$ 106. Gegeben der Schenkel ¢c.und entwedch oder A.
“Aufl. 1) A=180° — 2 B oder' B==90°— Y A.
) a==2ccosB=2csin"e A (Il lV)

'8) F="aah, oder weil a=2¢cos B, h==csmB s0 ist
F=¢*cos B sin B==c"sin 'z A cos '/g A-—=- Y2 ¢ ®sin A (519 21).

: JA

$ 107. Gegeben die Grundhme a und der Schenkel c.
CAufl 1) cosB=-=—— (1), 2) A==180°-—2B.

3) F— '/sah='/¢a/(c ¥ 2) (c—— ) (ntl)

§ 108. Es sei gegeben der Scheankel e=30,4 Fuss und
der Inhalt F="179,45 [JFuss: geswaht Amnrd, 2.

Aufl. 1) Aus § 106, 3 folgt sinA =2},

2) Aus § 105, 2 folgt a==2csin "2 A.

Man findet A==9°542/,26 und a=b, 2465433buss oder A= 17005/57,"14
und alsdann a==60, 573208 Fuss.

$ 109. » Aus der Seite s eines regelm. n-ecks die Ra-
dien r und R der ein- und umgeschriebenen Kreise und den
Inhalt F des Vielecks zu finden.
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~Aufl. Sei BAC eines von den n' congruenten: gleich-
schenkligen Dreiecken, in welche das n-eck durch
die aus seinem Miltelpunkte A nach allen Ecken ge-
zogenen Linien zerlegt wird, so ist die Senkrechte

Y AD-=-r, AB R, Centriwinkel A-——'-@, also. .

BAD = ==, Danun BD=="2's, r=BD. cotg BAD,

R= .'n%l—}s, so hat man

%) r—”:scolgw—r 2) Re= ——s
2sm1m—
'8) F= 4 = s tcorg 120,

Aus s= 64 Fuss, n=9 ﬂndet man r = 87,91928 Fuss, R =93,56174 Fuss,
F = 25320,75 [JFuss.

§ 110. Aus dem Radius r eines Kreises die Seite, den
Umfang unddenInhaltdes ein- und umgeschriebenen regelm,
n-ecks zu fnnden

Aufl: (Fig. §109.) Sind BC und EF die Seiten der beiden n- ecke,
.

s0 ist AB=AG =r, der Winkel BAC=" | pAG =15 'pc 28D,

BD==rsmv,- AD = rcos'—m:, also fiir das eingeschriebene n-eck:

1) Seite BC=2r sin !m~ 2) Umfang =2 nr sin i?:
3) Inhalt =} Umfang . AD=nrsin " cos "% — ¢ nr2sin 32":3(518, 21).

Ferner ist EF=2EG und EG = AG tg P=p tg ~, also'fur das

umgeschriebene n-eck: - ‘
4) Seite EF=2rtg . 5) Umfang =2nrig L?L
'6) lnhalt==-— Umfang = nr'tg —Q:
Beispiel. Aus r="e, n = 21600, also 1f'°—==30~ findet man fiir

jedes der beiden Vielecke : Umfa -=3 1415926, Hieraus folgt,
dass auch die zwischen beiden Umfingen enthaltene Peripherie des
Kreises durch diese Zahl ausgedruckt werden muss, welche die
bekannte Verhiltnisszahl = ist.

S n1an. (Fig. § 109.) Aus dem Radius AB==r eines Kreises
und dem im Gradmasse gegebenen Bogen BGC=a die Sehne
BC=s und den Kreisabschnitt BGC zu finden.



Aufl. Es ist BD =rsinBAD, d. h. §s==rsin}a, also .
1) s=2rsin}a.
Der Kreissector ABGCA verhilt sich zur ganzen Kreisfliche, wie sein
Centriwinkel a zu 3609, also
ar'xs

ABGCA : r%#x = a: 360, folglich ABGCA = 360 "
und weil (§ 106, 3) das Dreneck ABC==a!z r %sin a, so ist

2) Abschnitt BGC = 360 — jrisina= —-2 (180 sin a)

In dem Ausdrucke 180 driickt a die Grosse des Winkels in Graden und

Decimaltheilen des Grades aus. Aus 1) folgt noch

$
9 ‘r——zsin,‘,a

{ s? arw :
Aus 2 und 3 folgt 5) Abschnitt BGC=§EE (ﬁf)— sin a)

3 S
4) sin % a='2l—'

Beisp. Zusammengehtrende Werthe sind r==23,4 Fuss, a==17° 13/ 24,
8 ==7,0076774 Fuss, BGC = 1,2338448 (] Fuss.

§ 112. (Fig. § 109.) Aus der Sehne BC==s und der Hohe
DG=h eines Kreisabschnittes seinen Inhalt F und den Radius
r des Kreises zu finden.

Aufl. Es ist Peripheriewinkel CBG=}CAG=}BAC und tg CBG

=g—g ;_L. Setzt man BAC ==a, so ist also
2h

1) tgfa==—
Nachdem a gefunden w0rden, erglebt snch (§ 111, 3 und 2.)
s
2) e m’;‘a‘ 3) F'==' 2 (180""5"1 a)
Aus s==40 Fuss, h =4 Fuss findet man r—>52 Fuss, F =107,51512 (] Fuss.

§ 113. In einem Kreise, dessen Radius r=824,7 Fuss
ist, betrigt die Linge eines Bogens b==1359,2959 Fuss; man
soll den vom Bogen begranzten Kreisabschnitt F berechnen.

Q
Aufl. o § 111, 2 ist F=" (27 ina). Der Bogen b enthalt

i Grade nebst Decnmalthellen des Grades (§ 53, 2), aus welchen letz-

teren sich die Minuten und Secunden ergeben. Setzt man also fir a in
:'8,:) den Ausdruck 1—§?‘~b, und begreift unter a in sina die gefundenen
Grade, Minuten und Secunden des Bogens b, so ist

——(—— — sin a ) ==221459,55 [JFuss.
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S 114. Es sind iber den Seiten p=10 Fuss, m=8 Fuss,
n=6 Fuss des bei A rechtw. Dreiecks ABC als Durchmessern
Halbkreise beschrieben; man soll die mondféormigen Ab-
schnitte M und N berechnen (ZLunulae Hippocratis).

Aufl. Man erhilt M, wenn man von dem
Halbkreise iiber m, welcher glench §(0)'mr=fm*n

ist, den Kreisabschnitt Q abzieht. “ Um Q' 'zu
berechnen,; setze man in, die Formel § 111, 4

m statt s, p statt 2r, so ist sip } a = ™ Nachdem

07 2" Vestimt worden, erhilt man aus der For-
. mel 3111 2, indem '/2 p stalt r geselzt wird,

= ( 180 —sina ) , folglich
: .
1 M BT3P o (186—sma)==13 950364  [J Fuss.,

"Der Nebenwinkel von a ist gleich 180° — a und sin (180° — a)==sm a,
folglich erhalt mog auf glenche Welsc A
) 180 —
2) N=-—§~-——8— ey m—sin a)-=1o 04964 [ Fuss.

Da sich’ die drer’HaIbkrense wie die Quadrate ihrer Durchmesser
p; m; n verhalten, und p*=m?®* 4 n?® ist, so ist der Halbkreis iber
der Hypotenuse der Summe der Halbkreise tiber den Kathe-
tendgleuch Nimmt man beiderseits, P Q weg, so ist AABC= M+N
Hierdurch kann man die Bechnung prufen, und findet A ABC=j¢mn
=24 [] Fuss==M + N. .

§ 115. Die Radien R und r zweier Kreise und der Ab-
stand PQ=a ihrer Mittelpunkte ist gegeben; man sucht die
Linge L der kiirzesten Linie ABCDEFA, welche beide Kreise

umschlingt. =1 ‘ .
: Aufl. In beiden Fillen, mag 'die

_ Linie L die Centrallinie PQ ganz ein-
schliessen oder dieselbe ' durchkreuzen,
5| I ziehe man nach A und B, wo L aus den
Kreisumfingen heraustritt, Radien, welche
auf der Tangente AB senkrecht stehen
werden, und verlingere PQ nach C und
F, soist L= AB + Bog.BC + Bog. AF.
Ferner ziehe man aus dem Mittelpunkie
abailsd Mo ® -\, des kleinern Kreises QG [ BA bis zum
"""" ' F"Radius PA oder dessen Verlinge-
_ rung, und bezeichne den’ Winkel APQ
mit m; so ist in der ersten Figur auch
BQC==m, in der zweiten BQP=m.




Im ersten Falle ist cosm={;g==&;5, ferner ist

vy, SRsokniid mrz (180° ~—m) Rz
AB=GQ=V3” o (R—l‘)a, und BC== 180’ AF = .-71—80*.'# »

wo m blos in Graden ausgedrﬂckt ist. Hneraus folgt
80° — m) R;
L=2)a®—R—1)* +~- ot ("1'*‘—9‘62) o

Im zweiten Falle ist cosm=£g== Ez'-'. ferner i

**** (180° —m) rx (1800 — m) Rz
B==GQ==V39_(R+I‘)“ BC==" .ﬁa_____ »AF & 50

g s e (1800 —m) tr- (1800 — m) Rev
L=2)aY — R+ 0" + o5 < Fhogos (D s

L=2Vate@nt 4 CRWIOED

$ 116. .Auf'gaben ’
itber gleichschenklige Dreiecke, regelm.
Vielecke und Kreisabschnitte,

1) In einem geraden 25,8 Fuss hohen Kegel betrigt der Durchmesser
der Grundfiiche 10,3 Fuss, wie gross ist der Winkel ‘an der Spitze
und die Seitenlinie ?

2) Das Quadrat der Liinge eines Rechtecks ist gleich dem doppelten
‘Quadrate der Breite; unter welchem Winkel durchsclmeaden m:h dw
Diagonalen ? L

3) Der Querschnitt eines Dachea bildet ein glefchcchenkltges Drem‘lr in

welchem die Hohe 29 Fuss und der Winkel an der Grundlmie 40“ 25/
betrigt ; wie gross ist die Grundlinie ?

4) In einer regelm. vierseitigen Pyramide ist der Kantenwinkel an der
Spitze gleich 45° 35" und die Grundkante gleich 120 Fuss ; wie gross
ist die gesammte Oberfliche der Pyramide?

5) Die Seitenlinie eines geraden Kegels betrigt 35 Fuss und hat gegen
die Grundfliche eine Neigung von 271°19'; wie gross ist die Hihe h
des Kegels und der Durchmesser d seiner Grund, ;ache

l6) In einem glewhschenlthgm Dreieck verhdlt sich das Quadrat. des
- Schenkels zum Quadrat der Grundlinie, wie 3:4. Wie gross it der
Winkel an der Spitze?

7) Wie gross ist der Radius desjenigen Kreises, in welelwm der Pm-
pheriewinkel 14° 16/ 10 auf einer Sehne — 367,375 Fuss steht ? |
b
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8) In einem gleichschenkligen Dreieck sei der Winkel an der Basis
gleich 54° 44' 87,19, Wie gross ist das Verhdltniss x des Schenkels
aur Grundlinie ? :

9) Zwei Feldmesser sind 850 Fuss und zwar in verschiedener Richtung
von einem Signal entfernt. Der eine hat den Winkel der Gesichts-
linien sum Signal und zum Standpunkt des andern Feldmessers gleich
36" 52/11%,62 gefunden. Wie weit sind die Feldmesser von einander
entfernt ?

10) An einem gewissen Orte A sieht man eine Wolke in siidwestlicher
Richtung wunter einem Hihenwinkel von 25°. Wenn nun an einem
andern Orte B, welcher 25000 Fuss sidlich vom ersten liegt, die
Wolke in nordwestlicher Richtung erscheint ; welchen Hohenwinkel (x)
hat die Wolke am Orte B, und wie gross ist ihre senkrechte Enifer-
nung (y) von der Erde?

A1) Das gleichschenklige Dreieck aus seiner Hohe 72 Fuss und der Summe
der Grundlinie und des Schenkels 210 Fuss zu berechnen.

12) Das gleichschenklige Dreieck aus dem Umfange 4 Fuss und der Hihe
1 Fuss zu berechnen.

13) Wie gross ist in einem Kreise derjenige Centriwinkel, dessen Sehne
13 Mal so gross ist als der Radius ?

14) Aus den Umfingen der einem beliebigen Kreise ein- und umgeschrie-
benen regelm. 24000-ecke die Zahl ® zu berechnen.

15) Wie gross ist der Inhall F und die Sehne s des Kreisabschnittes,
welcher durch einen Bogen a — 259° 15’ 32,5 begranzt wird, wenn
der Radius r =19,'7 Fuss betrigt ?

16) Den Abschnitt F zu berechnen, welcher auf der Seite des regelm.
Sechsecks im Kreise ruht, dessen Radius 1 Fuss ist.

17) Das Verhiltniss des regelm. 15-ecks, dessen Seite gleich 17 Fuss
ist, zum regelm. 17 - eck, dessen Seite 15 Fuss betrigt, anzugeben.

18) Man pflegt einen kleinen Kreisabschnitt niherungsweise durch die
Multiplication seiner Sehne s mit § seiner Hphe h zu berechnen.
Wenn nun s == 37,6 Fuss und h==12,"7 Fuss ist, wm wie viel ist der
80 gefundene Inhalt f des Kreisabschnitles kleiner als sein wahrer
Inhalt F?

19) Die Durchmesser xweier Maschinenrdder belragen 6 Fuss und 2 Fuss,
und ihre Azen stehen 6 Fuss von einander ab. Welche Linge (x)
hat ein die beiden Rider kreuzweise umschlingender Riemen, und
wie lang (y) ist derselbe dann, wenn keine Kreuzung statlfindet ?

20) In einem regelm. 15-eck sei der Radius des umgeschr. Kreises
R=9,201 Fuss. Wie gross ist der Radius r des eingeschr. Kreises,
die Seite s und der Inhalt ¥ des Polygons?

21) Ein regelm. 37-eck enthalt 24127,94 (] Fuss; man sucht seine Seite
s und den Radius v des eingeschriebenen Kreises.

22) Wie lang ist der Bogen, dessen Sehne 36 Fuss und dessen Radius
18,7 Fuss betrdigt ?
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23) Die Hihe eines Kreisabschnittes sei h==25,4 Fuss und sein Bogen
a=136° 940,14 ; man soll hieraus die Sehne s, den Inhalt F und
den Radius v des Abschnilles finden.

24) Aus dem Radius r==20,264957 Fuss und der Hohe h=12,7 Fuss
eines Kreisabschnitles die Sehne s und den Inhalt ¥ zu berechnen.

93) Von einem Kreise ist gegeben der Radius r=412,35 Fuss und ein
Kreisabschnitt F = 55364,9 [J Fuss ; man verlangt den Unterschied
X zwischen dem in Theilen des Radius ausgedriickten Bogen des Ab--
schnitles und dem Sinus des Bogens.

26) Um einen Kreis vom Radius v=9 Fuss ist ein regelm. 15-eck be-
schrieben; wie gross ist die Seite s, und der Inhalt F des Polygons
und der Radius R des umgeschr, Kreises ?

27) Fur ein regelmiissiges m=eck bexeichne s die Seile, v und R die
Radien der ein- und wmgeschriebenen Kreise. Es soll yefunden wer-
den 1) n und R aus s=2 und r==v¥3 2) n und v aus s=V32
und R= 4.

28) Ein Kreisabschnilt hat den Centriwinkel a = 87° 12’ 20,304. Man
soll 1) das Verhiltniss x des Abschnittes zum Kreise 2) das Ver-
héltniss 'y des Abschnilles zum Dreieck angeben , welches auf der
Sehne des Abschnitles elelzt und mil diesem gleiche Hohe hal.

29) Wenn man aus einem Punkle der Peripherie eines gegebenen Kreises
mit dessen Radius einen zweiten Kreis beschreibt, so ist die Hilfte
der den beiden Kreisen gemeinschaftlichen Sehne anniherend die
Seite des eingeschriebenen regelm. T-ecks. Um wie viel differirt der
Mittelpunkiswinkel, welcher der so gefundenen Seite entsprichl, vom
wahren Miltelpunktswinkel des regeim. - ecks.

30) In einem' rechtw. Dreieck, dessen Seiten m==24 Fuss, n==18 Fuss,
p =30 Fuss, hat man ﬁber den Katheden Halbkreise nach aussen,
und. dber der Hypofenme einen Halbkreis nach innen des Dreiecks
beschrieben; man sucht die Inhalte M und N der von zwei nach einerlei
Seite hohlen Bogen gebildeten Abschnitte.

31) In einem Kreise, dessen Radius 41,235 Fuss betrigt, ist ein Bogen
67,964795 Fuss lang ; wie gross ist der von diesem Bogen begrinzte
Kreisabschnitt?

32) Die Sehne eines jeden Bogens an der Donaubriicke in Ulm befrigt
. 60 Fuss, und seine Héhe 10 Fuss ; wie lang ist ein solcher Bogen ?

33) Der Cubikinhalt eines Prismas betrigt 50 Cub. Fuss, und die Héhe
ist das Doppelle von dem Durchmesser des wm die Basis beschriebenen
Kreises, welche ein regelm Achteck bildet; wie gross ist die Seite
der Basis ? :

34) Die Inhalte eines regelm. 36-ecks und 60-ecks verhalten sich wie
5:4 und sind zusammen so gross als ein Kreis, dessen Radius
17,188735 Fuss betrigt. Wie gross sind die Seilen X und y der
beigen Polygone?



| Berechnung
der schiefwinkligen Dreiecke.

§ B1%. Wir beginnen unsere Betrachtungen mit einer Reihe von
Lehrsalzen, auf welchen die Auflosung der schiefw. Dreiecke beruht.

Zieht man im spitzwinkligen oder stumpfwinkligen
Dreieck ABC aus € die Senkrechte h auf die Seite AB

oder deren Verlingerung, so ist in beiden Fillen h="bsin A
und h==asinB, folglich bsin A = asin B, oder

a:b—sind:sinB. Ebenso ist
a:c=gstnA:sinC
b:c—=sin B:sinC

d. b. die Seiten eines Dreiecks verhalten sich
wie ‘die Sinusse der gegentberstehenden Wm-
kel. (Vergl. § 136.)

118, Es ist (Fig. § 117) AB=BD & AD, also in beiden Flllen
‘1) c¢=acosB -+ bcosA. Ebenso
'2) b=ccosA -} acosC

» 3) a==ccosB -+ bcosC

Maltiplicirt man die erste Gl. mit ¢, die zweite mit b, die dritte mit a, so ist

¢*==bccos A + ac cos B

b?=be cos A - ab cos C

a%=accosB - abcosC

Zieht man von der Summe je zweier dieser Gleichungen die dritte ab, so ist

) a®—=b? +c*—2bccos A also cocd=g:;:’:.’

5 b*=a®+}c*—2accos B , cosB-— ‘-t':%f—b:
6) e*—a®+b*—2abcosC , cosC— ’~7f;»:-;1'——"—’

$ ll9: Es ist a:b=sin A : sin B, also auch
a+b:a-—b==sinA +sinB:sinA-—sinB oder (§19)'
a-b sin A 4 sin B 2sin§ (A+ B)cos } (A—B) tg4(A+B)

a—b_  sinA—sinB T 2cos j(A+B)sin}(A—B)  1g4(A—B)
. atb:a-b—=tgi(Ad+B):ty;(4—B)

Die Summe zweier Seiten eines Dreiecks verhilt sich also
zum Unterschiede derselben, wie die Tangente der halben
Summe der gegenliberliegenden Winkel zur Tangente des
halben Unterschiedes derselben Winkel.

oder
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Da tg Ya (A + B) == cotg /2 C ist (§ 6), so kann man auch setzen
a+b:a—b—coty'rC:tg s (A—RB)

§ 120. Aus der Summe und Differenz zweier Grdssen
findet man die grossern derselben, wenn man zur halben
Summe die halbe Differenz addirt, dagegen die kleinere,
wenn man von der halben Summe die halbe Differenz abzieht.

Denn es sei x die grossere, y die kleinere Grosse, die Summe bei-
der gleich s und ibre Differenz gleich d, so ist x + y=s und x —y=d,
und man erhilt durch Addition und Subtraction dieser Gleichungen

X=Yo(s4d), x="2(s—d).

§ 121. Der Flicheninhalt (F) eines Dreiecks ist gleich
dem halben Produkte aus zwei Seiten und dem Sinus des
Zwischenwinkels. 4

Es ist nidmlich (Fig. §117) h=asinB und F=} ch= jacsinB.
Eben so ist F:==§bcsinA ==} absinC.

§. 122. Die (§117 — §121) nachgewiesenen Beziehungen zwischen
den Stiicken eines beliebigen Dreiecks reichen hin, jede Aufgabe zu losen,
wo aus_irgend drei von einander unabhdngigen Stiicken eines Dreiecks
die ubrigen berechnet werden sollen. Es kommen -hier vier Auflosungs-
fille vor, indem nimlich, gegeben sein kann 1) eine Seite nebst zwei
Winkeln, 2) zwei Seiten und der Zwischenwinkel, 3) alle drei Seiten,
4) zwei Seitén und ein Gegenwinkel.

Erster Auflésungsfall
§ 123. Gegeben eine Seite a und.zwei Win- ¢

kel; gesucht b, ¢, F. Y \o
Aufl. Wenn zwei Winkel eines Dreiecks bekannt sind,

so_ist auch der dritte Winkel bekannt. Nun ist (§ 117, §121) AR
in B asin € absinC  a’sin BsinC
1) bs”'—“”v! 2) c==——‘-‘,—.-.—‘- 3) = R ek B o
"Aus a==487,5 Fuss, A =103° 487, B ==42°25' findet man
C==33° 47/, b = 338,601 Fuss, ¢=279,13367 Fuss, F=45893,35 ()Fuss.
g'ur Prifung der Rechnung kann die Gl. (§ 118,3) a==¢cos B + b cos C
ienen.

Zmweiter Auflisungsfall,
§ X24. Gegeben zwei Seiten a, b und der zwischenlie-
gende Winkel C; gesucht A, B, ¢, F.

Aufl. Es lisst sich die halbe Summe und die halbe Differenz der Win-

kel A und B berechnen, woraus A und B gefunden werden konnen
(§ 120), namlich 4
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§ (N BY=4900=4C, 1g}(A—B)="2T] cotg } C (§119), folglich

6) Ad="91(A+B)+"h(Ad—B) 2) B="12(A+B)—":(4—B)

3) c==--‘:—:£'-';:-' boir s 4) F="% ab sinC
Um, pegative Differenzen zu vermeiden, muss immer unter a die
grossere und unter b die kleinere der beiden gegebenen Seiten verstan-
den werden.
Beispiel, a==1295,4 Fuss, b==8357Fuss, C="74° 25304

Berechnung.
Vg C =370 12" 45,2 log (a = b) =2,6624745
(A+B) 0 47 14 log cotg "2 C =0,1195370
233141 W58 CDlog (a + b) =6,6713962 — 10
v i’)= tho7 log g Yo (A — B) =  9,4534077
g (A — B) = 15° 51/ 27,51
2 1) A | =680 38" 42,31 2) . B ==36°55'47,29
3) log a =3,1124039 4) log a==3,1124039
log sin C — 9,9837527 — 10 Iog b = 2,9220504
. CD log sin A —-==0 ,0308905 log sin C ==9,9837527 — 10
log ¢ = 3,1270471 log 33 F = 6,0182070
¢ 1339,822 Fuss. F == 521407 2 [ Fuss.

~ . § 125. Die Winkel A, B lassen sich auch unabhingig von einan-
der, unmittelbar aus a, b, C finden. Es ist pamlich (§117, §118, 2, 3)

¢ sin A=asinC ' ¢ sin B=bsinC
ccos A =Db-~acosC v ccosBe==a—DbcosC
Die Division der oberen Gleichungen durch die unteren giebt
. asinC b sin C°
D tg A=y Tiee D WB= yec

Die Grossen ¢, F werden hierauf wie in § 124 gefunden.

§ 126. Die Seile ¢ kann ohne vorhergegangene Iiesummung der
Winkel A und B direct aus a, b, C gefunden werden mittels der Glei-
chung (§ 118, 6) .

‘ c"::-a’-{-b’—zabcocc :
Alsdann hat man (§ 117) s|nA=-1-'vi"*9 und sin B =" "”C

§ 127. Wenn map in' § 124 nur die Winkel A, B, nicht zugleich
c und F berechnen will, so genlgt es, wenn ausser C blos das Ver-
haltniss der Gegensenten a, b bekannt ist.. Denn dividirt man m der Gl.

1g Y2 (A — B) == bt colg '/c C Zihbler und Nenner des Bruches P durch
b und selzt - ——-=cotg9, so ist (§20, 44) ;
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cotg 1
1g /2 (A — B) = EBTD-?_-T— i cotg s C == colg (45° - ¢) cotg '/a C, folglich
'/a (A—B) ganz unabhingig von der absoluten Grosse von a und b bestimmt.

Dieselbe Bemerkung gilt fur § 125.

Dvritter Auflﬁsunysfall.

§ 128. Gegeben die drei Seiten a, b, ¢c; gesucht A, B, C, F.
Aufl. Man hat (§ 118) die Gleichungen

b*+c’'—a? a’+c'—nb*
1) cos 4 =—4 = 2) co:B=———-,ac
a*+b*—c?
3) cos C=-——2ab -

welche aber keine logarithmische Rechnung gestatien und somit nur dann
bequem sind, wenn die gegebenen Zahlen aus wenig Ziffern beslehen.

Um andere Formen abzuleiten, substituire man 2 ,+2°b‘ =2 fur cos A in
die beiden Gleichungen (§ 18, 26, 27)
cos o A == l/ !——"—'—cﬁi‘ und sin'e A= V 1;_—_:3_:} , dann ist
b?4-2bc+c?—a? P a*~(b?*—2bc+c?

oS '/cA==l/ The - sin Ye A=‘/ The -

WAy EEoT=w Y T =),
cos 2 A l/ sin /2 A |/ i

L2, b+ f: +a)(b4+c—a) 5 (a+b—c) (a—b+c)

cos s A V Abe Sin } A== T also
costh A=)/ 2C=D sin % A=/ €=DE=09)

wenn der Kiirze wegen a+ b + ¢=28, alzo b4 c—a=2(s—a),
a4+b—c=2(s—c), a—b-c=2(s —b) gesetzt wird. Die Division
der ersten Gl. in die zweite giebt

@—b)e—e)

4) tg': A= = Ebenso ist

1 (c-—a)(:——c) (s—a)(s—b)
5 tg I¢B='/ b N Odg l/,o.:,‘/ el
Da ferner (§ 18, 21)
bcsin A bc_.ln,}Aco:.]A T Juts =a) :
Fm— —— ol B el ol g SR (l b) (5 C) ‘(l I)
9 3 ch, - V_,bc ), so ist

T F=Vs(s—a)(s—b)(s—c)
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Die Wurzel in den Formeln 4 bis 7 muss immer positiv genommeu werden,
da jeder halbe Dreieckswinkel spitz ist; und der Flicheninhalt nicht negativ
sein kann., Zur Prufung der Rechnung dient die Gl. A 4 B 4 C = 180°.

' Bensp:el a=97,5 Fuss, b= 84,5 Fuss, ¢= 91 Fuss.
Berechnung. ‘

log s — 2,1351327 . log (s — b) = 1,7160033
log (s —a) ==1,5910646 . log (s — ¢) ==1,6580114
log tg * ) = 9,6478174 Vo A — 330 41/ 244,23
log g = 9,8280087 Vo B =269 33/54,18
log tg? )'i ~9,3979400 g €= 200 44¢ 414,56
log lg & =9,6089700 , . A =670 22/ 48,46
log 1g * § = 9,5139238  B—53° 7148436
log tg 5 == 9,7569619 . . €= 59920/ 23,12
log F — 3,5501060 F == 3549 (] Fuss.

§ 129. Aus ‘/c besin A =F = l/s (s —a) (s — b) (s —0) folgt
1) sin A=, Vs (s—a) (s—D) (s —c). Ferner ist/(Fig. § 117

2. h==bsinA== ll/s(s—a) G—b)(s—0)

Milttels dleser Formel, in welcher h die auf die Seite ¢ gefallte Hohe vor-
stellt, lisst sich aus den drei Seiten eines Dreiecks dessen Hohe finden.
Im glewhsemgen Dreieck ist a=b==c, also s(s—a)(s—b)(s—¢)

(~ 5 a) = (’2‘)_ » folglich .

o E=)3(3) =%
Vierter Auflosungsfall. L b ¢

$ 180."”Geg‘ében zwei Seiten a, b und ein Gegenwinkel A;
gesucht B, C, ¢, F.
Aufl. 1) siun=.'::';_:‘ 2). C=180° —(4 + B)
B o= = inm D FP=lsabsinC
Dne Werthe fiir C, ¢, F sind abhﬂnglg von dem Werthe des Win-
kels B, welcher, durch seinen Sinus besummt, im Alrgememen sowol
spitz als stumpf sein kanno,

Wenn'nun a=b, alsoauch A>B ist, so kann B nur spllz
genommen werden, z. B. aus a=:15431 Fn;s, b =123,84 Fuss,
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A =438°1712/,3 findet man B =33° 235,89, (C==103°19*41,81,
¢ ==218,9947 Puss, F = 9297,517 [ Fuss.

Wenn aber a<<b, also auch A<B ist, so kann B sowol
spitz als stumpf sein, und es nehmen daher auch C, ¢, F zwei ver-
schiedene Werthe an. In diesem Falle giebt, es zwei verséhiedene
Dreiecke, von denen das eine sowol wie das andere die gegebenen
Stiicke enthilt, z. B. aus a =308 Fuss, b=375 Fuss, A==37°45’
findet man

logb =2,5740313
log sin A = 9,7869056 — 10
CDloga=1, 5114493 — 10

log sin B ;578723882 —10, folglich
1) B = 48011/34/,78 oder ' 1) B==131048 254,22
2) C=094° 325422 2) C= 10026 34",78

3) log sin C=9,9989103 — 10

log a ' ==2,4885507
CD log sin A = 0,2130944
log ¢ = = 2,7005554

¢ =1501,8286 Fuss
4) F=157605,28 []Fuss

3) log sin C = 9,2582952 — 10

loga ' =22, 4885507
CD log sin A = 0 2130944
Joge =1, 9599403 :
¢ =91,18854 Fuss

4) F =10467,6 (JFuss.

In dem besondern Falle ,
bs sin A
a

$ 131.
a==bsinA, ist sinB=>~

wo a<tbiund:zugleich
=1, alsoB=90° ‘undes giebt dann n‘ur
ein Dreieck, welches rechtwinklig ist. Wenn dagegen a<b, _und zu-
gleich a<bsmA, also smB>1 wire, so kann gar kein Dreieck mit

den gegebenen Stiicken existiren. — Die geometrische Darslc1lung dieser
verschiedenen Fille findet sich bei Legendre §72. I 3100 &4

Auflosung |
Rusammengeselzier Aufgaben,

¢ 132. Das Dreieck aus dem Inhalte F=120 (JFuss ui'd
den Winkeln A =14°15/0~,116, B=22°37/115 zu berechnen
Aufl. 1) C—14397-48,38 '2) Aus § 123, 3 folgt

2 F sinA
sin BsinC ™~ 16 Fuss.

3) b=2%5 — 25 Fuss. &) ¢=2500 =39 Fuss.

b*
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§ 133. DasDreieck aus dem Inhalte F=1,7320508 [(JFuss
und zwei Seiten a=2 Fuss, b=238,4641016 Fuss zu berechnen.

Aufl. Aus § 121 folgt sinC==2F. Nachdem C bestimmt worden,

kann das®Dreieck nach § 124 aufgelbst werden, Wegen der Zweideutig-
keit des sin C findet man zwei verschiedene Dreiecke, nimlich

1) C=30% B =120°, A =309 c¢=2 Fuss, oder
2) C=150°, B=19° 623,77, A=10° 53‘36%,23, ¢==5,2915 Fuss..

§ 134. Das Dreieck aus der Grundlinie a, der Hohe h
und dem Winkel A an der Spitze zu berechnen.

Aufl. Da }(B4C)= 90° — & A bekannt ist, so suche man § (B— C).
Aus (§ 123) F==pah—2"5mBsinC o0y (¢ 19, 81)

3 2sin A
heind . sin B sin C—  cos (B — C) — j cos (B + C), also (59)
cos (B —C) = 2hslnA AP, )
Nun ist (§ 120) B=,(B+C)+,(B €), C=}(B+C)— } (B—C), also
: b=asinB asinC

sinA°’ “T sinA°
$ 135. Ein Dreieck (Fig. § 95) aus den Abschnitten
CD=m, BD ==n, in welche das Hohenperpendikel die Grund-
linie theilt, und aus dem Winkel A an der Spntze zu be-
rechnen.
Aufl. Man bestimme /2 (B 4 C)==90° — "2 A und "2 (B — C).

Da cotg B == : und cotgC == "!l,:"’ s0 ist m : n == cotg C : cotg B, also auch

m~fn cotg C+cotg B sin (B+C) .
=it ot C—cotg B — sin(B—0) (20, 48, 49), folglich

sin (B—C) = sm A. Wie in 5 134 bestimme man jetzt B C b, c
und F = Y be sm A.

$ 136. Aus den Seiten a, b, ¢ eines Dre'ie'cks'ABC die
Radien R und r des um- und eingeschriebenen Kreises zu
finden.
Aufl. 1) Zieht man aus dem Mittelpunkte O  die
OP | BC, ferner OB und OC, so ist

BC —2BO sin 2 BOC — =2 Rsin A, also
QR B0 L B
sin A~ sinA’
Da (§129) sin A= Vs(s—a)(s—b)(s-—c), wo
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s=,=‘/n(a+b:+ ), 80 ist (§ 128, D
, : o abe _.abe
Wn(s——a)(s——b)(s—c) 4F
2) Zleht man. aus ‘dem Mittelpunkte nach den Win-

kelspitzen gerade Linien und auf die Seiten a, b, ¢ die
Senkréchten OD, OE, OF, so lst »

F="sar 4 % br 4-"/a cr = (a+ b4 c), also

AcBF o 2fs(s—a) G—Db)(s—0)
S adbg, 0 ¢ a+b+c
a bygli
Da 2’R=’Bin7& =B si C (§ 117), so sieht
man,  dass der Quotient jeder Dreiecksseite durch den
Sinus * des Gegenwinkels .den Durchmesser des, umge-
schriebenen Kreises ausdriickt.

§ 137. Zur Auflosung der folgenden Aufgaben sind
nachstehende Formeln erforderlich.

Die Addition und Subtraction der beiden Proportionen
a:c=sinA:sinC und b:e¢==sinB:sin'C giebt
ca4-brc=sinA+sinB:sinC und a —b:c==sinA—sinB:sinC.

Zufolge § 19, 32, 33 und §18, 21 hat man daher auch :
" agbic=2sinYa (A +B)cosa (A—B):2sin V2 Ccos Ya C
. a—b:c=2cos 'z (A+B) sin Yo (A—B):2sin Y2 C cos %a.C.
Da nun (§ 6) sin Ya (A 4+ B)=cos o C und cos "a (A -+ B) ==sin Y2 C, 'so ist
1) @+ b:c=cos'lr(A—B):sin':C
2) a—b:c=sin'h(A—B):cos'h C

§ 138. Ein Dreieck zu berechnen aus der Summe zweier
Seitem a-4b==s, der dritten Seite ¢ und entweder 1) aus
dem ihr gegentiberliegenden Winkel C oder 2) aus einem ihr
anliegenden Winkel A.

Aufl. 1) Man berechne 2 (A4 B) und (§ 137, 1) o (A= B), woraus
sich (§ 120) "A "und B’ ergiebt, so dass die Aufgabe dadurch auf den
ersten Auflosungsfall (§ 123) zuriickgefuhrt ist.

2) Daa=s—b, also'a®—=s>—2bs4b?, und (§118, 4)

=b-+¢c?—2bccos Ay s0 ist s®—2bs +b?=Db%+4+ c*—2bccosA,

‘oder s?-—c?=2b (s — ¢ cos A), also b 5"2’((7?657&)

Das Dreleck wird Jetzt aus b, ¢, A nach § 124 berechnet.
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$ 139. Ein Dreieck aus seinen Winkeln A, B, C und der

Summe a+b oder Differenz a—b zweier Seiten zu berechnen.

Aufl. Man berechnet ¢ im ersten Falle aus § 137, 1, im zweiten Falle
aus § 137, 2 und lust jelzt das Dreieck mach §123 auf.

Die Selten a, b lassen sich auch finden (§ 120), also das Dreieck auf-
losen, wenn man nach § 119 fiir den ersten Fall a —b, und fir den
zweiten Fall a 4 b berechnel.

Endlich kann man aus a:b==sin A :sinB ableiten
(atb)sinB
a+b:b==sinA-+sinB:sinB, also b= sin A+ sinB °

wodurch die Auflosung auf § 123 zuriickgefuhrt ist.

§ ¥40. Ein Dreieck zu berechnen, wenn gegeben ist
der Inbalt F, der Umfang a-+b+4¢ und entweder eine Seite
¢ oder ein Winkel C.

Aufl. Man setze 2(a-+b 4+ ¢)==s, so ist fir den ersten Fall
(§ 128, 6; 1)
/ (s—a) (s——b) o(s—a)(n—-b)(o—c) F'
tg’/qC=-V s(s—c0) V 8. (8—0)81—C) . hE—0"’
Fcotg '/zC

und fiir den zweiten Fall hieraus ¢==s —

Da jetzt in beiden Fillen C,' also auch e (A+B), ferner ¢ und daher
auch a + b bekannt ist, so ldsst sich (§ 137, 1) '/e (A — B) und hierauf
(§ 120) A und B finden, wodurcb die Aufgabe auf § 123 zurtickgefuhrt ist.

§ 141. Ein Dreieck aus dem Umfange a+ b+4¢ und den
Winkeln A, B, C zu berechnen.

Aufl. Aus (S 137, 1) a+b co.f"‘r(.ATEB)

atb4c __ cosj(A— B)+s|n§C cos § (A—B) + cos } (A + B) (S 6)

c 3o sin} C sin} C
a4-b+c 2cosQAcos{B A (a+b+-c)sln;0
ALeTal sinyC (8,19, 34),, also ¢ = “2cos JAcos B "

Das Dreieck Jdsst sich jelzt nach' § 123 auflosen.

§ 142. Ein Dreieck zu berechn‘en‘:aus einer Seite a,
einem anliegenden Winkel B, und der Differenz b—c der
beiden andern Seiten.

Aufl sAug b 2B ypg puath G flgt

sin A sin A
in B-—sinC in (A+4B)—sin B
b—e—a (A ) = —a (A ) also (519,33, §18,21)
b— ¢ =mrmaf 2S04 A+2B)ein j A acos(B}A)

T 2sinyAcos J A



i

—acosBcos j A+ asinBsinj A
cos} A

b—e= —-acosB+ésinBtg’/aA,

—c+acosB

g e A ="
Aus A, B, a kann jetzt das Dreieck nach § 123 berechnet werden.
Wenn nicht gesagt ist, ob b>c oder b <<c, so kann die Differenz
b — ¢ positiv oder negativ sein. Da %2 A als halber Dreieckswinkel spitz
ist, so muss tg 2 A, also auch die rechte Seite der Gleichung positiv
sein, wenn iberhaupt das Dreieck mit den gegebenen Stiicken existiren
soll. Fur B==90° ist b — ¢ positiv, dagegen fur B<<90° kann b —¢
positiv oder negativ sein, und in diesem Falle giebt es zwei Werthe fir
1g /2 A, also auch zwei verschiedene Dreiecke, vorausgesetzt, dass beide
Grossen == (b — ¢) -+ acos B positiv ausfallen.

~ § 143. Das Dreieck aus einer Seite‘c, der Differe'ni der
anliegenden Winkel A —B und der Differenz der belden an-
dern Seiten a—b zu berechnen.

Aufl. Man bestimmt (§ 137, 2 und § 119) nach emander C und a-b),
(Aann d(SBi2O) aus a+ b und a — b die Seiten a und b, endlich (§117)
un ‘

§ 144. Ein Dreieck aus seinen drei Hohen «, 8, y zu be-
rechnen, welche von den Spitzen A, B, C gezogen sind.

Aufl. Da 2F=-aa=-bﬂ==cy. s0 ist

bawd ; und c—-~ , folglich (§ 128, 7) der Inbalt

~—=l/ (++)( o +“a)(_9?+“)( +f*-“£)

2ap82y"
f[(aﬂ+ar+ﬂr)(aﬂ+ar*ﬂr)(aﬁ+ﬂr—ar)(¢r+ﬂr «h]

Durch a ist jetzt bekannt b=—;, und c=-;-'§. Endlich ist

sinA=£, sin B = 7», sinC o=,
, IC « a b

§ 145. Von einem gegebenen Dreieck Ak‘C durch eine
Linie DE, welche mit der Seite AC den Winkel ADE = m bil-
det, ein Stiick AED = Q abzuschneiden.
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x sinm

Aufl. Es sei AD==x, AE=y, so ist Q==}xysin A und y== STn(A--m)’ also
__x*sinAsinm —1/2Qsin, (A+m) gisd 10T ne
Q 2sin (A4m)’ V mAslnm 2 J'="®‘:/nrinAsin(A-i-m)'
, Wenn sich y > AB ergiebt, so schneidet DE die BC
etwa in F und Q stellt nunmehr das Stiick ABFD vor.
Es sei jetzt 'CF=12, CD=u $0 lst

|
u sin m ’

‘ 0’ DCF =F — Q== " uzsinC und z=— i (o 2D 0)' also
.u sinCsinm 2(F Q)sm(m—C) 2(F Q)slnm
F Q 2sln (m—b)’ —V slh Csinfm i3 ,Hzt== aln_bnn(m-—C)

s 146. (Flg 5145) Ein gegebenes Dreieck ABC durech

eine Gerade DE so zu thellen, dass sowol dér Inhalt F als
der Umfang 5 halb:rt w1rd

AuflbiSei AD=—x; AEw==y-50 ist 1)ixy sin A=F <A 4xy=— 1A

und 2) x4 y="2s oder x‘+2xy+y == Yy82, Subtrahirb man Gl
(1) von (2), §Ouist. iy iy

- 870 a4F T 4 Fins!
— 3y Fy = A asod) "‘Y“'V/ g5y
Dle Addmon und Sublracllon der Gl. (2) und (3) glebt

PEIRR T i 3 g0 LW T 3
X—'4+'/2‘/‘ 7 sinA? y=“' % 4 “sin A/

§ 147. In dem Trapeze ABCD, sei “die Seite AB=a pa-
rallel der CI)===c, man soll ‘alle Stucke desselben, nimlich
Seiten, Winkel und Inhalt F finden, wenn gegeben sind ent-
weder 1) die Seiten a, ¢ und die Wlnkel A, B, od'er R) die
vier Senen & biecd. -}

Aufl. Man ziehe CF | DA und CEJ_AB, s0 ist
C¥F=d, BF=a—zt, BFC===A ‘Nun hat man im

ersten Falle :
BFsinB__ (a—c¢)sin B

LD d=CF = G 50r = sin(A+B)
(a—c¢)sinA ¢

foi s BT eta A iy ot S 180578, g D — 1800 — - A

8 F="@+0) CE—"h(a+ObsinB— -t =ikt

Im zweiten 'Falle setze’ man due halbe Summe der drei Seiten
b, d, a—c des Drenecks BCF glelch s, also b+d+a—c=25, $0
ﬁndet man (3 1%) ' B X
e (|~d) (H-c-—-a) (s—b) (s+c-——a)
4) lg;A tg}BFC l/ und tg}B=‘/ T YR

s (s—

ebenso




79
5) Wie vorhin ist C = 18001+ B, und D=1800 —A.
6) F=3 @40 CE="T ) s(s—b) s—d) sFc—a) (§129,2).

§ 148. Den Inhalt F eines jeden Vierecks ABCD aus
seinen beiden Diagonalen AC, BD und dem von ihnen einge-
g¢hlossenen Winkel AOB zu finden.

Aufl. Denkt man sich von A und C Perpendikel auf
BD gezogen, so ist das erste derselben gleich AO'sin AOB
und das andere gleich CO sin AOB, folglich B
F'== A ABD 4+ A BCD J
== Y BD . AO sin AOB 4 2 BD . CO sin AOB D
= "2 BD (AO 4 CO) sin AOB = "2 BD . AC . sin AOB. A 4

§ 149. (Fig. § 148.) Von einem Viereck ABCD, dessen
gegeniiberliegende Winkel zusammen zwei Reéchte ausma-
chen, um welches sich folglich ein Kreis beschreiben lisst,
sind alle Seiten a, b, ¢, d gegeben; man sucht die Winkel,
den Inhalt F und den Radius R des umgeschriebenen Kreises,

Aufl. Nach §118 ist BD*=—a®*4d*—2adcos A und
BD%=b%*+4c®—2bccos C, oder BD®==b*+ ¢?+2bccos A (§8), daher

a®4-d*—2ad cosA=b%4 c?42bccosA, also S N )

2ad=+2bec .
a+d*—(b—0)' (a+d+b—c)(a+d—b+c)

daher auch 1 4 cos A =" Talrobe 3ad 4 3be
Ebenso ist 1 — cos A TSROy Qb em-(aath o d

2ad—+2bc 2ad+ 2bc
Setzt man a-+b +4- ¢4 d=2s und multiplicirt beide Gl. mit einander,
s0 ist 1— cos?A —sin?A =162 S (:.;E?'fc; Lilher ’ folglich ;
1) sin A= ~ bc]/(s-—-a)(l—-b)(l-—-c)(l-—-d), ebenso ; :

2) sinBa--B——2 GV G- G—b) (5 — ) (5 —d)e
3) C=180°—A und D==180° —B,

Wenn die den Winkel A einschliessenden Seiten zusammen grosser sind
als'die den Winkel C einschliessenden, so muss A spitz, im enigegenge-
setzten Falle stumpf sein. Ebenso verhilt es sich mit B und D.

£) F='"ly'(ad + be)sin A =)/ (s —a) (s —b) (s — ¢) (5 — d).

Es folgt hieraus, dass, wie man auch die vier Seiten im Kreise an ein-
ander legen mag, die Fliche des’ entstehenden Vierecks immer dieselbe ist.




Endlich ist (§186) 2R = b, also 4R*= 200, und weil

BD’==a'+d"—2adcosA==a“+d“ 2ad.? "2‘;‘;:_‘;’;9 , ‘oder

T S

iR ""*:3’512* D sintA 2°<';i§§’)<§i°;§?s"li‘3‘f<;*l’3§’ so
gyt o

Beispiel. Aus a==b==c=2 Fuss, d==4 Fuss findet man A=D==60°
B=C=120°, F'==5,1961524 [J Fuss, R==2 Fuss.

§ 150. (Fig. § 148.) Man kennt in einem beliebigen
Viereck ABCD die beiden Seiten a, b und die drei Winkel
A, B, C; man soll hieraus die Entfernungen des Punktes D
von den Punkten A, B, C finden.

"Aufl.’” Wir setzen der Kiirze:- wegen den Winkel ABD ==m, also Wlnkel

CBD =B 'l dann st BD'= _ :(Z"j'_“ s ind BD ("CTBC y il
7y 'h.(i.?(f{f,;)") — e @ Ouonreor @R 0D oder - darch
conm geboben, [L4Y =" P gl

g e Aac::: ((g I((::)):-bb::ucz\ siac - Sin A,

Nachdem m bekannt geworden, findet man (§123)
b sin (B — m)

asinm asin A |
1) AD = ‘sin (’Arﬁs 2) BD *.In A"+ m) 8)-€0+ sin(B + C—m)

s I5l (Flg. N 148.) Die vorhergehende Aufgabe kann benutzt
werden, um die Entfernung eines Himmelskorpers (D) von dem
Mittelpunkte (B) der Erde zu finden. Es seien nimlich A und C
zwei unter einerlei Meridian liegende Orte auf der Erde, dercn geogra-
phische Breiten bekannt sind.  Wenn man in dem Momente, wo der Stern
durch_den gemeinschaftlichen Meridian geht (culminirt), die Winkel bei
A uwod G misst, unlter welchen man das Fernrohr aus der senkrechten
Lage ablenkén muss, um den Stern zu sehen (Zenithdistanz); so kennt
man in_dem Vierecke ausser den Winkeln A und C den Winkel B, da
dieser der Differenz oder der Summe der geogr. Breiten beider Beobach-
tungsorte gleich ist, je nachdem die letzteren auf einer Seite oder auf ver-
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schiedenen Seiten des Aegualors liegen, ¢endlich die Seiten a und b als
Halbmesser der Erde, und kanm daher die gesuchte Entfernung BD wie
vorhin bestimmen.

152. (Fig. §148.) Die gegenseitige Lage dreier Punkte
A, B, C ist durch die Geraden a, b 'und deren Zwischen-
winkel B gegeben; man soll die Enlfernungen AD, CD, BD
eines vierten Punktes D von jenen drei Punkten aus den
bei D gemessenen Winkeln ADB=q«,! BDCmﬂ beshmmen.
(Pothenotsches Problem.)
Aufl. Da die Winkel des Vierecks ABCD zusammen 360 ausmachen,
80 ist Yo (A + C)=180° — 2 (B4 « 4 #)." Um nun die Winkel A, C
selbst zu'finden, ‘suchen wir_noch ihren halben Unterschied. = Es ist

b'sin C asinA’ sinC ' ‘a'singp
B0 =g " BT A MameacT ivoa
Berechnel man jetzt einen Hilfswinkel ¢ aus der Formel

asing
b sin

sin A 4-sin C ‘ smA--smC

Al Eg wnd ST 1 g g, folglich (szo 42)

SiA + sin C 1-{- g9
sinA—sinC~ 1—1gg

2sin 'h (A4-C 'h (A—C
ean 1 (A - Crain i (A 6) = 18 RN+ 10) cotg ¥ (A—©) = 5+ 459),

also colg a(A—C)= tg E;" '(*' AisC?
Aus Yo (A+ C) und Vo (A——» C) bestimmt man jelzt A und C (§ 120),
und hat dann
asm(A+a) bsm(C+ﬂ) asmA bsapC
1) AD = 2) CD ing 3) BD = - ?., ¥y Y

sin C
igop= , S0 ist nj=tgq>, also auch

==tg (9 + 45%), oder (§19, 32, 33)

§ 153. Vier Punkte A, B, C, D liegen in gerader Linie,
der Punkt E ausserhalb der Linie. Man kennt die Abstiinde
a, b, sowie die Winkel «,.#, y, und soll BC=x finden.

Aufl. Denkt man sich von E auf AD eine Senk-

rechte h g ezogen, so sind die doppelten Inhalte 4 B =2(C3 -
der Dreiecke AEB, CED, AED, BEC nach der Reihe
diese : ah = AE . BE. sina, bh — CE-. DE . siny,

(a+b+x)h=AE.DE.sin(e48+y), xh==BE.CE.sing. E
Dividirt man das Produkt der beiden letzten Glei- y:
chungen durch das der beiden ersten, so ist



C(a+b4x)x sm(a+ﬂ+y)smp
tigh slitbesy 91h simesinys
x’+(a+b)x=absm(“+ﬁ+7)8inp

sin e sin y

a+b+‘/absm(a+ﬁ+r)smﬂ+ a+b)

X=—
sin & sin y

L § 154. lnnerhfalb eines ge‘gebe,nen_Winkels BAC==-A
ist die Lage eines Punktes P durch seine Entfernung PA==a
von der Spitze des Winkels und durch den Winkel BAP=u«
bestimmt; man soll durch P eine Linie so zwischen den
Schenkeln ziehen, dass dieselbe durch den Punkt P im ge-
gebenen Verhiltnisse CP:PB=m:n getheilt wird. Wie
gross ist der Abschnitt AB zu nehmen?

‘Aufl."Der Winkel f==A — « ist bekannt. Man
ziehe PE | AC, so ist =< PEB=A, APE =3,
asin APE _ asing
AE = S T W Ferner ist
AE:EB=CP:PB=m:n, d. h.

Lol :EB=m:n, also B o 2 s.inﬂ’ ‘mithin
sinA * m sin A
AR asinf , ansing m-n asing
AR == AE + EBm snA+msmA m sinA’

§ 155. Innerhalb eines gegebenen Winkels BAC=A ist
einPunkt P durch die Gerade AP=a und den Winkel BAP=m
bestimmt; man sucht die Lage des Mittelpunktes und den
Radius desjenigen Kreises, der die beiden Schenkel AB und
AC beriithrt und durch den Punkt P geht.

Aufl. Es seien D, E die Berithrungs-

44 4
- punkte und O der Mnuelpunkt des gesuch-
. \ T ten Kreises. Man ziehe AO, OD, OE und
setze AO =x, OD=0E=0P=y. Da
P DA 2 A ADO =2 AEO, so ist der Winkel DAO
== EAO = "2 A, folglich der Winkel
A D B = Y9 A — m bekannt, In den Dreiecken

ADO und AOP ist

AO : OD =sin ADO : sin Yo A ==1:sin Y2 A
AO : OP==sinv:sinn, also 1:sin'2A==sinv:sinn,




sinn

folglich sinv== sin 'h A" Ferner ist im A AOP
AP :AO ==sin AOP :sinv, d. h. a:x==sin(n-v):sinv, also

g == 280y Cy Novilo il wib b 2 Novigs 2 swahs
~ sin(n + v) sinncosv -+ cosnsinv ~ sinncotgv -+ cosn’

V’_l f:sig iy sinn

Nun ist (§ 14, 6) cotg v=—+ Eead und sin V=i %A’ also
cotg v =k A/ A MR L V/sin e A —sin 0 folglich
a asin ‘e A

L R . e vy ey ————— = inl — e ———— e - — A
X= cosn v sin? % A—sin’n’ T g b coS N+ sin? s A—sin’n
Die doppelten Werthe von x und y zeigen, dass zwei Kreise der Aufgabe
genligen. Der Mittelpunkt Q des zweiten Kreises hat auf der Halbirangs-
linie des Winkels A eine solche Lage, dass der Winkel v~ APQ ==180° ist.

s 156. Aufgaben
iiber schiefwinklige Dreiecke.

1) Wie verhalten sich die Seiten a, b, ¢ desjenigen Dreiecks in den kleinsten
ganzen Zahlen zu einander, in welchem der Winkel A —28° 57/ 18,08
und der Winkel C==46° 34'2'/,86 ist? :

Q) Wenn in einem rechtw. Dreieck der eine Winkel 8° 18/ 50,78 betrdgt,
wie gross ist das Verhdltniss der kleinern Kathete zur grissern?

B) An den Endpunkten einer geraden Linie befinden sich zwei Kugeln,
welche sich gleichzeitig in Bewegung setzen, so dass jene Linie mit
der Richtung der einen Kugel einen Winkel von 85° und mit der Rich-

N— “wer “avigern évien "brvitkel von T3° bildet. W nur ‘&cﬂtc

t)\\‘\"ﬂ *bt‘CMMM‘O\TM)MMQJ:JO ::‘ nd mit

_der sweiten Kugel in einem Punkte susammentrifft, wie wgﬁo

aﬂlMdf‘kﬂ't der letstern?. ...\ -\, 3e3 food ol 3 ;

4) Aus den Seiten a==97,5 Fuss, b==84,5 Fuss, ¢= 91 Fuss und dem

" Inhalte ¥ =3549 (JFuss eines Dreiecks dessen Winkel zu berechnen

sobi®f 2. Wit T wel Sie adolons duslogen zend 008 = A8 sinid

“)“Mﬂ Mkﬂ% W{M&cﬂrﬁi verhilt- ' r'a‘.s mw’\'l‘

" nissmissige Grisse wir durch die Linien AB und AD = D)——=
" darstellen, unter einem beliebigen af S dov ‘ﬁ" (0

Diagonale AC des iiber diesen Kriften construirten

uubww;mg‘m«&w:a wol (&}
“"m‘mm cgebenen 1 m«m«w enkrifte)

- Punkt Amwm w:# by
Of == JA 993

2
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zusammen. Geselzt nun, man kenne eine Seitenkraft — 684,56756 Fuss
und die von derselben mit der andern Seitenkraft, sowie mit der Mittel-
‘kraft ‘gebildeten Winkel 90° 50* 40°* ‘und - 44° 44 44" ;' ‘wie gross ist
die andere Seitenkraft X und die’ Mittelkraft y ?

6) Zwei' Kiifte von 200 ® und 500 € wirken unter einem Winkel von
T0° auf einen Punkt ; welches ist die Mittelkraft x, und wie gross ist
der von ‘derselben mit der kleinern Seitenkraft gebildete Winkel y ?

7) Auf einen Punkt A (Fig. 5) soll nach einer bestimmten Richtung AC
eine Kraft = 22,22 © wirken. Diese Kraft steht nicht sur Verfiigung,
dagegen lassen sich mwei andere Krifte von 30 § und 24 ® dazu ver-
wenden. Unter welchen Winkeln X, y miissen diese Krifte gegen AC
gerichtet sein, damit sie die beabsichtigte Wirkung hervorbringen ?

8) Wenn von den swei Kriften, 0,872 Fuss und 2,8437 Fuss, die letz-

- “tere mit der Mittelkraft den Winkel 1° 856,125 bildet ; wie gross
ist dann die Mittelkraft’ x und der Winkel y, den diese mit der klei-
nern Seitenkraft einschliesst ?

9) Wie stark wird ein Tisch von einem 70 B schweren Kirper gedriickt,
wenn auf diesen eine andere Kraft von 50 @ aufwdirts unter einem
gegen die Ebene des Tisches um 40° geneigten Winkel wirkt ?

10) Die Basis eines Dreiecks betrigt a= 93 Fuss , eine sweite Seite
b = 141 Fuss wnd der Zwischenwinkel C =420 3410, Wenn nun
durch eine aus der Spitze A des Dreiecks gezogene Gerade von dem-
selben der dritte Theil abgeschnitten werden soll, in welche beiden
Theile muss der Winkel A zerlegt werden ?

11) Von den Endpunkten (Fig. §153) der Standlinie AD == 854 Fuss st
ein Punkt E sichtbar, so dass der Winkel A ==58° 12/ und D == T7° 25/
ist. Man soll auf der Standlinie die Abschnitte a, X, b bestimmen,
welche entstehen, wenn der Winkel E durch EB und EC in drei gleiche

* Theile getheilt wird. .
A 12) Um die Hohe eines Thurmes AB, der auf dem Abhange
‘ eines Berges steht, zu messen, ist von dem Fusspunkte
des Thurmes den Berg hinab eine Stundlinie BD =428 Fuss
gesogen. Die Visirlinien nach der Spitze des Thurmes
bilden mit der Standlinie am Knde D und in der Mitte
\B - C derselben die Winkel 35 24* 42,97 und 53° 83 52+,07.

D Wie hoch ist der Thurm?

13) Um die Breite CD eines Flusses zu wmessen (Fig. 12), hat man an
die Verlingerung von CD unter dem Winkel B =116° 10" eine Stand-
linie BA = 200 Fuss angelegt, welche mit den Visirlinien nach beiden
Ufern die Winkel BAC == 37° 20’ und BAD == 45° 5’ bildet., =Wie breit
ist der Fluss? , A \ ;

14) Das Dreieck ABD (Fig. 12) aufsulisen, in welchem der Winkel
D == 53° 7 48,2 ist und die Seite BD = 56 Fuss von der Transver-
salen AC == 48,66209 Fuss halbirt wird.

15) Von einem Dreieck kemnt man eine Seite ¢~ 82 Fuss und den an-
liegenden durch das Hihenperpendikel erseugten Abschnitt m =18 Fuss
der zweiten Seite a = 102 Fuss; man soll das Dreieck berechnen.
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16) Es sei in einem Dreieck die Basis a=="702 Fuss, die Hihe h== 537
Fuss und die Seite b= 638 Fuss; wie gross ist die Seite ¢ und der
Winkel A ‘an der Spitze?’ ' »

17) Man kennt in einem Dreiecke die Hohe h =100 Fuss und 'die ihr
gegeniiberstehenden Winkel A = 60° und B =="T0° ; man soll die iibri-
gen Stiicke des Dreiecks, so wie die aus A und B gezogenen Hohen
o und f berechnen. : : i

18) Aus den Seiten a=975 Fuss, b=845 Fuss und dem Winkel
A =67°22/48",48 die aus den Spitzen A, B, C gezogenen Hohen
o, B, y des Dreiecks zu berechnen.

19) Aus einem Winkel C—=22°37'11"",5 und dem Verhillnisse der an-
liegenden Seiten a:b=13:12 die Winkel A und B des Dreiecks zu
finden (§ 127).

20) Die Winkel des Dreiecks aus den Verhdltnissen der drei Seiten
a:b:c=8:15:17 zu finden,

21) Aus den Seiten a==56 Fuss, b =52 Fuss, ¢== 60 Fuss eines Drei-
ecks ABC die Gerade zu berechnen, welche von A nach der Mitte von
a gezogen ist.

22) Ks ist gegeben (Fig. §95) a="56 Fuss, b==39 Fuss, A =120°30"36",84
umi Abschnitt BD =21 Fuss ; man soll die Transversale AD be-
rechnen. .

23) Aus den Seiten a=—106,4177 Fuss, b = 115,47 Fuss, ¢==94,1321 Fuss
eines Dreiecks dessen drei Hihen «, §, y su finden (§ 129).

24) Von einem Punkte aus bewegen sich mwei Kirper in geraden Linien,
indem - in jeder Secunde der eine 83,4 Fuss, der andere 70,5 Fuss
suriicklegt , und die Richtungen beider Korper mit einander einen
Winkel von 98° 43‘ bilden. Wie gross ist der Abstand der Kirper
von einander nach 5 Secunden ? :

25) Die Spitze eines Thurmes wird an einem gewissen Standpunkie, auf
der Horizontalebene durch den Fusspunkt des.Thurmes unter dem
Elevationswinkel von 35° 928,97 geschen. Man geht 6 Fuss dem
Thurme néiher und findet jetst den Klevationswinkel 56° 35'. Wie
weit (X) ist man noch vom Thurme entfernt und wie hoch (y) ist
derselbe ? g

26) Der Durchmesser eines schiefen Kegels belrigt 16 Fuss, seine grisste
Seitenlinie 192 Fuss wund *seine kleinste Seitenlinie 180 Fuss; wie
gross ist sein Cubikinhalt ? )

27) Man soll die Liinge der wunzuginglichen Linie BC (Fig. § 148) da-
durch bestimmen, dass man eine Standlinie annimmi, an deren End-
punkten sowol B als C sichtbar ist, nimtich AD = 45501,62 Fuss,
ferner die Winkel misst BAD = 1069 22/ 45,5, CAD == 67° 13’ 574,
ADC ==62° 42/ 48,8, ADB = 44° 12/39%,6. '

28) Man kennt (Fig. § 148) die Linge der Standlinie AD —= 3184 Fuss,
und 'die. Winkel ABD =690 55, ACB =24°26’, CBD = 36° 48,
ACD =="70° 45/ ; man soll BC berechnen.
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- 29) Es st (Fig. § 148) 'die Distanz BD == 260 Fuss gegeben ; man soll
die Entfernung der Punkie A und C von einander und von B und D
bestimmen, wenn Winkel CAD=46° 8, BAC=32° 29/, ABD==39°38",
CBD = 56° 31 ist.

30) Die Entfernung der beiden Punkte A und'B. von einander (Fig. 5148)
ist nicht unmittelbar zu messen ; man kennt aber die Liingen AD =210
buss, CD = 382 Fuss, AC— 486 Fuss, BD=512 Fuss, BC==308 Fuss ;
wie gross ist AB P

3l) Man kennt in einem Dreieck den Inhalt F =341, 06 [ Fuss, ferner
a=139,3 Fuss, b= 27,2 Fuss, und sucht A, B, c. .

32) Die aus dem Winkel A ==95°39'20" eines Dreiecks auf. die Seite
a = 98,57041 Fuss gefillte Hohe betrigt 43,8 Fuss, welches ist der
Iclemsle Winkel und die kleinste Seile des Dreiecks ?

33) Aus den durch das Hihenperpendikel erzeugten Abschnitten 36 Fnss
und 8 Fuss der Grundlinie und dem Winkel 95° 27' 9,437 an_der
Spilze  soll berechnel werden der kleinere kael an der Grundlmze
und der Inhall des Dreiechs.

34) Man kennt von einem spzfzwmkhgen Drezeck xwei Seiten a = 654,3
Fuss, b="700,8 Fuss und die auf die dritte Seite ¢ gefillte Hohe

==510,2 Fuss; wie gross ist ¢, C und der Radius R des umge-
schriebenen Kreises ? ‘

85) Aus zwei Seiten b = 445,81 Fuss, ¢==443,6 Fuss und einem Gegen-
winkel B==383%21'16" eines Dreiecks die Radien R und r des um-
und eingeschriebenen Kreises zu berechnen.

36) Von einem Dreiecke ist ein Winkel gleich 140 25 30" 4, eine Neben-
seite gleich 835,7 Fuss und die Summe der beiden andern Seiten
v gleich 2635,222 Fuss gegeben ; awie gross ist der Inhalt?

37) Man kennt die Winkel 65°28'13”,6 wund 42° 30'3,6 eines Drei-
“ecks, in welchem die diesen Winkeln gegenitber lzegenden Seilen zu-
sammen 650 Fuss betragen ; wie gross ist die dritte Seile?

38) Von einem Dreiecke ist gegeben a — b= 50 Fuss, A 600 ‘und
C=061°; es wird gesucht der Flicheninhall.

59) Man kennt den Imhalt = 2970 (JFuss, den Umfang == 300 Fuss
‘und eine Seite =51 Fuss eines Dreiecks, und sucht dessen grése(en
Winkel und grosste Seile.

40) In einem Dreieck betriigt der Umfang 150 Fuss, der Inhalt 1020 [JFuss

" und ein Winkel 430 36, 10,14 ; welches sind die beiden andern
Winkel ?

41) Den Inhalt eines Dreiecks aus seinem Umfange 13000 Fuss und den
Winkeln 48° 17 30" und 63° 39/ 40 zu berechnen.

42) Das Dreieck aus einem Winkel B = 8° 54 46,28, einer ' Seile
a == 55,323806 Fuss wund dem Unfterschiede d=47,323806 Fnss der
beiden andern Seiten zu berechnen.
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43) Das Dreieck zu berechnen, wenn gegeben ist die Differens zweier
Winkel A — B==15° 28291, die zwischen diesen Winkeln liegende
Seite ¢ = 58 Fuss und die Differenz der beiden andern Seiten
a— b =10 Fuss,

44) Die drei aus den Spitzen A, B, C eines Dreiecks gezogenen Hihen
sind o = "128 Fuss, f==840 Fuss, y =="780 Fuss; man soll das Drei-
eck auflosen. :

45) Es ist ein Dreieck durch seinen Inhalt = 3549 [J Fuss, seinen Um-
fang =273 Fuss und den Winkel A = 59°29/23/,16 gegeben. Wenn
nun eine gerade Linie das Dreieck so durchschneiden soll, dass so-
wol der Inhalt als der Umfang desselben halbirt werde, in welcher
Entfernung von der Spilze A liegen die Durchschnitispunkte der
theilenden Linie mit den Seilen des Dreiecks ?

46) In einem Trapexe (Fig. § 147) sind gegeben die Parallelseilen
AB =13 Fuss und CD =05 Fuss, ferner die beiden andern Seilen
AD =15 Fuss und BC == 17 Fuss ; man soll die Winkel und den Inhalt
F des Trapexes [finden.

47) Auf drei Standpunkten A, B, C (Fig. § 148) wurden fir die Be-
stimmung eines vierten' Punktes D die Winkel gemessen: BAD =
600 222144, ABC=90° 7 11,8, BCD=66° 10’ 8,5, ferner die Lin-
gen a=1197,6785 Fuss und b= 1106,7526 Fuss. Man soll hieraus
die Entfernungen des Punktes D von A, B, C bestimmen. 3

48) An zwei unter dem ndimlichen Meridian liegenden Orien A und B,
von welchen der erste 48° 8/ 20' nirdliche Breile, der andere 2001915/
sitdliche Breite hat, wird ein bestimmier Stern zur Culminationszeit
beobachtet. Die Zenithdistanz des Sternes ist in A ‘gleich 44° 18/
und in B gleich 25°. Wenn nun der Erdradius als Masseinheit an-
genommen wird, wie weil ist der Stern von dem Mittelpunkte der
Erde entfernt ?

49) Die gegenseitige Lage der drei Punkte A, B, C, (Fig. § 148) ist
durch a =354 Fuss, b= 470 Fuss, und Winkel ABC = 95° 36‘ ge-
geben, und von einem vierten Punkte D aus hat man die Winkel
ADB = 26° 42/ und BDC == 40° 53’ gemessen ; man sucht die Abstinde
¢, d, BD.

B0) Bei der Messung einer geraden Linie AD, auf welcher der Reihe
nach die Punkte A, B, C, D liegen (Fig. §153), gerieth man an den
Punkten B und C auf Hindernisse, so dass man nur die Sticke
a=94,37 Fuss und b=81,15 Fuss messen konnte. Dagegen wurden
in einem Punkte E ausserhalb jener Geraden die Gesichtswinkel der
Distanzen a, X, b gemessen, nimlich a==33° 1730, g ==41°"720%,
y==21°1310. Man soli hieraus das fehlende Stiick x berechnen.

51) In der Aufyabe des § 155 die Werthe von X und y fir A==840,
a==10 und m==6" zu berechnen.
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B2) Das Dreieck =u berechnen aus dem Inhalte F==1020 (JFuss, einer
" Seite'a==51 Fuss, und einem Winkel C ="77°19'104,62.

33) Das Dreieck zu berechnen, wenn der Ueberschuss sweier Seifen
itber die dritle ;S'eiteé nédmlich a 4 ¢ — b =910 Fuss, und die Winkel

VA== 67722 487,48, B = 59° 292316 gegeben sind. :

54) Den Inhalt F eines Vierecks ABCD (Fig. § 148), in_ aelchem die,
gegeniiberliegenden Winkel A und C einander gleich sind, aus sei-
nen vier Seiten a =37 Fuss, b= 32,7 Fuss, ¢ = 29 Fuss, d=16,4
Fuss zu berechnen. s i

53) Man will in einem Walde eine vierseitige Kiiche ABCD (Fig. §148)

.« von 400 () Faden abstecken, und lisst zu diesem Zwecke von den
beiden Standpunkten A und B aus zwei schmale Géinge AC und BD durch-

. haven, die sich unler einem Winkel von T5° 30" schneiden, Wie

. lang muss jeder der beiden Ginge genommen werden, wenn dieselben
. einander. gleich sein sollen ?

56) Im Viereck ABCD (Fig. § 148) sind drei Seiten d==374,5 Fuss,
. a==310,4 Fuss., b==123 Fuss und die von ihnen eingeschlossenen

(Winkel A= 41°23', B=118°27" gegeben; man soll die Seite ¢,
.die Winkel C, D und den Inhalt ¥ des Vierecks berechnen.

B7) I'm Parallelogramm ABCD (Fig. 5) ist ABV=_380Fuss, AD = 244
Fuss, AC =527 Fuss; wie gross ist der Winkel A und die Dia-
‘gonale BD ? ‘ ‘ :

58) Im. Viereck ABCD. (Fig. § 148) sind die Seiten a==24 Fuss,
b =20 Fuss, ¢==18 Fuss, d ==16 Fuss und der Winkel A == 85" 30/
_ gegeben ;. man sucht die Winkel B, G, D, die Diagonale AC und
den Inhalt ¥ des Vierecks. \ioas 9

59) Ueber einer Linie a==1,0842 Fuss als Hypolenuse ist ein rechtw.
Dreieck construirt, in welchem das Quadrat der einen Kathefe 8 Mal
grosser ist als das der andern; man sucht den kleinsten Winkel
und die kleinste Seife des Dreiecks. '

60) In einem Dreieck sind zwei Seiten a — 585,04878 Fuss, b = 417 Fuss
- und der Unterschied der Gegenwinkel A — B ==53° 55’30",91 gege-
. ben ; wie gross ist C und ¢? )

61) Aus der Differenz zweier Seiten ¢— b =387 Fuss, der dritten Seite
‘a = 454 Fuss und dem derselben anliegenden Winkel C ==98° 14126
eines Dreiecks die Seite b und den Winkel A zu berechnen.

62) Wenn in einem Dreieck die durch das Hihenperpendikel erzeugten
Abschnitte der Grundlinie 18 Fuss und 84 Fuss belragen, und die
Summe der beiden andern Seilen gleich 198 Fuss ist; wie gross sind
die Winkel an der Basis ? X

63) Aus der Summe xweier Seiten a 4«b =910 Fuss und den auf diese,
Seite gefillten Hohen o= 364 Fuss, g = 420 Fuss eines spitzwinkligen
Dreiecks die der dritten Seite anliegenden Winkel A und B zu finden.
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64) Auf einem Schiffe erscheint ein Leuchithurm in' der Enlfernung
von 10 Meilen wm 53° 30 von Sitd nach West; wie viel Meilen muss
das Schiff in. der Richiung SW segeln, damit der Leuchtthurm im
Norden stehe?

65) An einem gewissen Slandpunkle erscheint eine Wolke, welche 16000
Fuss idiber der Erde schwebt, in siidistlicher Richlung unler einem
Hohenwinkel von 28° 420,96, Wie hoch erscheint in 'demselben
Augenblicke die ' Wolke an-einem Standpunkte, welcher 30000 Fuss
siidlich vom ersien hegl?

66) Man sieht den Blitz in demselben Augenblicke, in welchem er ent-
enlelekl, wihrend. man den Donner erst spiler hirt, da der Schall
in einer Secunde nur 1080 Fuss zuriicklegt. Wenn man nun an einem
Orte den Sehwinkel der geradlinigen Bahn eines Blilzes gleich 8°,

die Zeit zwischen Blitz und Donner gleich 3 becunden, und die Dauer
des Donners gleich 5 Secunden beobachtel hal wie gross ist der vom
Blitze durcheilte Weg? "
67) Von einem Trapeze (Fig. § 147) kennt man die Hohe CE =='"7,56 Fuss
. unddie Basis a==33 Fuss nebst den anliegenden Winkeln A=-=300 1416
und B = 40° 40/ 38 ; man soll die der Basis parallele Seite ¢ finden.

68) Den Inhalt einer geraden Pyramide, deren Basis ein Quadrat ist,
aus ihrer Grundkante a = 4,2426407 Fuss und einer Seitenkante s =5
Fuss zu berechnen.

69) Man soll ein Dreieck, von welchem man =zwei Seifen a =25 Fuss,
b =38 Fuss und den Zwischenwinkel C= 53° 7' 48,38 kennt, in ein
rechtw. Trapez verwandeln, in welchem die Par allelsezfen P und p
sich verhallen wie m: n—3:2, wnd die Hohe W die miftlere’ Pro-
portionale zwischen P und p bildet. Man sucht die allgemeinen
Werthe und die Zaldenwer(he von P Py h

70) Daa Dreieck aus einer Seife . ¢ = 2346 Fuss, dem Gegenwmkel
C==92"18" und dem Verhilinisse der beiden andern Seiten zu ein-
ander, a:b=11:8 zu berechnen.

71) Das Dreieck au/'zuldsen, wenn gegeben 'ist das Verhdiltniss zweier
Seiten a:b=15:13, der Zwischenwinkel C = 59° 2923, 10 und
die_auf die dritte Sezfe ¢ gefillle Hohe h = 39 Fuss.

72) Man consfruirt in einem gegebenen Kreise niherungsweise ein regelm.
Siebeneck, wenn man als dessen Seile die halbe Seile des eingeschrie-
 benen regelm. Dreiecks nimmt. Um wieviel weicht der Miltelpunkis-
winkel des 80 beschriebenen Siebenecks von dem des vollkommen rich-
“tigen regelm. Siebenecks ab ?’

D 73) Es sei die Seite AB = 8 Fuss 'eines zu construi-
renden regelm. 9-ecks gegeben. Wenn man nun den Ra-

" dius eines Kreises finden wolltey in welchem sich blos
niherungsweise AB als Sehne 9 Mal eintragen liesse, so

construire man iber AB ein gleichseitiges Preieck ABC,

verlingere das Hihenperpendikel CE desselben wm CD

/ ==} AB und nehme AD als den gesuchfen Radius an.
A K "B Um wieviel ist der Mittelpunkiswinkel dieses 9 < ecks
grisser als der des vollkommen rich!ige.n regelm. 9-ecks,
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und um wieviel ist der Radius bei dem ersien 9-eck kleiner als bei
dem zweilen ?

74) Das Dreieck aus -einer Seite ¢=175,5 Fuss, deren Gegenwinkel
C = T73° 20’ und der Differenz der beiden andern Winkeln A — B =
13° 4’ 2u berechnen. '

75) Das Dreieck aus dem Inhalte F = 330 (JFuss, einer Seite a=44
Fuss und deren Gegenwinkel A == 95° 279,43 2u berechnen.

76) Man bestimme die grisste Seite und den grdssten Winkel desjenigen
Dreiecks, in welchem ein Winkel == 53° 1/ 48,4, der Inhalt = 3549
{EF uss und der Durchmesser des umgeschriebenen Kreises = 105,625
‘uss ist,

77) Die Schenkel eines Winkels = 42° 37 18/ sollen durch eine Gerade
==100 Fuss so verbunden werden, dass ein Dreieck vom vorgeschrie-
benen Inhalte = 4777 (JFuss enisteht ; wie gross sind die Abschnitte
aunf den Schenkeln zu nehmen ? -

78) In einem spitzwinkligen Dreieck belrigt die Summe zweier Seilen
b + ¢ =56 Fuss, der Unferschied der durch das Hohenperpendikel
erzeuglen Abschnitte der dritten Seite 28 Fuss, und der dem grissern
Abschnitte anliegende Winkel B ==22° 37/11',52 ; man sucht ¢ und C.

79) Um die Hihe eines Thurmes zu messen, xieht man in der Horizon-
talebene, auf welcher der Thurm steht, eine Standlinie dem Fuss-
punkte desselben vorbei, und bestimml den Hohenwinkel der Thurm-
spilze [fir drei Punkle der Standlinie. Man findel im Anfangspunkte
der lelzteren den Winkel 2 ', ferner 4700 Fuss weiter den Winkel
50930, endlich noch 3300 Fuss weiter den Winkel 3°18’10".
Wie hoch ist der Thurm?

80) Man hat an einem gewissen Standpunkile die Hohe der Sonne gleich
25° und die Hohe einer mit der Sonne in einerlei Richlung befind-
lichen Wolke gleich 23° gefunden. Wenn nun der Schallen der
Wolke vom Beobachter 1742 Fuss enifernt ist, in welcher Hohe iber
der Erde befindel sich die Wolke?

81) Auf der Spifze eines Thurmes, dessen Hohe 64 Fuss bdetrigt, ist
eine Signalstange aufgestellt, welche 36 Fuss lang ist. In welcher
Entfernung vom Thurme auf der Horizontalebene durch den Fuss-
punkt desselben erscheint die Stange unter dem griossien Winkel?

82) Um einen Thurm von einem Bergabhange aus =zu messen, welcher
hioher uls der Fusspunkt, dagegen niedriger als die Spitze des Thur-
mes liegt, nimmt man den Berg hinab eine Standlinie a =150 Fuss
$0 an, dass ihre Verlingerung den Fuss des Thurmes ireffen wiirde, be-
stimmt an beiden Endpunkien derselben die Hohenwinkel a==27° 29’ 40"
und f==52°2215" der Thurmspitze, ferner an. einem beliebigen
Punkte der Standlinie den Depressionswinkel y==2%15' des Fuss-
punktes. Wie hoch ist der Thurm?
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83) Von zwei Beobachtern, welche 5000 Fuss von einander entfernt sind
und su gleicher Zeit das Steigen eines Luftballons beobachten, findet
der eine 25° Hohe und NNO - Richtung, der andere 30° Hohe und
NO-Richtung ; wie hoch ist der Ballon gestiegen?

84) Der Hihenwinkel der Sonne sei (Fig. § 123) A = 30° und BC =10
Fuss sei eine in der Ebene jenes Hohenwinkels liegende, auf der
Horizontalebene AB schief stehende Stange. Wie gross ist der Winkel
B, wenn die Schattenlinge AB 1) ihr Mazimum, 2) ihr Minimum er-
reicht, 3) gleich BC wird? G

85) Die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks liegen in drei einander
parallelen Geraden, deren mittlere von den beiden dusseren um die
Lingen a =2 Fuss und b= 3 Fuss entfernt ist. Man soll die Seite
des Dreiecks finden.

86) Kin gerader Cylinder wird durch eine Ebene der Aze parallel durch-
schnitten, Die Entfernung des Schnittes von der Axe ist e =3 Fuss,

- die Hohe des Cylinders b==20 Fuss, und der Radius der Basis v =5
Fuss. Man soll die korperlichen Inhalte k und K der beiden Stiicke
und deren Qberflichen { und F berechnen.

87) Das Dreieck aufsulisen, wenn gegeben ist der Umfang a 4 b} ¢==s,
die Hohe h und entweder 1) ein Winkel C an der Grundlinie, oder
2) der Winkel A an der Spitze.

88) Auf einer Standlinie BD sind die Abstinde dreier Punkte gegeben,
BC =345 Fuss und CD =287 Fuss. Von einem FPunkte A werden
dahin die Winkel BAC = 39° 58/ und CAD = 26° 43’ gemessen. Hier-
aus sollen die Kntfernungen des Punktes A von B, C, D bestimmt
‘werden.

89) Von swei Tangenten eines Kreises (Fig. § 136) sind die bis zu den
Beriihrungspunkten gehenden Stiicke BD — BF — 14 Fuss und der
Winkel B — 60° gegeben. Um eine dritte Tangente so an den Kreis
su ziehen, dass das von den beiden ersteren begrinste Stiick AC der-
selben die vorgeschriebene Linge=—30 Fuss habe, soll das Stiick
CE = CD} berechnet werden.

90) Innerhalb des Winkels BAQ = 40° (Fig. § 155) liegt ein Punke P so,
dass AP ==" Fuss und Winkel QAP =20"15' ist. KEs soll aus einem
Punkte des Schenkels AQ ein Kreis beschrieben werden, welcher durch
den Punkt P geht und den andern Schenkel AB beriihrt. Wie gross
ist der Abstand x des Mittelpunktes O von dem Scheitel A ?

91) Von einem Dreiecke sind gegeben zwei Seiten b =12 Fuss, ¢==10
Fuss und der Zwischenwinkel A — 52°. Das Dreieck soll durch Linien,
welche die Seite b unter den Winkeln 60°, 40°, 55° schneiden, in
vier Stiicke Q, Q', Q*, Q' getheilt werden, die sich wie die Zahlen
8, 7, 16, 19 verhalten. Man sucht auf der Seite b die Entfernun-
gen x, x‘, x” von A, sowie auf der Seite ¢ die Enifernungen y, y’,
Yy von A der Durchschnittspunkte der drei Theilungslinien.

92) Man setze in der Aufgabe des § 154 den Winkel A = 90° und driicke
BP und CP durch die gegebenen Grissen a, a, m, n aus.
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93) Innerhalb des Winkels BAC == A =="14017480“ (Fig.' § 154) st ein
Punkt P durch die Gerade a==18 Fuss‘und durch den Winkel a==50°
v bestimmt, - Man soll durch Pieine Gerade BC so ziehen, dass das da-
durch gebildete Dreieck ABC 'den Inkalt Q = 384 (] Fuss erhdlt; wie
(1 gross ist der Abschnitt AB = x zu nehmen? 3

94) Denjenigen Bogau im Gradmauc w bntmmm, der seinem Cosinus
gleich ise.

95) Man soll den M:ttvlpunkt«wmkel X und die Sehne y. desjenigen
Kreissectors finden, welcher durch letstere ﬁa[b'xrt wird.

96) Es aoll ein_Quadrant durch qme Senkrechte auf einen_der zwei be-
: ‘ranzenden Radien_ halbirt. wprdqn‘ Vie gross ist der Mittelpunkts-
‘winkel, welcher dieser Senkrechten als seiner Smushme entspricht ?

97) Ein Halbkreis soll durch eine dem Durchmesser parallele Sehne hal-
. birt werden ; wie gross ist der sur. Sehne gehirige Mittelpunkiswinkel?

98) Man soll in “einem Quadranten ‘denjenigen von' dem éinen Endpunkte
‘aits’ gererhﬂeten Bogen' im 'Gradmasse bestimmen, dessen Sehne, wenn
man sie verlingert, bis ste'den verlingerten Radins durch den andern
Kndpunkt dq: Quudruntm mﬂ't mu tluer I’erlangerung dem ‘Bogen
. gleich dst., \

99) Eine Selme schneidet den dritten Theil eines Krezses ab; wie gross

(v 48t der sur \Sehne gehirige Mittelpunkiswinkel 2. . :

100) Im Endpunkte des einen Radius eines Kreisseclors ist eine Senk—
‘rechle auf den Radius errwht‘er welche die Verlingerung des andern
‘Radius schneidel.  Wie gross \ist der Winkel des Kreissectors, wenn
das gebildete rechtw. Dreieck durch den Kreisbogen halbirt wird?

=
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Die Druckfehler si{ﬂ angezeigt in ,dq;m Helte. der Aoflosungen zu den Aufgaben,
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