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Предиелов1е къ 9-му изданш. 

Предлагаемое здгЬсь 9-ое издаше Дополнительныхъ Статей 
представляетъ переработку предыдущаго издашя применительно 
къ утвержденной 30 1юня 1906 г. программ*; прежшй объемъ 
учебнаго м«тер1ала сохранен!, и въ настоящемъ издании, но, со
гласно съ приведенною программою, мы ввели въ него еще ел*-
дуюшДя статьи: 

1) Приложение теор1и предъловъ къ определению длины 
окружности круга и поверхностей и объемовъ круглыхъ тълт;.; 
2) изсл'вдовате одного уравнен 1я 1-ой степени съ однимъ неиз-
въетнымъ и двухъ уравнений 1-ой степени съ двумя неизвъет-
ными; 3) ръшеше неопредъленнаго уравнен1я 1-ой степени съ 
двумя неизвестными. 

Въ началъ V отдела приведенной программы подъ загла-
в1емъ „0сноваи1я анализа безконечно-малыхъ" есть указания на 
Н'Ькоторыя статьи, который уже входили въ составъ предыду
щаго издашя Дополнительныхъ Статей; онъ* имъются и въ на
стоящемъ изданш съ некоторыми необходимыми дополнениями, 
такъ что предлагаемый нами учебникъ, по нашему разумъшю, 
вполнтз отвъчаетъ программъ, поскольку она относится къ курсу 
чистой алгебры въ дополнительномъ клаесъ реальныхъ училищъ. 

Составитель. 
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I. Понят1е о функцдяхъ. 

§ I. О постоянныхъ и перемьнныхъ величинахъ, безконечно-
малыхъ и безконечно-большихъ. Величины разделяются на н о -
с т о я н н ы я и п е р е м е н н ы й . Постоянными называются т а т я 
величины, который или неспособны изменяться, или по условчямъ 
решаемаго математическаго вопроса не должны изменяться, т. е. 
должны сохранять одно и то же, постоянное, значеше. Такъ, 
прямой уголъ есть постоянная величина, вследстше чего онъ и 
служить мерою угловъ; отношеше всякой окружности къ своему 
д1а метру, т. е. л = 3,141592..., тоже величина постоянная. 

Рад1усъ же и д1аметръ круга — величины постоянный только 
въ данной окружности и изменяются съ изменешемъ самой 
окружности. 

Переменною называется такая величина, которая, не нару
шая характера решаемаго математическаго вопроса, способна 
принимать или всевозможный значешя, или, по крайней мере, 
разныя значешя между двумя более или менее тесными грани
цами, за которыми она уже не можетъ изменяться. 

Примеромъ переменной величины, способной принимать 
всевозможный значешя, можетъ служить разстояше, проходимое 
равномерно движущеюся точкою. 

Хорда круга изменяется съ измЬнешемъ растояшя ея отъ 
центра: уменьшаясь, она можетъ сделаться какъ угодно малою, 
стремясь къ нулю, увеличиваясь же, она неограниченно прибли
жается къ длине д1аметра; следовательно, хорда — переменная 
величина, изменяющаяся между двумя предельными значениями, 
изъ коихъ низшее есть нуль, высшее — д1аметръ. 

Выражеше -Ы{п—2), определяющее собою сумму внутрен-
нихъ угловъ многоугольника по числу п его сторонъ, изме
няется съ изменешемъ п, которое можетъ принимать всевозмож-
ныя, но ц е л ы я и п о л о ж и т е л ь н ы й значешя, начиная съ 
п = з ; следовательно, пока п остается неоиределеннымъ, выра
жеше 2<^(п—2) надо считать переменною величиною, способною 
принимать различный значешя, изъ коихъ каждое есть четное 
число прямыхъ угловъ. 

1 
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Периметръ вписаннаго въ кругъ нравильнаго многоуголь
ника есть величина переменная, уменьшающаяся съ уменыне-
шемъ числа сторонъ многоугольника, а увеличивающаяся съ 
увеличешемъ ихъ числа; притомъ изменеше это происходитъ 
между низшимъ значешемъ Згуз и 2л;/-, где г — ращусь дан-
наго круга. 

Переменная величина называется безконечно-малою, если, 
численно уменьшаясь, становится и продолжаетъ быть меньше 
всякой произвольно малой положительной величины. Изъ этого 
определен 1я сльдуетъ, что безконечно-малая величина неограни
ченно приближается къ нулю. Такъ, съ увеличешемъ числа 
сторонъ нравильнаго вписаннаго въ кругъ многоугольника, сто
рона его безконечно-малая величина, ибо постоянно уменьшается 
и можетъ быть сделана меньше всякой произвольно малой ве
личины. 

Переменная величина называется безконечно-болыпою, если, 
численно увеличиваясь, становится и продолжаетъ быть больше 
всякой произвольно большой положительной величины. Изъ 
этого определешя слъдуетъ, что безконечно-большая величина 
не имЬетъ предела; однако и о ней принято говорить, что пре-
дълъ ея есть безконечность и употреблять для последней знакъ 
ос, разумея подъ этимъ безпредельное возрасташе величины. 

Такъ, напримеръ, дробь увеличивается съ умеиынешемъ ея 

знаменателя х, и когда х станетъ весьма малою величиною, то 
дробь станетъ весьма большою; затъмъ, когда знаменатель х, 
продолжая неограниченно уменьшаться, стремится къ нулю, то 

дробь одновременно будетъ неограниченно увеличиваться, 

стремясь къ безконечности, что условились обозначать такъ: 

пред. (—) _ = оо и читать: предълъ дроби—, когда х стремится 

къ нулю, равенъ о?. 
Переменная величина называется конечною, если ея абсо

лютное значеше не способно сделался больше некоторой посто
янной величины. Напримеръ, периметръ вписаннаго въ данный 
кругъ многоугольника при неограниченномъ удвоеши числа 
его сторонъ — величина конечная. 

Безконечно-малыя и безконечно-болышя величины могутъ 
быть, какъ и конечный, положительными и отрицательными. 

§ 2. О функцтхъ и ихъ подраздьлешяхъ. Математическое вы-
ражен1е, содержащее некоторый переменный величины х, у, г..., 
есть вообще также переменная величина, значеше которой 
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зависитъ отъ значешйпеременныхъ х, уг г...; следовательно, если 
этотъ результатъ обозначимъ какою-либо буквою, напримеръ, и,то 
определеннымъ, хотя бы и произвольнымъ, независимымъ другъ 
отъ друга значешямъ перемЬнныхъ х, у, г . . . отвьчаютъ уя*е не 
произвольный, а определенный значешя переменной и; поэтому 
переменный х, у, г ... называются переменными н е з а в и с и 
м ы м и пли а р г у м е н т а м и , переменная же и — з а в и с и -
м о ю или ф у и к' ц 1 е ю первыхъ. 

Такъ, напримеръ, площадь круга, которую обозначимъ чрезъ и, 
определяется по формуле и — ягг2, показывающей, что площадь 
и зависитъ отъ значен!я ращуса г; следовательно к есть функщя 
одной переменной независимой г. 

Точно такъ же, величина и пути, пройденнаго свободно па-

дающимъ тъломъ въ I единицъ времени, определяется по фор

муле и = —дИ*, где д — ускорен1е; формула эта показываетъ, 

что проходимый путь а зависитъ отъ значения I, т. е. что и есть 
функщя времени Ь. 

Объемъ и сферическаго сегмента, рад!усъ основания котораго 

есть г, а высота Н, определяется по формуле и = - лЬ ( > - 2 + ' ) 

показывающей, что объемъ и есть функщя двухъ переменныхъ 
независимыхъ г и к. 

При изследоваши общихъ математическпхъ вопросовъ при
ходится, конечно, разсматривать и функщи въ ихъ общемъ в и д е : 
обшдй же видъ функщи одной независимой переменной х при
нято обозначать такъ: а = {(х), где знакъ /", называемый х а 
р а к т е р и с т и к о ю функщи, означаетъ, что надъ независимою 
переменною х надо совершить некоторый рядъ дъйствШ, чтобы 
получить ея функщю или зависимую переменную и. 

Вообще функщя ?/ ньсколькнхъ независимыхъ перемЬн
ныхъ х, у, г . . . обозначается: и = ((л, у, г . . .). 

Для отлич1я одной функщи отъ другой употребляются раз
личный характеристики: /", Р, у и прочее. 

Функщи разделяются на я в н ы я и н е я в н ы й ; функщя 
называется явной, если она непосредственно, явно, выражена 
чрезъ ея аргументы, неявною же, если уравнеше, связывающее 
функщю съ ея аргументами, еще не решено относительно той 
изъ переменныхъ, которая принимается за функщю остальныхъ. 
Такъ, напримеръ, въ уравнешй у = ах2 4- Ьх -|- с, у есть явная 
функщя аргумента л, въ уравнешй же ах2 -}- Ьу1 = с перемен-

1* 
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пая //, принимаемая за функщю аргумента л, неявная функщя : ]>1,-
шивъ же это уравнеше относительно у, получимъ уя*е явную 

функщю у — ± 1 / с ~ а а ? 2 . 

Функщи разделяются еще на а л г е б р а и ч е с к а я и транс-
ц е п д е н т н ы я : функщя называется алгебраическою, если входя-
1щя въ ея составь переменпыя незавпсимыя связаны между со
бою и съ некоторыми постоянными количествами к о н е ч н ы м ь 
числомъ основныхъ алгебраическихъ дейстшй: сложешя, вычн-
тан1я, умножешя, дълешя, возвышения въ степень при вещест-
венномъ и п о с т о я н н о м у , п о к а з а т е л е и извлечешя кор
ней, также при вещественномъ и п о с т о я н н о м ъ п о к а з а 
т е л е ; функщя же называется трансцендентного, если она не 
можетъ быть выражена конечнымъ числомъ указанныхъ основ
ныхъ алгебраическихъ дейстшй надъ независимыми перемен
ными ; таковы функщи, содержания степени или корни съ пере
менными показателями, логариемы и тригонометрическая вели
чины, т. е. количества вида ск, I/" а, 1#г, Ь%х и друг!я; такчя 
функщи, какъ показываетъ высннй аналнзъ, могутъ быть выра
жены лишь безконечнымъ рядомъ вышеуказанныхъ алгебраиче
скихъ действ! й. 

Сообразно съ приведенными опредЬлешями и уравнен!е на
зывается а л г е б р а и ч е с к и м ъ или т р а н с ц е н д е н т н ы м ъ , 
смотря потому, содержитъ ли оно лишь алгебраичесшя функщи 
неизвестныхъ, пли же трансцендентный. 

Функщя называется р а ц и о н а л ь н о ю , когда переменпыя 
не входятъ въ нее подъ знакомъ корня или, что то же, съ. 
дробнымъ показателемъ; въ противномъ случаЬ она называется 
и р р а п д о н а л ь н о г о . 

Такъ, у = ах2 — Ьх-\-с и г — х — суть рацюнальныя 
_• 

функщи, функцп! же у = | / а—х -4- 2х2 и у = х* -\- Ьх* — ирра-
цюяальныя. 

Функщя называется ц е л о ю , если ни одна изъ независимыхъ 
переменныхъ не входить въ знаменателя или, что то же, съ отрица-

3 , •-' з 
тельнымъ показателемъ, напримеръ: у = ж2-4- 4 х—: — ; въ про-

3 ,2 ,/2 

тивномъ случае она называется дробного,напримеръ: г — _ . 
Переменная величина называется непрерывной въ проме

жутке между а и Ь, если она принимаешь все значен1я между 
а и Ь, какъ рацюнальныя, такъ и иррацюнальныя. Изъ этого 
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следуеть, что разность между каждыми двумя смежными значе-
н1ями непрерывной величины — произвольно мала. Если же 
переменная, принимая некоторый рядъ значешй, не можетъ при
нимать как1я-либо промежуточныя значешя, то говорить, что 
она изменяется п р е р ы в н о . Такъ, напримеръ, длина стороны 
вписаннаго въ кругъ многоугольника можетъ принимать всякая 
значешя между нулемъ и длиною щаметра и потому она непре
рывная переменная, тогда какъ число сторонъ многоугольника 
можетъ изменяться только прерывно, ибо оно можетъ прини
мать лишь и, I. л ы я и положительный значешя, начиная съ 
значешя 3. 

Если при непре] ывномъ измеиешп аргумента х между ка
кими-нибудь двумя его значешями: л = а и х = Ь функщя его 
/'<•'•) остается вещественной и конечной и каждый разъ получаетъ 
безконечно-малое приращеше, положительное или отрицательное, 
то функщя эта называется н е п р е р ы в н о г о въ указанномъ про
межутке; если же при непрерывномъ измеиешп аргумента х до 
некотораго значения х = а, функщя его изменяется непрерывно, 
но при дальнейшему, измеиешп аргумента въ ту же сторону, 
хотя бы на без конечно-малую величину, переходить вдругъ, такъ-
сказать скачкомъ, отъ одного значешя къ другому, разнящемуся 
отъ перваго на безконечно-болыную или даже на конечную ве
личину, то она называется п р е р ы в н о г о при л — а. 

Такъ, въ формуле и — лг2 для площади круга, и есть не
прерывная функщя переменной г. Действительно, дадимъ пере
менной г безконечно-малое приращеше «, тогда и и получить 
некоторое приращеше к и мы получимъ: 

и -4- к = л{г -4- а ) 2 = лг2 -\- 2лга -4- ла2, 

откуда к = 2лга -\- ла2; но ниже (§ 5) увидимъ, что 2лга 4- ла2 

при безконечно-маломъ а есть также безконечно-малая величина, 
значить и приращеше к, полученное функщею и, безконечно-
малая величина, а потому функщя и — непрерывная. 

Напротивъ, дробь у = -^—^ , изменяющаяся вообще непре
рывно при непрерывномъ изменеши аргумента х, становится 
разрывного при х = 1. Действительно, если х станемъ непре
рывно изменять отъ л = 0 до х = 1, то у непрерывно будетъ 
увеличиваться отъ 1 до -\- оо; при дальнейшему же увеличе-
ши переменной л, хотя бы на без конечно-малую величину, 
функщя ея у переходитъ скачкомъ отъ значения 4-ос къ зпа-
чен1ю безконечно-большому отрицательному, потому что при 
х — 1 — а, где а безконечно-малая положительная величина, 
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имеемъ: // — , = , а при л = 1 -4- а ПОЛУЧИМЪ: 
1 — ( 1 — а ) <• * 

1 _ 1 
11 ~ Г—(1+«) — "=^Г" 

Отсюда видно, что данная функщя //, переходя скачкомъ 
отъ значешя - | -оокъ значешго — о с , есть разрывная функщя при 
переходе переменной х отъ значешя менынаго 1, сколь угодно 
близкаго къ 1, къ значен1го большему 1, также сколь угодно 
близкому къ 1, или, какъ говорить, при переходе л чрезъ 1. 

Точно также функщя у = агс со !^ л становится разрывного 
при х = о. Чтобы убедиться въ этомъ, вспомнимъ, что наше 
уравнен!е означаетъ, что у есть дуга, с » ^ которой равенъ х, и 
что одному п тому же сог^ соответствуешь безчисленное мно
жество дуть. Примемъ же здесь во вниманю лишь абсолютно 
наименьшую изъ этихъ дугъ, положительную или отрицательную, 
соответствующую данному значешго л; тогда при л = а, где 
а безконечно-малая положительная величина, соответствующая 
дуга у безконечно близка къ 4- | , а при х = —а дуга у безко-

нечно близкакъ ? ; следовательно, при переходе х чрезъ нуль 

дуга у переходить скачкомъ отъ -4--3- къ ?-, поэтому функ

щя у прерывная при л = о. 

Функщя {(л) называется прерывного еще тогда, когда при II!>' 
которыхъ двухъ вещественныхъ зпачешяхъ аргумента ж, напри-
чЪръ, при х — а и х= Ъ принимаешь вещественный же значешя, но 
при всякомъ значен!!! х, заключающемся между а и Ь, принимаешь 
все мнимыя значешя. Такъ,напримеръ,функщя// = [/ ж2 — 4*4-з , 
которая можетъ быть представлена подъ впдомъ у = [/(х—1) (х—3), 
пмЪеть вещественный значешя при всякомъ л, меныиемъ 1. и 
при всякомъ л, болыпемъ 3, а при всехъ зпачешяхъ ж, заклю
чающихся между 1 и 3, подкоренной трехчленъ отрицательная 
величина, следовательно функщя у мнимая на промежутке между 
ж = 1 и х — з. 

§ 3. Геометрическое представлеше функщи. Для взгляд наго 
обзора хода изменен и"! функщи удобно пред
ставить зтотъ ходъ графически, т. е. по-
мощью чертежа, на основаши следующаго 
построен1я. 

Положен1е точки Р (черт. I) на пло
скости определяется между прочпмъ ея 

черт. 1. разстояшямп РВ = я и РА = Ъ отъ двухъ 
взаимно-перпендикулярныхъ прямыхъ XX и ТУ, называем ыхъ 
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о с я м и к о о р д и н а т ъ , причемъ XX называется о с ь ю а б с ц и с с ъ 
пли осью ж-овъ5 ТУ — о с ь ю о р д и н а т ъ или осью </-°въ, точка 
ихъ пересечения О — н а ч а л о м ъ к о о р д и н а т ъ , разстояше 
О А— а б с ц и с с о ю , разстояше РА — о р д и н а т о ю точки Р ; оба 
эти разстояшя выражаются отвлеченными числами и называются 
вместе к о о р д и н а т а м и точки Р. Вместо АВ за абсциссу 
этой точки можно, конечно, считать равный ей огръ'зокъ РВ. 
Абсцисса обозначается вообще чрезъ л, ордината чрезъ у, такъ 
что координаты точки Р суть: л = ОА = а, у = РА = Ь. 

Предполагая, что РР1 и Р^Ра параллельны оси ./-<>ы.. ГГ. и 
РхР., параллельны оси //-о«ъ, >,!.!. кроме точки Р, будемъ иметь 
еще три: Р 3 , Р2 и Р8, пмеюпця те же координаты, какъ и /'. 
Во пзбежаше неопределенности, какая именно изъ этихъ 4 то-
чекъ въ каждомъ частномъ случае имеется въ виду, направлеше 
оси ж-овъ вправо отъ начала О и всяк1й отрезокъ, отложенный 
на ней въ эту сторону, условились считать положительными, а 
противоположное направление отъ того же начала О — отрица
тельными Точно такъ же направлеше осп у-овъ и всякой пря
мой, ей параллельной, вверхъ отъ оси л-овъ считается положи-
тельнымъ, а внизъ отъ этой оси — отрицательными 

Такимъ образо.чь 

координаты точки Р суть х = -\-а, у = + 6, 
„ „ Рг „ ./; = — а, у = -\-Ь, 

„ „ -Г 2 11 Х = = а1 !/ = = " ' 

Р 8 „ ./• я= -{-а, у = —Ъ. 

Обратно, зная координаты точки, заданный по величине и 
направлен!» (т. е. по знакамъ), можно построить самую точку. 
Такъ, если координаты суть л — а, у — — Ь , то, принявъ неко
торый отрезокъ за единицу, откладываемъ на оси ж-овъ вправо 
отъ начала О (черт. 1) отрезокъ ОА — а единицамъ, въ конеч
ной его точке А возставляемъ перпендикуляръ, на которомь от
кладываемъ внизъ отъ оси ж-овъ отрезокъ АРъ, равный Ь едини
цамъ; тогда точка Р 3 — искомая. 

После этихъ предварительныхъ понятш нетрудно предста
вить геометрически ходъ изменен!й какой-либо Функщи, какъ 
это показано на следующему, пример!,. 

Примьръ. Построить кривую, соответствующую функщи 

У = " Г ' 
Принимая аргументъ л за абсциссу, функщю ей у за орди

нату, дадимъ х какой-либо рядъ положнтельныхъ значен,И, 
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например!., О, 1, 2, 3,. . . и вычнслимъ соответственный пмъ зна-
чешя ординаты ,/; тогда найдемъ, что 

при ж — 0 будетъ у — 21 ._> — это координаты некоторой точки А : 

11 •' ' " .'/ — 11 11 11 11 & > 

11 •' — , ! > // = й 2 " Я 11 11 ^ • 

„ ж = УК „ у - - О „ „ „ „ В; 

И •' ' ' »' // в „ 11 11 »» - " • 

„ ./• + о о „ // —ОС — точки на б»оконечности. 

Придавая х рад,, одрицательныхь значен1й, напримеръ, — 1 . 
— 2, — з , . . . И ВЫЧИСЛИВ!, соответствующая пмъ значешя 
функщи у, получнмъ: 
при ./ = 1 будетъ // — 2 — э т о координаты некоторой точки Р ' : 

.. — о ,, 1 П1. 
11 • - " 7 /2 11 11 И « ^ ' 

п •'• = — V 5 „ у = 0 „ ,. „ „ Р ' . 
х — — 3 „ у — 2 „ „ „ „ Е: 

„ .'• — —счо „ ,/ == — о с — точки на бесконечности. 

Соедини въ между собою одну за другого построенным памп 
точки, мы этимъ построим'!) искомую кривую ЕР>'СВ'АВСВЕ 
(черт. 2), указывающую на ходъ изменешй функщи у. Изъ срав-

н (мня координатъ каждой изъ паръ 
точекъ В и /<". С и С, Е и Е',... 
усматриваемъ, что кривая разде
ляется осью //-овъ на две симме
тричный части ЕЧУСВ'А и АВОВЕ 
и распространяется этими своими 
двумя ветвями въ безкоыечпость 
ИИЖе ОСИ ./'-овъ. П о ЭТОЙ КриВОЙ 

нетрудно судить, въ какихь грани-
пахь значешй аргумента ./• функ
щя у быстрее изменяется, въ ка

ких!, медленнее, въ какихъ она возрастаетъ, въ какихъ убываешь, 
когда она обращается въ нуль или достигаешь наибольшего или 
яаименыпаго своего значешя. 

II . Теор1я предт>ловъ. 

§ 4. 0предьлен1я. Бели переменная величина ж прибли
жается къ некоторой постоянной величине а такъ, что числен
ная разность N—N становится и продолячаешь быть меньше всякой 



9 

произвольно-малой положительной величины, то постоянная ве
личина а называется п р е д е л е м ь переменной ж, т. е. тогда 
пред. ж = а или шпж = а*). 

Изъ этого определешя следуеть, что при безконечно-маломъ 
е, положительном?, или отрицателыюмь, равенства: 

ж — а = е и Птж — а 

тождественный или эквивалептныя. 

Изъ равенства ж — а = е следуетъ, что л = а -{- е, т. е. пере
менная величина, стремящаяся къ своему пределу, можетъ быть 
выражена алгебраического суммою изъ ея предела и безконечно-
малой величины. 

Переменная величина, приближаясь къ своему пределу, 
можетъ оставаться или постоянно меньшего своего предела, или 
постоянно большего его, или, наконецъ, можетъ быть то больше, 
то меньше своего предела. Примеромъ последняго изменешя 
могутъ служить последовательный приближешя безконечной не
прерывной дроби, въ которую можетъ быть обращенъ иррацюналь-
ный корень 2-ой степени, напримеръ, ]/ 3; эти приближешя, под
ходя все ближе и ближе къ | / з , который, какъ увидимъ ниже, 
следу етъ считать предъломъ этихъ приближений, попеременно 
то меньше 1/3, то больше его**). 

Изъ вышеприведен наго определешя предела видно, что 
одно только приближение переменной величины ж къ постоянной 
а еще недостаточно для того, чтобы а была предъломъ перемен
ной л: надо, кроме того, чтобъ численная разность а — ж могла 
быть сделана безконечно-малою. Такъ, напримеръ, периодическая 
дробь 0,9898 . . . съ увеличешемъ числа перюдовъ увеличивается 
и приближается къ 1; но 1 не есть пределъ ея, такъ какъ раз
ность 1 — 0,9898 .. ., стремясь съ неограниченнымъ увеличе
шемъ числа перюдовъ къ значешго 1 — оо***)> т- е- к ъ оо> н е м о " 
жетъ быть сделана безконечно-малою. 

Напротивъ, перюдическая дробь 0 , 9 3 . . . . съ неограничен-
нымъ увеличен1емъ числа ея перюдовъ, увеличивается, стремясь 

къ с-, т. е. къ 1, каковое число и есть пределъ данной перюди-

ческой дроби. 

*) Пред. есть сокращеше слова ирсдплъ, Ит. есть сокращеше слова НтИс, 
означающаго п}>ед!ълъ. 

**) См. элементарную алгебру Я. Блюмберга. 3-ье издаше 1893 г., § 161. 
***) См. элементарную алгебру Я. Блюмберга, 3-ье издание 1893 г., § 135. 



10 

§ 5. Главньйиия теоремы о предьлахъ. Разсмотримъ теперь 
главнъйппя предложения, на которыхъ основанъ способъ нахож
дения предела переменной. 

Теорема I. С у м м а к о н е ч н а г о ч и с л а б е з к о н е ч н о -
м а л ы х ъ в е л и ч и н ъ е с т ь б е з к о н е ч н о - м а л а я в е л и ч и н а . 

Положимъ. что имеемъ сумму: 

а + Р + 7 + • • • • + А*, 
состоящую изъ конечнаго числа п безконечно-малыхъ положи-
тельныхъ слагаемыхъ а, /3, у, . . . /л. По определена безконечно-
малыхъ величинъ частный значения а, /?, у, . . . могутъ быть вы
браны столь малыми, чтобы каждое изъ нихъ стало меньше п-ой 
доли некоторой другой произвольно-малой величины е, т. е. 
чтобы было 

а <— , 3 << е , у < С ~ , . . . , {л <С—; 

по сложеши же этихъ п неравенствъ почленно получимъ: 

а + /94-/ 4- 4 - М О - ~ или а + ^ + у-4- + /л < ,. 

т. е. данная сумма меньше произвольно-малой величины е, а по
тому она сама безконечно-мала. 

Если у нъкоторыхъ членовъ данной суммы переменпмъ 
знакъ + на знакъ —, то сумма эта уменьшится, а потому она 
подавно будетъ безконечно-мала; следовательно теорема наша 
справедлива и для алгебраической суммы. 

Примьчаше. Въ этой теореме мы поставили услотемъ, что 
число безконечно-малыхъ а, /9, у, . . . , /л — конечное, ибо если 
число ихъ безконечно велико, то ихъ сумма можетъ и не быть 
безконечно-малою. Такъ, напримеръ, если а величина конечная, 
то каждое изъ слагаемыхъ суммы 

1— —г-. . . Н (всего т слагаемыхъ) 

при неограниченномъ возрастанш т безконечно-малая величина, 

между тЬмъ какъ ихъ сумма, равная —. ж или а, есть конечная 

величина. 

Сльдств1е. Разность двухъ безконечно-малыхъ величинъ 
есть величина безконечно-малая, ибо разность есть алгебраиче
ская сумма. 

Теорема 2. П р о и з в е д е т е б е з к о н е ч н о - м а л о й в е 
л и ч и н ы н а к о н е ч н у ю е с т ь б е з к о н е ч н о - м а л а я в е -
л и ч и н а. 
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Пусть будетъ а безконечно-малая величина, п — число ко
нечное; надо доказать, что па безконечно-малая величина. 

Если п число целое, то произведете па моячешь быть за
менено суммою изъ п слагаемыхъ, равныхъ а; следовательно па 
по теореме 1 безконечно-малая величина; если же п число дроб
ное, то, полагая, что п' есть целое число, непосредственно боль
шее, ч ь м ь п, найдемъ, что численно будетъ па<^п'а; а какъ 
по только что доказанному п* а безконечно-малая величина, то 
па подавно безконечно-малая величина. 

Теорема 3. Ч а с т н о е о т ъ д е л е н 1 я б е з к о н е ч н о -
м а л о й в е л и ч и н ы а па к о н е ч н у ю п е с т ь б е з к о н е ч н о -
м а л а я в е л и ч и н а . 

Въ самомъ деле, если п число конечное, то и — конечное, 
] а 

а потому, по теореме 2, а . - - или - - безконечно-малая величина. 
" ' г П I» 

Теорема 4. П р е д е л е с у м м ы к о н е ч н а г о ч и с л а п е 
р е м е н н ы х ъ р а в е н ъ с у м м е и х ъ п р е д е л о в ъ . 

Действительно, если 1пи/ а *), Пт/У Ъ, Ит/"" = с, . . ., то 
/'— а — а, /*' — Ъ=в, /*' — с — у, . . ., где а, 3, у, ... безконечно-
малы; следовательно (/" 4- /'' 4- /"" 4-...) — (а + Ъ 4- с 4-...) = а 4- /9 4-
7 + . . . , т. е. численная разность между переменного величиною 
(/"-г- /" 4- /" 4- . . . .) и постоянного {а -\-Ъ -\- с -\- . . .) можетъ быть 
сделана безконечно-малою; следовательно 

Нт(/'-г- /* + /" + ....)-"•« + * + « + . . • 

Примьчаше. Въ этой теореме предполагалось, что число 
переменныхъ, а следовательно и число безконечно-малыхъ сла
гаемыхъ суммы а -\- р -\- у -\- . .. конечное, потому что при без-
конечно-болыпомъ числе этихъ слагаемыхъ сумма а 4- /9 4- у 4- . . . 
по теореме 1 можетъ и не стремиться къ нулю. 

Теорема 5. П р е д е л ъ р а з н о с т и д в у х ъ п е р е м е н 
н ы х ъ р а в е н ъ р а з н о с т и и х ъ и р е д е л о в ь . 

Действительно, если И т / " = а, Нт/*' = Ь, то 

/"--« + «, /> = Ь-\-р, где а и /? безконечно малы; 
следовательно (/"—/") — (а—Ь) = а — /9, а потому Нт(/—/*) 
== а — Ь = Н т / — \\т{'. 

Теорема 6. П р е д е л ъ п р о и з в е д е н а к о н е ч н а г о 
ч и с л а п е р е м е н н ы х ъ р а в е н ъ п р о и з в е д е н ! » ) и х ъ п р е 
д е л о в ъ . 

*) Въ этой теорем*, равно какъ и въ нижеслъдующихъ, мы подъ /", /"', 
/'",-•• понимаем ъ вообще нъкоторыя функщи одной или нъсколькихъ независи
мыхъ перем'Ьнныхъ. 
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Действительно, если Ит/" -- а, Ит/"' — а', то 

}'=а-\-а, /у = а' 4- /?, где а и /9 безконечно-малы; следовательно 
0* — аа' = (я 4- а) (а' 4-/3) — аа' = аа' 4- /9а -|- а/9, 
что по теореме 1 II 2 безконечно-малая величина, а потому 

Пт/7У = аа' = Пт/' • Нт/'. 

Легко распространить доказанную теорему на произвольное, 
но конечное, число переменныхъ множителей. Въ самомъ деле, 
если 1ип/=а, Нт/' = а', Пт/'" = а", Цт/*" = а'",..., то по дока
занному : 

Пт//' = аа', а следовательно по доказанному же: 
\хт($* • {") = аа' • а", а потому также: 
ШП(7Г /'" • Г") = па' а" - а'" и т. д. 

Теорема 7. П р е д е л ъ ч а с т н а г о д в у х ъ п е р е м е н н ы х ъ 
/' п /'' р а в е н ъ ч а с т н о м у ихъ п р е д е л о в ъ . 

Въ самомъ деле, полагая -4 = и, откуда /'= а/', мы по тео
реме 6 будемъ иметь: 

Пт/' = 11т « • Пт/' и следовательно 
,. 11т/ ,. /' Нт/ 
1нгт — -р—У-, т. е. п т -4- = „ л . 

ит/' ' /' пт/' 
Примьчаше. Теоремы 4, 5, 6 и 7 справедливы, очевидно, и 

тогда, когда некоторый изъ величинъ /', /'', /'",. . . постоянны, ибо 
всякая постоянная величина сама себе служить пределомъ; по
этому при ностоянномъ а и переменномъ /" будетъ иметь: 

Нгщя + /) = И т а + пт/— а + Нт/', 
Нта/ = Нта • 11т/^ а • 11т/, 
п т - ^ = И т / ' ПтГ 

11 ш 

а \[та а 
а Пта а 
/' 11т/ Нт/'' 

Теорема 8. Е с л и п о с т о я н н а я в е л и ч и н а а з а к л ю 
ч а е т с я м е ж д у д в у м я п е р е м е н н ы м и / и /', р а з н о с т ь 
к о т о р ы х ъ м о ж е т ъ б ы т ь с д е л а н а б е з к о н е ч н о - м а 
л о ю , то а е с т ь общ1й п р е д е л ъ э т и х ъ п е р е м е н 
н ы х ъ , т. е. И т / = Н т / у = а. 

Действительно, по условш имеемъ: / — / ' = а, где а без
конечно-малая величина; следовательно для числа а, заклю
чающаяся между / и /, будетъ численно: / — а <С а и а — /<<«, 
а потому, по § 4, 11 ш /̂) = а и Нт/' = а. 

Теорема 9. П е р е м е н н а я в е л и ч и н а /', з а к л ю ч а ю 
щ а я с я м е ж д у п е р е м е н н о г о / и ея п р е д е л о м ъ а, 
и м ъ е т ъ т о т ъ же п р е д е л ъ а, т. е. Нт/У = а. 
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Въ самомъ деле, по условш имьемь: Пт/ = а; следовательно 
/ — а = а, где а безконечно-малая величина; а такъ какъ /' заклю
чается между / и а, то численно /' — а<Са; следовательно, по § 4, 
11т/' = а. 

Такъ, напримеръ, известно, что для всякой дуги ж, мень
шей четверти окружности, имьемь: 

(I) . . . . 1̂ ж >>ж>> 8шж, 

откуда по разделеши этихъ трехъ колнчествъ на з1нж получимъ: 

{%х х «. * .^ х ,. , 

>>— >> 1 или зесж >> ^ -"> 1. 

И т ( -

811105 81ШЗ ^ Ъ\\\.с 

Съ приближешемъ ж къ нулю 11т(8есж)^о = 1 *); следовательно 

переменная величина —--, заключающаяся между зесж и 1, т. е. 

между зесж и его пределомъ 1, имеешь тотъ же предьлъ, а по

тому Н т (—^—) = 1-

Такъ же легко доказать, что съ приблия^ен1емь ж къ нулю 

т—) _ = 1- Действительно, раздъливъ все члены нера

венства (I) на \%х, получимъ: 

1 >> -г— >> С08Ж; 

а какъ, при х = О, Пт совж = 1, то по доказанной теореме 

И т 1-^-\ = 1. 

Теорема 10. Е с л и д в е п е р е м е н н ы й в е л и ч и н ы / и / 7 

п р и в с е X ъ с в о и X ъ и 3 м е и е н 1 я X ъ о с т а ю т с я р а в н ы м и 
м е ж д у с о б о ю и л и ж е р а з н о с т ь и х ъ м о ж е т ъ б ы т ь 
с д е л а н а б е з к о н е ч н о - м а л о г о , т о и х ъ п р е д е л ы 
р а в н ы . 

Действительно, полагая, что И т / = а, будемъ иметь: / — а 
= а, где а безконечно-малая величина: но такъ какъ по условно 
/—/' = /?, где /? безконечно-малая величина или же равно нулю, 
то /' — а = а — 3, где а — /9 безконечно-малая величина; значить 
Ит/' = а, т. е. И т / = Н т / ' . 

Теорема II. Е с л и д в е п е р е м е н н ы й / и / ' и м е г о т ъ 
о б щ 1 й п р е д е л ъ а, то в с я к а я п е р е м е н н а я / " , з а к л ю 
ч а ю щ а я с я м е ж д у н и м и , и м е е т ъ т о т ъ ж е п р е д е л ъ . 

*) Знакоположен1е Н т (8есж)а._0 = 1 означаетъ, что предълъ количества 

зесг равенъ 1, когда уголъ х стремится къ нулю. Вообще знакоположете 

И т ( / ' ) а . = 0 = Ъ означаетъ, что пределъ функщи /" равенъ Ь, когда переменная 

независимая х стремится къ о. 
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Въ самомъ деле, если И т / ' = а и П т / ' = а, то /"—а = а, 
/' — а = /9, где а и /9безконечно-малы; следовательно / — /' = а — /9; 
а если /" заключается между / и /', то численно /" — /' <С а — 3; 
следовательно 

Пт/" = Пт/' — И т / = а. 
Такъ, напримеръ,средняя арифметическая и средняя геометри

ческая двухъ положительныхъ величинъ л и л', т. е. каждая изъ ве-

личинъ' ? Т/' и [/жж', заключается между х и х' *); следовательно, 

если х и •>•' пмг.ютъ обицй пределе а, то и И т . — Н т У лл' = а. 

Теорема 12. Б е л и д в е п е р е м е н н ы й / и /', с т р е м я -
щ 1 я с я к ъ с в о и м ъ п р е д Ь л а м ъ а и ^, в с е г д а с о х р а 
н я ю т ъ п о с т о я н н о е о т н о ш е н и е с, то и х ъ п р е д е л ы 

и м е го т ъ то ж е о т н о ш е н 1 е , т. е. если -4 = с, то и ~ = с. 
/ о 

Въ самомъ деле, изъ условия, что - = с, следу етъ, что 
г" 

и т 4 г = н т с = с; но теорем!> же 7 имЪемъ 
,. /' 11т/' « , « 
п т 4- = Т —2' = т-; следовательно ^- = с. г Ит/' Ь ' 6 

Теорема 13. П р и п о с т о я н н о м ъ и к о н е ч н о м ъ Лг и 
б е з к о н е ч н о - м а л о м ъ а, П т Ха = 1. 

Положимъ сперва, ЧТО Л Т > 1 и что а принимаешь положи-

тельныя значешя вида —, где п неопределенно возрастающее 
1 

целое и положительное число; тогда №- = Хп. Возьмемъ сумму 
членовъ такой геометрической прогрессш: 

1 2 » н-1 (±\* 

\Х«/ —1 1 -}- N " 4- N" 4- Нп -+• + N " = 

1 \» 
Л г — 1 

1_ 1 
.V*. _ 1 ^ — 1 

въ ней каждый членъ первой части, начиная со 2-го, больше 1, ибо 
Х> 1; следовательно, замънивъ эти члены единицами, получимъ: 

^ N —\ ^Х- , К— \ 
п< —^— - , откуда Лт » — 1 < — — - ; 

Л"» — 1 
1 1 

а какъ X " >> 1, то К" — 1 >>0, значить 

^ = - 1 > Л " » _ 1 > 0 , 
*) Полагая, что х>аг*, получимъ 

х-\-х' х-\-х х-\-х' 
— 2 — < ^—» т - е - — 2 ~ < - - < ; н о 

Подобнымъ образомъ доказывается, что У хх' заключается между х и х'. 

х-\-х' х-\-х х-\-х' х-\-х' х'-\-х' х-\-х' 

- § — < -у—» т. е. —2~ <х; но - у - > у-, т. е. - у - ^ 
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причемъ 0 есть пред. (———) , т.е. Л' 1 заключается между 

переменною - ~ и ея пределомъ, а потому по теореме 9 имЬемъ: 
1 

Нт(хУ" — 1) — 0, или Пт(Х« - 1) = о, или по теореме 5: 

НтЛ'« — 1 = о, т. е. ПпиУ« — 1. 

Положимъ теперь, что показатель а, оставаясь положптель-
пымъ, приближается къ нулю, принимая значен1я, отличныя 

отъ вида ; тогда для всякаго значешя а можно найти такта 

двЬ дроби , ^ и --, где /> числое целое и положительное, чтобы 

между ними заключалось а, т .е . чтобы было < а < —; въ 

такомъ случае при У > 1 будетъ также 
1 1 

.\Я-1 < Ата < А^, 
1 I 

а какъ при 1> = оо количества Л Х р + 1 и Л''' по только что дока
занному имЬюшь общимъ своимъ пределомъ 1, то, по теореме 11, 
НтА™ = 1. 

Если Х<С1, то у >> 1 и следовательно по доказанному 
нмъемъ: 

П т ( . , Г = 1 или, по теореме 7, = 1, 

откуда опять следуетъ, что И т А ^ = 1. 
Наконецъ, если показатель а величина отрицательная, напри-

мЬръ, а = — /9, то Ха = ——; а такъ какъ П т — - = - —- = — = 1, то 

НтУ« = 1. 
Теорема 14. П р е д е л ъ с т е п е н и п о с т о я и н а г о к о л и 

ч е с т в а съ п е р е м е н и ы м ь п о к а з а т е л е м ъ р а в е н ъ с т е 
п е н и д а н н а г о к о л и ч е с т в а , п о к а з а т е л ь к о т о р о й е с т ь 
п р е д е л ъ д а н н а г о п о к а з а т е л я , т. е. если А г—постоянное 
количество, ж — переменное, имеющее пределъ а, то НпьЛГ* = ЛГа. 

Действительно, по условш имьемь: ж = а 4- а, где а без
конечно-малая величина; следовательно 

Л'.' =з А"" + а = Аг« . У«, значить 
П т А г ' ' ^ И т Л ' я . 11т А̂ « ^ .>'" . ИтА г « = ЛТ«, ибо Цт.У« = 1 по 
теореме 13. 

Теорема 15. П р е д е л ъ с т е п е н и п е р е м е н н а г о о с н о 
в а и 1 я ж п р и п о с т о я н н о м ъ п о к а з а т е л е т р а в е н ъ 
т о й ж е с т е п е н и п р е д е л а д а н н а г о о с н о в а н 1 я , т. е. 
если Нт./' = а, то Нтж" = а'". 
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Здесь надо разсматривать 4 случая: 
1) Показатель т есть целое и положительное число. Въ 

этомъ случае 
хт = ж. ж. ж . . . , всего ж множителей ; 

следовательно, по теореме 10, 11т (х.х.х...) = а.а.а..., т. е. 
Итж"' = ат. 

2) Показатель т есть дробь вида —, где п число целое и 

положительное, а следовательно ж"1 — \/х. 

По условш имеемъ: 

( тГ 
Итж = а или, что то же, И т ' ж н / = а; 

а какъ по предыдущему случаю (1) 

( тлп ( ! V ( = Т 
И т * ж" ' = V Итж" ) , то и ^ Итж" / = а, откуда 

1̂  1 

Итж" = а", т. е. Нтж т = аш и при т = —. 

3) Показатель т—положительное соизмеримое число вида - , 

где р и д числа целыя и ноложительныя; тогда по 1-му случаю: 

Ншж^ = ар, 

а следовательно по 2-му случаю: 

Ит(ж^)5 =(ар)<2 или 11 тж^ = а 5 , т. е. Итхт = ат и при т = —. 

4) Показатель т — соизмеримое отрицательное число, на-
примеръ, т = — п, где, следовательно, п положительное соизме
римое число; тогда 

Итж - "" = 11т — • = -р == — = а"", 
хп 11 т^» а" 

т. е. П т ж т = а т и при отрицательномъ показателе т. 
Теорема 16. П р е д е л ъ л о г а р и е м а п е р е м е н н о й р а 

в е н ъ л о г а р и е м у п р е д е л а э т о й п е р е м е н н о й , т. е. 
11т (1^ж) = 1^(Итж). 

Положимъ, что 1̂ ж = у при основан1и а; тогда ау = ж, следо
вательно 

Мтау = Итх, или, но теореме 14, аЦту = Нтж, откуда 
Пт?/ = 1^(11тж), т. е. Нт(1^ж) = 1^(11тж). 

Теорема 17. П р е д е л ъ с т е п е н и п е р е м е н н а г о о с н о -
в а н 1 я п р и п е р е м Ь н н о м ъ п о к а з а т е л е п о л у ч и м ъ , 
з а м е н и в ъ о с н о в а н и е и п о к а з а т е л я с т е п е н и и х ъ 
п р е д е л а м и , т. е. 1тлху = ап\ если П т ж = а, Иту=т. 
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Въ самомъ деле, 1^ ху = у 1̂ ж, следовательно 

П т (\%ху) = Пт (у\%х) = Н т у. Нт (1§-ж) = т. И т (1^ж); 
а какъ, по теореме 16, Ит (1^ж") — 1^(Птж^), Нт (1̂ ж) — 1^(11тж) = 1&а, 
то предыдущее равенство можетъ быть написано такъ: 

\%([\тху) = т 1§(Итж) = т 1̂ а = 1»а"', откуда следу етъ, что 

Птж^ = а"1. 

Теорема 18. П р е д е л ъ р а д и к а л а п о л у ч и м ъ , з а м е -
п и в ъ п о д к о р е н н о е к о л и ч е с т в о и п о к а з а т е л я к о р н а 
и х ъ п р е д е л а м и , ибо радикале можешь быть преобразовать 
въ степень. 

§ 6. Предьлъ сложной функщи. Въ элементарной алгебре 
рассматриваются выражешя, въ составь которыхъ могутъ входить 
суммы, разности, произведешя, частный, степени и корни, а также 
логариомы: но мы въ § 4 видели, что мы получимъ пределъ 
каждаго изъ этихъ выражешй, если входящ1я въ и ихъ пере-
мепиыя заменимъ ихъ пределами; отсюда заключаемъ, что пре
делъ всякой функщи несколькихъ переменныхъ равенъ такой 
же функщи отъ иределовъ этихъ переменныхъ, т. е. пределъ 
данной функщи составляется изъ иределовъ переменныхъ такими 
же образомъ, какъ данная функщя составлена изъ переменныхъ: 
следовательно 

Пт /'(л, у, *,...) = На, Ъ, с,. . .), 

где а, Ъ, с,. . . пределы соответственныхъ переменныхъ л, у, г,. . . 

Сльдств1е. Если пмеемъ равенство 

//ж, у, г, . . .) = Е(л, у, г, . . ./, 

где ж, у, г, . . . переменный величины, коихъ пределы соответ
ственно суть а, Ъ, с,..., то на основаши теоремы 6 должно быть 
также: 

11т/<ж, у, г, . . .) = И т ^ ж , у, г, . . .) или /Ы, Ъ, е,.. .) = Е(а, Ъ, с, . . .).-

это зяачитъ, что если между переменными существуешь некото
рая зависимость, выраженная уравнешемъ, то и между ихъ пре
делами существуетъ та же зависимость. 

§ 7. Примънете теорш предъловъ къ нькоторымъ геометри-
ческимъ вопросамъ. 

а) Къ кругу. 

Согласно съ оиредълешемъ кривой лиши никакая часть ея 
не можетъ быть совмещена съ прямого, а потому длина окруж-
ности круга или ея дуги не можетъ быть измерена линейного 
единицею непосредственнымъ наложен 1емъ. Поэтому приходится 

2 
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установить, что надо понимать подъ длиною окружности круга, 
т. е. дать этому понятш о п р е д е л е н 1 е . Для этого докажемъ 
предварительно следующую теорему. 

Теорема I. П е р и м е т р ы п р а в и л ь н ы хъ м и о г о у г о л ь -
н н к о в ъ , о п и с а н н ы х ъ о к о л о к р у г а и в п и с а н н ы х ъ 
в ъ н е г о , с т р е м я т с я к ъ о б щ е м у п р е д е л у , к о г д а 
ч и с л о и х ъ с т о р о н ъ н е о г р а н и ч е н н о у в е л и ч и в а е т с я . 

Доказательство. Пусть будуть Р и р периметры двухъ одно-
имеппыхъ правильныхъ многоугольниковъ, изъ коихъ нервы и опи

сан ъ около круга ращуса г, а другой въ него 
вписанъ и обозначимъ апоеему 00 вписан
наго многоугольника чрезъ а (черт. 3); тогда 

— = —, откуда, по известному свойству 

пропорщи, 
Г -и г—а 

р = н следовательно 

( 1 ) . . . . Р—р=]~(г—а). 
Черт. 8. 

При неограниченномъ удваиваши числа 
сторонъ обоихъ многоугольниковъ разность г — а между рад1у-
семь даннаго круга и апооемою вписаннаго многоугольника стре-

А15 

мится къ нулю, ибо АО—00<ЦАО, т. е. г—а<< ^ - , и сторона 

АВ можетъ быть сделана произвольно малого: а какъ - величина 
конечная, то правая часть равенства (1), а значить и левая Р—р, 
стремится къ нулю, откуда заключаемъ, что Р и р стремятся къ 
общему пределу (§ 4, теорема 10). Этотъ пределъ принимается 
за длину окружности круга. 

Опредьлеше. Длиною окружности круга называется пределъ, 
къ которому стремится периметръ нравильнаго вписаннаго или 
описаннаго многоугольника, когда число его сторонъ неограни
ченно увеличивается. 

Теорема 2. О к р у ж н о с т и к р у г о в ъ о т н о с я т с я м е ж д у 
с о б о ю , к а к ъ и х ъ р а д 1 у с ы . 

Доказательство. Опишемъ около двухъ круговъ по правиль
ному многоугольнику одинаковаго числа сторонъ и пусть будутъ 
Р и Р' ихъ периметры, С и С — окружности данныхъ круговъ 
г и г' ихъ рад1усы: тогда пмЬемъ пропорцию г -1_ Р > — г / , 

справедливую при всякомъ числе сторонъ данныхъ одноимен-
ныхъ многоугольниковъ; следовательно, удваивая иоследова-
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тельно число сторонъ каждаго, мы можемъ разсматривать Р и Р' 
какъ переменпыя величины, отношен1е которыхъ есть постояв-

г с 
пая величина ,, а потому по § 4 теоремы 12 отношеню (и ихъ 
иределовъ также равно —, т. е. 

С г 
С ~~ т' ' 

Теорема 3. П л о щ а д ь к р у г а е с т ь о б щ 1 й п р е д е л ъ , 
к ъ к о т о р о м у с т р е м я т с я IIл о щ а д и и р а в ил ь и ы X ъ о и и -
с а н н ы х ъ и л и в п и с а н н ы х ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ , к о г д а 
ч и с л о и X ь с т о р о н ъ н е о г р а н и ч е н н о у в е л и ч и в а е т с я . 

Доказательство. Обозначимъ чрезъ М и М' площади двухъ 
правильныхъ однойменныхъ многоу! »»льниковъ, изъ коихъ первый 
описанъ около круга рад1уса г, а второй въ него вписанъ, чрезъ 
Р и /" ихъ периметры, чрезъ а апоеему вписаннаго многоуголь
ника, тогда 

М г-' М—М4 г±—сР , 
1/' = «2' откуда ]{1 (., ; следовательно 

(2) М-М' = Л / ^ + я ) (>—«). 

При пеограпиченномъ удваиваши числа сторонъ данныхъ 
многоугольниковъ разность г—а стремится къ нулю, множитель 

же да" величина конечная; следовательно вторая часть ра
венства (2), а значить и первая М—М' можетъ быть сделана без
конечно-малою : а какъ площадь # круга есть постоянная вели
чина и всегда заключается между М и Ж', т. е. М^> 8^> М', то 
каждая изъ разностей М—6 и #—М' подавно можетъ быть сде
лана безконечно малого, а потому по данному въ § 4 опреде
лению предела заключаемъ, что 

Теорема 4. П л о щ а д ь к р у г а р а в н я е т с я п р о и з в е 
д е н о ) д л и н ы е г о о к р у ж н о с т и н а р а д 1 у с ъ. 

Доказательство. Если Р есть периметръ нравильнаго много
угольника, онисаннаго около круга рад1уса г, то его площадь 

Р г 

есть —к~ ; следовательно площадь $ круга по теореме 3 есть 

# = П т '^~ = ~-. 11т/' = г

0. С = 4 . 2лг = лг2, 

где С — окружность круга. 

Ь) Къ цилиндру. 
Такъ какъ никакая часть кривой поверхности не можетъ 

совмещаться съ плоскостью, то величина поверхности какого-
2* 
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либо изъ круглыхъ телъ (цилиндра, конуса, шара и прочее) не 
можетъ быть непосредственно измерена квадратного единицею. 
Поэтому приходится установить, что следуешь понимать подъ 
бокового поверхностью цилиндра или конуса, подъ поверхностью 
шара и прочее, т. е. надо дать этимъ понят1ямъ о п р е д е л е -
н 1я. Мы ихъ приведемъ ниже въ надлежащемъ месте. 

Теорема 5. Б о ко в ы я п о в е р х н о с т и п р а в и л ь н ы х ъ 
п р и з м е , о н и с а н н ы х ь о к о л о ц и л и н д р а и в п и с а н 
н ы х ъ в ъ н е г о , с т р е м я т с я к ъ о б щ е м у п р е д е л у , к о г д а 
11 11 с Л о б О К О В Ы X Ъ II X Ъ Г р 3 Н в Й И С О Г р 3 II II Ч 6 И Н О У В С -
Л Ич И В ае т ся. 

Доказательство. Пусть будутъ Р и Р' периметры основашй 
двухъ одноименныхъ правильныхъ призмъ, изъ коихъ первая опи
сана около цилиндра, а вторая въ него вписана, /, — общая ихъ вы
сота, К и К' ихъ боковыя поверхности: тогда К=Рк, К' = Р'.к, 
откуда 

( 3 ) . . . . К — К' = {Р~Р')к. 

Такъ какъ к величина конечная, разность же Р—Р' при 
неограниченномъ увеличешн числа сторонъ основашй призмъ 
стремится къ нулю (теорема 1), то и разность К—К' стремится 
къ нулю; значить К и К' имЬготъ общ1й пределъ (§ 4, теорема 10). 
Этотъ обпцй пределъ принимается за величину боковой поверх
ности цилиндра. 

Опредьлеше. За величину боковой поверхности цилиндра 
принимается пределъ, къ которому стремится боковая поверхность 
правильной описанной около него или вписанной въ него призмы, 
когда число ея боковыхъ граней неограниченно увеличивается. 

Теорема 6. Б о к о в а я п о в е р х н о с т ь ц и л и н д р а р а в 
н я е т с я п р о и з в е д е н а о к р у ж н о с т и е г о о с н о в а н 1 я 
н а в ы с о т у . 

Доказательство. Если Р есть периметръ основашя правиль
ной призмы, описанной около цилиндра, к — ея высота, то бо
ковая ея поверхность равна Р. к, а потому боковая поверхность 
цилиндра по теореме 5 есть 

8=Пт(Р.к) = к. ИтР = к. С=2лгк, 

где С — окружность основашя цилиндра, г - - ея радтусъ. 
Теорема 7. О б ъ е м ъ ц и л и н д р а е с т ь о б щ 1 й п р е 

д е л ъ о б ъ е м о в ъ о п и с а н н ы х ъ о к о л о н е г о и л и в и н -
с а н н ы х ъ в ъ н е г о п р а в и л ь н ы х ъ п р и з м ъ , к о г д а ч и с л о 
б о к о в ы х ъ г р а н е й п р и з м ъ н е о г р а н и ч е н н о у в е л и ч и 
в а е т с я . 
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Доказательство. Пусть будутъ М и М' площади основашй 
двухъ однойменпыхъ правильныхъ призмъ, изъ которыхъ первая 
описана около цилиндра, а вторая въ него вписана, к — общая 
ихъ высота, 1Г и )У ихъ объемы: тогда ТГ=Л/.&, ТГ' = Ж'Л, 
откуда 

( 4 ) . . . . 1Т — ТР = (М~ М')к. 

Такъ какъ здесь к конечная величина, а разность М — М' 
при неогран и иен но.>гь увеличены числа боковыхъ граней призмъ 
стремится къ нулю (теорема 3), то и разность ТГ— 1Г' стремится 
къ нулю; а какъ объемъ I' цилиндра постоянная величина и 
всегда заключаете:, между объемами IV и II ', т. е. 1Г>> 1Г4 >>', 
то каждая изъ разностей IV— V и V— 1Р можетъ быть сделана 
безконечно-малою, откуда на основанш определения предела ($ 4) 
заключаемъ, что 

Г = Ц т 1 Г = П т 1 Р . 

Теорема 8. О б ъ е м ъ ц и л и н д р а р а в н я е т с я п р о и з -
в е д е н 1 ю п л о щ а д и е г о о с н о в а н 1 я н а в ы с о т у . 

Доказательство. Оиишемъ около цилиндра правильную призму 
и обозначимъ площадь ея осиован1я черезъ Ж, а высоту чрезъ//. 
тогда ея объемъ будетъ М .к\ следовательно, при неограничен-
номъ увеличешн числа ея боковыхъ граней мы по теорем 1. 7 
будемъ иметь: 

объемъ цилиндра = \ш\{М. к) = к. \\тМ= к. лг2 = ш%Л 

где г ращусь основанш цилиндра. 

с) Къ 'конусу. 

Теорема 9. Б о к о в ы я п о в е р х н о с т и п р а в и л ь н ы х ъ 
II II р а М II Д Ъ , о иIIс а н I I ы X ъ о к о л о к о н у с а II в II II с а н -
н ы х ъ в ъ н е г о , с т р е м я т с я к ъ о б щ е м у п р е д е л у , к о г д а 
ч и с л о IIXъ б о к о в ы х ъ г р а н е й н е о г р а н и ч е н н о у в е 
л и ч и в а е т с я . 

Доказательство. Пусть будутъ Р и Р' периметры основашй 
двухъ однойменныхъ правильныхъ пирамидъ, изъ коихъ первая 
описана около конуса, а вторая въ него вписана, иричемъ сто
роны обоихъ основашй попарно паралелльны, I и V ихъ апоеемы, 

К и К' ихъ боковыя поверхности ; тогда К = -~ Р. I, К' = * Р'. /', 

откуда К— К' = ~{Р.1—Р'. I') или же 

( 5 ) . . . . К—К' = ~{Р. 1—РЧ' + РЧ—Р'1) = ~ 1{Р—Р') -4 ~Р\1—1% 

ибо Р'1—Р'1 = о. 
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Такъ какъ при неограниченномъ увеличении числа боко
выхъ граней обЬихъ пирамидъ каждая изъ разностей Р—Р' и 
I—V стремится къ нулю (первая на основашй теоремы 1, вторая 
потому, что разность I—V меньше разности между рад1усомъ 
основашя цилиндра и апоеемою основашя вписанной пирамиды), 
то вторая часть равенства (5), а значишь и первая К—К' стре
мится къ нулю, а потому К и К' имЬютъ общи*! пределъ (§ 5, 
теорема 10). Этотъ пределъ принимается за величину боковой 
поверхности конуса. 

Опредьлеше. За величину боковой поверхности конуса при
нимается пределъ къ которому стремится боковая поверхность 
правильной пирамиды, описанной около конуса или вписанной 
въ него, когда число ея боковыхъ граней неограниченно увели
чивается. 

Теорема 10. О б ъ е м ъ к о н у с а е с т ь о б щ 1 й и р е д е л ъ 
о б ъ е м о в ъ о и и с а и н ы х ъ о к о л о н е г о и в и и с а н и ы х ъ 
в ъ н е г о п р а в и л ь н ы Xъ п и р а м и д ъ , к о г д а ч и с л о и х ъ 
б о к о в ы X ъ г р а н е й н е о г р а н и ч е н н о у в е л и ч и в а е т с я. 

Доказательство этой теоремы, равно какъ и теоремъ, отно
сящихся къ вычислешго боковой поверхности и объема конуса, 
вполне аналогичны съ доказательствами теоремъ 6, 7 и 8, отно
сящихся къ цилиндру, а потому мы ихъ не приводимъ. 

с1) Къ шару. 
Прежде чЬмъ приступить къ определешю поверхности и 

объема шара докажемъ следуюни'я два предложешя. 
предложение I. Б о к о в а я п о в е р х н о с т ь 

к а ж д а г о и з ъ т Ь л ъ : к о н у с а , у с е ч е н н а г о 
к о н у с а и ц и л и н д р а р а в н я е т с я п р о и з в е 
д е н ^ в ы с о т ы э т о г о т е л а н а о к р у ж н о с т ь 
к р у г а , р а д 1 у с ъ к о т о р о й е с т ь п е р п е н д и 
к у л я р е , в о з с т а н о в л е н н ы й к ъ п р о и з в о 
д я щ е й т е л а в ъ е я с е р е д и н е д о т о ч к и 
е г о в с т р е ч и с ъ о с ь ю в р а щ е и 1 я . 

Черт. 4. х 

Доказательство. Положимъ для перваго слу
чая, что имьемь конусъ, происходящий отъ вращешя прямоуголь-
наго Д-ка АВС около оси Рф, совмещенной съ катетомъ АС (чер-
тежъ 4); тогда его боковая поверхность 6 есть 

( 6 ) . . . . 8= л. ВС.АВ. 
Проведя изъ средины М производящей АВ перпендикуляръ 

МО до встречи его съ осью мы изъ иодоб1я Д-ковъ АВС и АМО 
получимъ: 
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ВС 
л С 

МО 
Л11 

МО 
I АВ 
2 

, откуда ВС.АВ = 2М0.АС, 

а потому равенство (6) можно написать такъ : 

8= 2л. МО. АС, 

где 2л. МО есть окружность круга ращуса МО. 
Положимъ для второго случая, что имъемь усеченный ко-

нусъ, происшедшш отъ вращенш прямоугольной трапещи АВСВ 
около оси Рф, совмещенной со стороною СВ трапец1и (чер-
тежъ 5); тогда, опусти въ изъ средины М производящей .!/>' на 
Р<3 перпендикуляръ ЕМ, мы для боковой но-
верхности $ усеченнаго конуса будемъ иметь 

8= 2л. МЕ.АП: 
проведя затъмъ АЕ ^ ВС и МО | АВ, 
подобия Д-овъ АВЕ и МОЕ получимъ 

мы изъ 

.1 /.' 

А Е 
МО 

,,,, или 
.1 /.' 
С I) 

МО 

мж 

Черт, 5. 

Черт. 6. 

.1//- ' 

откуда МЕ . АВ = МО . СВ, а потому 

8= 2л. МО . СВ. 

Наконецъ, боковая поверхность # цилиндра, 
происшедшаго отъ вращешя прямоугольника 
АВСВ около стороны СВ (чертежъ 6), есть 

8 = 2л . ВС . АВ = 2л . МО . СВ, 
где МО перпендикуляръ къ производящей АВ въ 
ея средине М. 

Предложена II. П р и в р а щ е н д и т р е 
у г о л ь н и к а о к о л о о с и , л е ж а щ е й с ъ 
и и м ъ ВЪ ТОЙ ж е п л о с к о с т и и п р о х о д я 
щ е й ч р е з ъ е г о в е р ш и н у , но не п е р е 
с е к а ю щ е й п р о т и в о л е ж а щ е й с т о р о н ы , 
п р о и с х о д и т ь т е л о , о б ъ е м ъ к о т о р а г о 
р а в е н ъ п о в е р х н о с т и , о п и с ы в а е м о й 
этого с т о р о н о ю т р е у г о л ь н и к а , у м н о 
ж е н н о й н а т р е т ь в ы с о т ы т р е у г о л ь 
н и к а , п р о в е д е н н о й , к ъ т о й ж е с т о 
р о н е и з ъ п р о т и в о л е ж а щ е й в е р ш и н ы. 

Доказательство. Положимъ для перваго случая, что ось вра
щешя МХ проходишь чрезъ вершину С Д-ка АВС и совпадаетъ 
со стороною СА (чертежъ 7). Полагая, что СВ = к есть высота 
треугольника, и опустивъ изъ В на ось МЖ перпендикуляръ ВЕ, 



24 

мы для объема V тела, произведенная вращенюмъ Д-ка АВС 
около оси МХ, получимъ: 

V у- я. ВЕ2 .АЕ+.-—Я. ВЕ2 .ЕС = -±-л. ВЕ2 . АС; 

а какъ площадь Д-ка АВС равна какъ 4 ^ АС. ВЕ, такъ и * 

то ВЕ. АС = АВ.СВ, а потому 
АВ.СВ, 

У = .т 
СВ 

ВЕ. АВ ; = (нов. АВ) Ь 
з ч * — " " 3 . ' 

где знакоположеше нов. АВ означаетъ поверхность, описывае
мую стороною АВ при ея вращении около оси МХ. 

Если ось МХ. проходя чрезъ вершину С, не 
совпадаетъ со стороною СА и не паралелльна осно
вание АВ (чертежъ 8), то, продолживъ ВА до не-

Ш ресечешя съ осью въ Е и приведя СВ \ АВ, мы 

на основашй предыдущая случая будемъ иметь: 

Объемъ, описываемый Д-комъ ЕВО>— (пов. ВЕ). .', . 

ЕАС, = (иов.ЕА).±; 

следовательно объемъ, описываемый Д-омъ 
АВС, = (пов. АВ). 4̂ -. 

Наконецъ, если ось МХ проходить чрезъ вер-

Н и ш ну С паралелльно основашю АВ (чертежъ 9), то 
объемъ, описываемый Д-омъ АВС, равенъ объему 
цилиндра, описываемая прямоугольникомъ АВЕЕ, 
безъ суммы объемовъ двухъ конусовъ, производя-
1щя которыхъ суть СА и СВ; следовательно, если 
С1) = к есть высота даннаго треугольника, то иско

мый объемъ есть: 

У=л.ВЕ2.ЕЕ ~ л.АЕ2. СЕ 1- . ВЕ2 . СЕ; 

а какъ ВЕ= АЕ = СВ = к, то 

Черт.р 

Черт. 9. 

У=я. ВЕ.\ЕЕ-~ СЕ ЕЕ) 

л . НЕ2. ЕЕ = 2л. ВЕ. ЕЕ 2л.ВЕ.ЕЕ.~, 

СЕ) = л.ВЕ2(ЕЕ 
ВР 
~з 

гдЬ 2л . ВЕ. ЕЕ выражаете поверхность, описываемую стороною 
АВ около оси МХ, т. е. 

Г = ( п о в . АВ).~. 

Перейдемъ теперь къ определена поверхности и объема шара. 
Теорема II. Е с л и о к о л о п о л у о к р у ж н о с т и о н и -

т е м ь и в ъ н е е в п и ш е м ъ п о л о в и н ы п р а в и л ь н ы х ъ 
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м н о г о у г о л ь н и к о в ъ о д и н а к о в а г о ч и с л а с т о р о н ъ , то 
о п и с ы в а е м ы й и м и п о в е р х н о с т и п р и и х ъ в р а щ е и I и 
о к о л о д д а м е т р а д а н н о й п о л у о к р у ж н о с т и с т р е м я т с я 
к ъ о б щ е м у п р е д е л у , к о г д а ч и с л о и х ъ с т о р о н ъ н е 
о г р а н и ч е н н о у в е л и ч и в а е т с я . 

Доазательство. Пусть будетъ АВС... ОН половина нравиль
наго многоугольника, описанная около полуокружности ращуса 
ОЬ = г (чертежъ 10). При вращеши объихъ этихъ фигуръ около 
диаметра АН, полуокружность опишетъ по
верхность шара, а многоугольникъ ~ по
верхность, состоящую изъ боковыхъ^поверх-
ностей двухъ конусовъ (производящая АР> 
II ОН), боковыхъ поверхностей четнаго 
числа усеченныхъ конусовъ (каковы, на-
примеръ, описываемый сторонами ВС и СВ) 
и, въ частно мъ случае, изъ боковой по
верхности цилиндра, если, какъ на нашем ь 
чертея^е, сторона ОЕ паралелльна оси АН. 
Если поэтому изъ вершинъ многоугольника 
опусти мъ на ось перпендикуляры ВР, СВ, 
ВВ . . ., то на основашй вышеприведенная 
предложешя I для поверхности #, описы
ваемой миогоугольникомъ АВС... ОН, бу-
демъ иметь: 

(7) . . . . # = 2лг. АР-\-2яг . /,(>^г2лг. С}В-\-.. .4> 2лг. УН=2лг.АН. 

Совершенно такимъ же образомъ мы получимъ поверхность 
-6", производимую вращешемъ вписаннаго въ полукругъ много-
угольника: стоить только ращусь г даннаго полукруга, онъ же и 
апоеема описанная многоугольника, заменить аповемою а впи
саннаго, а отрезокъ АН оси — дтаметромъ МХ, тогда 

(8) 5' = 2ла . МХ. 

Изъ равенствъ (7) и (8) получимъ: 
6 — 8' = 2л(г . АН— а .МХГ) = 2л(г . АН — а . МХ + г . МХ^г 

- г . МХ) = 2лг(АН — МХ) + 2л . МХ(г ~ а). 

При неограниченномъ увеличешн числа сторонъ вращаю
щихся многоугольниковъ каждая изъ разностей АН—МХ и г—а 
стремится къ нулю, множители я*е 2лг и 2л. МХ—величины ко
нечный; следовательно и разность 5—8' стремится къ нулю, от
куда по теореме 10 § 5 заключаем!., что 8 и 8' имъготъ общи"! 
пределъ. Этотъ предЬль принимается за величину поверхно
сти шара. 

Черт. 10. 
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Доказательство. 

Опредьлеше. За величину поверхности шара, происходящая 
отъ вращешя полуокружности около щаметра, принимается пре
делъ, къ которому стремится поверхность, происходящая при 
вращеши половины нравильнаго многоугольника, о п и с а н н а я 
около той же окружности или вписаннаго въ нее, когда число 
его сторонъ неограниченно увеличивается. 

Теорема 12. П о в е р х н о с т ь ш а р а р а в н я е т с я п р о и з 
в е д е н 1 ю о к р у ж н о с т и б о л ь ш о г о к р у г а е г о н а д 1а-
м е т р ъ. 

Около полуокружности раддуса г опишемъ по-
ловину нравильнаго многоугольника АВС... 
а II (чертежъ 10). При его вращеши во-
кругъ щаметра МХ опишется поверхность, 
величина которой по теореме 11 есть 2лг . 
АН; пределъ этой поверхности есть то, что 
мы считаемъ поверхностью шара, описы
в а е м а я данною полуокружностью: следо
вательно поверхность 8 шара есть : 

8 = Пт(2л/>-. АН) — 2лг . ИтАН = 

= 2лг . МХ= 2лг . 2г = \лг2. 
Теорема 13. Е с л и о к о л о п о л у 

к р у г а р а д 1 у с а г о н и ш е м ъ и в ъ 
н е г о в п и ш е м ъ и о л о в и н ы п р а в и л ь -
н ы х ъ м н о г о у г о л ь н и к о в ъ о д и и а ' 
к о в а г о ч и с л а с т о р о н ъ , то о б ъ е м ъ 
ш а р а , о и и с ы в ае м а г о и о л у к р у г о м ъ 

п р и е г о в р а щ е н 1 и во к р у г ъ д1а м е т р а , е с т ь о б щ 1 й 
п р е д е л ъ о б ъ е м о в ъ т-Ьлъ, о п и с ы в а е м ы х ъ о б о и м и м н о 
г о у г о л ь н и к а м и п р и в р а 1Й. е и 1 и и х ъ в о к р у г ъ т о г б ж е 
д 1 а м е т р а . 

Доказательство. Пусть будутъ АВС .. . ОН и А'В'С . . . О'Н' 
(чертежъ 11) половины правильныхъ одноименныхъ многоуголь
никовъ, изъ коихъ первый описанъ около полукруга, а второй въ 
него внисанъ. При вращеши этихъ трехъ фигуръ вокругъ оси 
АН полу кругъ опишешь шарь, а многоугольники опишутъ тела, 
объемы которыхъ обозначимъ соответственно чрезъ IV и 1Р. 
Каждый изъ этихъ объемовъ есть сумма объемовъ шьлъ, пропс-
ходящихъ отъ вращеши треуяльииковъ, на которые многоуголь
ники разбиваются прямыми, соединяющими ихъ вершины съ цент-
ромъ; следовательно, обозначивъ ращусъ даннаго полукруга 
чрезъ г, апоеему вписаннаго многоугольника чрезъ а и применяя 
вышеприведенное предложеше II, будемъ иметь: 

Черт. 11. 
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}Т=(тт.АВ). з + ( п о в . Рс7).4^+...4-(пов.с7Л").-^- = 

= (пов. АВС... ОН).—, 

II' = (пов. А'В') .-|- -4- (пов. В'С).--+... + (пов. О'Н') — = 

= (пов. А'В'С ...О'Н'). з , 

II ПОТОМУ 

IV— IV = (пои.АВС...ОН).-^ — (1юи. А' В'С... О'Н). | =8.^ — *'. " . 

гдЬ принимается нов. АВС . . . (Ш = з, нов. А'В'С ... О'Н = з ' ; 
придана, же къ правой части п о с л е д н я я равенства разность 

з . -^ з . ̂ , равную нулю, получимъ: 

" - 1 1 =^-1Г-5--Х + 5-4Г-8-1Г = ^ - з з («~|Г0-
Такъ какъ каждая изъ разностей г а и з — >•' при неогра-

ниченномъ увеличенп! числа сторонъ многоуголышковъ стре-
мится къ нулю (теоремы 1 и 11), то и разность ТГ— 1Р' стремится 
къ нулю: а такъ какъ объемъ V шара количество постоянное и 
всегда заключается между 1Г и II', то на основашй теоремы 8 
§ 5 объемъ V есть обпцй пределъ объемовъ 1Р и 1Р, т. е. 

Р = П ш 1 Г = И т 1 Р . 
Теорема 14. О б ъ е м ъ ш а р а р а в н я е т с я и о в ер х но с т и 

е г о , у м н о ж е н н о й н а т р е т ь р а д 1 у с а . 
Доказательство. Сохраняя обозначешя, прпнятыя нами въ 

предыдущей теореме, имьемъ: 

объемъ шара Р = ш п 1 Р = П т (пов. АВС... ОН).-7 ; 

а какъ И т (пов. АВС... ОН) есть то, что мы принимаемъ за по
верхность шара, то 

объемъ шара Р = (пов. шара). — = А\лг2. - = - - лг3. 

При р е ш е т и некоторыхъ математическихъ вопросовъ трудно, 
часто и невозможно, непосредственно найти зависимость между 
данными величинами а, Ь, с,... и искомого т; тогда подобный 
вопросъ разрешается косвеннымъ путемъ, если величины а, Ъ, с,... 
п т могутъ быть рассматриваемы, какъ пределы некоторыхъ пе
ременныхъ ж, у, 2, . . . II V, И если зависимость между последними 
известна II выражается пекоторымъ уравнешемъ 

*>=Дж5 у, 6,.. .); 
тогда на основашй вышеизложенная такая же зависимость 
должна существовать между данными а, Ь, с,... и искомого т, т. е. 
должно быть 

т = Ца, Ь, с,...). 
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Такой нртемъ решешя математическаго вопроса называется 
с п о с о б о м ъ и р е д е л о в ъ . 

Примьръ. Требуется определить объемъ т усеченная ко
нуса по площадямъ а и Ь его основашй и по высоте к. 

Рьшеше. Зная, что объемъ т усеченнаго конуса и площади 
а п Ъ его основашй суть пределы объема с и площадей л п у 
основашй правильной усеченной пирамиды, вписанной въ данный 
усеченный конусъ, и что 

у= .' (х -{- у-\- Уху), 

будемъ иметь: 

11т^ — Ит у (х -\- у -|- Уху) = - . Нт(ж -|- У + Уху), Т- е-

т = А («4-Ь+ УаЬ) = з (лВ2 4- лг2 + ^22г) = - ^ (Р2 4- г'2 + Рг), 

где Р и г рад!усы основанIII усеченная конуса. 
§ 8. О неопредьленныхъ выражешяхъ. При определенш пре-

деловъ переменныхъ мы иногда наталкиваемся на выражешя, 
кажущ1яся на первый взгляда, лишенными математическаго 
смысла: таковы, напримеръ, выражешя, принимающая въ пределе 

одинъ изъ видовъ - .- ,—, со — со, со . 0 и друг1я. Так1е резуль
таты называются н е о п р е д е л е н н о с т я м и ; ихъ истинный зна
чешя вообще раскрываются после предварительныхъ, более или 
менее удачныхъ. иреобразовашй и надлежащихъ сокращешй и 
последующая перехода къ пределамъ. Приведемъ примеры. 

п 4- , ,. / .^—4 \ О а*—4 (х 4- 2) (х — 2) х 4- 2 

Примьръ I. Пт ;] 1 ~6 }.?=•> 

следовательно (Нт 

Примьръ 2. И т / ^ ~ 

0 

ж2— 

Зж-

0 . 
п ' 

ч. 
но 

З.г 

= 2 

1§л •• 

—6 

11т х-\-2 

3 

8111.V 

= — , а 

3(.<-

ж = 2 

-2) 

4 

3 ' 

потому 

Пт |81Па?\ = Пт(созж) = — 1. 
у 1%х [яхт х=п 

Примьръ 3. Пт 11ц115?| п = --; но 1 — з1пж = 1 — соз/ п __ х\ 

= 2 8 ш 2 (т — т ) ' 

V 1 8111., 1 . I 71 X 

следовательно ——^- = — в т I — ^ 
(5 - 1 ) 
л^ __ х^ 

"4 2 
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Ч-4гЧ"п,(4)) а какъ 11т «1п | 

(см. примеръ въ теореме 9 § 5), то 

71 — 2х \х-
!*=$?! я = | . 0 . 1 = 0 . 

Примьръ 4. П т ^ - 2 : ; л + ; | = ^ — с о : с о ; 

1 1-Х . г ! 4-1 ./•- — х ' 4 1 ^ 
н о следовательно 

,. / 1 1 — л \ ,. (х2-х4-1\ 3 

Примьръ 5. Нт [ЗЧ-У"24-5ан = °° ; во данное выраженю МО-

жетъ быть преобразовано въ выражение 3 4-1/ — -4- —» ч т о П Р И 

х = со даетъ 

Примьръ 6. Нт ( — ^ з 1 ) с о . 

2 
2зесж 4 1 сова? > 2 4 - созл у 

но —г —Ц- — -1 = - 1 — — ~ ; следовательно 
1%х — 3 вша; ~ 8шж — Зсозж 

С08Ж 
,. /28есд; 4 - Л т / 2 4-С08ж \ 

П т - ^ - | п = п т ( . о 1 71=2. 

Примьръ 7. Н т 1 - - ^ — ж 2 _ \ х _ 8 1 =оо—оо; но приведя дан

ныя дроби къ общему наименьшему знаменателю и сокративъ 

получаемую дробь на ж—4, получимъ: 
1 6 ж—4 1 , 1 

т = т тт-7—г^ = т 44 I I ГА = — г ^ , ЧТО при ж = 4 даетъ -%-. 
а?—4 (ж—4) (ж-{-2) (ж—4) (х-{-2) ж + 2 ' г 6 

Примьръ 8. Пт[^(лг — ж). со1^2л]х=п = 0 . со ; 

но 1%{я — ж) = — Ь%х, сог#2ж = - 2 - = -4^Ц х; следовательно 

Ит[1^(лг — ж). с о ^ 2 ж ] х = 7 1 = Нт ( — ̂  . * " . 5 1 ^ = 21^а? 

- 1 ^ & ) = _ | 
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III. Несоизмеримый числа. 

§ 9. Несоизмеримый числа, разсматриваемыя какъ предьлы. 
Величина, которая можетъ быть выражена определенного сово
купностью равныхъ и однородных'!, съ него единишь пли равныхъ 
долей единицы, называется в е л и ч и н о ю с о и з м е р и м о ю с ъ 
е д и н и ц е ю или просто с о и з м е р и м о ю . 

Такъ число 3 соизмеримо съ единицею, ибо оно выражаетъ 
5 

совокупность трехъ отвлеченныхъ единица,; дробь _ соизмерима 
съ числомъ 1, ибо она выражаетъ совокупность пяти такихъ рав
ныхъ долей, каких ь единица содержитъ семь, такъ что одна такая 
доля можетъ служить единицею меры данной дроби. Вообще, 
две однородный величины, имт,ющ!я общую меру, т. е. величины, 
для которых'!, можно выбрать некоторую единицу меры, заклю
чающуюся въ каждой изъ нихъ по ц е л о м у числу разъ, назы
ваются с о и з м е р и м ы м и м е ж д у с о б о ю . 

Величина, которая не можетъ быть выражена определенного 
совокупностью равныхъ и однородныхъ съ нею единицъ или рав
ных!, долей единицы, называется в е л и ч и н о ю н е с о и з м Ъ -
р и м ою с ъ е д и и и ц е 10 или просто н е с о и з м е р и м о го. Такъ, 
напримеръ, квадратный корень изъ неполнаго квадрата, есть 
число несоизмеримое, потому что такой корень, какъ известно 
изъ предшествующая курса алгебры, не можетъ быть выражень 
точнымъ образомъ ни цЬлымъ числомъ, пи обыкновенного дробью, 
ни даже периодического десятичною, т. е. никакого определенного 
совокупностью равныхъ долей единицы. Вообще, две однородный 
величины называются н е с о и з м е р и м ы м и м е ж д у с о б о ю , 
если оне не имеютъ общей меры, которая заключалась бы въ 
каждой изъ нихъ по ц е л о м у числу разъ, какого бы малого мы 
ни выбрали эту единицу мЬры: таковы, напримеръ, д1агопалъ 
квадрата и его сторона, какъ это известно изъ геометрии. 

Для получешя отношения двухъ соизмеримыхъ величинъ 
надо только каждую изъ нихъ измерить выбранного общего и одно
родного съ ними единицею, т. е. определить число содержанья 
этой единицы меры въ каждой изъ нихъ, и получаемый числа 
разделить одно на другое. Напримеръ, если однородный вели
чины А и В имеютъ общую меру к, содержающуюся въ А целое 
число т разъ, а въ В целое число п разъ, то 

, „ 7 . А 1ап т 

А = кт, В = кп, откуда отношеше -=- = — = . 
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Найденное отношеше - - есть число точное, соизмеримое съ 

единицей, ибо оно составлено и з ъ - доли единицы, взятой ела-

гаемымъ т разъ. 
Если же две однородный величины А и В несоизмеримы 

между собою, то ихъ отношеше не можетъ быть найдено точнымъ 
образом ь, потому что мы ихъ не можем ь измерить никакого об
щею единицею меры: следовательно ихъ отношеше*!, также не
соизмеримое число: но всегда возможно найти п р и б л и ж е н 
н о е ихъ отношеше, иритомъ съ желаемого степенью точности, 
т. е. можно найти такое соизмеримое число, которое отличалось 

. . А 

оы отъ несоизмеримая отношешя , на произвольно малое число. 
Действительно, разделимъ В (т. е. последующей члена, иско

м а я отношешя) на я равныхъ частей и пусть будетъ к одна изъ 
нихъ: тогда В = кп, а вследстше несоизмеримости А и В, вели
чина к будетъ содерягаться въ А некоторое целое число т раза,, 
но съ остаткомъ меныиимъ. чЬмъ к, поэтому 

А ;> тк, но А < (т -4 1)к, т. е. тк << л << (т -{- 1)к ; 
а раздьливъ все члены этого неравенства па В, что равно пк. 
получпмъ: 

тк ~ А ^ (т-\-1)к т , А . ж 4 1 
- , < Т. < 1 ИЛИ— < - < ~ . 

пк В пк п В и 

Этотъ результатъ иоказываетъ, что несоизмеримое отношен!е 
А . »» т 4- 1 

•д- заключается между двумя соизмеримыми числами и — - , 
1 

численная разность которыхъ равна—, а потому каждая изъ раз-
.. А т т -\- 1 Л 1 

ностей ^ - и ,. меньше, чЪмъ —, т.е. каждое изъ со-
В п >1 /> /' 

, т « 4 1 л 
измерныхъ чиселъ — и — отличается отъ несоизмерима го 

А 1 

числа чт меньше, чемъ на —, и потому каждое изъ нихъ есть 
. А 1 

п р и о ли ж е и н о е значеше отношешя ,. съ точностью до —; но 

такъ какъ число п можетъ быть выбрано произвольно болыпимъ, 

а следовательно дробь — - - произвольно малого, то и заключаема., 
что можно найти приближенное отношеше несоизмерпмыхь ве
личинъ А и В съ желаемого степенью точности. 

Изложенное иоказываетъ, что для несоизмеримая числа ~в 

всегда возможно найти так1я два соизмъримыхь числа, между 
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которыми оно бы заключалось и разность которыхъ можетъ быть 
выбрана произвольно малого. 

При неограниченномъ увеличешн п (причемъ, очевидно, и 

т неограниченно увеличивается, какъ это видно изъ самаго спо

соба получешя т и п) соизмеримый числа - и — можно 
п 

ш 
разсматривать, какъ переменный, причем а, - приближается къ 

в , увеличиваясь, а т "*" приближается к а, , , уменьшаясь, ибо 

" всегда меньше, ч'Ьмъ ^г, а '" - всегда больше, ч емъ * и -^ — 
и В' и ^ В В 

т 4 - 1 и» 

число постоянное; а такъ какъ разность между - - и —, т. е. 

, можно сделать безконечно — малого и постоянное число -в 

всегда заключается между ними, то на основашй теоремы 8 § 5 

несоизмеримое число „ надо считать общимъ пределомъ пере-

, т т -4- 1 1 • »» 1 • ж 4- 1 Д * 

мЬнныхъ чиселъ — и — ! — , т. е. П т — = Пт = -^ при оез-
п п п п В г 

конечно-болыномъ п. 
Такими несоизмеримыми числами суть также все иррацю-

нальные корни, напримеръ, УХ, если ^ не есть точная ^-ая сте
пень какого-либо соизмеримая числа. Действительно, допустима,, что Ух есть число соизмеримое, а следовательно точное, напри-

к 

меръ, ч т о ] / ^ = — , где^р и # числа целый; тогда должно бы было 

быть -№= у) , т. е. N было бы точная к-ая степень с о и з м е р и м а я 
к 

числа р, что противоречило бы услоьаю; следовательно УIV 

при сделанномъ услов1и число несоизмеримое. 
Но и въ этомъ случае всегда можно найти т а т я два соиз

мерен мыхъ числа, между которыми заключалось бы пррацюналь-
к 

ное, а следовательно несоизмеримое число УХ, и разность ко-
корыхъ можетъ быть выбрана произвольно малого. Въ самомъ 

деле, положимъ, что желаемъ найти УХ съ точностью до - , где 
НЕ 

п целое число; тогда, полагая, что УпкХ, вычисленный съ точ
ностью до 1 и съ недостаткома,, равенъ т, получимъ: 

к 

т<\ и * # < тАг 1, откуда - < г—— <- —^— 
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или, подведя знаменатель п подъ знакъ радикала: 

~<Ух<п^+±. 
п ^ ' п 

Этотъ результатъ иоказываетъ, что ирращональное число 
/ V т т 4- 1 

]/4\Г заключается между соизмеримыми числами - и —^—, чис

ленная разность которыхъ есть —, а потому каждая изъ разно
стей УХ — - и *—^ УЖ меньше, чъмъ - , т. е. каждое изъ со-

п п п 

измеримыхъ чиселъ — и т ' отличается отъ УХ меньше, чемь г п п 
1 

на—, и потому каждое изъ нихъ есть п р и о л и ж е н н о е значе

ше иррацюнальнаго числа УХ съ точностью до —; но такъ какъ 

п можно выбрать произвольно болыпимь, значить дробь про

извольно малого, то и заключаемъ, что можно найти приближен

ное значеше иррацюнальнаго корня Ух съ желаемою степенью 

точности. 
Здесь опять вид пмъ, что для несоизмеримая числа У~Х 

всегда можно найти татя два соизмеримыхъ числа, между ко
торыми оно бы заключалось и разность которыхъ можетъ быть 
выбрана произвольно малого. 

При неограниченномъ увеличешн п (нрпчемь и т неогра-
. У т т 4- 1 

ничейно увеличивается) соизмеримый числа — и —-— можно 

разсматривать какъ переменный, причемъ — приближается къ 

У~К, увеличиваясь, а т • приближается къ УХ, уменьшаясь, 
ибо у~х число постоянное и — всегда меньше, чемь У~1?, но -~^ 
всегда больше, чемь У X; а какъ разность между 

можно сделать произвольно малого, то по теореме 8 § 5 радикалъ 

У N надо считать общимъ пределомъ переменныхъ — и т 3" » 

т. е. 11т — = Н т т ' = УХ при безконечно болыпомъ п. 
п п * 

Такимъ образомъ убеждаемся, что в с я к о е н е с о и з м е 
р и м о е ч и с л о н а д о с ч и т а т ь п р е д е л о м ъ , къ которому 

з 

п 
т 

И — 
п п 
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с т р е м и т с я б е з к о н е ч н ы й р я д ъ п о с л е д о в а т е л ь н о 
в о з р а с т а ю т , и х ъ и л и п о с л е д о в а т е л ь н о у б ы в а ю 
щ и х ъ с о и з м е р п м ы х ъ ч и с е л ъ , п р е д с т а в л я ю щ и х ъ 
с о б о ю е г о п о с л е д о в а т е л ь н ы й п р и б л и ж е н н ы й з н а -
ч е н 1 я , в ы ч и с л е н н ы й с ъ в о з р а с т а ю щ е г о с т е п е н ь ю 
т о ч н о с т и . 

Напримеръ, вычисляя ]/"2 последовательно съ точностью до 

нЗ» 100' Шб ' ' *' получимъ два ряда чиселъ: 

(1) . . . . 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; 1,414213 II т. д. 
(2) . . . . 1,5 ; 1,42; 1,415; 1,4143; 1,41422; 1,414214 и т. д., 

изъ коихъ первый представляетъ последовательный приближен-
ныя значешя корня у2 съ н е д о с т а т к о м ъ , а второй — после
довательный приближешя того же радикала съ и з б ы т к о м ъ , 
такъ что значеше т/"2 заключается между двумя соответствен
ными числами этихъ рядовъ; разность между такими двумя чис
лами последовательно уменьшается и можетъ быть сделана про
извольно малого, ибо разность эта имеетъ видъ ^ , где п можетъ 
быть выбрано произвольно болыпимь; следовательно у% по 
теореме 8 § 5 есть обпдай пределъ соизмъримыхъ чиселъ каж-
даго изъ рядовъ (I) и (2). 

§ 10. Смыслъ степени о» при несоизмьримомъ показатель л. 
Изложенное въ предыдущемъ § даетъ намъ возможность устано
вить, что сльдуетъ понимать подъ степенью о* при несоизмери-
момъ показателе ж. 

Положимъ, что числа ряда 

(р). . . . /Д-2, /^.2, /^з, • • • ^п, №п-\-\, • • • 

представляютъ последовательный соизмеримый приближен1я не-
сонзмеримаго числа ж, вычисленный съ возрастающего степенью 
точности либо все съ недостаткомъ, либо все съ избыткомъ ; тогда 
х по § 9 надо считать пределомъ чиселъ ряда (р) и потому по 
теореме 14 § 5 

Пта<"» = ах, 
когда п, т. е. померь места количества /ип въ ряду (р), неогра
ниченно увеличивается и следовательно /г„ стремится къ своему 
пределу ж. Это значить, что подъ ах при несоизмьримомъ по
казателе ж следу етъ понимать пределъ, къ которому стремится 
степень даннаго основашя, когда показатель ея принимаетъ по
следовательно приближенный соизмеримый значешя несоизме
р и м а я показателя ж, вычисленный съ возрастающего степенью 
точности либо съ недостаткомъ, либо съ избыткомъ. 
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§ II. Дьйств1я надъ несоизмеримыми числами. Представлеше 
о несоизмеримомъ числе, какъ о пределе ряда соизмеримте 
чиселъ, неограниченно къ нему приближающихся, даетъ намъ 
возможность 1) установить, что следу етъ разуметь подъ равен-
ствомъ двухъ несоизмьримыхъ чиселъ, и 2) показать, что все 
правила действШ, выведенный нами для рацюнальныхъ, а сле
довательно соизмернмыхь чиселъ, вполне применимы н къ чис-
ламъ несоизмеримыми 

Въ самомъ деле, мы знаемъ по теореме 10 § 6, что если две 
переменный величины при всьхъ своихъ пзмьнетяхь равны 
между собою, то и ихъ пределы равны; следовательно два н е -
с о и 3 м е р и м ы X ъ ч и с л а н а д о с ч и т а т ь р а в н ы м и , е с л и 
в с я к 1 я д в а п р и б л и ж е н н ы х ъ и х ъ з п а ч е н1я, в ы ч и с -
л е н н ы я съ п р о и з в о л ь н о г о , но о д и н а к о в о ю с т е п е н ь ю 
т о ч н о с т и , р а в н ы м е ж д у собою. 

Положимъ теперь, что надъ несоизмеримыми числами а, Ъ, 
с, (I, . . . надо совершить некоторый рядь дейсттй, указанныха, 
функщею /"(а, Ъ, с, а, . . .), и что а, /?, у, д, . . . суть соответственно 
ихъ приближенный значешя, вычисленный съ произвольного сте
пенью точности и разсматриваемыя по § 9, какъ переменный ве
личины, имеюиця своими пределами а, Ъ, с, й, . . .; тогда по § 6 

(т). . . . ИтДа, & у, д, . . .) = ((а, Ъ, с, а, . . .), 

т. е. п о д ъ р е з у л ь т а т о м ъ д е й с т в 1 й н а д ъ н е с о и з м е 
р и м ы м и ч и с л а м и н а д о п о н и м а т ь п р е д е л е , к ъ к о т о 
р о м у с т р е м и т с я р е з у л ь т а т ъ т ь х ь же д е й с т в 1й н а д ъ 
ч и с л а м и с о и з м е р и м ы м и , п р е д с т а в л я ю щ и м и собою 
п р и б л и ж е н н ы й з н а ч е н д я д а н н ы х ъ н е с о и з м е р и м ы х " ! , 
ч и с е л ъ , в ы ч и с л е н н ы й с ъ в о з р а с т а ю щ е г о с т е п е н ь ю 
т о ч н о с т и . 

На основашй этого можно показать, что все правила дей
ствШ и преобразовали, выведенный для рацюнальныхъ, а следо
вательно соизмъримыхъ, чиселъ, могутъ быть распространены и 
на несоизмеримый числа. Мы здесь ограничимся лишь несколь
кими примерами : 

1) Докажемъ, что произведете несоизмеримыхъ чиселъ не 
зависитъ отъ порядка его сомножителей. 

Положимъ, что а и ^ суть приближенный соизмеримый зна-
чешя несоизмъримыхъ чиселъ а и Ь, вычисленный съ произволь
ною степенью точности; тогда для соизмернмыхь чиселъ а и /9 
равенство а,? = {За верно; следовательно на основашй тео
ремы 10 § 5 

з* 
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Ита/3 = Ит/За; 

а какъ, по теореме 6 § 5, 11та/) = Н т а . Нт/3 = аЪ, Нт^а = Ъа, то 
аЬ — Ъа. 

2) Докажемъ, что известное намъ правило делешя много
члена на одночленъ применимо и къ несоизмеримымъ числамь. 
Положимъ, что а, Ъ, с, д,, . . . несоизмеримый числа, приближешя 
которыхъ, вычисленный съ произвольного степенью точности, со
ответственно суть соизмеримый числа а, /3, у, д, . . .; тогда ра
венство 

р-у+*+---= Р 7 | <* | 
а а а 

верно; следовательно на основашй теоремъ 4 и 5 § 5 

а \а а ' а ' у « а ' « ' 

или на основашй равенства (т) 

Ъ—с-\-д-\~ • • • 5 с , (I 
а а а а ~ 

3) Докажемъ, что (а — Ъ)2 = а2 — 2аЬ 4- &2 и въ случае песо-
измьримыхь количествъ а и 5. 

Пусть будутъ а и /? приближенныя соизмеримый значешя 
несопзмерпмыхъ количествъ а и Ъ, вычисленный съ произволь
ною степенью точности ; тогда равенство (а — /?)2 — а2 — 2а/3 4- /З2 

верно; следовательно 

11т (а — <3)2 = Ит(а'2 — 2а̂ 3 4- /З2) = Н т а 2 — Пт2а/3 4- 11т/32, 

т. е. (а — Ь)2 = а2 — 2аЬ 4- б2. 

4) Докажемъ, что а ш : а н = ат~~п и при несопзмерпмыхъ 
т и 7?. Действительно, положимъ, что числа ряда 

^) . . . . [Лх, [12> №$1 - • ' А**» ^ * + 1» • • • 

представляютъ последовательный приближенныя и соизмеримый 
значешя несоизмеримая числа т, а числа ряда 

(г) . . . . Рх, Р2, У3, . . . Рк, Ук + 1, . . . 

последовательныя приближенныя и соизмеримый значен1я песо-
и з м е р и м а я числа п, при чемь оба ряда вычислены съ возра
стающею степенью точности; тогда, по § 9, т надо считать пре
деломъ для /лк, п — пределомъ для гк, когда померь к места 
чиселъ /-1/с и Км въ рядахъ (а) и (г) неограниченно увеличивается. 
При соизмернмыхь же показателяхъ /лк и ук равенство а^к \ агк — 
= а^к—*к верно; следовательно и 

Н т ( а ^ : а ^ ) = И т а ^ - ^ ; 
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а какъ по теоремамъ 7 и 14 § 5 

Шп(<Л: а"к) = 

Пт(а^-Гк) = а И т ( ^ ~ " л ) == аш - ", то а'« : ап = ат ~ п. 

I V . М н и м ы я в ы р а ж с ч п я . 

§ 12. Мнимыя выражешя, какъ средство обобщена. Мы знаемъ, 
что корни четныхъ степеней изъ отрицательныхъ количествъ не
возможны, а потому тате корни называются м н и м ы м и . 

Хотя мнимыя выражешя лишены всехъ признаковъ вели
чинъ, темь не менее ихъ принято называть мнимыми в е л и ч и 
н а м и и для общности у с л о в и л и с ь распространять на нихъ 
все правила дейсттй, который применяются къ вещественнымъ 
количествамъ. 

Съ мнимыми величинами мы впервые сталкиваемся при ре-
шен1и квадратныхъ уравнешй. Мы тамъ видели, что квадратное 
уравнеше при некоторыхъ услов1яхъ имеетъ два возможныхъ 
решен1я, при другихъ одно только, а иногда оно и вовсе не 
имеетъ решети. Когда уравнеше ж2 + рх -\- д = 0 имело одно 
только возможное решете, мы условились говорить, что оно 
имеетъ д в а рентная, но р а в н ы я , на томъ основашй, что оба 
его корня 

_ —Р + Ур2 — 4з т т _ — Р —УР2 — 4? 
Ж[ л ' 11 Л-2 Н , 

различные при р2 >> 4р, стремятся къ равенству между собою при 
приближены р2 къ 4а (или обратно) и становятся равными, когда 
р2 = 4#. 

Тамъ же мы говорили, что квадратное уравнеше вовсе не 
имЬеть решети, когда корни его оказываются выражешямп, ли
шенными всехъ признаковъ величинъ, почему мы татя выраже
шя и называемъ мнимыми. Введете мнимыхъ величинъ въ ма-
тематичесшя выкладки, наравне съ вещественными, позволяеть 
намъ обобщать математичестя вопросы и сказать, напримеръ, что 
квадратное уравнеше в с е г д а и м е е т ъ два корня, которые при 
пзвьстныхь услоьчяхъ могутъ оказаться мнимыми; что не только 
сумма одинаковыхъ н е ч е т н ы х ъ степеней, но и сумма едина-
ковыхъ ч е т н ы х ъ степеней двухъ количествъ можетъ быть раз
ложена на множители, напримеръ х2-\-а2=(х-\-аУ—1) (ж—аУ—1), 
и прочее. 
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Такимъ образомъ видимъ, что введете въ вычнслетя мни-
мыхъ величинъ даетъ намъ средство обобщать алгебраические 
вопросы подобно тому, какъ введете отрицательныхъ величинъ 
служитъ прекраснымъ средствомъ подобныхъ обобщешй. 

КромЬ того, действ1я надъ мнимыми величинами, какъ уви-
димъ, даготь иногда вещественные, т. е. возможные результаты; 
поэтому на мнимыя величины сльдуетъ смотреть какъ на мате-
матичестя зпакоположетя, весьма полезный и въ томъ отноше-
н1н, что выводъ многихъ математическихъ истинъ основанъ 
именно на разсмотреши мнимыхъ величинъ. 

Такъ какъ мнимыя выражешя, представлягощ1я собою корни 
четныхъ степеней изъ отрицательныхъ величинъ, приводятся, какъ 
уви димъ ниже (§ 13), къ мнимымъ выражешямъ, содержащимъ 
квадратные корни изъ отрицательныхъ величинъ, то мы разсмот-
римъ последшя. 

Условившись, какъ уже замечено выше, распространять на 
мнимыя количества все правила действ1й, применяемый къ ве-
щественнымъ величинамъ, мы квадратный корень изъ отрица
тельной величины можемъ преобразовать въ корень квадратный 
изъ — 1, умноженный на вещественное количество, рассматривая 
отрицательное подкоренное количество какъ произведете изъ — 1 
на положительное количество и извлекая затъмъ корень изъ 
каждаго множителя отдельно. Такъ, 

У^Ъ=УЪ7(— 1) =УЬ.У'-^Л; у^Гц=Уз . (— 1)=Уз~.У^А и прочее, 

где УЬ II Уз вещественные множители при мнимомъ знаке 

У—1, который часто обозначается буквою г (первого буквою слова 

1 т а ^ 1 п а 1 т е ) , такъ что, напримеръ, ]/ — 3 = г Уз; У~- - Ъ = г ]/ Ъ 

и прочее. 

Выражен1е У — 1 часто называется м н и м о г о е д и н и ц е ю . 

Обозначая У— 1 чрезъ г, мы подъ г2 должны понимать— 1. 
Действительно, распространяя все дт,йств1я надъ вещественными 
выражениями и на мнимыя, мы согласно съ определешемь извле-
чен1я корней подъ выражевдемъ У—1 д о л ж н ы понимать такое 
количество, квадратъ котораго равенъ подкоренному количеству, 
т. е. — 1, значить мы должны принять, что г'2 = — 1 . 

Если къ мнимой величине вида Ы, где подъ г всегда будемъ 
понимать У—1, а подъ Ъ — количество вещественное, прпда-
димъ вещественное количество а, то получимъ мнимое выражеше 



39 

(1) . . . . а + Ы, 
называемое к о м п л е к с н ы м ъ и представляющее собою обшдй 
видь мнимой величины. Выражеше это можетъ служить и об
щи мъ видомъ в с я к а я количества, какъ вещественнаго, такъ и 
мнимаго, ибо Ъ можетъ иметь любое значеше: если Ь = О то и 
Ь г = 0 * ) , и выражеше (1) приводится тогда къ вещественнной ве
личине а; если 5 ^ 0 , то выражеше это даетъ мнимую величину. 

Два комплексныхъ выражешя, отличающихся между собою 
только знаками при мнимомъ члене называются с о п р я ж е н 
н ы м и . Таковы, напримеръ, 
а -4 Ы и а — Ы ; 3 + 2* и 3 — 2г ; — 3 4- 8г и — 3 — 8г и прочее. 

Если комплексное выражеше а 4- Ы равно нулю, то необхо
димо, чтобы было отдельно а = 0 и Ь = О. Действительно, если 
а 4- Ы = О, то а — — Ы, откуда а2 = (— Ь)2 Л2 = Ъ2. (— 1) = — Ъ2, и 
следовательно а2 -\- Ъ2 =• О, где а2 и о2, какъ квадраты вепнзствен-
ныхъ количествъ, положительный величины: а какъ сумма по-
ложителъныхъ количествъ только тогда можетъ равняться нулю, 
когда каждое слагаемое отдельно равно нулю, то заключаема,, 
что а = О и 6 = 0. 

Два комплексныхъ выражешя а 4- Ы и а' 4- ЬЧ считаются 
равными, если равны какъ вещественные ихъ члены а и а', такъ 
и множители Ь и Ъ' при мнимомъ знаке г. 

Обратно, если два комплексныхъ выражешя равны, то равны 
и ихъ вещественные члены, и коэффищенты при мнимомъ 
знаке г. Действительно, если 

а 4- Ы = а' 4- Ъ'г, то (а — а') -\- (Ъ — Ъ')ъ = О, 

а тогда по только-что доказанному должно быть: 

а — а' = О п Ъ — Ъ' - О, откуда а = а', Ь = Ь'. 

Если имеемъ комплексное выражен 1е а 4- Ы, то п о л о ж и 
т е л ь н о е значеше квадратная корня изъ суммы квадратовъ 
его вещественнаго члена и коэффищента при *, т. е. 4- У а2 + Ь2, 
называется м о д у л е м ъ даннаго комплекснаго выражешя. 

§ 13. Дьйств1я надъ комплексными выражениями въ алгебраи-
ческомъ видь. Обратимся теперь къ действ1ямъ нада, мнимыми 
выражешями вида а -\- Ы, но предварительно разсмотрнмъ значе-
1йя целыхъ степеней отъ г, а для этого заметимъ себе только 
первый 4 степени его: 

*) Т а к * какъ по вышеусловленному ЪУ— 1 и У—Ъ2 тождественный вы-
ражешя и какъ У— Ъ2 равняется нулю только при Ь = 0, то и Ъ У —1 надо 
принять равнымъ нулю при Ъ = 0. 
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? - - » : г2 = ( У — 1 ) 2 = — 1 ; г3 = г2.г = —г; г4 = (г2)2 = (— 1)а = 4- 1 ; 
всякая же другая целая степень отъ г приводится къ одной изъ 
этихъ четырехъ. Въ самомъ деле, если показатель при г более 4, 
то его можно представить подъ видомъ 4п -4 г, где п частное отъ 
деловая даннаго показателя на 4, г — остатокъ отъ этого деле-
н1я н следовательно есть одно пзъ чиселъ 0, 1, 2 или 3, а потому 

откуда видно, что для получешя значешя какой-либо целой сте
пени отъ г достаточно возвысить г въ степень, показатель кото
рой есть остатокъ отъ дълешя даннаго показателя на 4. Такъ, 
напримеръ, 

г-зб7 _ р _ _ I. ри = - 4 1 ; г209 = Р- = ?; г94 = Р = — 1; 

I. Сложеше и вычиташе комплексныхъ выражений. Алгебраи
ческая сумма мнимыхъ величинъ по вышеусловленному выра
жается по темь же правиламъ, какъ алгебраическая сумма ве-
щественныхъ количествъ. Такъ, напримеръ, 

(а 4~ Ъг) + (ах — Ьх€) — (а., — Ъ2г) = а-\-Ы-\- а, — &,* — а2 + Ь2г = 
= (а 4- а, — а.,) 4- (Ь — о, 4- Ь2)г, 

т. е. алгебраическая сумма мнимыхъ величинъ вида а 4- Ъг есть 
выражеше того же вида; въ частно мъ случае, когда коэффищентъ 
при г равенъ нулю, т. е. когда Ъ—о, 4-&2 = 0, наша сумма будетъ 
вепдественного величиною. Такъ, сумма двухъ сопряженныхъ 
мнимыхъ величинъ всегда величина вещественная, напримеръ 

(а -4 Ъг) 4- (а — Ъг) — а-\-Ы -\- а — Ы = 2а. 

Примьчаше. Во избежаше недоразумешй и даже ошибокъ 
при р е ш е т и нижеслъдугощихъ задачъ съ мнимыми выражешями 
квадратные корни изъ отрицательныхъ количествъ следуеть пре
образовать предварительно въ ироизведешя корней съ положи
тельными подкоренными количествами на г на основан1н тождества: 
У—а— У—1.а = г*ула, а затемъ подъ квадратнымъ корнемъ 
изъ положительнаго числа понимать одно только а р п о м е т и -
ч е с к о е его значеше, т. е. п о л о ж и т е л ь н о е число, квадратъ 
которая равенъ подкоренному числу. 

Примеры. 

I) 3 У^21—А ] / — 1 - - ( - 3 У-^1Ъ— ^ ^ 4 8 - 3 ^ 2 7 — 4 » | / ^ | 4-

4- Зг УтЕ — 4- * 1^48 = 9г ]/з" — 2г | / з " + 1Ы Уз — 2г Уз = 20г У К 
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2) (н/-Я-(^-]/-1)-(С-Н/-а-1) = 

3) У— 1— 2ж—ж2 4-1/—14-2ж — ж2 = ]/"— (1 4-ж)2 4-У — (1 — ж)2 = 
= (1 -4 ж)г -[- (1 — ж)г = 2/. 

4) — У^ХЪ+У^ЗЬ — ] / ^ 6 0 4 - 3 | / - - | — ю ] / — | - . Отв.—г]/"15^ 

5) 1/ —д а2 — 1/ —а - "" 4- а~ 1/ — 1. Отв. ~ аг. 

6) а&(1 4- Ъ)1 УЪ— (*У~- ^аГЪ—2УЪ4^4:аУ^Ъй—3аЪ2у^Г1). Отв.'гУТ. 

2. Умножение комплексныхъ выражешй. Умпоживъ аА-Ы на 
а'-\-ЪЧ, получимъ: 
(а 4- Ы) (а' 4- Ъ'г) = аа' 4- а'Ы 4- ай'г 4- ЪЪ'12 = аа' -4- а'И 4- аЪЧ — &&' = 

-- (аа' — 6&0 4- (а'Ъ 4- а&'К 
т. е. мнимое выраженю того же вида; въ частномъ случае, когда 
коэффициента, при ?', т. е. а'Ъ 4- аЪ', обращается въ нуль, найден
ное произведете будетъ вещественнымъ количествомъ. Такъ, 
напримеръ, 

(3 4- 2г')(6—4л) = 18 4- 12г — 12г — 8г2 = 18 4- 8 = 26. 
Произведете двухъ сопряженныхъ мнимыхъ величинъ всегда 

количество вещественное, напримеръ, 

(а 4- Ъг) (а — Ъг") = а2 — ЪЧ* = а* 4- Ъ\ ибо г1 = — 1. 

Этотъ результатъ иоказываетъ, что сумма двухъ квадратовъ 
можетъ быть разложена на два мнимыхъ множителя. Такъ, 

4 4-ж' = (2 4- хг) (2—хг); р% 4- д4 = (р 4- ц*г) (р — д^г) и прочее. 

Примеры. 

1) У^а'.У~^Ъ=гУ~а:.г УТ=г2УаЬ = — УаЪ. 

2) (У^пА-пУ-пх-хУ-'^.У-1-^ 

= I г У~п -\-пгУпх — хгу — ] . гI/ — — 

= г2 -4 пг* Ух — хг* I/ — = — 1 — пУ ж 4- У ж. 

3) (За У^а— ах — &УЪ~а — 2хУ— 3) ( 3 ^ —а 4-ж)— 
= (ЗагУ~а—ах—0>Уза—2хгУЩ(шУ~а 4- ж) = 
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= 9а2г'2—ЗахгУ а — 18агУ 3 — 6хг2УЗа 4- Захг У а—ах2 — 6хУЗа-\-

— 2хЧУ~3 — — 9а2 — ах2— (18аУ~3 4- 2х2Уз)г. 

4) (ж 4- гуа—.хг) (х — гУа—х2) = ж2 — г\а — ж2) = ж2 4- (а — ж2) = а. 

5) {аУ—Ъ 4- 2 ^ ^ а 4 - ЩПЩ(а\Г—Ъ — 2У~а — ЗЪУ^с). 

Отв. 4а + 9б*с4-1251/"ас — а2Ъ. 

6) (У=Тъ —У=Ъ Агу.-^2)(У-То А-У^Ъ -У^Щ. 
Отв. — 3 — 2^10. 

7) УУ^О-\-2 . Уу^Ь—2 = У ( 1 / ^ 5 + 2 ) ( К — 5 —2) = 

= У—6~-^А = Зг. 

8) У2 Уъ^ъ Ч- 3 ] / ^ 3 . УчУь$ — 31/=ГзГ Отв. 7 
з з 

9) У— 10 К • =45 — 2]/"—"22 . У— 10 | / ^ б " + 2 У'- 22 Отв. — 8 . 

3. дьлен!е комплексныхъ выражен!й. Чтобы разделить а-\-Ы 
на а' 4- 5'/, напншемъ частное въ виде дроби и умножимъ чис
литель и знаменатель на мнимую величину, сопряженную со 
знаменателемъ, тогда получимъ : 

о 4- Ъг (« 4" Ъг) (а<—^'0 аа'-\-ЪЪ'А-(а'Ъ—аЪ')г аа'А- ЪЪ' , а'Ъ— аЪ' . 

а'+ Ъ*% (а'+Ъ'{) (а'-Ъ'{) ~ «^4-^'2 ~ а ' 2 + ъ ' 2 а'2 + ъ ' 2 ' *' 

т. е. частное есть мнимое выражеше того же вида; оно будетъ 
вещественнымъ, когда коэффищентъ при г обращается въ нуль, 

а это будетъ тогда, когда числитель а'Ъ—аЪ' = 0, откуда — = -, 

т. е. когда вещественные члены данныхъ мнимыхъ выражешй 
пропорцюнальны коэффищентамъ при г; въ этомъ случае частное 

равно одному изъ равныхъ отпотевай — или -р. Действительно, 

полагая — «= -=- = п, получимъ : а = а'п, Ъ = Ъ'п, следовательно 

« 4- Ы а'п-\-Ъ'ш (а' -\-Ъ'г)п _ _ а Ъ 
а'-\- Ъ'г а'-\- Ъ'г а' 4- Ъ'г ~ а' Ъ'' 

Примеры. 

I) У^Ъ,:УТ= *Уа:Уъ = гУа

ь. 
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3) ( в 1 / = а - 4 ] / = 8 + 1 Л в - 9) : - г У - 1 = ° - ^ Щ ^ = 

6» . 4л УЗ УЖ 9 2 | 4-./-3" У 3 • 3 __ 
3*1/~2 3»У*2 3*У"2 31 1/41 У̂ 2 ' 3 К 2 3» »У2 
1 Л т 2 , , - »у~з . З̂ У"2 лП: 2 1ул-- (уъ ъу~г\. 

4) (За У " ^ а — аж — 6 У За — 2ж|/^=ДЗ) : (зУ^а — ж) = 
_ (Заг У а — «ж — 6 У"3~а— 2а» уТ) (— ЪгУ~а — х) _ 

(3;У~а—х) (_3»'У"а —ж) 

_ _ 9 а 2 ^ + Зажг У~а+ 18аг У~Ъ 4- бан21^3»— Зажг У~а 4- аа?2 4- 6 ж У^ 4 2а?2гТ/~~3 _ 
— 9аг- -(- ж2 

_ 9а2 + о*2 4- 18аг|Лз + 2х*%У 3 _ 9а(а 4- 2» }/3) 4" х\а + 2гЛ/3) _ 1ЛБ~ 

9а + *2 — — - 9 а + х2 - - а - т - г ^ З . 

5) Уа-Ь + УЪ-а 0тв у-^1 п р и а > Ь . __у~—[ П р И а < Ь. 
у а—Ъ — У Ъ—а 

6) — 2 У ^ 1 : (1 - У ^ 1 > Отв. 1—У^Т. 

7) 2 У21: (14-г). Отв. ± 2 . 

8) К|Л ^ 6 - К ^ 2 :К1Л=Пв 4 - 7 = ^ Отв. У^~У^. 

9) ( ^ Е ^ + ^ ^ \ . (У^+^У^Х. Отв. 
\а4-ж"У—1 а—хУ—\) ^6— У—6 3 + ]/ —1,5/ 

10) И - У - Г о - ( 7 ^ + 2 ^ 5 ) , 0 т в _ . ^ 
7—»УТ 

4. Возвышеше комплексныхъ выражен!й въ степень. Возвы-
шеше комплексныхъ выражен1й въ квадратъ и кубъ произво
дится по общимъ формуламъ, а возвышеше ихъ въ высш1я сте
пени (при чемь ограничиваемся лишь цълымь и положитель-
нымъ показателемъ степени) можетъ быть произведено по би
ному Ньютона. И здесь, какъ и выше, мы убедимся, что резуль-
татомъ этого дейсття будетъ также комплексное выражеше. 

Действительно, при целомъ и положнтелыюмь показателе 
п имеемъ: 

(а + Ъг)п = а" 4- к^-Чг 4 к2а
п~2ЪЧ2 4- кпа

п-'дЪЧ3 4- к±ап-*ЪЧ* 4-
4- кьа

п-ъЪЧь 4-.. . и- кп.^а2Ъп-2гп-2 4- кп-.хаЪп~Чп-г 4- кпЪНп, 
где к1} к2, к3,... кп бином1альные коэффищенты. 

Такъ какъ по § 13 все четный степени отъ г даготъ ± 1, а 
нечетный приводятся къ + г, то вторая часть предыдущаго разло-
жешя содержитъ частью вещественные члены, частью мнимые, 

2 

7Т/~2~ 

2 
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имеюпце все общимъ множителемъ г, а потому (а-\-Ы)п приводится 
къ комплексному виду Л/4-Л7. Въ частномъ случае, когда X ока
зывается равнымъ нулю, данный биномъ даетъ вещественное ко
личество. 

Примеры. 

1) (У~3 + У^Щ2 = (гУз +гУъ)2 = г*(У~3 АгУ^)~= — 8 — 2 К 15-

2) (ж— 2У— ?/)3 = (ж — 21Уу)* = ж3 — бж'г У~у + 12хуР — 8г'3г/ |/*у = 
= (ж3 — 12x1/) + (8уУу — &х2Уу)г. 

2) (Уу^ + у^^Уу^^у^ху=[(у{{у^+ 1)4-
- Уг(У2 —1))2]2= [*У 2"+ 1) — 2 ̂ ' ( У 24>1) (У'2 —1) 4> «(У 2^-1)^^ 

= (2г У 2— 2 ^ — О 2 = (2 ̂ 2 — 2)4*» = — (8 — вУ 2 4-4) = 8^2—12. 
лл г ,7 л-з_ 1 - ^ _ ( « 3 - 3«Ь?) - (3«2Ь = 1& 8)« 

^ 1«-гО*; — ( а 4-Ьг')3 («3 — ЗаЬ2) + (За2Ь — ЪВ)%~~(«з — ЗаЪ2)2 + (За2Ь — Ь»)2 • 

5) (1 4-К — I)2 4" (— 1 + ^—1)'. Отв. 0. 

6) (2У=~2 — 4 У — I)8- ОТВ. 16гХЮ —7]/2). 
7) (ж —У=2дА Отв. ж(ж' — 6)4- (2 — Зж') \Г^2щ 

8) У1лу^1^^у_-^_у~у 0твУуж24-5ж4-6)У"ж—(хж34-2^г>^2. 

9) (1 4- ^ ^ 1 > 4 - (— 1 4- У^-У*. Отв. — 8. 

Ю) (УЩ^-УЦ!)6. ОТВ. (1зУЮ-31)1. 

11) Вычислить ж2—2ж4-2 при ж = 1 44. Отв. 0. 

Составить квадратный уравпешя по следугощпмъ корнямъ: 

12) 3 — 4/ п 3 4- -1 Отв. ж2— 6ж + ~ = 0. 

юч — 1-4 4г>/^~5 — 1 — - Н У 5 ~ _ - , л . __ 

13) -4Г—I— и - — д — — . ОТВ. 9ж2 4" 2ж + 2/ = 0. 

14) 2 V I 4- # 2 УЪ — 12 и 2 У з — гК 2 VI—12. 
Отв. ж2—4ж У з 4- 2 У""5 = 0. 

« (-Ь+УЛГ) _ ^ 3 , Отв. ж' 4- * * + Г ^ = О. 
' ъ4-с Ь4-с • л4-с ' о 4- с 

16) ^ 2 ^ Ь = И , - 2 ^ ^ = . Отв. х'-^У^А--^- = 0. 
у _ аЬ 4-1^^« "К— & — "У— а / > — N а — & 

5. Преобразоваше радикала вида Уа±Ы. Для требуемаго 
преобразован1я возьмемъ следующая очевидный тождества: 

(Уа~+Ь1+ Уа~—Ы)2 = а + ЫЛг2 Уа2АГЪ
2Ага — Ы = 2( У а2 + 624- а), 



45 

(Уа~+Ы— У а — Ы)2= а +Ы—2 У а2 + 524- а—Ъг = —2( Уа^+Ъ* — а), 
откуда 

Уа+ЪгА- Уа—Ы = + У2( Уа^+Ж+а), 

Уа^УЪг— У~а—Ъг=±гУ2( Уа^Г^—а); 
сложивъ же и вычтя эти равенства почленно, получимъ: 

( 1 ) . . . . 

(2).... г^ы=+(ул^р±2_ {уУ*&Ц, 
где изъ четырехъ возможныхъ комбинащй двойныхъ знаковъ 
+ правыхъ частей слагаемыхъ или вычитаемыхъ равенствъ при
годны лишь выбранный нами комбинащй, потому что только при 
такомъ ихъ выборе квадратъ правой части каждаго изъ ра
венствъ (1) и (2) равенъ подкоренному количеству левой. 

Такимъ образомъ видима,, что и квадратный корень изъ мни-
маго выражешя а 4- Ъг есть мнимое выражеше того же вида. 

Примьчаше I. Результаты (1) и (2), какъ содержание слож
ные корни, Оказываются вообще более сложными, чъмъ данныя 
выражешя; но если количества а и Ъ таковы, что сумма а2 -\- Ъ2 

представляетъ собою полный квадратъ некоторая другого коли
чества, то результаты эти окажутся уже полезными унрощешями 
данныхъ радикаловъ. 

Примьчаше 2. Изъ разсмотренныхь нами действий надъ 
комплексными выражениями вытекаетъ, что при замене всехъ 
этихъ выражений сопряженными съ ними мы получимъ резуль
таты, отличаюшдеся отъ прежнихъ лишь знакомь предъ мнпмымь 
множителемъ г; это впрочемъ следуеть и изъ того, что замена 
комплексная выражешя сопряженнымъ съ нимъ равносильна 
замене въ первомъ 4 ? на — г и обратно. 

Примеры. 
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5) / 7 4- У— 15— У7— Ч^Аб. Отв. П 2. 

6) /150 —120гТ/"0,31. Отв. 1^186—^6^ 

7) Уза-аУ=Т. Отв. ^ - г Т ^ 

8) У2ж — 1 4" 2ж(ж — 1)г. Отв. л А-(л— 1)/. 

9) У^--п--2гУ^. Отв. *У*-**У*% 

г п X хп 

§ 14. Корень четной степени изъ — 1 . Помощью формулъ (1) II (2) 
предыдущаго § можно определить корень всякой четной степени 

4 _ _ _ _ 

изъ — 1 . Такъ, напримеръ, У—1 = -\У 4; У- - 1 = + У 44. Для 
получешя же значенШ корня У А: г положимъ въ формулахь 
(1.) и (2) предыдущаго § а = 0, Ъ=1, тогда получимъ' 

У+Г{ = 4- (У± + У \ ) . У1-* = ± (1^-2- - - {У\) ; сл-Ьдова-
4 

тельно У— 1 имеетъ 4 значешя, заключающаяся въ выражеши 

+ (1/-9- + *1/-о-), въ которомъ знаки 4" и — можно комбини

ровать какъ угодно. 
» -•/"* 

Такъ же У—1 = + V У—1; а какъ по предыдущему при

меру У = Т = + (УАТ ± (г~т) = ± (1±*) V 4 " , то У—1 = 
г = 4 _ 

= ±У±(1±г)У~ =±У^г- У±Щ$, 
8 _ 

т. е. У—1 имеетъ 8 значешй, именно (по § 13, п. 5, форм. 1 и 2): 

У=1=±У±. УТ+г = ±У±{уЩ±+1У^Щ, 

Ы-±У$.. У1=1=±уЦУЩ^УЩ, 
У-1=±УА-. Г=Т+г=±уУ-{уЦ-± + 1УЩ, 

Г=*-±У$: Г=Т=*=±УТ(УЩ1-*У*Щ-
§ 15. Преобразоваше произвольнаго мнимаго выражен!» въ 

комплексное. Теперь легко доказать, что всякое мнимое выра
жеше можетъ быть преобразовано къ комплексное вида а 4~ Ы. 
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Действительно, всякгй корень четной степени изъ отрицатель-

2 к 

наго количества — т имеетъ обша'й видь У — т, где к неко
торое нечетное число (въ частномъ случае Ъ = 1); а какъ 

й й 

т и при показателе к нечетномъ У—т==—Ут, то 

е 
2*4 ЛГ й~~ 2"_ т/"*__" 2 1 _ 2 " _ 2 ' 

У— т = У —У~т~= У -1. К Уга == Ут. > — 1 рУ — 1, 
где ^ вещественное количество, равное ариеметическому значешго 

2 " и 2 Н 

корня У ж , а радикалъ У—1 по предыдущему § даетъ мнимое 

выражеше вида а-\-Ы; следовательно и выражеше У—т приво
дится къ мнимому выраженаго того же вида. 

Такимъ образомъ видима,, что все д е й с т т я надъ комплекс
ными выражешями даготъ въ результате мнимыя же выражешя 
того же вида. Правда въ 5 пункте § 13 мы разсматривали 
только квадратный корень изъ выражешя а + Ы; но помонцго 
бинома Ньютона доказывается, что и корень всякой другой сте
пени изъ а + Ы даетъ комлексное выражеше. 

§ 16. Комплексное выражеше въ тригонометрическомъ видь. 
Иногда бываетъ полезны мъ преобразовавде мн имаго выражешя 
вида аА\-Ы въ другое мнимое же выражеше вида г(со8др4-гвшдр), 
г д е вещественный и положительный множитель г и уголь <р, 
называемый а р г у м е н т о м ъ даннаго м н и м а я выражешя, опре
деляются изъ тождества 

а 4~ Ы = г(со8др 4~ гзгпдр). 

По вышеизложенному (§ 12) это равенство требу етъ равенствъ 

(1) . . . . а = гсозо), Ъ = г81пд), откуда 

а2 = г2со82а\ Ъ* = г?8т*ср, стЬдовательно 

а* -|- о2 = г*(со&*ф -\- 8т2а>) = га, значить г = У а2 Аг- Ъ2; 

г называется модулемъ даннаго м н и м а я выражешя. 
Вазделнвь равенства (1) почленно, получимъ: 

откуда определится а р г у м е н т ъ (р. 

Такъ, напримеръ, 1 -4 * 1 3 = 2(соз 60° -[- г з т 60°), ибо 

г = У 2 4- (У*? = 2 ; 1̂ д> = Уз7 следовательно ср = 60°. 

Таке же г = со8 90°4-«8т90°, ибо со8 90° = 0, в т 9 0 ° = 1 . 
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Отъ перемены знака всего мнимаго выражешя модуль не 
изменяется, а аргументъ увеличивается на л, т. е. на 180°. Дей
ствительно, если 

ж = г(со8<;р -4 гвтср), то (— ж) = г(— С08О) — гвтср); а какъ 
— совср = сов(л-\-ср); —втер = вт(л А}-ср), то 

— х = г[со8(л; 4~ ср) -(- гвт(л -\- ср)], 
откуда видно, что модули обоихъ выражевдй ж и — ж одинаковы, 
а аргументъ выражен1я — ж на л; больше аргумента выражен1я ж. 

При перемене знака аргумента мнимаго выражешя модуль 
его не изменяется, а только знакъ предь г меняется на обратный, 
ибо, если въ выражешп г(совср -\- гвтср) аргументъ ср заме
нима, аргументомъ —(р, то получимъ г[сое(—ср)-\-гвт(—ср)] = 
— Г (С08 Ср — г 8111 ср), ПОТОМУ ЧТО С08 (— ср) = С08 ср, 81П (— ср) = — з1п Ср. 

Если два мнимыхъ выражешя равны, то ихъ модули равны, 
а аргументы ихъ или равны, пли же разнятся между собою на 
целое число окружностей, т. е. на 2кл, где к произвольное це
лое число, 2лг — круговая мера окружности или угла въ 360°. 

Действительно, если г(со8(р-\-гвтср) = д(со8бАг-гвтО), то по 
§ 1 1 должно быть 

гсовср = осозв; гвтср = @8гд0, откуда 
г-со82ср = о2со8'20; г2ят-(р = р а 8 т а 6 ; 

сложивъ эти два равенства почленно, получимъ: 

г* — о 2 ; откуда г = о ; 
но тогда должно быть одновременно совср = сое0 и 81п«) = 81п6, 
а • эти уравиеи1я удовлетворяются при ср = 2кл 4~ в*), где к про
извольное целое число, не исключая к = 0. 

§ 17. Дьйств1Я надъ комплексными выражешями вида 

г(соз<р 4" /8!П^). 
Мнимыя выражешя имеютъ некоторый свойства, который 

удобно нзследовать, если мнимыя выражешя представляются подъ 
видомъ г(совср-\-гвтср); поэтому разсмотримъ все действ1я надъ 
выражен1ямн этого вида. 

I. Сложеше. Сложивъ несколько такихъ выражешй, по
лучимъ : 
г (совср 4~ гвтср) 4- гх (совср г ~\- гвтср А АГ г2(совср2 -\- гвтср2) 4 - . . . = 
= (гсовср 4~ г1соз(р1 Аг г2совср2 -4...) 4- г{гвтср 4- г1втср14" г2втср2 4-...), 
где вторая часть имеетъ видь М-АА Хг, а следовательно можетъ 
быть преобразована въ выражеше вида ^(со804 - г 8 Ш ®)> такъ что 

*) См. учебникъ прямолинейной тригонометрш Я. Блюмберга, 3-ье изд. 
1901 г. Введете 7 и 8, и § 6. 
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(1).... г (совср 4- «81и^)-4>,(с08</?, -^-гвтср^А- г.2(со80ч, 4~ гета^) 4~ • • • = 
= Д(со804-?81п0), 

где модуль 

В = У (гсо8а>4-г,сова*, -4 г2со8а\24- ...)2-4(г8тдр4-?'| втср1 -\-г2втср2 - ...)2. 
Совершивъ указанный подъ знакомъ корня дт,йств1я и зная, 

что вообще со82др4-81п29Р=1; созо). со8^,4-^1п^ . 81п^,-=со8(о'—срг), 
мы найдемъ: 

(2) В=уг

2Аг г\2+ г2

2-\-... 4- 2гг,С08(<р — ср]) 4- 2гг.2сов(ср — ср2) 4- . 

. . 4- 2Г, /'2008(05, — др2) + . . . 

Аргументъ 6 выражешя (1) определяется изъ уравпешя 

в __ г8то> 4- У| «ту, 4- г2втср2 + ... 
гсовср 4- ̂  00805, 4г г.2С08а>2 -+-...• 

Примьръ. УЗ(С0860° 4- «81П600) 4- ̂ ^2(СО830" 4- «8Ш300) = 
= В(совв А- гвтв), 

где по формуламъ (2) и (3) 

В =Уз + 2 А- 2 Уб. С08300 = у 5 4 21 V,. ' 2

3 = К 5 + ЗУ2Т 

^ _ 1 "зТ81п60°4- У2.81п30° __ У ^ + У*.\ _ 34-У2 

1^з7со8б0«-ь^2.со830" ~~ уз:—4-УТ.' - У^А-У в"" 

= 1,0556429, следовательно 0 = 46°33/2//. 

2. Вычиташе. Поступая, какъ выше, найдемъ, напримеръ, что 

г(создр4"*8Й1(р) — г,(со8</, 4" озшд?,) = .Й(со80 4- *81Пв), 

где В = У г2 4 г,2 — 2гг. С08(о> — ср.); 1#0 = — —— . 
ГСОВСр — Г, С08О', 

Примьръ. У 3(со830° 4- йяпЗО0) — У2(со8б0° — *зт60°) = 
= В(сов6 4- гвтб), 

где В = К з + 2 — 2^6. С08(30 4- 60°) = У о — 2 У15СО8900 = 1̂ 5, 

. а /З.ЫП300+Г-2.8Ш600 УН+У-Ч У^+Уб 
\&9=—=— -= == —=— = •==- = 

I .;.(•<>830°— У2.со8бо° у$Х± —уг.У 3 — У -

= 2,6368875, следовательно 0 = 69°13/53//,5. 

3. Умножеше. Перемноживъ между собою выражешя: 

х = г(совсрА-гвтср) и ж, ̂  >-,(со.̂ о,-4-^8Йи/,), получимъ: 
ххх *= ггх[со8Г<рс08<р, —в\\\срвтсрх)-\-г{втсрсовсрх 4- совсрвтсру)] или 

ххх = гг,(008(# 4- Ч'\) + *81П<а 4- </,)]• 
Умноживъ это выраячеше на х2 = г2(совср.2 4> гвтср2), получимъ: 

(4) . . . . хлхх2 — ггхг2\сов(ср Аг срх Аг ср2\4- гвт(ср А- срх 4- ср2)] и т. д. 
4 
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Отсюда следу етъ, что м о д у л ь п р о и з в е д е н и я к а к о г о 
у г о д н о ч и с л а м н и м ы х ъ в ы р а ж е н 1 й р а в е н ъ п р о и з 
в е д е н ^ м о д у л е й д а н н ы х ъ в ы р а ж е н 1 й , а а р г у м е н т ъ 
п р о и з в е д е н а р а в е н ъ а л г е б р а и ч е с к о й с у м м е а р г у -
м е н т о в ъ э т и х ъ в ы р а ж е н ! й . 

. . , . т т . г(со8о + гвтср) 
4. Дьлеше. Для определенна частнаго - г~- • \ умно-

тх усовср х —|— гвхл\срх) 
ж и м ъ д е л и м о е и д е л и т е л я на выражеше, сопряженное с ъ д е л и -
телемъ, тогда п о л у ч и м ъ : 

г(совср 4- гвтср) _ г (совср 4- гвтср) (совсрх — гвтсрх) _ (5) г,(со8о>, 4 гвтср,) г , ' со82<рх 4- вйт2^, 

г — (совсрсовсрх -\- гвтср совср х —гсовсрвтсрх 4- ЗШО'ЗШО',) = 
г\ 

= — [сов(ср — срх) А- гвт(ср — ср,)], 
1 I 

т. е. м о д у л ь ч а с т н а г о д в у х ъ м н и м ы х ъ в ы р а ж е н и й 

р а в е н ъ ч а с т н о м у и х ъ м о д у л е й , а а р г у м е н т ъ р а 

в е н ъ а л г е б р а и ч е с к о й р а з н о с т и и х ъ а р г у м е н т о в ъ . 

Примьчаше. Ж е л а я непосредственно п р и м е н и т ь формулы (4) 

и (5) к ъ тьма, случаямъ, когда о д и н ъ и з ъ мнимыхъ сомножите

лей и л и одинъ и з ъ членовъ дроби и м е е т ъ з н а к ъ — п р е д ъ г, 

надо предварительно т а т я в ы р а ж е ш я преобразовать такъ, чтобы 

они и м е л и з н а к ъ 4 предъ г (§ 16). 

Примьръ I. г(совср Аг гвтср). г, (сова*, — гвтсрх) = 

— ггх (совср Аг гвтср) [соз(—ср) 4-^81п(—ср)] =ггх [соз(о>—срх )А-г'вт(ср—срх)], 

г д е ср—срх есть алгебраическая сумма аргументовъ ср и -—<рх. 

г(совср 4- гвтср) _ г(совср 4 гвтср) 
Примьръ 2. г,(совсрх —гвтсрх) г,[со8( — 9а) 4- «8И1(—срх)] 

= ~[сов(ср + срх) 4 гвт(ср А-срх)], 
г 

г д е ср 4- (р\ есть алгебраическая разность аргументовъ ср и —ср х. 

5. Возвышеше въ степень. Формула Моавра. П о л а г а я в ъ 
ф о р м у л е (4) 

г = г, =?= г 2 . . . , ср = срх — ср2 . . . , а следовательно ж — ж, = ж2 . . . , 

мы при ц ь л о м ъ и положительномъ п о к а з а т е л е т п о л у ч и м ъ : 

(6) . . . . [г(со8а> 4- г8Й1а>)]т — гт(совтср 4- гвттср). 

П р и н и м а я з д е с ь г = 1, п о л у ч и м ъ ф о р м у л у : 

(со8а> 4- гвтср)т = совтср + гвттср, 

называемую формулою М о а в р а (Мтуге) и дающую н а м ъ воз

можность Определить 8Й1 И С08 КраТНЫХЪ ДуГЪ 2ср, Зср, 4ьСру . . . по 8П1 
и сов простой дуги ср. Такъ, н а п р и м е р ъ , при т = 2 п о л у ч и м ъ : 
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(совср Аг гвтср)2= сов2ср 4- 2гсовсрвтср — вт2ср= сов2ср 4- гвт2ср, откуда, 

по § 12, со82о> = соз2о> — вт2ср и з1п2^ = 2созо'81по'; 

при т = 3 получимъ : 
(сое ср Аг г з1п ср)п = со83 ср 4- 3 г сое2 ср 8 т ср — 3 С08 ср зйт2 ср — г 8Ш3 ср = 
— совЗср 4- гвтЗср, откуда совЗср = совпср — Зсо8д98Й12а> и зшЗо' = 

= Зсо82а>8та> — з1п3^. 
Формула (6) справедлива и при целомъ отрицательномъ по

казателе. Напримеръ, при показателе — т имеемъ: 

Мсовср 4- гвтср)]~т = -— —т—.—г=— = — . ,—— ; 
[г(совср А-гвтср)]т гт совтср 4- гвттср 

но 1 можно заменить выражешемь соз 0 Аг г з1п 0; следовательно 
по пункту 4 : 

/г,\ г / I • • м «, «, созО 4- г'зшО 

( 7 ) . . . . Гг(со8ф4-«§Н1Ф)1_т =г-
т . ^ 4 ^ — = 

4 у 1 ч * ' г/л совтср 4- «внш̂ р 
= г~т[сов{ — тер) + г"8т( — тер)]. 

6. Извлечение корней. Полагая 
У г(со8др 4- гвтср) = В(сов6 -\- гвтО), 

где п число целое, и возвысивъ обе части въ степень п, получимъ : 

г{совср 4- г8паа>) = Вп(совп& 4 гзпт0), откуда по § 16 

г = Яп; ер = пЭ, и потому В — У ; 0 = -^—; следовательно 

(8). . . . У г (совср + гвтср) =У г. (соз— Аггвт^-), 

т. е. п р и п з в л е ч е н д п к о р п я и з ъ м н и м а г о в ы р а ж е н и я 
н а д о и з в л е ч ь к о р е н ь т о й ж е с т е п е н и и з ъ е г о м о 
д у л я , а а р г у м е н т ъ е г о р а з д е л и т ь н а п о к а з а т е л я 
к о р н я . 

Теперь можно показать, что формула (6) справедлива и при 

дробномъ показателе, какъ положительномъ, такъ и отрицатель

номъ, напримеръ при показателе —, где тип числа целый, 

причемь п будемъ считать числомъ положительнымъ, а числитель 

т имегощимь знакъ дроби —; тогда по формуламъ (6) или (7) имеемъ : 
т п п 

[г(со8а> 4- гвтер)]^ — У [г{совср 4- гвтср)]т — Угт(совтср А-гвттср), 

а применяя ко 2-ой части формулу (8), получимъ: 
™ — т т 

(9) . . . . [г(создр 4" *8Ш.до)]п = 7-" (соз — ср-\- гвт—ср). 
Такимъ образомъ видимъ, что формула (6) справедлива при 

всякомъ показателе, целомъ, дробномъ, положительномъ или 
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отри цате льномъ: она выражаетъ, что м о д у л ь в с я к о й с т е 
п е н и м н и м а г о в ы р а ж е н 1 я в и д а г(со8а> 4- гвтср) р а в е н ъ 
т о й ж е с т е п е н и д а н н а г о м о д у л я , а а р г у м е н т ъ р а 
в е н ъ д а н н о м у а р г у м е н т у , у м н о ж е н н о м у н а п о к а 
з а т е л я с т е п е н и . 

Примеры. 

1) У(со8Г2 0 4-г'зт12 0 ). У2(сов18° Аг гзт18°). 

ОТВ. У"б(соз300 -4- гзтЗО0) или У6(У*+А. 

2) ( С 0 3 3 6 0 4 « 8 Ш 3 6 0 ) (С08б° — г ' 8 т 6 ° ) . 

ОТВ. СО8300 4- гзшЗО0 = У ^ + г ' . 

2(С0885° 4 *'вт85") л , — Т/"2И -4- г"1/"гЙ 
3) фг(—/4 . . ' Отв. У2(созбО0 4-гзтбО0) или УЛА_±ХУ*) 

' у 2(со82о°4- г8ш2о0) ч ' • / 2 

,ч С08120—г81п12° ^ , , п . . . . . 
4) — 1 О 0 , . . , о п . ОТВ. С08240 — гзт24 ( ) . у С0812°4-г81п12° 

5) [4(со812° 4- ?'зтГ20)]3. 

ОТВ. 64(СОЗ36° 4- ?8т36°) = 16 У 6 + 2 У Т + гУ 10—2Уб), 

ибо з т З б 0 равенъ половине стороны нравильнаго пятиугольника, 

вписаннаго въ кругъ рад1уса 1, т. е. зт36° = 1-1°~2.Уд. 
4 

5 

6) Найти У— г. Отв. Выразивъ — г тригонометрически, мы по 
пункту 6 найдемъ: 

У~^Г{ = Усоз(900 + & - 360°) — гзт(90° 4- к . 3 6 0 ^ ^ соз 90° + ^ 3 — 4 ~ 

. . 90° 4- к . 360° — гзт — — 
5 ' 

где к можетъ иметь только 5 сльдугощихъ з н а ч е т й : 0, 1, 2, 3, 4, 

а потому и У—г имеетъ 5 значении 

V. Н'Ькоторыя дополнешя к ъ теорш уравнешй. 

§ 18. Опредьлеше. Бели многочленъ, содержаний некоторую 
букву ж, обращается въ нуль при некоторомъ значенш х = а, то 
говорить, что а есть корень этого многочлена. 

Теорема Безу. Если многочленъ 

(1) . . . . А ж" 4г Вх»-1 Аг Схн~2Аг . . . А-Кх 4 Ь 
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съ постоянными коэффищентами II целый относительно ж раз-
делима, на разность ж — а, где а произвольное количество, то 
остатокъ отъ этого делешя будетъ некоторое количество В, полу
чаемое отъ замены въ данномъ многочлене количества ж коли-
чествомъ а. 

Действительно, обозначпвъ частное отъ делешя даннаго 
многочлена (1) на ж—а чрезъ С?, а окончательный остатокъ чрезъ 
В, получимъ тождество 

(2) Алп 4- Влн-г 4- Слп~2 4- . . .АгКлА-В = Я(х — а)АгВ, 

где очевидно (} есть целый многочленъ степени п—1; а какъ 
остатокъ В не содержитъ ж, потому что делитель ж—а есть ко
личество 1-ой степени относительно ж, то онъ долженъ сохранять 
свое значеше при всякомъ пронзвольномъ значении ж, напримеръ 
при ж = а; полагая же въ тождестве (2) х = а, получимъ: 

(3) В = ла" + Б а " - 1 4 Сап~2 -\- . . . Аг Ка + Ь, 

потому что при ж == а множитель ж—а, а вместе съ нимъ II 
членъ (2(х—а) тождества (2) обращается въ нуль. Равенство (3) 
и иоказываетъ, что остатокъ В получается изъ многочлена (1) 
заменою въ немъ ж количествомъ а. 

Сльдств1е. Если многочленъ (1) обращается въ нуль при 
х = а, т. е. если х = а есть его корень, то онъ делится на-цело 
на х—а, потому что при этомъ условш равенство (3) обращается 
въ следующее : В, = 0. 

Обратно, если многочленъ (1) делится на-цело на х—а, то 
а есть его корень, ибо тогда остатокъ В отъ этого дьлешя есть 
нуль, т. е. 

Аап 4- Ва»-1 + Сап~2 +. •<. 4- Ка 4- Ь = О, 

значить х = а обращаетъ многочленъ (1) въ нуль. 

Приведеннымъ выше разсуждешемъ легко убедиться, что 

остатокъ отъ деленая ц е л а я многочлена (1) на двучленъ вида 

ах + Ъ равенъ результату, получаемому при подстановке въ мно

гочленъ (1) количества 41 — н а место ж. 

Разсмотренное свойство ц е л а я многочлена даетъ намъ воз
можность убедиться въ справедливости предложена, относя
щихся до делимости суммы или разности одинаковыхъ цьлыхь 
п полОжительныхъ степеней двухъ количества, на сумму или на 
разность этихъ количествъ, т. е. до делешй вида (хп + ап): (х + а), 
где п число целое и положительное, а именно: 

1) Двучленъ хп — ап обращается въ нуль при х = а при вся-
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комъ целомъ II положительномъ показателе п, а потому онъ по 
доказанному делится на-цело на ж—а. 

2) Двучленъ хп 4- ап не обращается въ нуль при ж = а, а по
тому онъ на-цело не делится на ж—а; остатокъ отъ этого дЬ-
лен1я по доказанному будетъ ап 4- ап или 2а". 

3) Двучленъ хп — ап при ч е т н о м ъ п обращается въ нуль 
при ж = — а, ибо тогда (—а)" = 4- а" и следовательно (—а)"—а" = 
4- а11—ап = 0 ; поэтому ж" — а" при ч е т н о м ъ п делится на-цело 
на ж — (—а), т. е. на ж 4- а. 

При н е ч е т н о м ъ же показателе п двучленъ ж" — ап не 
обращается въ нуль при ж — — а, а даетъ : (—а)"—а"= — а " — а " = 
— — 2а"; следовательно ж" — а" при н е ч е т н о м ъ п не делится 
на-цело на хА\-а, а даетъ въ остатке —2а". 

4) Двучленъ ж"-4а" при н е ч е т н о м ъ п обращается въ 
нуль при х== — а, потому что тогда (—а) нА га

п =— апАга
п==0\ 

откуда заключаемъ, что двучленъ ж" 4- а" при н е ч е т н о м ъ п 
дЬлится на-цело на х—(—а) или на хА\-а. 

Если же показатель п число ч е т н о е , то двучленъ х" А}- ап 

не обращается въ нуль при х = — а, а потому онъ не делится 
на х-\-а и мы въ остатке получимъ: (— а)" 4- а" = а"-4 а" = 2а". 

Что касается до состава частнаго въ каждомъ изъ этихъ 
четырехъ частныхъ случаевъ делешя, то онъ намъ нзвестенъ 
изъ предшествующая курса алгебры*), а потому мы на немъ не 
останавливаемся. 

Примеры. 

1) Многочленъ ж3 — 5ж2 4~ 8а? — 4 обращается въ нуль при 
X = 2, а потому онъ делится на х—2. При х = 3, напримеръ, дан
ный многочленъ не обращается въ нуль, а потому онъ при де-
л е т и на ж — 3 даетъ въ остатке З 3 — 5. З 2 4 - 8 . 3 — 4, т. е. 2, въ 
чемь легко убедиться непосредственнымъ делешемь. 

2) Многочленъ 2а?3 — Зх2 — Вх — 3 обращается въ нуль при 

х = — —; Следовательно онъ делится на х-\- — на-цело. 

3) Многочленъ а4А}-аЧ — 2а2Ъ2АгаЪ3—о4 делится на-цело на 
а—Ъ, потому что онъ обращается в ъ нуль при а = Ъ. 

Не произведя делешя, найти остатки : 

4) Отъ делешя 2-х-4—8х34-12^4-7х—39 на ж—2. Отв. — 9. 

5) Отъ делешя ж5 — 3-х-3 — 2ж24-3 на ж 4 - у . Отв. 2 ^ . 

*) См. элементарную алгебру Я. Блюмберга, 3-е издаше 1893 г., § 29. 
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6) Отъ делешя 25ж 4 —у ж — т^ на 5ж — 2. Отв. — ^ . 

7) Отъ делешя —Зж 34-4ж 2 — 0,5ж—14,(8) на Зж-^4. Отв. О. 

8) При какомъ значенш а многочленъ ж3— 2ж2 -4^3ж4-а де
лится на ж — 2? Отв. а = — 6. 

9) При какомъ зпачеши а многочленъ 5ж44гж
3—ах2—ЗхА\-1 

делится на 5ж—1 ? Отв. а = 10,4. 

10) При какихъ коэффинДентахъ а и Ъ многочленъ 

ахь — 5 -9-ж44- 12,5ж3 — Зж24~Ьх4~4 делится на 2ж2-\-х — 1 ? 

Отв. а = — 8 = , Ъ = — 5 ^ . 
5 5 

(Указаше: 2ж24-ж—1 = (х4-1) (2ж—1), при чемь оба эти со
множителя взаимно-простые, и потому данный многочленъ дол-
женъ делиться порознь на х 4-1 и на 2ж—1). 

§ 19. Примънете теоремы Безу къ разложешю цьлаго много
члена на линейные сомножители. Въ предыдущемъ § мы видели, 
что если многочленъ 

М = Ах» 4- Бж»- 14- Сж'-2 4 - . . . 4- К х + ^ 
степени п и целый относительно ж имеетъ корень х — а, то онъ 
делится на х—а и потому разлагается на два сомножителя 
именно : М = (}(х — а), где (^ — частное отъ делешя М на ос — а 
есть многочленъ степени п—1. Но то, что сказано о многочлене М, 
применимо и къ многочлену (^; следовательно, если (^ пмеетъ 
корень х = Ъ, то онъ делится на-цело на х — Ъ и потому (} — 
(З'(х — Ъ), где 0,'— частное отъ делешя (} на х— Ъ есть много
членъ степени п—2, а следовательно А[ = 0,(х—а)(х — Ъ). 

Такимъ же образомъ найдемъ, что М=0,"(х—а)(х—Ъ)(х—с), 
если (3' имеетъ еще корень х — с, причемъ О," есть целый мно
гочленъ степени п — 3 и т. д. Если поэтому все корни много
члена известны, то последний можетъ быть разложенъ на линей
ные сомножители, т. е. на сомножители 1-ой степени относи
тельно переменной х. 

Такъ, напримеръ, замечая, что многочленъ ж3—5х24~8х1 — 4 
обращается в а, 0 при х = 1 и х = 2, мы получимъ: 

х* — эх2 + 8х — А = (х2—АхА-4:)(х— 1) = (Х—2)2(х—1). 

Такъ же, замечая, что многочленъ 

М = 2хъ — х4 — 9х3 -4 34л;2 — 11х — 15 

обращается въ 0 при я? = 1, — з и — \- и что онъ следовательно 

делится и на х — 1, и на х -4-3, и на х-\- ~, получимъ: 
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М=(х— 1)(х 4 - 3) (х 4 - у ) (2х2 — Ох 4 - 10) = 

= (х — 1) (х 4 - 3) (22?-4- 1) (х2 — Зх 4 - 5). 

Здесь множитель х2—Зх 4- 5 не обращается въ нуль ни при 
какомъ вещественномъ значенш х, а потому дальнейшее разложе-
н1е на вещественные сомножители невозможно. Действительно, 

х2 - Зх 4 - 5 = ( х 2 - 3 х 4 - 2 | ) 4 - 2 | = (х - | ) 2 4 - 2 | , 

а какъ (х — -^А2, какъ квадрагъ, есть величина положительная 

при всякомъ вещественномъ х, то х2—Зх 45 въ нуль обратиться 
не можетъ. Но онъ можетъ быть разложенъ на 2 мнимыхъ мно
жителя, ибо 

Такимъ образомь видимъ, что данный многочленъ Мразла
гается на 5 линейныхъ множителей, изъ коихъ два — мнимые. 

Изъ всего здесь сказаннаго заключаем ь. что имея целый 
многочленъ 

Ахп А- /Зх"-1 4- <7х"-2 4 - . - 4 Кх 4- Ь 

и нашедши какимъ-нибудь образомь его корни или только не
которые изъ нихъ, мы можемъ его представить въ виде произ
ведший изъ столькиха, линейныхъ множителей, сколько знаемт, 
корней, и одного многочленная мнояштеля высшей степени, 
иричемь линейные множители суть разности между х и каждымт, 
изъ известныхъ корней, а множитель высшей степени пред-
ставляетъ частное отъ делешя даннаго многочлена на произве
дете всехъ известныхъ его линейныхъ сомножителей. 

Обратно, имея произведете 

(х — а) (х — Ъ) (х — с) . . . (х — к), 

мы можемъ быть уверены, что а, Ъ, с, . . . к суть его корни, ибо 
оно делится на каждый изъ двучленовъ х—а, х — Ъ, х — с, . . . 
х—к, притомъ эти корни единственные, потому что при всякомъ 
другомъ значенш ж ни одинъ изъ двучленныхъ множителей 
х — а, х—Ъ, х — с, . . . не равенъ нулю, значить и данное произ
ведете не обращается въ нуль. 

§ 20. Случай возможности понижен!» степени уравнен!». Зная 
одинъ или несколько изъ корней уравнешя п-оХ\ степени са, 
одннмъ неизвестнымъ х вида 

(1) . . . . Ах" 4 Вх»~^ Аг Сх»~2 4- . . . 4" Кх 4- Ь = О, 
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можно на основанш изложеннаго въ § 18 понизить степень его, 
т. е. можно дойти до уравпешя низшей степени п этимъ самымъ 
определить и остальные корни уравпешя (1), если только пони
женное уравнеше разрешимо для насъ элементарнымъ прдемомъ. 

Действительно, положимъ, что мы какъ-нибудь узнали, что 
уравнеше (1) имеетъ корни а, /3, у,... рь, V — числомъ р, гдЪр<Сп : 
тогда первая часть этого уравпешя должна делиться на каждую 
нзъ разностей х—а, х—/3, х—у,. . . х—рь и х—р, а следовательно 
и на ихъ произведете; значить уравнеше (1) можно напи
сать такъ: 

(2) . . . . (х — а) (яг — /?)(х — у) . . . (х — ^)(л — г) . (3 = 0, 

где (} очевидно есть многочленъ степени п—р и представляетъ 
собою частное отъ делешя первой части уравнешя (1) на произ
ведете приведенныхъ р разностей. Но уравнен1е (2), следова
тельно и уравнеше (1) удовлетворяется не только корнями а, /3, у, 
. . . рь и V, то и такими значешями неизвестная X, при которыхъ 
многочленъ (^ обращается въ нуль, а потому для нахождешя 
этихъ значенш полагаемъ ^ = 0 и решаема, это уравнение сте
пени п—р. Такимъ образомъ степень уравпешя (1) понижена 
на р единицъ, т. е. на столько единица,, сколько известно корней 
изъ всего числа корней уравпешя. 

Примьръ. Положимъ, что мы какъ-нибудь узнали, что урав
неше 6-ой степени 

(3) . . . . х° — х4 — 8х4 — 15х:! 4- 27х- 4 216 ж— 324 = О 

имеетъ корни X — 2 и х = — з ; тогда первая часть его должна 
делиться на (х—2) (х 4 3), т. е. на х2 4 ^ — 6 , причемъ частное 
будетъ х4 — 2х3 — 27х + 54, а потому степень даннаго уравнешя 
можетъ быть понижена на 2, именно мы приходимъ къ уран-
нешго 4-ой степени: 

(4) . . . . х4 — 2х3 — 2 7х 4- 54 = О, 

корни которая будутъ конечно корнями и даннаго урав
нешя (3). 

Но решеше полныхъ уравнешй 4-ой степени не входить въ 
курса, элементарной алгебры (за исключешемъ разве в о з в р а т 
н ы х ъ), а потому они вообще для насъ неразрешимы; но въ 
данномъ случае первая часть уравнешя (4) легко разлагается на 
множители именно: 

X4 — 2х3 — 27х 4- 54 = х2(х — 2) — 27(х — 2) = (х — 2)(х3 — 27) = 

= (х — 2) (х — 3) (х2 4 Зх 4- 9), 
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откуда видно, что уравнеше (3) имЬетъ еще корни ж = 2 и ж = 3, 
а потому степень уравнешя можетъ быть понижена еще на 2, и 
мы приходимъ къ квадратному уравнешго 

ж2 4- Зж 4- 9 = 0, откуда ж, = ^ (—14- «Уз); х2 = — ~ (1 4- Л 3), 

следовательно уравнен1е (3) имеетъ 6 корней: 

2, 2, — 3, 4-3, | ( — 1 4- гУз) и — | (1 4- (Уз), 

изъ коихъ 4 — вещественные, а 2 — мнимые сопряженные. 

§ 21. О числь корней уравнешя. Всякое алгебраическое урав
неше по раскрытш въ немъ скобокъ и по унпчтожеши знамена
телей и радикаловъ, содержащихъ неизвестное ж, приводится 
къ виду: 

(5) Ахп 4 Вь*-1 4- Ол«-* + . . . 4- Кх А- Ь = О, 

где п число целое и положительное, коэффищенты А, В, С, . . . 
К, Ь — числа постоянный, вещественный или мнимыя. 

Изъ предшествующая курса алгебры знаемъ, что уравнеше 
1-ой степени съ одннмъ неизвестнымъ имеетъ 1 корень, урав
неше 2-ой степени -— 2 корня, которые могутъ оказаться и мни
мыми, биквадратное имеетъ 4 корня, уравнеше (3), приведенное 
въ предыдущемъ §, имело 6 корней; словомъ на разрешсиныхъ 
нами доселе уравнешяхъ мы подметили, что уравнеше каждый 
разъ имело столько корней, сколько было единица, въ показателе 
степени уравнешя. Спрашивается, есть-ли это общее свойство 
уравнешй? — ФранцузскШ математикъ Кошй (Саиспу) доказалъ, 
что всякое уравнеше вида (5) при цЬломъ показателе п и съ 
постоянными коэффищентами А, В, С,... имеетъ по крайней мере 
одинъ корень, хотя бы и мнимый. Основываясь на этой теореме, 
доказательство которой мы здесь привести не можемъ, легко 
доказать, что у р а в н е н и е в и д а (5) и м е е т ъ п к о р н е й , т. е. 
с т о л ь к о к о р н е й , с к о л ь к о е с т ь е д и н и ц а , в ъ п о к а з а 
т е л е с т е п е н и э т о г о у р а в н е н ! я . 

Действительно, обозначивъ ради краткости первую часть 
уравнешя (5) чрезъ Хп, мы на основашй теоремы К о ш й можемъ 
утверждать, что уравнеше Хп = 0 имеете по крайней м е р е одинъ 
корень х = а , , а потому X» делится на х—а, (§ 18); следовательно, 
если частное отъ этого делешя обозначимъ чрезъ Хп—ь то полу
чимъ уравнеше 

Хп = (х — а,) . Х_1 = О, 

где Хпг-1 есть целый многочленъ степени п—1 и имеетъ оче
видно высшимъ своимъ членомъ Ах"—1. 
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Но последнее уравнеше удовлетворяется не только при х = а , 
но и при техъ зпачешяхъ х, при которыхъ Хи_х = 0; это же урав
неше по теореме К о ш й имеетъ по крайней мере одинъ корень 
х = а2; следовательно, по тому же § 18, Хп_1 = (с — а 2 ),Х и _ 2 и 
потому 

Хп = (х — а,) Саг — а2). Хп-г = О, 

где частное Х„_2 есть целый многочленъ степени п—2 и имеетъ 
высшимъ своимъ членома, Ахп~2. 

Но последнее уравнеше удовлетворяется и при такихъ зна-
чешяхъ х, при которыха, X"-2 = о; это же уравнеше по теореме 
К о ш й опять имеетъ по крайней м е р е одинъ корень ж = «;! и 
следовательно 

Хп = (ж — ах) (.2— а2) (х — а 3 ) Х и _ 3 = О, 

где частное Х„_3 есть целый многочленъ степени п—3 и пмеетъ 
высшимъ своимъ членомъ Ах"—9. 

Разсуждая такимъ же образомь дальше и подвергая частное 
Хи_з II следу 10иця за нимъ частный Х„_4, Хп—ь,... темь же опе-
ращямъ, какъ мы подвергали Х„_1 и Хн а, мы каждый разъ по
лучимъ новый линейный множитель, а степень частныхъ будетъ 
последовательно убывать на 1, причемъ высппе члены этихъ 
частныхъ всегда будута, иметь все тотъ же коэффищснтъ А, такъ 
что мы наконецъ дойдемъ до частнаго Х2 = (ж— а , , ^ ) ^ , где Х1 

очевидно имеетъ видь Ал 4- т или А(х— ап), где а„ = — -т-; сле

довательно уравненю (5) окончательно приметь видь 

А(х — а^х — а2)(х — а 3 ) . . . (х— а„_ 1) (ж — а„) « I >. 

Ясно, что это уравнеше удовлетворяется при следугошпхъ 
п значетяхъ неизвестна го: ж = а ь ж = а2, х = а3, . . . х=ап (изъ 
нихъ некоторый могутъ быть и равными) и т о л ь к о при этихъ 
зпачешяхъ, ибо при всякомъ другомъ значешя ж ни одинъ пзь 
двучленныхъ множителей 1-ой части нашего уравнешя не обра
щается въ нуль, а следовательно само уравнеше не можетъ обра
титься въ тождество. 

§ 22. О сопряженности мнимыхъ корней алгебраическаго урав
нешя съ вещественными коэффициентами. 

Теорема. Е с л и а л г е б р а и ч е с к о е у р а в н е н 1 е 

Ахп -4- Вхп~Л + Схп~2 + .. . 4- Кх -4- Ь = О 

с ъ в е щ е с т в е н н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и А, В, С, . . . 
и м е е т ъ м н и м ы й к о р е н ь а А- @г, то о н о и м е е т ъ т а к ж е 
с о п р я ж е н н ы й к о р е н ь а — @г. 
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Действительно по § 13 все основный дЬйстшя надъ ком
плексными выражениями вида а + ^ даготъ въ результате ком
плексный же выражешя того же вида; следовательно, если а -\- /?г* 
есть корень даннаго уравнешя, то при подстановке въ него а 4- /К 
на место ж получимъ тождество вида В+ С}г=0, изъ котораго 
по § 12 должно быть отдельно Р = 0 и (^ = 0. Подставимъ теперь 
въ данное уравненю а — /?г на место х; тогда первая часть его 
обратиться въ Р — ф , потому что замена въ многочлене выра
жешя аАг^г выражешемъ а—[И равносильна перемене въ немъ 
4>* на —г (§ 13 примечаше 2); а какъ Р = 0 и (2 = 0, то полу
чаема, тождество В — фг = 0. Это и значить, что а — /3/ также 
есть корень даннаго уравнешя. 

Сльдств1е. При четномъ показателе п наше уравнеше или 
вовсе не имеетъ вещественныхъ корней, или имеетъ ихъ четное 
число; при нечетномъ же п уравнеше имеетъ нечетное число 
вещественныхъ корней, а следовательно по крайней мЬре едина,. 

§ 23. О преобразовашяхъ уравнешй и случаяхъ ихъ эквива
лентности. Два уравнешя называются т о ж д е с т в е н н ы м и ил и 
э к в и в а л е н т н ы м и , ч а с т о и р а в н о з н а ч а щ и м и п л и 
р а в н о с и л ь н ы м и , если всякш корень каждаго изъ нихъ есть 
также корень другого; таковы, напримеръ, уравнешя 

5х— 9 = 2х и 3 x 4 30 = 13ж, 

ибо каждое изъ нихъ удовлетворяется только при ж = з. 
Два или несколько уравнешй называются с о в о к у п н ы м и , 

когда изъ всехъ корней отдельныхъ уравнешй требуется опре
делить только о бщ 1 е ихъ корни, т. е. те, которые удовлетво
ряли бы веема, даннымъ уравнешямь одновременно. 

Решете уравнешй основывается на слЬдугощихъ теоремахъ. 
Теорема I. Е с л и к ъ о б е и м ъ ч а с т я м ъ у р а в и е п 1 я 

I I р и б а в и м ъ и л и и з ъ н и х ъ в ы ч т е м ъ по р а в н о м у к о 
л и ч е с т в у , б е з р а з л и ч н о , с о д е р ж и та, л и оно не из -
в е с т н ы я , и л и не с о д е р ж и т ъ и х ъ , то п о л у ч а е м о е 
у р а в н е н 1 е б у д е т ъ т о ж д е с т в е н н ы мъ съ д а н н ы м ъ . 

Положимъ, что уравненю 

(1) . . . . /'(х, у, г, . . .) = Гх(х, у, г, . . .) 

съ произвольнымъ числомъ неизвестныхъ ж, у, г,... имеетъ не
которое решете х = а, «/'=/?, г==у. . . , т. е. обращается при 
этихъ зпачешяхъ неизвестныхъ въ тождество, и придадимъ къ 
обеимъ его частямъ по количеству ср(х, у, г,...), которое въ част
ности можетъ и не содержать неизвестныхъ и быть положитель-
нымъ или отрицательнымъ; докажемъ, что получаемое уравненю 
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(2) . . . . Дх, у, -',...) А-ср(х, у, г, . . .) /](•>; у. . : , . . . ) 4- 9>&, У, 2, . . .) 

эквивалентно съ даннымъ уравнешемъ (1). 
Действительно по условш равенство Да, /3, /,...) = Д(а, /3, у,...) 

есть тождество, а потому и равенство 

( 3 ) . . . . Да, /3, у,. ..) А-ср(а, /3, у,. . .) = Д(а, /3, / , . . . ) 4- ада, ^, / , . . . ) 

есть тождество; а это иоказываетъ, что всякое решеше уравне
шя (1) есть также решеше уравнешя (2). 

Обратно, всякое р е ш е т е уравнешя (2) есть также решеше 
уравнешя (1). Въ самомъ деле, полагая, что уравнеше (2) имеетъ 
некоторое р е ш е т е х = а, у = {3, 2 = у..., заключаемъ, что ра
венство (3) есть тождество; а придана, къ объимъ частямъ его 
по — ср(а, /3, у, . . . ) , получимъ опять тождество 

/'(а, /3, у, . . .)= Д а , /3, 7, . . .). 

Это значить, что всякое решеше уравнешя (2) есть также 
р е ш е т е уравнешя (1). 

Изъ сказаннаго заключаемъ, что уравнешя (1) и (2) экви
валентны. 

Эта теорема остается очевидно справедливой, если вместо 
ср(х, у, 2,...) возьмемъ какое-либо постоянное количество. 

Теорема 2. Е с л и о б е ч а с т и у р а в н е н и я у м н о ж и м ъ 
и л и р а 3 д е Л И м ъ н а о д но и то ж е п о с т о я н н о е к о л и 
ч е с т в о , н е р а в н о е н у л ю , то п о л у ч а е м о е у р а в н е н 1 е 
б у д е т ъ э к в н в а л е н т н ы м ъ с ъ д а н н ы м ъ . 

Положимъ, что уравнеше (1) имеетъ некоторое решеше 
х = а, 2/ = /3, г = у . . . , и умножимъ обе части его на постоянное 
количество п, неравное нулю ; докажемъ, что получаемое уравнеше 

(4) . . . .71. Дх, у, .?,.. .) = п . /*, (х, гуу 2, . . .) 

эквивалентно съ даннымъ уравнешемъ (1). Въ самомъ д е л е по 
условш равенство Да, /3, у, . , . ) = /, (а, /3, / , . . . ) есть тождество, 
а потому и равенство 

(5) . . . . п . /(а, /3, у, . . .) = п . /; (а, /3, /, . . .) 

есть тождество; это иоказываетъ, что всякое решеше уравнешя (1) 
есть также решеню уравнешя (4). 

Обратно, всякое решеню уравнешя (4) есть также решеню 
уравнешя (1). Действительно, если уравнеше (4) имеетъ неко
торое решеше ж = а, ?/ = /3, г —у..., то равенство (5) есть тожде
ство ; а разделнвъ обе части его на постоянное количество п, по
лучимъ опять тождество 

Да, /3, у,...) = Гх(а, /3,-7,...). 
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Это значить, что всякое решеню уравнешя (4) есть также реше
т е уравнешя (1). 

Отсюда заключаемъ, что уравнешя (1) и (4) эквиваленты. 
Такъ какъ доказанное не исключаетъ дробныхъ значешй 

множителя п, напримеръ, если п = — , то заключаемъ, что уравнешя 

Дж. у, 2,.. .) = /,(ж, у, 2, . ..) 
Т°(Х, у , 2, . . .) /",(ж, у , 2, . . .) 

и ч у — ^ = — также эквивалентны. 
т т 

Примьчан!е. ' Въ предыдущей теореме мы сделали у слоте, 
ЧТО множитель п не равенъ нулю. Это условю необходимо, по
тому что въ противномъ случае уравнешя (1) и (4) не равно-
значащая. Действительно, уравнеше (4) при п = 0 обращается 
въ тождество 0 = 0 н е з а в и с и м о отъ значешй неизвестныхъ, 
обращающихъ Дж, у, г,...) и т°х (х, у, 2, ...) въ тождественно рав
ный величины, т. е. уравнеше (4) удовлетворяется не только при 
тЬха, зпачешяхъ неизвестныхъ, при которыхъ удовлетворяется 
уравнен!е (1), но и при всякихъ произвольныхъ зпачешяхъ не-
известныхъ, при которыхъ Дж, у, 2, . . .) и /,(ж, у, 2, . ..) могутъ и 
не становиться равными. 

§ 24. Случаи введешя въ уравнеше постороннихъ корней или 
исчезновешя существующихъ. Въ иредыдущемъ § мы видели, 
что уравнешя 

(1) . . . . Дж, у, 2,. . .) = /; (Ж, у, 2, . . .), (2) . . . . П]°(Х, у, 2,...) = П]°х (х, У, 2,.. .) И 

/Зч Ах, У, г, • - •)_/1(ж, у, 2, . . .) 
п п 

тождественные, т. е. что все р е ш е т я одного какого-либо изъ нихъ 
удовлетворяютъ каждому изъ остальныхъ двухъ, если п число 
постоянное, неравное нулю. 

Посмотрпмъ теперь, что произойдетъ, когда обе части урав
нешя умножимъ или разделима, на количество п, содержащее 
неизвестный. 

Если обе части уравнешя (1) умножимъ на целое количе
ство п, содержащее неизвестный, то получаемое уравнеше (2) мо
жетъ вообще не оказаться эквивалентнымъ съ уравнешемъ (1). 
Действительно, уравнеше (2) обращается въ тождество во пер-
выхъ при тьхъ зпачешяхъ неизвестныхъ, при которыхъ Дх, у, 
2, . . .) и Д(х, у, 2, . . .) становятся тождественно-равными, такъ 
что эти р е ш е т я будутъ и решешямн уравпешя (1), во вторыхъ 
уравнеше (2) обращается въ тождество еще при техъ зпачешяхъ 
неизвестныхъ, который, не обращая уравнешя (1) въ тождество, 
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пГ.рмщаютъ множитель п въ нуль, а следовательно самое урав
неше (2) ва, тождество 0 = 0, такъ что эти р е ш е т я пли некото
рый изъ нихъ. могутъ оказаться посторонними, а тогда уравне
ше (2) — не эквивалентно съ даннымъ. 

Такъ, напримеръ, если обе части уравнешя 

6ж — 2 = 74- Зж, 

которому удовлетворяетъ только ж = 3, умножимъ на 4 — 2ж, то 

получимъ уравнеше 
(6ж — 2) (4—22?) = (7 + Зж) (4 — 2ж), 

имеющее два корня: ж, = з и ж2 = 2, изъ которыхъ однако вто
рой, обращающей въ нуль двучленъ 4—2ж, не удовлетвори етъ 
первоначальному уравненш и потому онъ посторонни!. 

Обратно, если обе части уравненш пДж, у, г,...) = п/",(х,у,2,...) 
разделима, на обицй множитель п, содержаний неизвестный, 
то получаемое уравнешя Дж, у, 2,...) /,(ж, у, г,...) вообще не 
будетъ эквивалентнымъ съ даннымъ. Въ самомъ деле, между 
решениями даннаго уравненш существуютъ татя, который обра-
щаютъ Дх, у, г....) и т°х(х, у, 2,...) въ тождественно-равныя вели
чины, такъ что эти р е ш е т я будутъ также решешямн сокращен-
наго уравненш Дж, у, г,...) = /I (ж, у, 2,...); но данное уравнеше 
можетъ иметь еще и т а т я р е ш е т я , который, не обращая Дж, у, 2,...) 
и Дх, у, 2, . . .) въ тождественно-равныя величины, обращаютъ 
общ1й множитель п въ нуль, между темь какъ сокращенное 
уравнеше Дж, у, 2,...) = /'х(х, у, 2,...), лишенное этого общаго мно
жителя, лишится и сказанныхъ р е ш е т и . Такъ, напримеръ, если 
обе части уравпешя 

5ж(ж2 — 1) = 2(х2 — 1), 
2 

и м е ю щ а я три корня : », = 1, ж2 = — 1, ж3 = у , разделима, на ихъ 

обицй множитель х2 — 1, получимъ уравнеше 5х = 2, имеющее 

одинъ только корень х = —; следовательно данное уравнеше 
лишилось двухъ корней, именно тьхъ, которые обращаютъ исклю
ченный множитель х2 — 1 въ нуль. 

Можетъ случиться, что по разделеши обьихъ частей урав
нешя на ихъ обицй множитель, содержащ1й неизвестный, по
лучается невозможный результатъ, а потому такого общаго мно
жителя исключать не следуетъ. Такъ, напримеръ, если обе 
части уравпешя 

5(ж — 2) = 3(ж — 2), 
имеющаго одинъ корень ж = 2, разделима, на ж — 2, получимъ 
нелепый результатъ 5 = 3. 
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Изъ всего сказаннаго въ этомъ § следу етъ, что если при
дется умножить обе части уравнешя на количество, содержащее 
неизвестный, какъ это бываетъ при уничтожении дробныхъ чле-
новъ уравнешя, то изъ всего числа р е ш е т и получаемая урав
нешя сльдуеть откинуть, какъ иостороншя, те, который, не удов
летворяя первоначальному уравненш, обращаютъ введенный мно
житель въ нуль. Обратно, если обе части уравненш имеютъ 
обицй множитель, содержаний неизвестный, то мы вправе его 
исключить (за некоторыми исключешямн); но для получешя 
всехъ решенш первоначальная уравнешя надо къ р ё ш е т я м ъ 
сокращенная уравнешя присоединить еще т>>. который обра
щаютъ въ нуль исключенный множитель. 

Ясно, что если обе части уравненш умножимъ или разде
лима, на дробное количество, содержащее неизвестный, то неко
торый р е ш е т я получаемаго уравненш могутъ оказаться посто
ронними, другая—исчезнувшими: посторонними могутъ оказаться 
тагая решенья, который обращают ь въ нуль числитель дробнаго 
множителя пли знаменатель дробнаго делителя, а исчезать могутъ 
т а т я р е ш е т я , который обращаютъ въ нуль знаменатель дробнаго 
множителя или числитель дробнаго делителя. 

Такъ, напримеръ, умноживъ обе части уравнешя 

Зх(х— 1) = а2 — 1, 

и м е ю щ а я два корня: х, = 1, х2 = ^, на получимъ уравненю 

3x^-1)^4-3) (х2-1) (х+3) (х-1)(х+3)[3х-(х +1)] 
-"а^Т"? 2х=Т~ И Л И - 2х-1 " = 0 ' 

или но сокращенна (х — 1) (х-\- 3) = О, 

имеющее корни: х' = 1, х" = — з : сличивъ же эти корни съ кор
нями даннаго уравненш, вндимъ, что корень х" = — з посторон-

1 
Н1й, а корень х2 = у исчезъ. 

Обращаемъ внимаше на следующш случай, могущ1й пред
ставляться при решенш уравненш съ дробными членами, знаме
натели которыхъ содержать неизвестный. 

Можетъ случиться, что какой-нибудь корень х = а уравнешя, 
получаемаго изъ даннаго по уиичтожеши въ немъ дробныхъ 

членовъ, обращаетъ некоторые члены даннаго уравненш въ ^ 

или ва, со. Въ первомъ случае надо заключить, что оба члена 
такой дроби делятся на х — а (§ 18, слт,дств1е), а потому, сокра-
тпвъ дробь на х — а, мы этимъ раскроемъ неопределенность; во 
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второмъ случае, т. е. когда некоторые дробные члены после ихъ 
переноса въ одну часть уравнешя при ж — а обращаются въ без-
конечности съ о д и н а к о в ы м и знаками, то, конечно, получится 
невозможный результатъ: со — конечной величине или въ част
ности нулю, а потому тогда корень а — иостороинш: если же не
которые дробные члены обращаются въ бесконечности съ р а з -
и ы м и знаками, то неизвестно, есть ли а корень даннаго урав
нешя или нътъ, потому что со — ее сеть не, 'Иределенность, по
добная -̂. Для раскрытая этой неопределенности соединяемъ 

въ одну дробь т>. дробные члены, которые при л = а обращаются 
въ со, сокращаема, ее сполна и затЬма, въ уравненш полагаема, 
ж = а: сели получится тождество, то а есть корень даннаго урав
ненш, въ противном ь же случае онъ — посторонне. 

Примьръ I. Решить уравнеше ^ ^ _ _ = : _ 1 _ . 

Рьшеше. II" уничтожения знаменателей получимъ 

2'- — .")./-4- 2 = о, откуда ж, = 2. ж2 = -., : 

корень з?1 — 2 удовлетворяетъ данному уравненш, а при ж = — 
0 2 . 

уравнеше принимаете он да, ,, = —, откуда на основашй след-

ствш § 18 заключаемъ, что дробь первой части даннаго уравненш 

сократима на ж — -я-; после этого сокращешя получимъ уравнеше 
1 1 

имеющее только корень х — 2; значить корень х = -% посто

ронни!. 

Примьръ 2. Решить уравнеше - ^ 4 - ^ 4 7 1 = 2 - 4 - -~_^ . 

Рьшеше. Уничтоживъ знаменателен, получимъ 

' - — л — 2 = 0, откуда лх = 2, .л, = — I. 

Корень лг = 2 у/ьаиетворяетъ данному уравненш, а корень 
ж2 = — 1 даетъ невозможный результатъ: со -4 со = 1; следова
тельно :-»тота, корень — посторонне!. 

Примьръ 3. Решить уравнеше ^ 1 ~ ( х - 4 ) (хА-2) + ^ 2 ^ б * 

Рьшеше. По уничтоженш знаменателей получимъ 

5ж2 — 12ж — 32 = 0, откуда ж, = 4, л2 = — -̂ -. 
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Второй изъ этихъ корней удовлетворяет"!, данному уравне
нш, а первый обращаетъ его въ равенство 

, 1 
со СО 4- -г = о 1 ь 

для раскрыт1я здесь неопределенности соединима, нервыя две 
дроби даннаго уравнен1я въ одну несократимую, тогда получимъ: 

- 1 - 4 - ' — —6 

что при ж — 4 не обращается въ тождество; следовательно корень 
ж = 4 — посторонни!. 

Примьръ 4. Решить уравнеше - ^ = — ( ^ ) ^ р ) + ^ 4 > = й ' 

Рьнаен!е. Уничтоживъ знаменателей, получимъ уравнеше 

24(ж — 4) = ж(ж — 4) (ж 4- 2) ИЛИ (ж — 4)[24 — ж(ж -4 2)] = О, 

имеющее корни ж, = ж., = 4; хь = — 6, изъ коихъ послЬдтй обра
щаетъ данное уравнеше въ тождество, а при ж = 4 уравнеше 
принимаетъ видь 

с°-°° +1Г = Т' 
повторивъ же указанное въ примере 3 иреобразованю, получимъ 
уравнеше 

1 , 1 х 

х 4- 2 ' х 4- 2 12' 
удовлетворяющееся и при ж = — 6, и при ж — 4. 

Если все дробные члены уравненш, содержание неизвестный, 
перенесемъ въ одну часть и сое дин пмъ въ одну несократимую 
дробь, и затъмъ уничтожимъ знаменатель, то получаемое урав
неше всегда окажется эквивалентными съ даннымъ. 

Положимъ, что имеемъ уравненш 

ы.. •. 4=с> 
где дробь -д- есть совокупность всехъ дробныхъ членовъ урав
нешя и несократима, С — совокупность всехъ членовъ, цьлыхъ 
относительно неизвестныхъ, и умножимъ обе части уравненш 
на В; тогда получимъ: 

(а).... А = ВС, 
где А и В по условш не имеютъ общаго множителя, содержа-
щаго неизвестный, а потому умножешемъ обеихь частей уравне
шя (р) на В новый обицй множитель въ нихъ не вводится, зна
чить и не вводится посторонни! корень, т. е. уравненш (р) и (а) 
эквивалентны. 
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Такъ, напримеръ, если бы мы дробные члены въ примере (3) со
единили въ одну несократимую дробь, то мы получили бы уравнеше 

э , х + 2 

имеющее лишь корень х== —, удовлетворявший данному урав
ненш, а вышенайденный постороншй корень ж = 4 не появился бы. 

4аметима, еще, что если въ уравнешй съ одннмъ неизвест
нымъ ж есть дробные члены, содержание это неизвестное, то 
оно иногда имеетъ корень ж-- со, который обыкновенными пр1е-
мам и решенш не обнаруживается; это имеетъ место тогда, когда 
по переносе всехъ членовъ въ одну часть уравненш н но ихъ 
соединеши въ одну дробь числитель оказывается многочленомъ 
низшей степени, чЬмъ знаменатель. Имея, напримеръ, уравнеше 

_ 1 _ д \ = -Л-
х2 — 1 1̂  (х 4- 1) (Зж2 4 2) 3*24- 2 

и сдълавъ указанное преобразоваше, получимъ уравнеше 
/ ч -•'- — х— 6 

\Т) 3.4 — х2 — 2 ~ и ' 
которое обычны мъ прюмомъ решенш, т. е. уничтожен1емъ зна
менателя, даетъ 

з 
2х- — ж — 6 = 0, откуда ж, = 2, ж2 = ^-; 

но наше уравнеше (г) обратится въ тождество и тогда, когда 
знаменатель его первой части обратится въ со, а это при це
ломъ многочленнома, знаменателе возможно лишь при ж = со, а 
какъ тогда и числитель обращается въ со, то первая часть урав
нешя (г) принимаетъ неопределенный видь —. Для раскрытая 

этой неопределенности разделима, числитель и знаменатель на 
ж2, т. е. на высшую степень неизвестная, встречающуюся въ 
числителе (а на это имеемъ здесь право, такъ какъ единственный 
корень, который при этомъ можетъ исчезнуть, есть ж = 0, который 
однако не удовлетворяетъ данному уравненш); тогда получимъ: 

2---А 
2 — 4 - = 0. 

З ж 2 — 1 4 

Если здесь ж станемъ неограниченно увеличивать до со, то 

дроби —, ~2- и -44 будутъ уменьшаться, стремясь къ нулю, а ел в-
довательно дробь первой части стремится къ »« , т. е. къ 

или къ 0, такъ что въ пределе получимъ тождество 0 = 0 . 

•> 

5* 
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Таким ь образомь убеждаемся, что наше уравнеше кроме 

корней 2 и - -^-, получаемыхъ обычными приемами решенш 

уравненШ, имеетъ еию корень ж - со. 
Если же степень числителя равна степени знаменателя или 

выше ея, то уравнеше не можетъ иметь корня = оо, въ чемь 
можно убедиться вышеуказаннымъ иреобразовавдемъ уравненш. 

При р е ш е т и уравнешй съ радикалами или съ дробными 
степенями неизвестныхъ также случается, что не все получаемые 
корни удовлетвориють данному уравненш. Это происходить отъ 
того, что для уничтоженш радикаловъ или дробныхъ показателей 
мы обе части уравнешя возвышаемъ въ степень, а тогда урав
неше можетъ прюбрЬсти посторонше корни. Действительно, если 
обе части уравненш А — В возвысим а, въ целую и положитель
ную степень п, получимъ уравнеше 

. ! = / > ' " или А" — Р" = 0, пли 

(А — В) (А"-1 4- А"-2В 4- А" ЛВ2 4- . . . 4- Б"-1) = О, 

а это уравнеше распадается на два: 

А — В = о и А"-1 4- -1" *В 4- А»~3В2 4-. . • + в'1~1 = О, 
изъ которыхъ первое тождественно съ даннымъ. между темь какъ 
корни второго, удовлетворяя уравненш А" = В", могутъ не удовле
творять данному уравненш А = В. 

Такъ, уравнеше Зж 4- 5 Ух = 12 приводится къ уравненш 
9ж2 — 97ж = — 144, корни которая суть 

х = 1-^- и х2 = о: 

второй изъ ЭТИХ!, корней, удовлетворяя уравненш, освобожден
ному отъ радикала, не удовлетворяет!, данному уравненш, если 
изъ двухъ значешй радикала Ух требуется взять только поло
жительное. 

Можетъ случиться, что никакой изъ получаемыхъ корней 
не удовлетворяетъ данному уравненш съ радикалами. Такъ, 
напримеръ, уравнеше 

| / ж 4 - 4 4- Ух—1 = 1 
по освобождеайи его отъ радикаловъ даетъ единственный корень 
ж = 5, но и онъ не удовлетворяет!, данному уравненш. За-
метимъ, что решеше х = 5 есть корень уравненш ^ ж - 4 4-4 
_ Ух—1 = 1. 

Обратно, если изъ обенхъ частей уравнешя извлечь корень, 
то оно чрезъ это теряетъ одинъ или несколько корней. Дьй-
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ствительно, если уравненю А" -- Р" или А" — Р и = о, тождествен
ное съ уравнешемъ 

(А — В) (А"-14- А"- 2 Р + Ап~лВ2 + - . : . + Р""1) = О, 
заменима, уравнешемъ А = Р, то корни последняя удовлетво
рять данному, такъ какъ они обращаютъ множителя А — В въ 
нуль; но данное уравнеше помимо этихъ корней имеетъ еще 
тате, которые обращаютъ въ нуль многочленъ множитель 
А" * 4- Ап~2В 4- Ап~вВ2 4-. . • 4 - Р " - 1 : эти-то корни и теряются. 

Решеню совокупныхъ уравнешй основывается какъ на двухъ 
теоремахъ, разсмотрЬнныхь нами выше, такъ и на следугощихъ. 

Теорема 3. Л ю б о е и з ъ п с о в о к у п н ы х ъ у р а в н е и 1 й 
м о ж н о , с о х р а н я я о с т а л ь н ы я , з а м е н и т ь д р у г и м ъ , 
п о л у ч а е м ы м ъ п о ч л е н н ы м ъ с л о ж е н 1 е м ъ и л и в ы ч и -
т а н а е м ъ з а м е н я е м а г о у р а в н е н ! я и и р о и з в о л ь н а г о 
ч и с л а и з ъ о с т а л ь н ы х ъ , п р и ч е м ь н о в а я с и с т е м а 
у р а в н е н ! й б у д е т ъ э к в и в а л е н т н а с ъ д а н н о г о . 

Докажемъ, напримеръ, что система п совокупныхъ уравнешй 
А 

Л 
А 2 

^ 3 

Л 

5 = 

= 
= 

= 
= 

В 

вх 
р> 

в. 
в, 

эквивалентна съ системою п уравненШ 
ААГА1 — А0=В-АГВ, — Р., 

А] = ВХ 

( 2 ) . . . . А ^ Щ 

К) л3=в3 

д 4 = р 4 

Действительно, всякое решеше системы (1) удовлетворяетъ 
также уравненш А 4- А{ — А2 = В А}- Р, -— Р., системы (2), потому 
что при этомъ р е ш е т и каждый членъ первой части этого урав
нешя имеетъ тождественно равный себе во второй: значить это же 
решеню удовлетворяетъ в с е м ь уравненаямь системы (2), такъ 
какъ остальныя уравненш въ обенхь системахъ те же. Обратно, 
всякое решеше системы (2) удовлетворяетъ и системе (1), потому 
что уравненш Аг = В1; А2 = В2; Ан = В3... въ обенхь системахъ 
т е же, а уравнеше А = В системы (1) получается изъ системы (2), 
когда къ первому уравненш системы (2) придадимъ почленно 
третье, а вычтемъ второе. 
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Теорема 4. Л ю б о е и з ъ п с о в о к у п н ы х ъ у р а в н е в л й 
м о ж н о , с о х р а н я я о с т а л ь н ы я , з а м е н и т ь д р у г и м ъ , 
п о л у ч а е м ы м ъ и о ч л е н н ы м ъ у м и о ж е и 1 е м ъ и л и д е -
л е н 1 е м ъ з а м е н я е м а г о у р а в н е н д я н а п р о и з в о л ь н о е 
ч и с л о и з ъ о с т а л ь н ы х ъ , п р и ч е м ъ н о в а я с и с т е м а и 
д а н н а я б у д у т ъ э к в и в а л е н т н ы . 

Докажемъ, напримеръ, что система (1) п совокупныхъ урав
нешй эквивалентна системе уравнешй 

ЛЛ1А2 __ ВВ1Ва 

А, А. В,ВЛ 

Ах 

А2 

^ 8 

^ 4 

= 
— 

*х 

в. 
в. 
в. 

(3) 

Въ самомъ деле, всякое решеню системы (1) удовлетво-
АА,А2 ВВуВо . „ . 

ряетъ также уравнение л А ~ в в с и с т е м ы (3), потому что 
при этомъ р е ш е т и каждый множитель или делитель первой 
части этого уравнешя имеетъ тождественно равный себе мно
житель или делитель во второй; значить это же решеню удовле
творяетъ в е е м а , уравненаямь системы (3), потому что остальныя 
уравнешя въ обенхь системахъ тЬ же. — Обратно, всякое решеше 
системы (3) удовлетворяетъ и системе (1), ибо уравнешя Ах = Р, ; 
А2 = Р 2 ; 4 3 = Р 3 . . . въ обеихъ системахъ те же, а уравнеше А—В 
системы (1) получается изъ системы (3), когда первое изъ этихъ 
уравненш почленно помножимъ на 4-ое и 5-ое, а раздълимъ на 
2-ое и 3-ье. 

VI. Р ъ ш е ш е возвратныхъ уравненШ 4-ой сте
пени, двучленныхъ и трехчленныхъ. 

§ 25. Рьшеше возвратныхъ уравнешй 4-ой степени. Урав
неню съ одннмъ неизвестнымъ называется в о з в р а т н ы м ъ , если 
по перенесеши всехъ членовъ въ одну часть уравнешя и по рас-
положеши ихъ по восходящимъ или нисходящимъ степенямъ не-
и з в е с т н а я эта часть оказывается целымъ многочленомъ, въ ко-
торомъ коэффищенты каждыхъ двухъ членовъ, равноотстоящихъ 
отъ крайнихъ, равны между собою. Мы здесь раземотримъ только 
возвратное уравнеше 4-ой степени, т. е. уравнеше вида 

(р).... ЙЖ4 4- Ъх'6 А- сх2 4 Ьх 4- а = 0. 
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Такое уравнеше называется возвратнымъ потому, что оно 
возвращается къ первоначальному виду при замене въ немъ ж 

дробью — . Въ самомъ деле, при такой замене получается 
х 

уравнеше 

1_4-—+ ~ 
Xя х2 х 

а . Ь , с , Ъ . 

откуда по уничтоженш знаменателей получается уравнеше 

а 4~ Ьх + еж2 4- Ъхн -4 ахА = О, 

тождественное съ даннымъ. 
Изъ сказаннаго заключаемъ, что если уравнеше (р) имеетъ 

корень ж = а, то оно имеетъ также корень ж = — . 

Для р е ш е т я уравнешя (р) разделимо, обе части его на ж2, 
отъ чего уравнеше не теряетъ ни одного корня, ибо ж2 обра
щается въ нуль только при ж — о, но нуль очевидно не есть 
корень даннаго уравнешя; тогда получимъ: 

ал2 АгЪхАг с А, г - ^ - = 0 или 

а(х2+-4)+ь (*+4-)+ е=° ; 

но такъ какъ ж ' 2 4 ^ - = ( ж - | V — 2 , то получимъ: 

а(х+ -ж

-)2 + Ь (х + 4") + (с — 2а) = °' 
т. е. квадратное уравнеше относительно ж -) . Р е т и в а , ЭТО 

уравнеше, мы получимъ некоторый два р е ш е т я : 

х + ~ = « и.х + у = ^, 

а решивъ эти два уравнешя, получимъ 4 корня даннаго урав
нешя (р). 

Примьръ. Уравнеше 2ж4 — 7ж3 + 9ж2 — 7ж 4- 2 = О 
по разделена!! обенхь частей на ж2 даетъ 

2 ( ж 3 + 4 ) - 7 ( ' г + 4 ) + 9 = 0 ; 

а какъ ж2 4 -^т = (хАг — ) — 2, то получимъ : 

2 ( ж + х~)~7 ( ж + 4") + 5 = °' 0 Т К У Д а 

, 1 7 4-У"49=40 , 1 1 1 
ж + "47- = - ^ - 4 ' т- е - ж + 4 Г = 2 | И ж 4- — - 1; 
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первое изъ этихъ уравнешй даетъ ж, — 2, ж2 = -=-; второе даетъ 

1 4 I У~3 »»-=•з -
Уравненю вида 

ахА + &г3 -|- еж2 41 &# 4~ а = О, 

въ которомъ коэффищенты 2-ого и 4-го членовъ равны, но про
тивоположны по знаками, можно до некоторой степени причис
лить къ возвратнымъ въ тома, смысле, что если уравненю это 

имеетъ корень ж = а, то оно имеетъ также корень ж = , в ь 

чемь убеждаемся, какъ выше. Такое уравнеше решается подоб-
нымъ образомь, какъ уравненю (р): именно, разделивъ обе части 
уравнешя на ж2, получимъ: 

ах2 4: 6ж 4 сАт:-—АгАг — 0, откуда 

а(^ + 4г)±ь(х- 4 ) + « = °; 

а какъ ж2 4—=- -- (х ] -4- 2, то получимъ: 

а(*-~)2±ъ(.г-±) + (1: + 2а) = 0 

И Т. д., какъ въ случае уравненш (р). Такъ, нанримера,. 
уравнеше 

6ж4 - 25ж3 4- 12 ' ' 4- 25/' 4-6 = 0 

приводится къ уравненш 

6 ( Х ~ « г)"_ 25 (Х ~̂) + 24 = °' откуда 

1 25 4-7 1 8 1 3 
ж = — = — , т. е. л = -о- и ж = -«•; 

х 12 х 3 . 1 - 2 

корни 1-го изъ этихъ уравнешй суть ж, — 3, ж., = у ; корни 
1 

2-го суть ж3 =• 2, ж̂  = 5". 

§ 26. Рьшеше двучленныхъ уравнешй въ алгебраическомъ 
видь. Уравненю съ ОДНИМ!, пзвестнымъ ж вида 

(1) . . . . ах" 4 5 = 0 

называется двучленными: коэффищенты а и й считаемъ здесь 
положительными, въ противномъ случае меняема, знаки обоихъ 
членовъ на обратные. 
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Разделивъ обе части этого уравненш на а и полагая 
ь 

— =р, получимъ: 

(2) . . . . ж" ± р = О, 

где р число положительное. 

По § 21 уравненю это имеетъ п корней; а какъ оно даетъ 

х = У +р, то заключаемъ, что и каждый изъ радикаловъ У-\-р 

11У~--р имеетъ п значенШ. 

При нечетномъ п рад и кал ь У р между своими п значеншмн 
имеетъ некоторое вещественное и положительное значеню, при-
томъ только о д н о , потому что два разныхъ положительныхъ 
числа, будучи возвышены въ одну и ту же степень п, не могутъ 
давать одно и то же подкоренное число р; следовательно все 
остальныя п — 1 значешй радикала мнимыя. При четномъ же п 
радикалъ Ур имеетъ два вещественныхъ значешя, численно 
равный, но противоположный по знакамъ, притомъ только эти 
два вещественныхъ значешя (причина та же, какъ выше), такъ 
что все остальныя п — 2 его значешй мнимыя. 

Единственное вещественное и положительное значеше корня 
Ур изъ положительная числа р называется а р и е м е т и ч е -
с к и м ъ его значешемъ. 

Радикалъ У - —р имеетъ при нечетномъ п некоторое веще
ственное и отрицательное значеше, притомъ только о д н о , а все 
остальныя п — 1 его значешй мнимые ; при четномъ же п онъ 
имеетъ все значенш мнимыя. 

Решеше уравненш (2) приводится къ решенш двучленнаго 
уравнешя, къ котором а, известный членъ равенъ 1. Въ самомъ 

деле, полагая въ уравнешй (2) х = гУр, где подъ радикаломъ 

Ур понимаемъ только ариеметическое его значеше, получимъ: 

2пр Агр = 0 или по сокращен!!! на р 

(3) . . . . « " ± 1 * 0 . 

Такимъ образомь мы должны познакомиться съ решешемь 

двучленнаго уравненш вида 

(4) . . . . 2п — 1 = О и вида 

(5) 5" 4-12-- О, 

изъ коихъ каждое по вышеизложенному имеетъ п значешй. 
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При этомъ намъ придется ограничиваться лишь частными 
примерами, потому что обицй птлемъ решенш двучленныхъ 
уравнешй въ алгебраическомъ виде относится къ Высшей 
Алгебре. 

Р е ш и в ь уравненю (3), мы затемъ получнмъ корни уравне
шя (2), а следовательно и уравнешя (1), умноживъ все корни 

уравнешя (3) на ариеметическое значеше радикала Ур, ибо 

Ж — 2Ур. 
Примьчаше. Изъ того, что при нечетномъ п уравнеше (4) 

даетъ 5 — 1/4-1 = +1 / ^> а уравненю (5) даетъ 2—У—1 = — ] / 1 , 
заключаемъ, что, зная все корни уравненш (4), мы получимъ 
все корни уравнешя (5), взявъ корни перваго съ обратными 
знаками. 

Примеры. 

1) Уравненю ж2 — 1 = 0 имеетъ очевидно два корня: ж = 4-1. 

2) Уравненю ж2 -4 1 = 0 имеетъ два корня: ж = + У— 1 = +». 
3) Уравнеше ж3 — 1 — 0 можно заменить следующими, : 

(ж— 1) (ж2 + х 4-1) = 0, 

которое распадается на два: 

ж — 1 = 0 и ж2 4- х 4- 1 = 0, 

ибо данное уравнеше удовлетворяется какъ значеншми ж, ко
торый обращаютъ множитель ж — 1 въ нуль, такъ и теми значе-
шями, который обращаютъ множитель х?А\-лАг1 въ нуль. 

Первое уравненю даетъ ж = 1, а второе ж = ^ — — ^ — ; следов а-

тельно данное уравненю имеетъ 3 корня: 1, —' 9 и 

14-* У~з 

4) Уравненю х*-\-1 = 0 можно заменить следугощимь: 

(ж 4- 1) (ж2 — ж 4- 1) = 0, 

которое распадается на два: ж 4- 1 = 0 и ж2 — ж 4-1 = 0 ; первое 
1 4- »1/"з 

даетъ ж = — 1, второе х = ~ * ; значить данное уравненю 

л. о -, 1-\-^У^ 1 — %У 3 
имеетъ 3 корня: — 1 , ' 9 — и — ^ — . 

Сличая эти корни съ корнями предыдущаго уравнешя (3), 
видимъ, что согласно съ вышеприведеннымъ нримечатемъ 
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корни нашего уравненш отличаются отъ корней предыдущаго 
только знаками. 

На основашй вышеизложенная же корни уравнешя 8ж3 4-
4- 27 — о, напримеръ, будутъ: 

-1.]/?, Щ О у | и 1 ^ 0 у | > т . е . 
1,5(1 +1УЩ \,Ь(\-гУЩ 

— 1,о, 2 и 2 л 

5) Уравнеше ж 4 — 1 = 0 распадается на два: 

ж2 — 1 = О и ж2 4- 1 = о ; 

первое даетъ ж — 4-4, второе же ж = 4 ?', такъ что данное урав
неше имеетъ 4 корня. 

6) Уравненю ж 4 4-1 = 0 можно написать такъ: 

(ж2 -4-1)2 — 2ж2 = о или (ж2 4- 1)я — (х У*Р = О, 

и следовательно оно распадается на два уравненш: 

ж2 4- 1 + ХУ 2 = О И ж2 4- 1 ~ ж!/2 - О; 

У~ъ \^~^ 

первое даетъ ж = —• (— 1 + г), а второе даетъ ж = ^«"(1 + г); сле

довательно данное уравнеше имеетъ 4 корня. 
7) Уравненю ж5 — 1 = 0 даетъ (ж — 1) (ж4 -\-х9-\- ж24~ ж -4 1) — О, 

а следовательно распадается на два, изъ коихъ одно есть 
ж — 1 = 0, откуда ж = 1, а другое в о з в р а т н о е 

ж4 4- х9 Аг х2 4- ж 4- 1 = О, 
которое по § 25 приводится къ виду 

(х+Щ+х+х)-1-0-
, 1 

т. е. къ квадратному уравнение относительно ж 4 — ) откуда 
. 1 1 . т / 1 Г"7 —1А-У~Ь , 1 — 1 — У~Ь 

х + — = — -о А-у -± + 1 = у — - , а также ж + - = 2 " ' 
—141^5 , ^ 1 0 4 2 ^ 5 

первое изъ этихъ двухъ уравнешй даетъ ж = — 4^— ± — — , 
141^5 гУю — 2У6 

второе же даетъ ж = -~— + — т — — ; значить данное урав
неше имеетъ одинъ вещественный корень именно 1, и 4 мнимыхъ. 

8) Уравнеше ж 54-1 = 0 даетъ (ж+1)(ж 4 — ж3 4 ж2 — ж 4-1) = о 
и решается подобнымъ образомь, какъ предыдущее; согласно 
съ вышеобъясненнымъ корни его будутъ отличаться отъ корней 
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предыдущая уравненш лишь знаками, а следовательно они 
будутъ: 

, 1—1ГЪ — гУю + 2 УЪ 1 + 1 / " 5 - г У ю - 2 } А 5 

9) Уравнеше ж6 — 1 = 0 распадается на два: 

ж3 — 1 = 0 и ж3 4- 1 = О, 

откуда на основашй нримеровъ 3 и 4 заключаемъ, что данное 
. 0 „ , , ,1 + 1/3 , 1 — < 1 : 

уравненю имеетъ 6 корней: + 1 , + — 2 - и 4 ^-—. 
10) Уравненю л1 +: 1 = о въ окончательномъ виде не разре

шимо элементарнымъ прюмомъ. 
11) Уравненю ж 8 — 1 = 0 распадается на два: 

ж4 — 1 = 0 и Ж4 -4 1 = О, 

а потому на основашй нримеровъ 5 и 6 данное уравнеше имеетъ 

8 корней: 4 1 , 4 4 , ^ , ( — 1 ±.г) и У^ (1 ± г). 

12) Уравнеше ж8 4-1 = О можно на писать такъ: 

(ж4 4- I) 2 — 2ж4 = 0 или такъ : (ж4 4 I ) 2 — (ж'У"2)2 = О, 

а следовательно оно распадается на два бпквадратныхъ уравненш: 

ж4 4- 1 4~ж'4^2 = 0 и ж4 4" 1 — х^У~2 = 0 ; 

У* 
первое изъ нихъ даетъ х2 = ^ъ~(—14«); следовательно въ 
случае 4- г оно, по формуламъ 1 и 2 пункта 5 § 13 имеетъ 
два корня : 

-=1/44-1+0=± У\ (УЩ + > УЩ^), 
а въ случае —- г также два корня : 

*=1/47 (-1-о=±Ут (УЦ^ - * УЩ) • 
Такимъ же образомь и второе биквадратное уравненю даетъ 

4 корня: 
4 

х=+4-,г—^^у_1 (уц^+{уу}Щ и 4~Кн 
У 2 

1- ут=т= ± 1/4 (У Ц& + < УЦ=±)' — 4 

1 2 

значить данное уравнеше имеетъ 8 корней. 
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13) Уравненю .г 94:1 = о элементарным!, алгебраическимъ 
путемъ въ окончательномъ виде неразрешимо. 

14) Уравненю ж 1 0 —1 = 0 распадается на два: 

4 — 1 = 0 и ж5 4- 1 = О, 

а потому на основашй нримеровъ 7 и 8 заключаемъ, что данное 
уравненю имеетъ 10 корней: 

+ 1 -1-+УГ& + гУюАг^УЪ 1+УЪ+^й>-2,уТ 
4 4 4 — ' 2 

_ 1+У~Ь Д- Ь- / 5 , «^1042/5 
4 4 ' 4 4 

Этими примерами мы ограничиваемся, потому что обицй 
ирюмь решенш двучленныхъ уравнешй въ алгебраическомъ 
виде относится, какъ уже замечено выше, къ высшей алгебр!,. 

§ 27. Рьшеше двучленныхъ уравнешй въ тригонометриче
скомъ видь. Мы знаемъ, что "Ощи"! виде в с я к а я количе
ства какъ мнимаго, такъ и вещественнаго, есть г(совср -\-гвтср)у 

а потому и общи! видь корней уравненш хт — 1 = 0 есть 

х = г(со8ср 4 гвтср), 

надо только определить модуль г и аргументъ ср. Для этого 
возвыснмъ обе части последняя равенства въ степень т; тогда, 
замечая, что по условш » " - - 1 , мы на основашй § 17 пункта 5 
получим а,: 

/ '"(совтср А- гвттср) = 1 ; 

а какъ при всякомъ целомъ к единицу правой части послед-
няго равенства можно заменить количествомъ соз2кп 4- гвт2кяу 

ибо со82&я;=1, вт2кл = 0, то предыдущее равенство можно 
написать такъ: 

г"'(совтср 4- гвттср) = сов2кл 4- гв1а2кл. 

Наконецъ, замечая, что последнее равенство удовлетво
ряется при 

г=1, тер 2кл, а следовательно ср = "—, 

находимъ, что общи! видъ корней уравнен1я хт — 1 = 0 есть 

/ л ч '11,71 , . . 2/,'Л 

( 1 ) . . . . X = С08 4 ^ 8 ! Н . 
4 ' т ' т 

Такъ какъ здесь к произвольное целое число, то каза
лось бы, что уравнеше хт — 1 ^ о имеетъ безконечное число, 
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корней, но легко убедиться, что количеству к можно давать 
только следугощш т значен1й: 

(2) . . . . к = 0, 1, 2, 3, . . . т — 2, т—1, 

а при дальньйшемъ увеличен1и к значешя корня х повторяются 
периодически. 

Действительно, всякое число к большее, чЬмь т — 1, можетъ 
быть представлено подъ видомъ к = тр 4- Я, где р частное отъ 
делешя к на т, а — остатокъ отъ этого делешя, следовательно, 
полагая въ формуле (1) к = тр + а, получимъ: 

( 2трп 4~ 2о.т \ | . . / 2трп 4 2дл \ —-\—— 1 4- гвш ( — ^ н ) или 

г = 008 ( 2рл 4- — | -4 «81 и ( 2рл А- — \ — соз — 4- /зпа — . 
\ -* ' т / ' \ * ' т I т ' /// 

где целое число ^, какъ меньшее, чъмъ т, есть одно изъ чи
селъ ряда (2): следовательно х приняло опять одно изъ преды-
дущихъ т значешй, а потому данное двучленное уравненю 
имеетъ только т корней. 

Для решенш уравнешя хтА-1 = о положимъ опять 

х = г(совср 4- гвтср); следовательно должно быть 

[г(создр 4- гвтср)\т = — 1; 

а какъ при всякомъ целомъ значенш к будетъ: 

сов(2к 4- 1)т5 = — 1 ; 81н(25 4~ 1)лг = О, 

то предыдущее уравненю можно написать такъ: 

гт(совтср 4 гвттср) = соз(2^ 4 1)^ 4 гвт(2к + 1)лг; 

замечая же, что это равенство удовлетворяется при 

г = 1; тер = (2к 4- 1)л, откуда ср —— "*"" ^ , получимъ : 

,. . (2Л- 4- 1)п , • • (2кА-1)л (2) . . . . X = С08 ч — ^ ' 4- ?8Ш ^ —-4 т т 

Въ этой формуле количество к можетъ иметь только еле-
дугощш т значенш: к = О, 1, 2, 3 , . . . т — 2, т — 1, а при даль-
нейнаемъ увелнченш к значешя корня ж повторяются перюди
чески. Действительно, полагая, какъ выше, к = тр4- 3, где я<Ст, 
мы уравненю (3) можемъ написать такъ: 

(2шр4-2д4-1Ь . . 04«»4-2д4-1)л 
х= СОЗ ^ — г \ *-г >_ 1 г 8 Ш _^Д—-г Ц-т_/_ И Д И 

т ' т 
/ , (2д4-1>\ , • • /-, , (2д + 1)я\ (2^41^ , . . ж=С08С 2рпА- 14-«8т1 2рл+ ) = с о з ^ ^ ^ ИЗН1 (2д4-1)̂  
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где ц_ есть одно изъ чиселъ ряда: 0, 1, 2, 3 , . . . т—2, т—1, 
следовательно * приняло опять одно изъ предыдущихъ т зна
чешй, а потому данное двучленное уравнеше имеетъ только т 
корней. 

Согласно изложенному въ § 26 мы получимъ корни урав
нешя ах* + 6 = о, если корни уравненш 4* + 1 = 0 умножимъ на 

ариометическое значеше радикала У1 
Примьръ I. Все корни уравненш х9—1 = 0 заключаются по 

только-что изложенному въ формуле 
2кл , . . 2кп 

X = С08 —д- 4 «81П—д-, 

где к имеетъ следующая три значешя: к = 0, 1, 2 ; следовательно 
искомые корни будутъ: 
.. 1 = СО80 4- *8Ш 0 = 1: 

,., = соз 2~ 4- г*8Ш 4^- = соз 120" + г з т 1 2 0 ° = 

= — созбО04- гз1п60° = — 4- Аг г ^ = ~1+^У* ; 

.г-3 = соз -д- 4- *ЗШ -д- === СО82400 4~ гзт240° = 

= — СО8600 — г8тб0° = — 4^— гУ-~ = — ~ 2 ~ ( с м- примерь 3 §2(5). 

Примьръ 2. ОбщШ видь корней уравненш л-5 4-1 = 0 есть 

„ ( 2 * 4 - 1)71 , . . (2&4-1)я 

х = соз ч—Гъ—— 4 г з т *—\——, 
гдЬ к имеетъ только следугошт 5 значишй: к = 0, 1, 2, 3, 4; 
следовательно 

х. = соз ^- 4-^з1п -?- = созЗб0 4-«з1п36° ; 1 5 5 1 . 5 

ж2 = соз-/^4«з1п - ^ = соз10804-г81п1080 = — соз72° 4- *8ш72°; 

хъ = совл 4~ гвтл — — 1; 

«4 = С 0 8 -тр + *8Ш -Д = С082520 4 &8Ш2520 — — соз72° — гзт72° ; 

хь = соз -^-4 ?'з1п — = соз324° 4- гзт324° = созЗб0 — гзшЗб0. 

Примьръ 3. Решить уравнеше х6 — 1 = о. 
Рьшеше. По вышеизложенному 
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где к имеетъ только следующая 6 значешй: 0, 1, 2, 3, 4, 5; 
следовательно, придавая количеству к эти 6 значешй и зная, что 

т 1 71 "|4~з" 2я 1 2« 1/"^ 

со80 = 1, 8Ш0=0: с о з ^ = - , 8!И^ = 4 ^ : со8_

3

т = — 4 , з1и4^ = - ^ ; 

С08лг=_1, з1шг=0; С 0 8 ^ = - 4 8 1 И ^ = - ^ ; соз ' | т = 4 з т ^ - ^ 4 

получимъ 6 корней даннаго уравненш: 

, 14-*>Л3 — 1 4 ^ 3 —1—1УЗ 1— гУЪ , л с, ' 
а- = 1, — 1. .,'—, - -Д4Л_ ?_ 4 _ ? 4—(см. примерь 9 § 26). 

§ 28. Рьшеше трехчленныхъ уравнен!й. Трехчденнымъ на
зывается уравненю вида 

(т) . . . . а 4" 4- Ъхп 4 с = О, 
первая часть которая после переноса всехъ членовъ въ эту 
часть и соединенш подобныхъ членовъ состоита, изъ трехъ чле
новъ, изъ коихъ одинъ полагается извЬетпымь, а другю два со
держать такш степени неизвестная, что одна изъ нихъ есть 
квадратъ другой. РЪшеше такого уравненш приводится къ ре
шенш одного квадратнаго уравненш и двухъ двучленныхъ сте
пени п. Въ самомъ деле, полагая въ уравнешй (т) хп = у, по
лучимъ квадратное уравненю 

(]>) . . . . ау2
 АГ % + с = О, 

откуда найдемъ два значенш для у, напримеръ ух = а, у2 = ,в, а 
потому для определешя х будемъ иметь два двучленныхъ 
уравненш: 

хп = а и хп — /?, 

изъ которыхъ каждое по предыдущему имеетъ п корней, а сле
довательно данное уравненю имеетъ 2п корней (§ 21). 

Изъ нижеслъдуюшихъ примерена, усмотримъ, что не всякое 
трехчленное уравненю для насъ разрешимо въ окончательном!, 
виде элементарнымъ алгебрапческимъ ирюмомъ, ибо часто для 
нахождешя всехъ его корней приходится извлекать изъ мни
мыхъ выражешй корни высшихъ степеней, что не входить въ 
наша, курсъ; оно же всегда разрешимо, если показатель п есть 
одно изъ чиселъ 2, 4, 8, 16,... и вообще вида 2 , ибо тогда вопросъ 
приводится къ последовательному извлечет») квадратнаго корня 
изъ комплекснаго выражешя (§ 13, пункта, 5, формулы 1 и 2). 
При веде мъ примеры. 

Примьръ I. Для р е ш е т я уравнешя х6 — 26х'6 — 27 = 0 пола-
гаемъ х3 = у; тогда 

г/ — 26г/ — 27 = 0, откуда уг = 27, у2 = — 1; 
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следовательно для определешя х имеемъ два двучленныхъ 
уравнешя: 

(О) . . . . х3 = 27 И (г) . . . . ж3 = — 1 ; 

корни перваго изъ нихъ мы найдемъ, оиределивь все 3 значенш 
з 

радикала ]/а и умноживъ ихъ на ариеметическое значеше корня 
3 3 

У27, Т. е. на 3 (§ 26); а какъ три значенш радикала ]/~1 но 3-му 
1+гУ~3~ 

примеру § 26 суть : 1 и = ^ — , то корни уравненш (а) суть: 
3 и - ^ — ~ г —-; корни же уравненш (г) по 4-му примеру § 26 

суть: — 1 и —* ^—, такъ что данное уравненю имеетъ 6 корней: 

два действительныхь и 4 мнимыхъ, попарно сопряженныхъ. 

Примьръ 2. Уравнеше ж 6 —8ж 3 4-25 = 0 при хг = у даетъ 

г/2 — 8у 4- 25 = 0, откуда 2/1 = 4 4- Зг, у2 = 4 — Зг, а следовательно 
з з 

ж3 = 4 4 Зг, откуда х = У А -{- Зг, и ж3 = 4 — Зг, откуда х = У А — Зг ; 

дальнейшее решеню для насъ невозможно, ибо извлечете ку
бическая корня изъ мнимаго выражешя не входить въ нашъ 
курсъ. 

Примьръ 3. Для решенш уравненш 4ж8—12ж44~25 = 0 но-
лагаемъ ж4 = у ; тогда 

4г/2 — 12у 4- 25 = 0, откуда у{ = —^—, у2 = —^— ; 

следовательно для определешя х имеемъ два двучленныхъ 
уравненш: 

3 4 4г 3 — 4г 
ж4 = - ^ — И ж4 = — 2 " , 

изъ коихъ каждое имеетъ 4 мнимыхъ корня, именно: 1-ое даетъ 
4 

ж = ±у Ц ± ' = + ] / 4 : ] / 3 - ± ± г ' = ±У±(2 -4 г) (§ 13, пунктъ 5, фор

мула 1), т. е. 4 корня: -±лУ2-А\-г и +У—2—г; второе двучленное урав

неше ж4 = - 4 ^ даетъ также 4 корня: + 1 / 2 — г и +}/—24~г; такъ 

что данное уравненю имеетъ 8 мнимыхъ корней, изъ коихъ 
каждый по § 13, п. 5, форм. 1 и 2 можетъ быть приведенъ къ 

комплексному виду, нанрнмеръ У2—г'= у У 5 " 1 Л/ ^ 5 + \ 

§ 2 9 . Преобразоваше радикала вида К а±_УЬ. При р е ш е т и 
трехчленныхъ уравнешй , четныхъ степеней часто получаются 

6 



82 

корни вида У а+УЪ, где а и & числа рацюнальныя, но У Ъ 
количество ирращональное; наиримьръ, уравнеше 

ж4—14ж2-|-36 = 0 имеетъ корни: х= + У 7 4]/"13; 
подобный выражешя при некоторомъ у словит могутъ быть пре
образованы въ более простыя вида Ут + Уп, где т и п числа 
рацюнальныя, но радикалы У~т и Уп или одинъ изъ нихъ 
ирращональны. 

Для этой цели возьмемъ очевидный тождества 

{Уа 4- УЪАг-Уа — У Ъ)2 = 2(а -4 Уа^—Ь) и 

(Vа АгУ~Ъ—У а — У~Ъ)2 = 2(а — У а2—Ъ), откуда 

Уа~А- УЪ+Уа — \ГЬ = ±У2(аАгУа?^Ъ) и 

У а А- УЪ—Уа~— УЪ = ± У2(а—Уа~^); 

сложивъ же и вычтя последшя два равенства почленно, получимъ: 

(1).... У7+\ГБ = + [УЩ^Еь + У'-УЯЩ и 

(2).... Г7=4т= ± \у«+г*=* _у—Уъ=ъ), 
где изъ четырехъ возможныхъ комбинащй двойныхъ знаковъ 
слагаемыхъ или вычитаемыхъ равенствъ пригодна лишь вы
бранная нами комбннащя, потому что только при такомъ ихъ 
выборе квадратъ правой части каждая изъ равенствъ (1) и (2) 
равенъ подкоренному количеству левой. 

Мы поставили себе целью данный радикалъ съ иррацю-
нальнымъ подкореннымъ количествомъ преобразовать въ радикалы 
съ рацюнальными подкоренными количествами; выражешя же 
(1) и (2) показываютъ, что это возможно лишь при такихъ зпа
чешяхъ а и Ъ, при которыхъ а1 — Ъ оказывается точнымъ квад-
ратомъ, въ противномъ случае указанное преобразоваше только 
усложняло бы вопроса,. 

Примеры. 
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3) Ую+уь1. отв. УЩУ±. 

4) К75 — 121/21. Отв. ЗУ~7— 2Уз. 

5) /84-2^151 Отв. 5 + К з : б ) / 9 ^ ? . Отв. 2^22-1^1 

7) / М _ 2 К ^ = ^ =)Д±|_4Е2 _|/т-1У^ = | / _ Е -УЩ±. 

8) Отв. | /^4-1+«-Н + у ^ _ 3 ^ р . _ ^ . 

9) / (а 4-й)1 — 4(а — Ъ)УЖ Отв. а — 6 — 2УаЬ. 

У\— а2 У\— а2 

11) УУШАгУШ. ОТВ. у 2 ( ^ у +У1г) • 

12) УьУь+2 У 30 =УУ~6(5 4-2К6) = К 1 . ̂ 5 ^ + 2 ^ 6 = 

= ( 1 / з " 4 К 2 ) | / 5 : 

«3) УЩ^^а-УЦ^У^. 

ю Т / ё + ^ + У й - 1 ? . 0тв.±К2̂  

VII. Неравенства и неопределенный уравнешя. 

§ 30. Неравенства и ихъ рьшеше. Два количества, соеди
ненный между собою одннмъ изъ знаковъ > < , >, < и ^ , со-
ставляготъ выражеше, называемое н е р а в е н с т в о м ь . 

Два количества могутъ быть или явно неравными, напри
меръ 5>>3 или ж4-1>^, или же становиться неравными только 
при онределенныхь значешяхъ некоторыхъ буквъ, входящихъ въ 
ихъ составь и называемыхъ тогда н е и з в е с т н ы м и ; напри-
мерь 3^ — 1 меньше, чемь ж4-5, не при всякомъ значешй ж, а 
только при х, менынемь 3. 

б* 
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Способъ определешя значенш неизвестныхъ, удовлетво-
рягощихь данному неравенству, называется р е ш е н т е м ъ н е 
р а в е н с т в а . 

Неравенства имеютъ, между прочимъ, следующая свойства. 
1. З н а к ъ н е р а в е н с т в а не и з м е н и т с я , е с л и к ъ 

о б е и м ь ч а с т я м ъ н е р а в е н с т в а п р и д а д и м ь и л и и з ъ 
о б е н х ь ч а с т е й в ы ч т е м ъ п б - р о в н у , т. е. 

если, напримеръ, а _> &, то и аА-т^>Ъ-\-т и а — т >> о — т. 

Действительно, если а^>Ъ, то разность а — Ъ положительная 
величина, т. е. а — 5>>0; но ясно, что разность а — & не изме
нится, если къ ней придадимъ т — т, ибо т — т = 0 ; следо
вательно и 

(1) . . . . а — Ъ-\-т — т>>0, откуда 

<а4- ^) — (Ъ-\~т)^>б, 
т. е. разность (а 4- т) — (Ъ -(- т) положительная величина, значить 

Й 4 М > & 4 - ? И . 

Неравенство (1) можно написать еще такъ: 

(а — т) — (Ъ — т)_>0 ; следовательно также : а — т^>Ъ — т. 

На основанш этого свойства члены изъ одной части нера
венства могутъ быть перенесены въ другую съ обратными знаками. 
Такъ, напримеръ, придавъ къ обЬимъ частямъ неравенства 

а А~Ъ — с<СЗ 4 6 
по с, получимъ: 

аА~ Ъ — с А- с<СйА\-е -\- с или 
аАг-Ъ<^с1А- 6 4 с; 

а если затемь вычтемъ изъ обенхь частей этого неравенства по 
а7, получимъ: 

а А- Ъ— с1<Се 4- с. 
Сличивъ это неравенство съ даннымъ, видимъ, что с и а" 

перешли изъ одной части неравенства въ другую съ обратными 
знаками. 

2. З н а к ъ н е р а в е н с т в а не и з м е н и т с я , е с л и о б е 
ч а с т и н е р а в е н с т в а у м н о ж и м ъ и л и р а з д е л и мъ на 
о д н о и то ж е , но п о л о ж и т е л ь н о е к о л и ч е с т в о п; если 
же о б е ч а с т и у м н о ж и м ъ и л и р а з д е л и м ь на о д н о и 
то же о т р и ц а т е л ь н о е к о л и ч е с т в о —п, то з н а к ъ н е р а 
в е н с т в а п е р е м е н и т с я на о б р а т н ы й , т. е. если, напри-
мерь, а^>Ъ, то 

а .п^> Ъ .п и—_>—, но п п 
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а. ( — п ) < Ь. (— п) я -^ < — . 

Действительно, если а _> Ъ, то а — Ъ положительная величина; 

следовательно при положительномъ п количества (а — Ъ). п и - = -

будутъ положительными, т. е. 

(а — Ъ). п ^> 0 и ^ ^ >> 0 или 

а.п — Ъ.п^>0 и — 4> О, значить 
п П 

а .п^> Ъ . п и — _ > — . м и 

Если же положительную величину а — Ъ умножимъ или 
разделима, на отрицательную величину — п , то количества 

(а — Ъ). (— п) и - — будутъ отрицательными, т. е. 

(а — Ъ).(—п)<СО и ^—-<С0 или 

а . (— п) — Ъ . (— п) < . О и — — < ! О, значить 

а . (— пХ'Ъ. (— п) и <Г . 

Отсюда следуетъ, что при перемене знаковъ всехъ чле
новъ неравенства на обратные надо и знакъ неравенства пере
менить на обратный, потому что это значить, что мы обе части 
неравенства умножаемъ на — 1 . 

На основашй этой теоремы можно уничтожить дробные 
члены въ неравенстве, умноживъ обе часги его на наименьшее 
кратное всехъ знаменателей. 

§ 31. Рьшеше неравенства 1-ой степени съ однимъ неизвест
нымъ. Неравенства, какъ и уравненш, разделяются по числу 
неизвестныхъ и по степенямъ на неравенства съ однимъ, двумя, 
тремя неизвестными и т. д. и на неравенства 1-ой степени, 2-ой 
и т. д. Разсмотримъ примеры решенш неравенствъ 1-ой сте
пени съ однимъ неизвестнымъ. 

Примьръ I. Определить те значешя неизвестная ж, при 
которыхъ 

3<4 —2) 2(а?4-1) ^ 1_ 
4 7 ^ 8 * 

Рьшеше. Уничтоживь знаменателей, получимъ: 
42 (ж — 2) — 16(ж 4- 1 ) < 7 ; 

раскрывъ затемь скобки, перенеся неизвестные члены въ одну 
часть неравенства, известные въ другую, и сделавь приведете, 
получимъ: 



86 

26-г< 107, откуда ж < ^ , т. е . ж < 4 ^ , 

т. е. всякое положительное число меньшее 43/26 и всякое отри
цательное число безъ всякая ограниченш удовлетворяетъ дан
ному неравенству. 

Примьръ 2. Решить неравенство | - < | - _ е — 7 . 

Рьшеше. Уннчтоживъ знаменателей, получимъ ; 

2ж<9ж — 4-2, Откуда 2ж — Ш?<< — 42, т. е. 

— 7ж<< — 42, значить 7 ж >> 42 (свойство 2 § 30), а потому ж>>б. 

т. е. всякое число большее 6 удовлетворяетъ данному неравенству. 
Примьръ 3. Капиталь, отданный въ ростъ более чемь но 

4%, даетъ ежегодно 325 руб. прибыли. Определить этотъ капиталь. 

Рьшеше. Обозначивъ буквою ж число рублей искомаго ка

питала, найдемъ, что онъ при 4 % даетъ прибыли ^ руб., что 
должно быть меньше 325 руб., ибо по условш капиталь х даетъ 
325 руб. прибыли, если онъ отданъ въ ростъ выше чемь по 4%; 
следовательно 

г^-<_325, откуда ж<.8125, т. е. капиталь меньше 8125 руб. 

Примьръ 4. Куплено 3 фунта чаю и изъ 10 рублей полу
чено сдачи не более одной трети стоимости одного фунта. 
Сколько стоить фунтъ этого чаю? 

Р^шен1е. Полагая, что одинъ фунтъ стоить ж рублей, получмъ : 

10 — Зх^ — х, откуда 

10_=3--ж, следовательно ж_>3, 
т. е. одинъ фунтъ чаю стоить не меньше 3 руб. 

§ 32. Рьшеше двухъ неравенствъ 1-ой степени съ однимъ 
неизвестнымъ. Изъ предыдущаго § видно, что при решенш 
одного неравенства мы для неизвестная получаема, множество 
значешй, бблыпихъ или менынихъ известная предела. Но бы-
ваготь вопросы, решаемые номоицго двухъ или более неравенствъ, 
который должны удовлетворяться одними и теми же значеншми 
неизвестная; тогда для этихъ значешй можетъ получиться 
иногда одна только предельная величина, иногда две предельный 
величины, между которыми заключаются значенш неизвестная, 
а иногда даже противоречащее другь другу результаты, указы-
вагонце на невозможность вопроса. 
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Пояснимъ это примерами. 

ПримЪръ I. Определить, при какихъ цълыхь зпачешяхъ ж 

дробь . ж ~ имеетъ положительное значеше. 
г 4а?—1о 

Рьшен!е. Данная дробь будетъ положительною, когда ея 
числитель и знаменатель будутъ или оба положительные, или 
оба отрицательные, т. е. когда одновременно 

(1) . . . . Зж — 8>>0 и 4х—15>0 или когда 

(2) . . . . Зж — 8 < О и 4ж — 15 < 0 ; 

первое изъ этихъ условш даетъ для ж пределы: ж>2 2 / 3 и ж;>з3/4, 
изъ которыхъ первый содержится во второмъ, ибо если число 
больше 33/4, то оно подавно больше 22/3; следовательно для ж 
имеемъ одинъ только н и з ш 1 й п р е д е л ъ именно 33/4 и во
просе удовлетворяется при 

ж = 4, 5, 6, 7, 8, . . . до со. 

У слоте (2) даетъ пределы : х < 22/3 и х < з3/4, изъ которыхъ 
второй содержится въ первомъ, а потому для ж имеемъ опять 
одинъ только в ы с ш л й пределъ ж << 22/8; следовательно вопросъ 
удовлетворяется также при ж = 2, 1, 0, — 1 , — 2 , . . . до —со. 
Итакъ данная дробь будетъ положительная при всякихъ целыхь 
зпачешяхъ ж за исключенюмъ ж = з. 

Примьръ 2. Определить, при какихъ целыхь значешяхь ж 

дробь /Г"~_ величина отрицательная. 

Рьшеше. Вопросъ требуетъ, чтобы было одновременно или 

(1) . . . . 5ж — 3 > 0 И 0,5ж4- 1 < О , ИЛИ 

(2) . . . . 5ж — 3 < 0 и 0,5ж 4- 1 > 0 ; 

первое условю даетъ х >> -| и ж<< — 2; но эти решетя весов-
месгны, ибо никакое число, будучи больше -, въ то же время 
не можетъ быть меньше — 2: второе же условю даетъ два воз-
можныхъ предела: #<с4- и х^>— 2, изъ коихъ первый есть 
выснадй пределъ, а второй и и з ш 1 й, и между которыми за
ключается только два целыхь числа именно 0 и — 1; следова
тельно данная дробь будетъ отрицательная только при ж = о 
и ж = — 1. 

Примьръ 3. При какихъ целыхъ зпачешяхъ а дробь | ^ г ? 
будетъ положительная? 



88 

Рьшеше. Условю вопроса требуеть, чтобы было одновременно 
или 4 — 5а>>0 И 8а — 3 >> О, 
или 4 — 5а<<0 и 8а — 3 <С 0; 

следовательно должно быть одновременно или 

(1) . . . . а<-§- и а>>-|, или 

(2) . . . . а > у и а < -§-; 

пределы (1) сами по себе возможны, но между ними не заклю
чается никакое целое число, пределы же (2) несовместны; сле
довательно данная дробь ни при какомъ целомъ значенш а по
ложительною быть не можетъ. 

Примьръ 4. Если бы въ учебномъ заведеши выходило еже
месячно 19-го тетрадями более, чемь выходить, то въ 8 меся-
цевъ вышло бы не менее 900 тетрадей; а если бы ежеме
сячно выходило 12-го тетрадями менее, то въ 10 мъсяцевь 
вышло бы не более 900 тетрадей. Сколько тетрадей выходило 
ежемесячно? 

Рьшеше. Полагая, что ежемесячно выходило х тетрадей, 
получимъ два неравенства: 

8(х-419)> 900 II 
10(ж — 12) __= 900, откуда 
ж > 9372 и *'==П02; 

следовательно число тетрадей равно одному изъ чиселъ: 
94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101 И 102. 

Изъ разсмотренныхь нами нрнмеровь очевидно, что во
просы, решаемые помощш неравенствъ, принадлежать къ неопре-
деленнымь вопросамъ, такъ какъ неизвестное имеетъ вообще 
неопределенное число значена!!; въ некоторыхъ только слу-
чаяхъ, при известныхъ условшхъ, число р е ш е т и ограничено 
(см. примеры 2 и 4), а иногда вопросъ вовсе не имеетъ р е ш е т и 
(см. примера, 3). 

§ 33. решеше неравенства 2-ой степени съ однимъ неизвест
нымъ. Обицй видь неравенства 2-ой степени съ однимъ неиз
вестнымъ есть 

Ах2АгВхАгС^>0 или же 4ж24- ВхАг ( 7 < 0 , 
где коэффищенты А, В и С вещественный числа ; но мы займемся 
только решешемъ неравенства перваго вида, потому что второй 
видь всегда можно привести къ первому, иеременнвъ знаки 
всехъ его членовъ на обратные. 

Для решенш неравенства ^.ж2 4- ВхА}- С^> 0 разложимъ трех-
членъ первой его части на линейные множители. Пусть бу-
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дуть а и /? корни этого трехчлена; тогда наше неравенство мо
жетъ быть написано такъ: 

(т). . . . А(х — а) (ж — /3) > О, 

где можетъ быть или А^>0, или А<СО. 
I. Положимъ, что А^>0: при этомъ корни а и /3 могутъ 

быть: а) мнимыми и, конечно, сопряженными, о) вещественными 
и равными, с) вещественными неравными. 

а) Если корни а и /3 мнимые, наиримеръ а — а-\-Ъг, /3 = а— Ы 
(а это, какъ известно, имеетъ место при В2 — 4АС<^0), то первая 
часть нашего неравенства можетъ быть преобразована такъ: 

А(х — а) (ж — /3) = А(х — а — Ъг)(х — аА- Ъг) = А[(х — а)2 4" Ь2], 

а следовательно имеемъ неравенство 

А[(х — а ) 2 4 - & 2 ] > 0 , 
где первая часть есть величина положительная при всякомъ 
значенш ж, ибо А^>о и (х — а)2 А- Ъ2, какъ сумма квадратовъ, ве
личина положительная; следовательно данное неравенство удо
влетворяется всякимъ значешемъ ж. 

Ь) Если корни трехчлена вещественные и равные (а это 
имеетъ место при В2 — 44(7 = 0), то наше неравенство прини
маете видь 

А(х — а ) 2 > 0 , 

где 1-ая часть положительная величина при всякомъ значешй ж; 
следовательно и въ этомъ случае неравенство наше удовлетво
ряется при всякомъ значении ж. 

с) Если корни а и ^ вещественные и неравные, напримеръ 
а > / ? (а это имеетъ место при В2 — 4л\С_>0), то при А^> 0 наше 
неравенство (т) требуетъ, чтобы множители х — а и ж — /3 имели 
одинаковые знаки, т. е. чтобы было одновременно 

ж — а>>0 и ж — /3 _> О или же ж — а<<0 и ж — /3<<0 ; 
первый два неравенства выполнимы при х^>а (ибо а>>/?), вторыя 
— при ж</9; следовательно всякое значеше х, большее боль-
шаго корня а, и всякое значеше ж, меньшее м е н ь ш а я корня /?, 
т. е. всякое значеше ж, не лежащее между а и /3, удовлетворяетъ 
неравенству (т). 

II. Положимъ теперь, что А <<0. И здесь разсмотримъ 3 случая: 
а) корни а и ,3 мнимые, Ь) вещественные и равные, с) ве

щественные и неравные. 
а) Если корни а и /3 мнимые, напримеръ а = аА-Ъг, ,3 = а — Ъг, 

то неравенство (т) можетъ быть заменено следугощимь: 

А[(х — а ) 2 4 - ^ ] > 0 , 
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где 1-ая часть при А<^о есть величина отрицательная при вся
комъ х; следовательно данное неравенство въ этомъ случае не 
имеетъ р е ш е т я . 

Ъ) Если а = @, то неравенство (т) даетъ 

А(х — а) 2 > 0, 
что также не удовлетворяется никакимъ значенюмъ ж, ибо пер
вая часть этого неравенства при А<^0 всегда величина отри
цательная. 

с) Если корни «11/9 вещественные и неравные, напримеръ 
«>/3, то при Л < 0 неравенство (т) требуетъ, чтобы х—а и ж—/3 
и меди противоположные знаки, а это при а > > ^ выполнено при 
а >> ж >> ^3; следовательно все значешя ж, заключающаяся между 
корнями а и /3, и только эти значенш удовлетворяют!, нера
венству (т). 

Примерь I. Неравенство ж 2 — 2 ж 4 - 5 > 0 даетъ (ж—1)2-4 4>>0; 
следовательно оно (по I, а) удовлетворяется всякимъ значенюмъ ж. 

Примерь 2. Неравенство —44-ь12-г—9<4> или 4.x2—12/-49>0 

даетъ 4/ж — -А > 0 . следовательно оно (по I, Ь) удовлетворяется 

всякимъ значенюмъ ж. 

Примерь 3. Неравенство Зж24-8ж—3>>0 даетъ з(ж—у)(ж4-3)>>0, 

следовательно оно (по I, с) удовлетворяется какъ при всякомъ 

значены! ж болынемъ, ч е м ь -^, такъ и при всякомъ значенш х 

менынемъ, ч е м ь — 3. 
Примерь 4. При какихъ значеншхь ж радикалъ У —зх2А-Ьх—41-

имеетъ вещественный значенш? 

Решен!е. Радикалъ будетъ вещественный, когда —Зж24-4ж4-

— 4 у > > 0 ; а такъ какъ этотъ трехчленъ преобразовывается въ 

— 3 | (ж — А -|- 11, что не можетъ быть больше 0, то данный ра

дикалъ не можетъ иметь вещественныхъ значешй (II, а). 

Примерь 5. Неравенство а?2 — 4ж4- 4<<о или —ж' 4- 4ж — 4>>0, 
даетъ — ( ж — 2 ) 2 >> 0, что (но II, 0) не имЬеть р е ш е т я . 

Примерь 6. При какихъ значеншхь х радикалъ Уюх2—13ж—з 
имеетъ вещественный значенш? 

Решеше. Подкоренное количество, которое можетъ быть 

преобразовано въ 10 (ж 4~ -У) ( ж — - А , есть положительная вели

чина при всехъ значеншхь х, заключающихся между — и 
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у (II, с), поэтому и данный радикалъ вещественный при этихъ 

же значеншхь ж. 
Примерь 7. На сколько надо уменьшить каждый изъ сомно

жителей ироизведенш 8.11, чтобы произведете стало меньше 54? 
Условш вопроса приводятъ къ неравенству 

— ж2 4- 19ж — 34 > О ИЛИ — ( х — 1 7 ) (ж— 2 ) > 0 ; 
следовательно (по II, с) вопросу удовлетворяютъ все числа, за-
ключаюицяся между 2 и 17. 

Примерь 8. Какое положительное число надо придать къ 
каждому изъ сомножителей ироизведенш 7 . 9, чтобы произведе
т е осталось меньше 120? 

УСЛ0В1Я вопроса Приводить къ неравенству 

— ж 2 —165 4-57 > О ШШ — (ж — 3) (х 4- 19) > О , 
которому (по II, с) удовлетворяютъ все п о л о ж и т е л ь н ы й числа, 
заклгочагощшся мея^ду —19 и 3, т. е. числа 0, 1 и 2. 

§ 34. Решеше неопредЬленныхъ уравненш 1-ой степени. Изъ 
общаго курса алгебры знаемъ, что одно уравненю съ однимъ 
неизвестнымъ, два уравнешя съ двумя неизвестными и вообще 
система совокупныхъ уравнешй, число которыхъ равно числу 
неизвестныхъ, имеютъ вполне определенное, конечное число 
р е ш е т и , а потому т а т я уравнешя называются определенными. 
Иное дело, когда имеемъ одно уравненю съ двумя или более 
неизвестными и вообще систему уравнешй, число которыхъ 
меньше числа неизвестныхъ; въ этомъ случае число р е ш е т и 
неопределенно велико и потому ташя уравненш называются н е 
о п р е д е л е н н ы м и . 

Для разъяснешя сказанная возьмемъ уравнеше съ двумя 
неизвестными 

3x4- 5?/ = 16. 
Придавая одному изъ неизвестныхъ, напримеръ ж, рядъ 

совершенно произвольныхъ значешй, напримеръ 

ж = 2, — 1, о, -д- и прочее, 

и определивь затемъ каждый разъ соответствующее значеше 
для у, получимъ: 

у = 2,В~, з { , 3 и прочее; 

следовательно данное уравненю имеетъ неопределенно большое 
число р е ш е т и : 

1-ое решеше : х= 2, у = 2, 

2-ое „ ж = — 1, г/ = з | - , 
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3-ье решеше: х = о, у = 3 — , 

4-ое „ ж = — , у = з и прочее. 

Точно также уравненю Зг — Ъу— 2^ = 14 съ 3 неизвестными 
есть неопределенное, ибо, придавая двумъ изъ неизвестныхъ, 
напримеръ у и 2, рядь произвольныхъ значешй и оиределивъ 
затьмь каждый разъ соответствую шее имъ значеше неизвестная ж, 
мы получимъ неопределенно большое число решешй даннаго 
уравненш. 

Вообще, если имеемъ систему изъ т уравнешй съ п неиз
вестными, причемъ число уравнешй меньше числа неизвестныхъ, 
т. е. т<Сп, то, придавая каждому изъ п — т неизвестныхъ рядь 
произвольныхъ значешй и рьшивъ затемь данныя т уравнешй 
относительно остальныхъ ж неизвестныхъ, мы опять получимъ 
безконечное число р е ш е т и для данныхъ уравнешй. Но часто 
вопросы таковы, что изъ всехъ решешй такихъ уравнений еле-
дуетъ выбрать одни только целый и положительный; тогда число 
такихъ р е ш е т и можетъ быть опять-таки неопределенно велико, 
иногда оно ограничено, а при известныхъ условаяхъ уравнешя 
могутъ и не иметь вовсе решешй. 

Займемся же рьшенюмь неонределенныхъ уравнешй 1-ой 
степени съ двумя неизвестными въ целыхь и положительныхь 
числахъ. 

Обицй и упрощенный видь одного уравнешя 1-ой степени 
съ двумя неизвестными есть 

(1) . . . . аж 4 Ъу = с. 

Предварительно укажемъ на некоторый свойства такого 
уравненш. 

Положимъ, что въ этомъ уравненш коэффициенты а, Ъ и с 
числа ц е л ы й и а и Ъ в з а и м н о - п р о с т ы я съ с (каковыми въ 
противномъ случае ихъ всегда можно сделать, уничтоживъ зна
менатели и разделивъ затемь обе части уравненш на обнцй 
наиболышй делитель коэффищентовъ а, Ъ и с); тогда наше 
уравненю имеетъ между прочимо, следующая свойства: 

I. Если въ уравненш (1) а пЪ числа взаимно-простыя съ с, 
но коэффищенты а и Ъ при неизвестныхъ имъготъ обнцй дели
тель, то уравненю не можетъ иметь цълыхъ р е ш е т и . 

Действительно, допустивъ, что а и Ъ, будучи простыми съ 
с, имеютъ общаго делителя А, и разделивъ обе части уравнешя 
(1) на с1, получимъ: 

,_-, а , Ъ с 

( 2 ) . . . . _ . а , 4 - т . г / = т , 
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где коэффищенты -|- и -т числа целыя, членъ же -^ несократи
мая дробь, ибо по условш а, Ъ и с не имеютъ общаго делителя; 
следовательно, если бы ж и у могли иметь целыя значешя, то 
первая часть уравненш (2) при этихъ значеншхь дала бы целое 
число и следовательно не могла бы равняться несократимой 

дроби ^ . 

2. Если коэффищенты а и Ъ при неизвестныхъ въ урав
нешй (1) числа целыя и взаимно-простыя, то это уравненю всегда 
имеетъ решеню въ целыхь (хотя бы и въ отрицательныхъ) 
числахъ. 

Чтобы убедиться въ справедливости этого нредложешя, ре-
шимъ уравненю (1), напримеръ относительно ж, и, получивъ: 

(и) . . . . х- = 2 

докажемъ, что всегда существ у етъ такое целое значеше для у, 
при которомъ с — Ъу делится на-цело на а, или, что то же, при 
которомъ х имЬетъ также целое значеше. 

Действительно, если въ формуле (и) количеству у дадимъ 
последовательно значенш чиселъ следующая ряда: 

(V) . . . . О, 1, 2, 3, . . . т. . . . п, . . . (а — 2), (а— 1), 

то с — Ъу приметь соответственно следугощш значешя: 

(ю).... с, с—Ъ, с—2Ъ, с—36,... с—тЪ,... с—пЪ,... с—(а—2)6, с—(а—1)Ъ, 

который по разделенш ихъ на а дадутъ р а з л и ч н ы е между 
собою остатки. Въ самомъ деле, если бы два кашя-либо изъ 
количествъ этого рода, напримеръ с — тЬ и с — пЪ, по разде-
лен1и на а дали частный ^ и ^', но одинъ и тотъ же остатокъ г, 
то мы имели бы: 

с — тЪ = ад 4- г и с — пЪ = аа1 А^ г-; 

а вычтя эти равенства почленно, мы получили бы равенство 

Ъ(п — т) = а(д — дД 
вторая часть котораго делится на а, следовательно и первая часть 
должна бы была делиться на а; такъ какъ Ъ, будучи по условш 
число простое съ а, не делится на а, то разность п — т должна 
была бы делиться на а, что однакожъ невозможно, потому что 
п и т положительный числа и порознь меньше а, какъ это видно 
изъ ряда (г>). Итакъ, все остатки, получаемые при разделен1и 
чиселъ ряда (ж) на а, различны между собой, притомъ они 
меньше делителя а; следовательно все они должны заключаться 
въ ряду (V) и потому одннъ изъ этихъ остатковь непременно 
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есть 0, т. е. одно изъ чиселъ ряда (го) делится на а безь 

остатка. Отсюда и заключаемъ, что при некоторомь целомъ зна

ченш у количество °Т или ж имеетъ также целое значеню и 

следовательно данное уравненю имеетъ целое решеше. 
3. Легко показать, что если мы какъ-нибудь найдемъ одно 

изъ целыхъ решешй даннаго уравненш (1), напримеръ х = т, 
у = п, которое назовемъ ч а с т н ы м ъ рътенюмь, то формулы, 
дагощш все целыя решенш этого уравненш, будутъ следующая: 

х = т + Ы, 
(3). 

у = п-\- аг, 
где Ь можетъ иметь произвольное целое значеню, т. е. к а ж д о е 
и з ъ н е и з в Ь с т н ы х ъ р а в н о с в о е м у ч а с т н о м у р е н т е -
н1го, с л о ж е н н о м у с ъ п р о н з в е д е н 1 е м ь к о э ф ф и ц д е н т а 
п р и д р у г о м ъ н е и з в е с т и о м ъ н а п р о и з в о л ь н о е , н о 
в ъ о б о и х ъ с л у ч а я х ъ о д н о и то ж е ц е л о е ч и с л о м 
п р и у с л о в 1 и , ч т о б ы о д и н ъ и з ъ к о э ф ф и ц 1 е н т о в ь 
в х о д и л ь в ъ ф о р м у л ы (3) со с в о и м ъ з н а к о м ь , а д р у 
г о й с ъ о б р а т н ы м ъ з н а к о м ь . 

Действительно, если уравнеше (1) удовлетворяется при х=т 
и // — п, то имеемъ тождество 

ат 4- Ъп = с ; 

а вычтя его почленно изъ даннаго уравнешя (1) получимъ: 

а(х — т) А- Ъ(у — ?«) = 0 или 

а(л — т) = Ъ(п — у), откуда —г— = . 

Это равенство выражаетъ, что значенш неизвестныхъ хну 

должны обращать дроби —^— и —^ въ равный, хотя бы произ-

вольвыя величины, следовательно, если иоложимь, что 
. ч х— т п — и , 

(4). . . . - у - = I, то и — ^ = I, откуда 
(5) . . . . х = т 4- ЪЬ, у = п — а!, 

где I произвольное, положительное или отрицательное число. 
Что выражешя (3) для х и у удовлетворяютъ данному урав

ненш (1) при в с я к о м ъ значешй I, убеждаемся также подста
новкою этихъ выражешй въ уравнеше (1). 

Действительно, сдьлавь эту подстановку, получимъ: 

а(т 4 Ы) 4 Ъ(п 4 : «О = с, откуда 

ат + аЫ -4 Ъп + аЫ = с или 

ат -4 Ъп = с, 
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а это независимо отъ значешй I есть тождество, такъ какъ по 
условш ж---,?. н у = п удовлетворяютъ уравненш (1). 

Положимъ для примера, что мы для уравненш 

(6) . . . . Зж 4- 2у = 37 

какимъ-пибудь образомь нашли одно изъ его целыхь р е ш е ш й : 
ж=7, / / = 8 ; тогда по вышеизложенному получимъ общая формулы 

(7) . . . . х = 7 Аг 2(, у = 8 — 31, 

дагощш все целыя решенш даннаго уравнешя, какъ положи-
тельныя, такъ и отрицательный, придавая I произвольпыя целыя 
значешя. Такъ, при I = 1 получаемо, ж = 9, у = б, при 1 = 3 
имеем ь х — 18, у = — 1 и т. д. Подстановкою этихъ значешй не
известныхъ въ уравненш (6) убедимся, что все они удовлетво
ряютъ ему. 

Чтобы получить одни только положительный целыя решенш 
уравненш вида ахА-Ъу^= с, надо въ общемъ его р е ш е т и (5) 
выбрать значенш I такъ, чтобы было одновременно 

т А- Ъ1 > О и п — аЬ^О; 

решеню этихъ неравенствъ и даетъ намъ пределы техь зна-
чен1й I, при которыхъ х и у имеютъ положительный значенш. 

Такъ, получивъ для уравненш (6) общее решеню (7), по
ла гае мъ 

7 + 2<4>0 и 8 — 3 5 > о, откуда ? > — 4" и * < Т Ь 

следовательно I можетъ иметь только следующая 6 значешй: 
— 3, — 2, — 1, 0, 4-1 и 4- 2, а потому уравненю (6) имеетъ только 
6 иоложителытыхъ целыхь рЬтенШ именно: 

Г х . = 1 (ж = 3 | ж = 5 | ж = 7 | ж = 9 1 ж = 11 

Ь = 17, \у=14, 1 | /=И, Ь = 8, \ у = 5, [у = 2. 

4. Легко получить все р е ш е т я уравнешя (1), когда коэф-
фнцюнтъ при одномъ изъ неизвестныхъ равенъ 1. 

Такъ, уравненю ж 4- Згу = 8 даетъ ж = 8 — Зу ; 
а полагая здесь последовательно у = 0, 1, 2 (при другихъ поло-
жительныхь значеншхъ для у неизвестное ж будетъ иметь отри
цательный значешя), мы получимъ соответственно ж — 8, 5, 2. 

Къ этому случаю приводится тотъ, когда известный членъ 
уравненш есть кратное число одного изъ коэффищентовъ при 
неизвестныхъ. Такъ, имея уравнеше 

4ж — 5г/ = 24, 

) Зд-Ьсь знакъ = не годится, ибо I должно быть цълымъ числомъ. 
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въ которомъ 24 есть кратное число коэффициента 4, полагаемъ 
въ немъ у = 42; тогда получимъ: 

4ж — 5 . 4,2 = 24, 

а разделивъ обе части на 4, имеемъ : 

ж — 02 = 6, откуда ж = 6 4- о2; 
следовательно, полагая здесь 0 = 0, 1, 2, 3, . . . до оо, получимъ: 

ж = 6; 11, 16, 21, . . . И у = 4:2 = 0, 4, 8, 12, . . . 
5. Если коэффищенты а и Ъ уравнешя (1) сделаны вза

имно простыми, но одинъ изъ коэффищентовъ при неизвест
ныхъ, напримеръ а, еще имеетъ общаго наибольшая делителя 
съ известнымъ членомъ с, то а и с можно уменьшить. Действи
тельно, если обнцй наиболышй делитель чиселъ а и с есть а', 
то и Ъу делится на а7; а какъ по условш Ъ на а7 не делится, то 
у должно быть кратнымъ Л, и потому, полагая у = с1г/, получимъ: 

ах 4~ Ъйу' = с, откуда ~тх А~ Ъу' = -г , 

где -т и -т числа целыя, соответственно менынш, ч е м ь а и с. 

Определивъ затемь изъ этого уравненш ж и у', найдемъ у изъ 
условш у = с1у\ 

Въ предыдущемъ мы видели, какъ по случайно найденному 
частному решенш уравненш (1) можно составить общее решеню, 
т. е. формулы (3); при этомъ все равно, будетъ ли частное ре
шеше положительное или отрицательное: надо только въ фор-
мулахъ (3) дать I тагая целыя значенш, чтобы ж и г / вышли по
ложительными. Но часто бываетъ труднымъ напасть на частное 
решеню даннаго уравнешя; поэтому покажемъ, какъ въ этомъ 
случае решается неопределенное уравненю въ целыхь и иоло-
жительныхъ числахъ. Сиособъ этоть основань на томъ, что 
даннное уравнеше приводится къ другому, такого же вида, но въ 
которомъ коэффицюнтъ при одномь изъ неизвестныхъ равенъ 1; 
решенш п о с л е д н я я уравненш получаются легко, какъ мы это 
видели выше, а отъ этихъ решешй уже легко будетъ перейти 
къ рътеншмъ даннаго уравненш. 

Р е т и м ъ для примера уравненю 

( ! ) . . . . ! ^ ж — 3 * / = б | - . 

Уничтоживъ знаменателей, получимъ: 

(2) . . . . 15ж —24г/ = 51, 

а разделивъ обе части на 3, получимъ уравнеше 

(3) . . . . 5ж — 8 г / = 1 7 , 



07 

въ которомъ коэффицннты при х и у взаимно-простые, откуда 
заключаемъ, что это уравненю, а следовательно и данное, имеетъ 
целыя решенш. 

Ретиво, уравнеше (3) относительно неизвестная, имею-
щаго м е и ы н 1 й коэффищентъ, т. е. относительно ж, получимъ: 

1 7 + % 

а исклгочивь отсюда целую часть, найдемъ: 

15 4 245у + 3г,_1545з/ • 2 4 Зу _ • , 2 4 *У 
х— — -— —- | 5 — ^ "Г" 2/ -1 5 ~ ' 

Такъ какъ ж и у должны иметь целыя значенш, то у надо 

выбрать такъ, чтобы дробь 4. у дала какое-нибудь целое число; 

положимъ, что это целое число есть I, тогда 

(4) я —8 + у + ', 
где по условш "Г у = #. Это УСЛ0В16 даетъ 

(5) 2-4 3г/-55, 

т. е. новое неопределенное уравненю съ двумя неизвестными у 
и I, въ которомъ однако коэффищенты меньше, чемъ въ дан-
иомъ уравнешй. 

Сделавъ съ уравнешемъ (5) то же самое, что сделали съ 
уравнешемъ (3), т. е. ретиво, его относительно неизвестная, 
и м е ю щ а я м е и ь ш 1 й коэффищентъ, и исклгочивь целую часть, 
получимъ: 

Ы — 2 3^4-2/—2 , , 25 — 2 

У=-АГ-=- з - * + -|Г"" 
Такъ какъ у и I должны иметь целыя значенш, то здесь 

21 2 
надо выбрать Ь такъ, чтобы дробь ——- дала некоторое целое 
число; следовательно, обозначивъ это целое число буквою V, 
получимъ: 

(6). . . . г / = 4 4 - * ' , 
21 2 

где по условш — - — = г, откуда получаемъ : 
(7) . . . . 25 — 2 - - 3 ? , 

т. е. новое уравненю съ двумя неизвестными Ь и V, но съ мень
шими коэффицюнтами, чемъ въ предыдущемъ уравненш (5). 

Ретиво, и это уравнеше относительно неизвестная, имею-
щаго меньшой коэффищентъ, получимъ: 

3,-4-2 2^4-*'+2 н , V 

7 
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а полагая -^- = 5", где 5" означаетъ какое-нибудь целое число, 

получимъ: 
(8) . . . . 5 - - ? 4 > 1-5-5", 

где по условш --- == 5", откуда получаемъ: 

(9) 5' = 25", 

т. е. неопределенное уравненю съ двумя неизвестными 5' и 5", 
причемъ одинъ изъ коэффищентовъ равенъ 1; а такое уравненю 
какъ мы видели, решается очень просто : стоить только дать Ь" 
рядь произвольныхъ целыхь значенш и мы получимъ соответ
ственный значенш для 5'; а зная 5' и 5", мы изъ уравненш (8) 
получимъ целыя значенш для 5, а тогда изъ уравнешй (6) и 
(4) найдемъ целыя значенш для у и ж, удовлетворягощш данному 
уравненш (3). 

Но мы скорее достигнемъ цели, если ж и у выразимъ въ 
зависимости отъ одного только 5", а затемь уже дадимъ 5" про
извольный целыя значенш. Для этого подставимъ въ уравне
нш (8) вместо 5' его величину 21" изъ уравненш (9); тогда 

I = 21" 4-1 -+-5" — 1 + 35"; следовательно уравнеше (6) даетъ 

Г у=14-35" 4- 21"= 14- 55", и, наконецъ, уравненю (4) даетъ 
М*' ' • | х = з 4-1 4- 55" Аг 1 + ЗГ = 5 4- 85". 

Чтобы теперь получить все целыя положительный решенш, 
полагаемъ 

5 4- 85" > О И 1 4- 55" ^ 0, откуда 5" > 1- и 5" > У; 

следовательно 5" можетъ иметь значешя: 

5" = 0, 1, 2, 3, . . . до со; тогда 

ж = 5 , 13, 21, 29, . . . и соответственно у = 1. 6, 11, 16, . . . 

Формулы (а), какъ видно, вполне согласны съ темь, что мы 
сказали выше въ пункте 3 о составе общихъ решешй, а это 
служитъ признакомъ верности решешй (а). 

Изъ разсмотренная нами примера видно, что решеню не-
определенная уравнешя приводится къ решенш другого тоже 
неопределенная уравненш, но съ меньшими коэффицюнтами; ре-
нюню этого уравненш въ свою очередь приводится къ решенш 
третьяго неопределенная же уравненш, въ которомъ коэффи
щенты еще меньше, и т. д., и эта замена одного уравненш другимъ 
производится до техъ поръ, пока не получится уравнеше, въ ко
торомъ коэффищентъ при одномъ изъ неизвестныхъ есть 1. По
этому ясно, что решеню будетъ темь успешнее, чемъ скорее 
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мы получимъ такое именно уравненю, а этого достигнемъ, во-
первыхъ, тогда, когда при исклгоченш целой части мы устроимъ 
такъ, чтобы коэффищенты остатковъ отъ членовъ, содержащихъ 
неизвестный, вышли по возможности меньшими (ибо эти остатки 
становятся очевидно коэффищентами въ последугощихь уравне-
ншхъ), во-вторыхъ, еще однимъ нрюмомъ, польза котораго вы
яснится при самомъ р е ш е т и уравненш. 

Возьмемъ опять уравненю (3) и р е т и м ъ его относительно ж; 
тогда получимъ: 

Чтобы ж и у были целыми числами, надо выбрать у такъ, 

чтобы и членъ ^ ~у' быль целымъ числомъ, а для этого достаточно, 

чтобы множитель 1 — у делился на-цело на 5; следовательно, 
обозначивъ это целое частное буквою 5, получимъ: 

(11) . . . . ж = 34-2?/+ 25, 

где по условш ~ у — 5, откуда 

(12) у = 1—55, 

т. е. получимъ уравнеше, въ которомъ коэффищентъ при у есть 1. 
Мы такъ скоро достигли цели, во-первыхъ, потому, что въ урав
нешй (10) членъ 8у мы разбили не на оу-\-Зу, какъ прежде, а на 
Юг/ — 2г/, вследствю чего после делешя на 5 мы получили въ 
остатке не Зг/, а — 2г/, т. е. членъ съ менынимъ коэффищен-

2 ( 1 — у) томъ, во-вторыхъ, потому, что мы приняли не ч *' = 5, а 

~у = 5, вследствю чего коэффиц!ентъ при у въ уравнешй (12) 

сталь еще меньше, именно 1, а не 2, какъ это случилось бы, 
, 2 — 2у , 

если бы мы приняли —^-^ = 5. 
Подставивъ значеше у изъ уравненш (12) въ уравнеше (11), 

получимъ 
х = 3 4- 2(1 — 55) 4- 25 = 5 — 85. 

Итакъ, общее решеню даннаго уравненш есть 

Га. = 5 — 85 и 

Чтобы х и у были положительными, надо целыя значешя 
для 5 выбрать такъ, чтобы было 

5 — 85 ^ 0 и 1 — 55 ^ 0, откуда 
7* 



100 

« 4 и*<4; 
следовательно 5 можетъ иметь следугощш целыя значешя: 

5 = 0, — 1 , — 2 , — 3 , — 4 , . . . до — с о , тогда 

ж = 5 , 13, 21, 29, 37, . . ., у = 1, 6, 11, 16, 2 1 , . . . , 

т. е. те же решенш, который мы нашли и прежде. 
§ 35. Признаки ограниченности или неограниченности числа 

положительныхъ целыхь решешй неопредьленнаго уравнешя вида 
ах А- Ьу = с. По одному взгляду на уравнеше можно определить, 
имеетъ ли оно ограниченное или безконечное число положитель
ныхъ целыхъ р е ш е т и , или вовсе не имеетъ ихъ. При этомъ 
положимъ, что коэффищентъ а величина положительная (въ про-
тивномъ случае меняемо, знаки всьхь членовъ уравненш на 
обратные). 

1) Если коэффищенты при неизвестныхъ нмъоотъ противо
положные знаки, то уравненю имеетъ безконечное число ноле-
жительныхь целыхъ решешй, потому что разность можетъ оста
ваться постоянно равного с, хотя ж и у неопределенно возрастаютъ. 

2) Если коэффищенты а, Ъ и с имеютъ одинаковые знаки, 
то уравненю имеетъ ограниченное число положительныхъ це
лыхъ р е ш е т и . Действительно, если въ уравненш ах ~\-Ъу — с 
членъ ах, напримеръ, возрастаетъ, то членъ Ъу долженъ умень
шаться (такъ какъ сумма ахА\-Ъу должна равняться постоянной 
величине с), такъ что при дальньйшемь увеличешн ж мы, нако-
нецъ, дойдемь до того, что у приметь уже отрицательное значеню. 

3) Уравненю ахАгЪу = с съ положительными коэффищен-
тами а, Ъ и с не имеетъ положительныхъ целыхъ решешй, 
если сумма коэффищентовъ аА\-Ъ больше с и с не делится ни 
на какой изъ коэффищентовъ а и Ъ, потому что при этихъ уело-
вшхъ наименьшее положительное целое значеню, которое могутъ 
принимать ж и у, есть 1; а при этихъ зпачешяхъ первая часть 
даннаго уравнешя даетъ аА-Ъ, что но условш больше с; если 
же при условш а -4 Ъ > с количество с делится на одинъ изъ 
коэффишентовъ а и Ъ, напримеръ на а, то уравненю очевидно 

имеетъ одно только р е ш е т е именно ж= — иг/ = 0. 

4) Уравненю ах + Ъу = с при положительныхъ а и Ъ и отри-
цательномъ с не можетъ иметь положительныхъ решешй, потому 
что при положительныхъ значеншхь хну первая часть уравне
шя оказывается положительного величиною, между темь какъ 
вторая часть — отрицательная. 
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VIII. Изсл"Ьдован1е уравненШ. 

§ 36. Изследоваше общаго уравнешя 1-ой степени съ однимъ 
неизвестнымъ. При решешй математическаго вопроса въ общемъ 
виде помощью буквенныхъ уравненШ мы въ ответе получаемъ 
формулу, выражающую зависимость искомыхъ величинъ отъ зна
чешй данныхъ, т. е. отъ значешй коэффищентовъ уравненШ; 
а если желаемъ применить получаемый решенш къ частному 
вопросу, то мы должны заменить буквенный данныя числовыми: 
а какъ носледнш могутъ быть весьма разнообразны, то важно 
знать, при какихъ данныхъ вопросъ возможенъ и при какихъ онъ 
невозможенъ. Определить условш возможности или невозмож
ности предлагаемаго вопроса и зависимости искомыхъ величинъ 
отъ значешй данныхъ — значить н а с л е д о в а т ь вопросъ. 

Обнцй и упрощенный вида, уравнешя 1-ой степени съ одннмъ 
неизвестнымъ л есть 

(1) . . . . ах = Ъ, 

где а и Ъ полагаются известными. Ретиво, это уравнеше, по
лучимъ : 

(2) ж = — . 

Смотря по значеншмь коэффищентовъ а II Ъ, неизвестное ж 
можетъ иметь разный значенш. Изсльдуемъ эту зависимость. 

!. Если а и Ъ неравны нулю и имеготъ одинаковые знаки, 
т. е. если а_>0 и 5>>0 или а < 0 и &<0, то найденное зна
чешя для х будетъ положительное и даетъ, вообще говоря, 
прямой ответь на вопросъ, решаемый уравненюмь (1), хотя и 
есть случаи, где и положительное решеше несогласно со смыс-
ломъ задачи. Нанримеръ, если спрашивалось, сколько было ра-
бочихъ? и въ ответе получаемъ дробное число, или если тре
бовалось определить двухзначное число по известнымь уело-
вшмь, и мы нолучаемь въ ответе, что одна изъ цифръ иско
м а я числа больше 9, чего очевидно быть не можетъ. 

2. Если а и Ъ неравны нулю и имеютъ противоположные 
знаки, т. е. если а>>0 и #<<0 ИЛИ Й < 0 И &>0, то ж имеетъ 
отрицательное значеше. 

Отрицательное решеню указываетъ или на неправильную 
постановку вопроса, а именно на то, что искомой величине сле
довало бы дать значеню, противоположное тому, которое ей было 
дано въ разематриваемой задаче, или же оно указываетъ на 
ошибочное донущеню, сделанное нами при составлении урав-
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нешя, или, наконецъ, на абсолютную невозможность задачи 
вследствю несообразныхъ условШ. 

Разъяснимъ это на следуюшихъ иримерахь: 
Примерь I. Отцу теперь 46 летъ, сыну 18 лъто,; черезъ 

сколько летъ отецъ будетъ втрое старите сына? 
Рьшеше. Обозначиво, буквою ж число летъ, по прошествш 

которыхъ отецъ будетъ втрое старше своего сына, мы получимъ 
уравнеше 

(3) . . . . 3(18-г-ж) = 46-г-ж, откуда ж = — 4. 
Чтобы объяснить себе смыслъ этого отрицательная решенш, 

заметимь, что если бы мы получили положительное значеню 
для ж, напримеръ х = 4, то этимъ самымъ мы получили бы 
прямой ответь на вопросъ именно: отецъ б у д е т ъ втрое старше 
сына но и р о ш е с т в 1 и четырехъ летъ; следовательно изъ по-
пятая, которое имеемъ о положительныхъ и отрицательныхъ ве-
личинахъ, мы должны заключить, что отрицательное решеше 
х— — 4 даетъ намъ обратный ответь на вопросъ именно: отецъ 
б ы л а , втрое старше своего сына четыре года т о м у н а з а д ъ . 

Справедливость такого толковашя отрицательная решенш 
въ нашей задаче подтверждается темь, что, подставивъ въ урав
неше (3) вместо ж его значеню — 4, мы получимъ тождество 

3(18 —4) = 46 — 4, 
показывающее, что число летъ отца станетъ равнымъ утроенному 
числу летъ сына тогда, когда число летъ каждаго уменынимъ 
на 4, значить отецъ б ы л ь втрое старше своего сына 4 года 
т о м у н а з а д ъ . 

Примерь 2. Некто купило, два сорта сукна по 2 руб. и по 
3 руб. за аршинъ; въ куске л у ч ш а я сорта было двумя арши
нами меньше, чемъ въ другомъ, а одинъ изъ этихъ кусковъ 
(неизвестно, какой именно) стоило, 9-го рублями больше другого. 
Сколько было аршинъ въ каждомь куске ? 

Решеше. Положимъ, что было ж аршинъ по 2 руб.; тогда 
сукна по 3 руб. было ж — 2 арш.; следовательно кусокь х у д ш а я 
сорта стоилъ 2ж руб., а кусокь л у ч ш а я 3(ж — 2) руб.; но такъ 
какъ неизвестно, какой изъ этихъ кусковъ стоилъ на 9 руб. 
дороже, то допустимо, наудачу, что это быль кусокь низшей 
доброты; тогда получимъ уравнеше 

2х — 3(ж — 2) = 9, откуда ж = — 3. 
Такъ какъ здесь неизвестному ж нельзя придавать значеше, 

противоположное тому, которое ему дано было при составлен!!! 
уравненш, то заключаемъ, что отрицательное решеню могло по-
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лучиться здесь только вследствю предположения, что кусокь 
низшей доброты быль на 9 руб. дороже другого; допуская же 
обратное, получимъ уравненю 

3(ж—2) — 2ж = 9, откуда х= 15. 

Примерь 3. Сколько надо взять серебра 72-й пробы и сколько 
80-й пробы, чтобъ получить сплавь въ 3 фунта 84-й пробы? 

Решеше. Положимъ, что надо взять ж фунтовъ 72-й пробы, 
а следовательно (3 — ж) фунт. 80-ой пробы; тогда первый кусокь 
содержат, 72ж золотника чистаго серебра, а второй 80(3 — ж) зо
лотника ч и с т а я серебра; следовательно весь сплавь содержитъ 

72ж4-80(3 — ж) золотника чистаго серебра. 

Съ другой стороны сплавь должень весить три фунта и 
быть 84-й пробы, а потому онъ должень содержать 84.3, т. е. 
252 золотника чистаго серебра; следовательно 

725 4> 80(3 — ж) = 252, откуда х =— 14/2. 

Здесь отрицательное решеше иоказываетъ, что задача не
возможна. И действительно, условш задачи требуютъ составить 
сплавь высшей пробы изъ серебра низшихъ пробъ, что невозможно. 

Итакъ, если при р е ш е т и вопроса помощью уравненш ко
рень его оказывается отрицало л ьнымь, то неизвестному следуетъ 
дать значеню, противоположное тому, которое ему дано было 
при составлено!! уравненш, если только неизвестное можетъ быть 
взято въ двухъ противоположныхъ значеншхъ (см. примЬръ 1); 
если этого сделать нельзя, то следуетъ убедиться, не сделано 
ли какое-нибудь невозможное нредиоложеню при составлен!!! 
уравненш и исправить эту ошибку (см. примерь 2); во всякомъ 
же иномъ случае отрицательное решеше служить признакомъ 
того, что вопросъ невозможень вследствю несообразныхъ дан-
ныхъ (см. примерь з). 

3. Если 5 = 0 и а ^ О , то формула (2) даетъ х = — = 0. 

Такое решеню иоказываетъ отсутствю искомой величины. 
Примерь. Отцу теперь 45 летъ, сыну 15 лето,. Черезъ 

сколько летъ отецъ будетъ втрое старше сына? 
Рьшен!е. Обозначать искомое число летъ чрезъ х, полу

чимъ уравненю 
3(15 -4 ж) = 45 4- х, откуда 

45 -4 Зж = 45 -4 ж, откуда х — О, 

т. е., считая съ настоящая времени, отецъ не быль и не будетъ 
втрое старте своего сына. Следовательно это обстоятельство 
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должно иметь место уже теперь. И действительно, 45 летъ 
больше 15 летъ въ три раза. 

4. Если а = 0 и Ъ ^ 0, то формула (2) даетъ х = -^-. 

Чтобы разъяснить смыслъ такого решенш, заметимь, что 
при сделанномь иредноложеши уравненю (1) принимаешь видъ 

(4) . . . . О .х = Ъ, 

которому нельзя удовлетворить никакимъ опредЬленнымъ значе-
шемъ для ж, ибо всякая конечная величина, умноженная на нуль, 
даетъ въ ироизведенш нуль, а не какую-нибудь определенную 
величину Ъ, отличную отъ нуля, какъ того требуетъ уравненю (4); 
следовательно вопросъ, решаемый уравнешемъ (1) при предпо
ложены!, что а = 0 и 6 ^ 0 , невозможенъ, такъ какъ дробь, чи
слитель которой величина конечная Ъ, неравная нулю, а знаме
натель нуль, равна безконечности. 

Такимъ образомъ уравненю (1) при условш а = 0 и Ъ^О 
удовлетворяется при ж = сю ; а какъ безконечность недоступна че
ловеческому уму, то такое решеню указываетъ на невозмож
ность вопроса. ^ 

Впрочемъ, безконечное решеню иногда допускаете возмож
ное толкование, напримеръ въ некоторыхъ геометрическихъ во-
просахъ. Такъ, если по некоторымъ условшмъ требуется опре
делить разстояше точки иересеченш двухъ прямыхъ, лежащихъ 
на одной плоскости, и мы получаемъ въ ответе, что искомое 
разстояше безконечно, то это означаетъ, что и с к о м а я нересече-
н1я вовсе не существуетъ; значить данныя нрямыя параллельны. 

5. Если, наконецъ, а = 0 и Ъ = 0, то выводъ (2) даетъ ж = —. 

Чтобы определить смыслъ такого вывода, заметимъ, что 
уравненю (1) при сделанномь условш обращается въ тождество 
О . ж = 0, которому удовлетворяетъ в с я к о е значеше для ж; отсюда 

заключаемъ, что знакъ — представляетъ собою любую величину, 

почему онъ и называется з н а к о м ь н е о п р е д е л е н н о с т и . 

Примечаше. Не следуетъ полагать, что всякое выражеше, 

принимающее видь -^-, есть истинная неопределенность, т. е. пред

ставляетъ собою какую-угодно величину. Напротивъ, часто слу

чается, что алгебраическая дробь принимаете видъ неопределен

ности — вследствю того только, что числитель и знаменатель ея 

содержать общаго множителя, вообще неравнаго нулю, но обра-
щающагося въ нуль при ч а с т н ы х ъ значеншхь буквъ, входя-
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щихъ въ составь дроби; следовательно, исклгочивь этотъ общи! 
множитель сокращешемъ дроби, мы при техь же частныхъ пред-
иоложеншхъ получимъ уже истинную ея величину или, какъ 
говорить, р а с к р о е м ъ н е о п р е д е л е н н о с т ь . 

Въ § 8 нами было уже приведено несколько нримеровъ на 
раскрытое неопределенностей. 

§ 37. Изследоваше двухъ уравнешй первой степени съ двумя 
неизвестными. Ретиво, два уравнешя съ двумя неизвестными 
1-й степени въ общемъ виде именно уравненш: 

(1) / ах + Ьу = с 

' [ а'х 4- Ъ'у = с', получимъ корни : 
. > _ сЪ' — с'Ъ ас' — а'с 
* ' " аЪ'— а'Ъ ' " аЪ' — а'Ъ ' 

Относительно коэффищентовъ а, Ъ, с, а , Ъ' и с' можно сде
лать следугощш предположешя: 

1. Положимъ, что ни одинъ изъ числителей выражений (2), 
ни обш1й ихъ знаменатель не равенъ нулю: тогда оба корня х 
и у будутъ конечный величины, неравный нулю, притомъ поло
жительный, если оба члена каждой дроби имеютъ одинаковые 
знаки, а отрицательный, когда оба члена дроби имеготъ противо
положные знаки. 

2. Положимъ, что ни одинъ изъ коэффищентовъ а, Ъ, с, 
а , Ъ', с' не равенъ нулю, но что обицй знаменатель корней хп у 
равенъ нулю, а числители ихъ не равны нулю, т. е. что 

(3) . . . . аЪ' — а'Ъ = 0 или аЪ' = а'Ъ ; тогда 

сЪ' — с'Ъ ас' — а'с / 0 пп .-. 
х = — ^ — = со, у = — = оо (§ 36 пунктъ 4). 

При р е ш е т и одного уравненш съ однимъ неизвестнымъ 
ж мы видели, что решеню ж = со указываетъ на невозможность 
уравненш, а потому и на невозможность вопроса, решаемаго по
мощью этого уравненш. Посмотримъ теперь, имеете ли место 
то же самое и здесь. Для этого уравняемъ коэффищенты при ж 
въ данныхъ уравненшхъ, для чего умножимъ обе части перваго 
на а, а обе части второго на а; тогда получимъ уравненш 

аа'х -(- Ъа'у = са' и 
(4) 

^ аа'х 4> Ъ'ау = с'а, 
первый части которыхъ на основашй условш (3) тождественны, 
следовательно и вторыя ихъ части должны быть равны между 
собою, т. е. должно быть са' — с'а или са' — с'а = 0, что противо
речить условш, что ни одинъ изъ числителей корней х и у не 
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равенъ нулю ; следовательно и уравненш (4), а потому и урав
нешя (1), другъ другу противоречат^ т. е. несовместны. 

3. Положимъ, что каждый изъ числителей выражешй (2) 
равенъ нулю, т. е. что 

(5) . . . . сЪ' — с'Ъ = О и ас' — а'с = О, 

причемъ ни одинъ изъ коэффищентовъ данныхъ уравненШ не 
равенъ нулю; докажемъ, что тогда общШ ихъ знаменатель 
аЪ' — а'Ъ непременно равенъ нулю. Действительно, условш (5) 
даготъ равенства 

сЪ' = с'Ъ и а'с = ас', 

а разделивъ ихъ почленно, мы после сокращешй получимъ: 

Ъ' _ ъ 
а' а ' 

откуда аЪ' = а'Ъ или аЪ' — а'Ъ = 0 ; следовательно ж = — , у == —-. 

Чтобы убедиться, что въ уравнешяхъ (1) неизвестныя имеютъ 
неопределенный значенш, уравняемъ въ нихъ коэффищенты при х; 
тогда получимъ уравнешя (4), который на основашй условШ (5) 
тождественны; следовательно для определешя х и у мы имеемъ 
не два уравненш, а только одно; а какъ одно уравненю съ двумя 
неизвестными имеетъ неограниченное число решешй, то зна
чешя х и у остаются неопределенными. 

Къ такому же выводу мы бы пришли, если бы полагали, что 
одинъ изъ числителей выражешй (2) и обнцй ихъ знаменатель 
равны нулю, но что ни одинъ изъ коэффищентовъ данныхъ урав
нешй не равенъ нулю. 

4. Допустимо, опять, что каждый изъ числителей выражешй 
(2) равенъ нулю, притомъ числитель, напримеръ, въ выражешй 
для х вследствю того, что члены взаимно уничтожаются, а чис
литель въ выражешй для у вследствю того, что а и а' порознь 
равны нулю, т. е. положимъ : 

(6) . . . . сЪ' — с'Ъ = 0, а = 0, а' = 0 ; 

о о 
тогда опять получимъ: ж = ——, у = —-. 

Легко показать, что здесь одно только ж остается неопре
деленными а неопределенный видь неизвестная у только ка-
жущШся, ироисходянцй отъ того, что числитель и знаменатель 
его содержать общШ множитель, обращающейся въ нуль при 
условш (6). Действительно, это условю даетъ 

сЪ' = с'Ъ, откуда с = -р, а потому 
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с'Ъ 

ас' — а'с ас'—а . !Р~ аЪ'с' — а'Ъс' с'(аЪ' — а'Ъ) с' 
У = аЪ'—а'Ъ= аЪ'—а'Ъ = Ъ'(аЪ' — а'Ъ) ~~ Ъ'(аЪ'— а'Ъ) ~~ IV ' 

& 

следовательно у имеетъ определенное значеше -р-; а какъ та
кого преобразованш въ выражешй для ж сделать нельзя, то ж 
остается неонределеннымъ. 

Сказанное подтверждается и данными уравнешями (1), ко
торый при условшхъ (6) приводятся къ следующимъ: 

О . ж 4~ Ъу = с 
О . ж 4~ Ъ'у = с , 

изъ которыхъ видно, что ж можетъ иметь любое значеню, а для 
у мы изъ этихъ уравненШ получаемъ: 

с с' 

У = -ъГ и ?/ = - = : 
но изъ условш сЪ' — с'Ъ = 0 следуетъ, что сЪ' = с'Ъ, откуда 
с с' 
Ъ~Ъ' 

%-„; следовательно у имеетъ одно только определенное зна 

чете -^-. 

5. Мы въ пункте (3) видели, что если оба числителя въ 
выражешяхь для х и у равны нулю, но ни одинъ изъ коэффи
щентовъ а, Ъ, с, а', Ъ', с' не равенъ нулю, то и общШ ихъ зна
менатель равенъ нулю; для того же, чтобы оба числителя обра
тились въ нуль, а общШ ихъ знаменатель вето,, необходимо, 
чтобы было 6 = 0 и с' = 0; тогда получимъ : 

Ж = - т — - — ж — 0, у= - г ; 7т = 0 . 
аЪ —а 'Ъ и аЬ' — а'Ъ 

§ 38. Изследоваше общаго уравнен!я 2-й степени. ОбщШ и 
упрощенный видь квадратнаго уравнешя съ однимъ неизвест
нымъ и съ вещественными коэффищентами есть 

аж2-|- Ъх 4 с = 0. 

—ЪА- УЪ2 — Аас - Ъ— УЪ2 — 4ас 
Его корни суть Ж] 2а ' 2 2а 

Изсльдуемъ эти корни, причемъ положимъ, что коэффи
щентъ а число положительное; въ противномъ случае мы можемъ 
переменить знаки всехъ членовъ уравнешя на обратные. 

I. Если ни а, ни Ъ не равно нулю и Ъ* — 4ас >> 0, то оба 
корня вещественные II неравные; при этомъ можетъ быть с = О, 
с>>0 или с<С0. 

1) Если 6-0, то и 4ас = 0, а потому одинъ корень есть 
—Н-ь л ^ — ъ— ъ ъ 
-^- - 0, другой равенъ -^- = - . 
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2) Если при условш Ъ2 — 4ас >> О будетъ с >> 0, то УЪ2 — 4ас 
численно меньше, чемъ Ъ, ибо а>>0, а потому при положитель
номъ Ъ (следовательно —Ъ число отрицательное) оба корня отри
цательные, а при отрицательномъ Ъ, оба корня положительные. 

3) Если с <С 0, то очевидно условю Ъ2 — 4ас _> 0 при а 4> О 
всегда выполнено и УЪ2 — 4ас численно больше Ъ, а потому при 
положительномъ Ъ корень ж, положительный, корень ж., — отри
цательный, притомъ положительный корень численно меньше 
отрицательная; при отрицательномъ же Ъ одинъ корень опять 
будетъ положительны мъ, другой мтрицательнымъ, но положи
тельный корень численно больше отрицательная. 

П. Если Ъ2 — 4аг = 0, то хх = ж., = —• =—, т. е. оба корня равны. 

III. Если Ъ2 — 4ас <_ 0, то оба корня мнимые и сопряженные: 

—64- 1/"^г(4ас — Ъ2) _ —ЪА-гУАас — Ъ2 _ —Ъ— . |/"4ас — Ъ2 

Х1-~ —21Г ~ 2« ' Ж ' 2 - 2а 

IV. Если 0 = 0 и с < 0 , то хх = 4- ^ ^ = + У~ -4г > *а = 

— , т. е. оба корня численно равны, но противоположны 

по знакамъ, притомъ они вещественные, ибо при а^> 0 и с<СО 

количество — есть число положительное: если же а>>0 и 
а -^ 

с _> 0, то корни мнимые, ибо тогда количество отрицательное. 

V. Если 5 = 0 и 6 = 0, то ж, = х2 = — = 0. 

VI. Предполагать, что а = 0, мы въ сущности не можемъ, 
потому что тогда мы имели бы не квадратное уравненю, а урав
неше 1-й степени ЪхАгс = 0\ но можно поставить такой вопросъ, 
къ какимъ значеншмъ стремятся корни нашего уравненш, когда 
коэффищентъ а уменьшается, стремясь къ нулю? 

Въ этомъ случае решеню даннаго уравненш принимаете видъ 

_ — ъ± у& _ —ъ:±ъ 
х~ о ~ ~0~ ' 

т. е. при неограниченномъ уменьшена!! коэффищента а одинъ 

корень въ пределе принимаетъ неопределенный видъ ~ ' = —, 
—ъ—ъ —26 

другой численно увеличивается, стремясь къ —»— = ——- = со. 

Для раскрыт!» неоиределенности иерваго корня нреобразуемь пер
воначальный видь этого корня тако,: 

(_ъ+Уъ2— 4ас)(—Ъ—УЪ2— 4ас) 2с 
2«( — Ъ — УЪ2— 4ас) ~ — Ъ — УЪ2 — Аас ' 
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что при стремленш а къ нулю стремится къ _ь_ъ, т. е. къ 

г-; это можно бы было предвидеть, такъ какъ тогда данное 

уравненю стремится къ предельному уравненш Ъх 4-6 = 0, имею-

т е м у корень 1~. 

VII. Если Ъ = 0, с =__5 0 и а стремится къ нулю, то пред. 

х{ =-—- и пред. ж2 = —- . Для раскрытая этихъ неопределенностей 

преобразуемъ корни такт., какъ мы это делали въ предыдущемъ 
случае VI; тогда получимъ: 

2с 2с 
1 ~" — Ь —У 52 — 4ас' 2 ~~ — Ъ А-УЬ2 — 4ас ' 

откуда видно, что съ нриближенюмь а п Ъ къ нулю пред. 
2с 2с 

ж, = — = со, пред. ж2 = — = оо. 
VIII. Полагать въ нашемъ уравнешй одновременно а = 0, 

Ъ = 0 и с = 0 въ сущности нельзя, ибо тогда мы имели бы не 
уравненю, а тождество 0 = 0; однако ради общности можно раз-
сматривать и этотъ случай; тогда оба корня опять принимаютъ 

неопределенный видъ -^-; но эти неопределенности уже нерас-

крываемы, значить данное уравненю въ этомъ случае удовле
творяется всякими значешями х, что, впрочемъ, можно бы было 
предвидеть, такъ какъ при а = 0, о = О и с = О наше уравненю 
можно написать такъ: О.ж 2 4-0.ж4-0 = 0, а это равенство имеетъ 
место при всякомъ значенш ж. 

Примерь на изследоваше уравнешя 2-ой степени. На п р я 
м о й р а с п о л о ж е н ы д в а и с т о ч н и к а с в е т а А и В; о п р е 
д е л и т ь н а т о й ж е п р я м о й т о ч к у , р а в н о о с в е щ а е м у ю 
о б о и м и и с т о ч н и к а м и . 

Рьшеше. Положимъ, что разстояше между источниками А 
и В есть с1> и что искомая точка находится между обоими источ
никами на разстоянш ж отъ источника А ; тогда ея разстояше 
отъ источника В будетъ Л— ж. 

Изъ физики же известно, что яркость света даннаго источ
ника при прочихъ равныхъ обстоятельствахъ обратно-пропорщо-
нальна квадрату разстоянш освещаемая предмета отъ источника 
света; следовательно, полагая, что 

яркость света источника А на разстоянш, равномъ 1, есть т, 
яркость света источника В на разстоянш, равномъ 1, есть п, 

найдемъ, что 
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яркость света въ искомой точке отъ источника А есть ^-, 

яркость света въ искомой т о ч к е отъ источника В есть (* 2 , 

а потому по у с л о в ш задачи должно быть 

т п й{т Утп) аУ~т(Ут 4 У п) 

—г = гл—5л> откуда ж = — г = — — — — = ^ — - , т. е. 
хг (я—х1) ^ т—и т—п 
_ а'Ут(Ут -\~Уп) _ йУт _а'Ут(Ут—У~п) _ А~Ут 

Х\ — — — ,— ~^, ж2 — 
Ут—~\ п т—п У~т -\~У п 

Такъ какъ т и п существенно положительный количества, 
то оба корня всегда вещественные; а какъ и с1 существенно по
ложительное количество и въ частно мъ случае можетъ быть 
а* = 0, то предложенный вопросъ приходится изсмгвдовать во, 
каждомъ изъ следугощихъ 5 случаевь: 

1) а^>0, т>п; 2) о^>0, т < ? г ; 3) ^>>0, т = п; 4) о'= О, 
га===п; 5) б5 = 0, т — п. 

I случай. с1^>0, т^>п (т. е. источникъ А сильнее источ
ника В). Въ этомъ с л у ч а е хх и ж2 положительный в е л и ч и н ы : 
следовательно существуютъ д в е точки, разноосвентаемыя обоими 

источниками; а какъ при с д е л а н н о м ь у словит " т >> 1, 
У т —У п 

дробь же -У ш <. 1, но > > — (ибо при п<^т имеемъ УтАг 
1 т А~У п 2 

-\-У~п<С2Ут), то ж, >>й и ж 2 < ^ , н о > > — , т. е. одна точка нахо
дится за с л а б е й ш и м ъ нсточннкомь В, а другая между обоими 
источниками ближе къ слабейшему. 

II случай. а^>>0, т<Сп (т. е. источникъ А слабее В). При 

этомъ условш корень ж2 полояштельный, меньшШ ч е м ъ --- (ибо 
если п^>т, то УтАгУп^>2Ут), корень же ж, отрицательный, 
численно больш1й ч е м ъ а1; следовательно опять сушествуютъ 
д в е точки, удовлетворяются вопросу: одна между обоими источ
никами ближе к ъ слабейшему А, отвечающая положительному 
корню х2, другая по другую сторону отъ того же источника и 
отвечающая отрицательному корню ж,. 

III случай. с1^>0, т = п. При этомъ условш ж, = со, ж2 = — . 

Второе р е ш е н ю иоказываетъ, что искомая точка находится какъ-
разъ въ средине между обоими источниками, чего при равной 
с и л е ихъ и нужно было ожидать, первое же р е ш е т е показы-
ваетъ, что второй равноосвещенной точки в ъ сущности н е т ь , но 
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что по мере сравненш силы света обоихъ источниковъ вторая 
точка удаляется въ безконечность. 

IV случай. о = 0, т^п. В ъ этомъ с л у ч а е ж, = 0 и ж2 = О, 
т. е. когда оба источника разной яркости и находятся в ъ одной 
и той же точке, то только одна эта точка одинаково освещается 
обоими источниками. 

V случай, й = 0, т = п. При этомъ условш хх = — , ж2 = о. 

Второе решеню иоказываетъ, что при равныхъ источникахъ, на-
ходяшихся въ одной и той точке, эта же точка одинаково осве
щается обоими источниками; первое же решеню, неопределен
ность котораго очевидно не раскрываема, иоказываетъ, что и 
всякая другая точка одинаково освещается обоими источниками, 
чего при равныхъ источникахъ, находящихся на одномъ и томъ 
же месте, н нужно было ожидать. 

IX. Дополнеше к ъ теорш логаривмовъ. 

§ 39. Измьнеше показательной функцж а при изменены по
казателя лг. в а, ннжеследугощемъ изложеши мы будемъ считать 
основаню а иоложительнымъ; тогда ах при всякомъ целомъ ж 
имеетъ положительное значеню, а въ случае дробнаго значешя ж, 
т. е. когда ах приводится къ радикалу, мы будемъ иметь въ виду 
только его вещественное и положительное, т. е. ариеметическое 
значеню, которое онъ всегда имеетъ (§ 26). Докажемъ теперь 
следующая теоремы: 

Теорема I. Е с л и а > 1 , то ах^>1 п р и п о л о ж и т е л ь 
но мо, з н а ч е н и и х, но ах<С1 при о т р и ц а т е л ь н о м ъ з н а 
ч е н 1II ж. 

1) Если х число целое и положительное II а^>1, то ах есть 
произведете равныхъ множителей, болынихъ 1, а потому аг>>1. 

2) Если х есть соизмеримая положительная дробь, напри

меръ х = — , где т и п целыя и положительный числа, то 

ап=Уат; но такъ какъ при а>> 1 будетъ также а т _>1, то и 

У~аГ или а"~_>1. 
3) Если х при а _> 1 имеетъ положительное несоизмеримое 

значеню т, то положимъ, что числа ряда 

(к) . . . . р11, р12, р13, . . . . р1п . . . . 
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суть его последовательный соизмеримый приближенный значенш, 
вычислеашыя съ недостаткомъ и съ возрастающего степенью точ
ности ; тогда, по § 10, т = Итрьп и следовательно ат = а 1 1 т ' м "= ИтаР*; 
а какъ по предыдущему случаю всегда а<"«>> 1, то и 11нта<"«>> 1, 
т. е. а " > 1 . 

Наконецъ, 4) если х имеетъ отрицательное значеше, напри-
, 1 1 

мерь х = — т, то ах = агт = — ; а какъ а'"4>1, то — или 
ат ат 

а ~ т < 1 , т. е. а*<_1. 
Теорема 2. Е с л и «<<1, то а^<<1 п р и п о л о ж и т е л ь 

н о м ъ з н а ч е н 1 и х, но аж _> 1 п р и о т р и ц а т е л ь н о м ъ з н а 
ч е н ы X. 

Действительно, если а<< 1, то можно полагать а = —г-, где 

Ъ 4> 1; следовательно ах = -^—; но такъ какъ по предыдущей 
теореме при иоложительномъ ж будетъ &*_>!, то а^<<1; при 
отрицательномъ же х будетъ ЪХ<С1, значить ах^>1. 

Теорема 3. П о к а з а т е л ь н а я ф у н к щ я ах в о з р а с т а е т ъ 
с ъ у в е л и ч е н д е м ъ ж, е с л и о с н о в а н 1 е а>> 1, н о у б ы -
в а е т ъ с ъ у в е л и ч е н 1 е м ъ х, е с л и а<<1. 

Дадимъ показателю ж какая-нибудь два значенш т и п, 
причемъ т^>п, и докажемъ, что ат^>ап при а_>1, но ат<^ап 

при а <4 1. 
Въ самомъ деле, ат: ап = ат~п, где т—п >> 0 ; следовательно, 

если а>>1, то аи*~п>>1, значить ат^>ап; если же а<< 1, то 
ат-п < 1, а тогда ат < а". 

Теорема 4. П р и а>>1 ф у н к ц 1 я ах с т р е м и т с я к ъ 
4-.со, к о г д а х с т р е м и т с я к ъ -\-со, но о н а с т р е м и т с я 
к ъ н у л ю , к о г д а х с т р е м и т с я к ъ — с о . 

1) Положимъ, что а>>1 и что х принимаетъ целыя и поло
жительный значенш; тогда 

аХ ~ * = а х _ 1 4 - ах~2 4- ах~3 4~ • •. + а + 1 (всего ж членовъ), 

где каждый членъ правой части за исключешемъ п о с л е д н я я 
больше 1; следовательно, заменивь эти члены единицами, по
лучимъ : 

а ~ >>5, откуда ах^>х(а — 1) —|- 1; 

правая часть этого неравенства при неограниченно мъ увеличе
шн ж стремится къ -4 со, значить ах подавно стремится къ -4 со. 

2) Если ж стремится къ -4 со, принимая дробный или не
соизмеримый значешя, то для всякаго такого значенш х всегда 
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найдутся два такихъ целыхъ числа р и р 4-1. что каждый разъ 
будетъ р<Сх<^рА-1, а следовательно а р <4 ах<С ар+х (теорема 3); 
но такъ какъ ар и ар+г съ неограниченнымъ увеличешемъ р 
стремятся къ т о о , то и ах стремится къ 4-со (§ 5, теорема 11). 

3) Если ж принимаетъ отрицательный значенш, численно 
стремящшся къ со, напримеръ х =— у, где у стремится къ со, 

то ах = а~у = — ; а какъ ау при а 4> 1 стремится къ со, то — 
С1У (ХУ 

или ах стремится къ — , т. е. къ нулю. 

Теорема 5. П р и а < М ф у н к щ я ах с т р е м и т с я к ъ 
н у л ю , к о г д а х с т р е м и т с я к ъ 4- со, н о о н а с т р е м и т с я 
к ъ 4-со, к о г д а х с т р е м и т с я к ъ — со. 

Если а <_ 1, то можно полагать а = р где Ъ >> 1; тогда ах = ?-; 

а какъ Ъх съ неограниченнымъ увеличешемъ х стремится къ со, 
то ах стремится къ нулю: когда же х стремится къ — со, то Ъх 

стремится къ Ъ~ °° или къ -^—, т. е. къ нулю, значить ах стре-

1 , 

мится къ -.у, т. е. къ 4-со. 
Теорема 6. П о к а з а т е л ь н а я ф у и к ц 1 я а х — н е п р е р ы в 

н а я н а в с е м ъ и р о т я ж е н т и и з м е н е н т я п е р е м е н н о й ж. 
Положнмъ, что при некоторомъ определенномъ, внрочемъ 

произвольномъ, значенш ж, напримеръ при х = р, ах принимаетъ 
значеню д, т. е. ар = д, и да димъ показателю р безконечно-малое 
приращеше а; тогда и а получить некоторое приращеше к; до
кажемъ, что к также безконечно-малая величина, чемъ и дока-
жется непрерывность функщи ах при всякомъ ж. 

Действительно, к = ар+а— ар — ар(аа—1); следовательно 

11т к = ар . 11т (аа — 1), 

ибо ар — постоянная величина: а какъ по теореме 13 § 5 

11т (аа — 1) = 0 и ар — конечная величина, то И т к = 0, т. е. к— 

безконечно-малая величина. 
§ 40. Логариемы. разсматриваемые какъ члены ариеметиче-

ской прогрести. Мы знаемъ, что логариемомъ даннаго числа на
зывается показатель степени, въ которую надо возвысить неко
торое известное, разъ на всегда выбранное число, называемое 
о с н о в а н 1 е м ъ л о г а р и е м о в ъ , чтобы получить данное число. 
Такъ въ равенстве ау = ж, у есть логариемъ числа ж при осно
вашй а, что обозначается такъ: 

у = 1§-ж при основашй а или такъ: у = 1 ,̂ж, 
8 
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где указатель (поаех) а около знака 1 ,̂ несколько ниже его, озна
чаетъ, что за основаше логариемовъ выбрано число- а. 

Функщя у — 1̂ ж называется л о г а р н о м и ч е с к о ю . 
Изъ предыдущаго курса также известно, что за основаше 

логариемовъ можно выбрать всякое положительное и конечное 
число, неравное единице. 

Докажемъ теперь следугощш теоремы: 

Теорема I. Л о г ар и о м и ч е с к а я ф у н к щ я 1̂ ж — н е 
п р е р ы в н а я . 

Положимъ, что при нЬкоторомъ онределенномъ, положи
тельномъ, хотя и ироизволыюмь значен!!! ж, нанримеръ ири 
х = р, 1%х принимаетъ значеню д, такъ что \%р = д, и дадимъ 
количеству р безконечно-малое приращеше а; тогда и д получито, 
некоторое приращеше к; докажемъ, что к также безконечно-ма
лая величина, чемъ и докажется непрерывность функщи 1̂ ж 
при всякомъ значешй ж. 

Равенства я_ = \%р и д -4 к = 1^(^ 44 а) однозначащш съ ра
венствами а9 = р и ар+к = р А- а, где а — основаше логариомовь, 
и потому 

а = а'1+к — а? — а'1 (ак — 1), откуда ак — 1 ==—' 

но такъ какъ а безконечно-малая величина, а"1 — конечная, то 

-^ безконечно-малая величина; следовательно 

Иш(а^ — 1) = 0 или И т а* = 1, или аитк = 1, 

значить И т к = о, а потому к— безконечно-малая величина. 
Теорема 2. Если составимъ две прогрессти: одну геометри

ческую съ произвольныма, знаменателемъ д и начинающуюся съ 
единицы, другую ариеметическую съ произвольного разностью Л 
и начинающуюся съ нуля, II эти прогрессти иродолжимъ въ обе 
стороны неопределенно далеко, то получимъ безконечные ряды: 

(1) а~п, . . . д~3, д- 2 , д- 1, \, д, д2, д3, . . .д" 

( 2 ) . . . . —пс1,. .. —За", —2й, —й, 0, а7, 2й, За',... пй .. ., 

где всякШ членъ ирогрессш (2) есть логариемъ соответствую-
1 

щаго ему члена прогрессти (1) при основашй д . 
Доказательство. Произвольный членъ ирогрессш (1), напри-

мерь дм, можно представить такъ: 

следовательно по оиределенш логариома 1§;дп = пс% при основа-
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1 

ши д . Отсюда и заключаемъ, что члены ряда (1) имеютъ лога
рифмами соответствующее имъ члены ряда (2) при условш, что 

1 

за основаше логариемовъ принято а'' . 
Теорема 3 (обратная предыдущей). Если составимъ две 

прогрессти: одну геометрическую (1) съ нронзволытымъ знамена-
телемъ д и начинающуюся съ единицы, другую — ариеметиче-
скуго съ произвольною разностью Л и начинающуюся съ нуля, и 
эти прогрессти иродолжимъ въ обе стороны неопределенно да
леко, то, принимая члены ариеметической ирогрессш (2) за си
стему логариемовъ, соответствующее имъ члены геометрической 
ирогрессш (1) можно будетъ разсматриватъ какъ числа, соотвьт-

1 

ствугощш этимъ логариемамъ при основашй д . 
Доказательство. Положимъ, что при нькоторомъ основанш 

й, = 1̂ - ц ; тогда 
1 

Я ) • 
откуда и заключаемъ, что, если какой-нибудь членъ пй ариеме
тической ирогрессш (2) принять за логариемъ, то соответствую
щее этому логариему число есть соответствующей ему членъ ^п 

геометрической прогрессти (1) при условш, что за основаше ло-
1 

гариомовь принято о*. 
Изъ носледнихъ двухъ теоремъ следуетъ, что, составивъ 

две произвольный прогрессш: геометрическую, начинаюшуюся съ 
единицы, и ариеметнческую, начинающуюся съ нуля, и продол-
женныя въ обе стороны до безконечности, мы можемъ разсмат
риватъ члены ариеметической ирогрессш какъ систему логарие
мовъ чиселъ, составляющихъ геометрическую ирогрессш, и обратно, 
нрнчемъ основанюмь логариемовъ будетъ знаменатель геометри
ческой ирогрессш съ показателемъ, равнымъ единице, деленной 
на разность ариеметической ирогрессш. 

§ 41. Существоваше логариема для всякаго положительного 
числа при положительномъ основашй. Зная, что целая степень 
положительная основанш есть число положительное, и условив
шись иодъ дробного степенью положительная основашя пони
мать только его ариеметическое, т. е. положительное, значеше, 
заключаемъ, что отрицательное число при положительномъ осно
вашй не имеетъ логариема. 

Докажемъ теперь следующую теорему: 
8* 
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В с я к о е положительное ч и с л о п р и положительномъ 
о с н о в а н ! и, н е р а в н о м ь е д и н и ц е , и м е е т ъ л о г а р и е м ъ , 
к о т о р ы й м о ж е т ъ быть в ы ч и с л е н ъ и л и т о ч н о , и л и 
п р и б л и ж е н н о съ ж е л а е м о г о с т е п е н ь ю т о ч н о с т и . 

Въ самомъ деле, если примемъ положительное число а, не
равное единице, за основаше логариемовъ, то по предыдущему 
каждый членъ ариеметической ирогрессш 

(3)....—(пА-1), — п,...-3, —2, — 1 , 0, 1, 2, 3, . . . п, (п + 1) . . . 

есть логариемъ соответствующая ему члена геометрической 
ирогрессш 
(4) а-("-И). (Г

п,. . . а-3, а~2. аг1, I. а, а2, а3, . . . ап, а"+\ . . . 
при основании а, считая соответственными те члены, которые за-
нимаютъ тЬ-же места относительно члена нуль ариеметической 
прогресс!!! и члена единицы геометрической. 

Положимъ, что надо определить ^ТУ при основашй а. Если 
въ ряду (4) найдется число равное -/V, напримеръ, если а" = Ж, 
то соответствующее ему число п ряда (3) и будетъ логариемъ 
числа Лг; если же ни одно изъ чиселъ ряда (4) не равно _У, то 
въ немъ всегда найдутся два смежныхъ числа, напримеръ а" и 
а"А-х, между которыми заключается #. Вставимъ между этими 
двумя числами произвольное число р среднихъ геометрическихъ 
чиселъ, а также между соответствующими имъ числами п и 
п Аг 1 ряда (3) р среднихъ ариеметическихъ; тогда знаменатель 

1 

вновь получаемой геометрической ирогрессш будетъ ар + 1, а раз

ность вновь получаемой ариеметической ирогрессш будетъ 

такъ что получимъ ряды: 

(5) . . .. а", ап^р+\ ап^р+\ . .. ап+р+\ ап^~р+\ .. . ап^р+\ ап+г и 

/^\ , 1 , 2 | * , Ы-1 \ Р I •, 

(в)....п,пг+-^,п+—, . . . п + ^ р 1 , п + ^ , . . . я + Д т , » + 1 . 
причемъ каждый членъ ряда (6) есть логариемъ соответствую-
щаго ему члена ряда (5) при основанш а. Если теперь данное 
число Л7 равно какому-нибудь члену ряда (5), наиримеръ 

N = а р+1, то его логариемъ есть соответствующей ем°у членъ 
ряда (6), именно п 4 — т—» — число точное, а следовательно соиз
меримое; если же N не встречается между числами ряда (5), 
то между числами а* и ап+1 ряда (4) вставимъ большее число 
среднихъ геометрическихъ, чемъ прежде, и столько же среднихъ 
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ариеметическихъ между п и п-\- 1, неопределенно увеличивая ^ 
(нрнчемъ и к увеличивается, оставаясь однако меньше, чемъ р) 
и каждый разъ испытывая число вновь получаемыхъ геометри
ческихъ ирогрессШ. Если ни при какомъ сколь-угодно боль-
шомъ числе р среднихъ геометрическихъ чиселъ, вставленныхъ 
между ап и ап+г, въ ряду (5) не окажется числа равнаго Л" то 
1^^ не можетъ быть определено, точнымъ образомь, а можетъ 
быть найденъ лишь приближенно, впрочемъ съ произвольною сте
пенью точности. 

Действительно, если число Л̂  не встречается въ ряду (5), 
, « , к+1 

то выбираемо, въ немъ два смежныхъ числа а р+1 и а * + 1 , 
мея^ду которыми заключается Л7, т. е. ташя, что будетъ 

сР-Гр+1 < _ту< ап+р+г или же ап~^р+х > ^ > а " ^ 1 , 

смотря по тому, будетъ ли а > 1 или а < 1; следовательно 1̂ Л" 

будетъ заключаться между п + . и п Аг -" | —; а какъ числен-
1 

нал разность между этими числами есть которая при не-
ограниченномъ увеличении р можетъ быть сделана произвольно 

малого, то и численная разность а""1"-^1— ап~'р+1 можетъ быть 
сделана произвольно малого, ибо показательная функщя есть не
прерывная (§ 39). Отсюда заключаемъ (теорема 10 § 5), что дан-

А: 
п 4-ное постоянное число N есть общШ пределъ чиселъ а ^р+1 и 

I У * 
а "'" р + 1 при неограниченномъ увеличен!!! р, т. е. 

11ш \ап+р+1) = Пт (а м + ^+ 1 ) = Л̂  или 
р = со ^ = со 

а \ ^и-1/ = а V ^14-1/ = Л, откуда 
_0 = СО 2> = с о 

1гЛ" — Ит (п А =Ц) 

ЭТОТЪ результатъ иоказываетъ, что 1§ЛТ существуетъ, и если 
онъ окажется числомъ несоизмеримым^ то онъ по крайней мЬре 
можетъ быть найденъ приближенно съ желаемого степенью точ
ности. Такъ, напримеръ, если 1̂ Л" заключается между п 4 — — 

и п 4- „Тр то, принимая 1§^ = и + ——, мы с делаемо, ошибку, 
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меньшую чемъ на - Ь , ибо (п 4 - | р ) — (п + ^ т ) = ^ , а сле

довательно численная разность 1 ^ ^ — \п -|—-г-\ <<——. 

Замътимо,, что при положительномъ основашй а неравномъ 
единице всякое положительное число А7 имеетъ одинъ только 
вещественный логариемъ*), потому что ах при разныхъ веще
ственныхъ зпачешяхъ ж имеетъ разный значенш. 

Обратно, всякому данному логариему соответствуетъ одно 
только число, потому что, если бы тому же логариему ж соответ
ствовали два раздичныхъ числа А7 и А^, то было бы 

а* — N и ах = А7;, откуда N = ^, 

что при разныхъ числахъ Л7 и 2^ невозможно. 
0бщ1я свойства логариемовъ при всякомъ основанш, равно 

какъ свойства Бригговыхъ логариемовъ, намъ уже известны изъ 
общаго курса алгебры. 

§ 42. Основаше натуральныхъ логариемовъ. Совокупность 
логариемовъ чиселъ, вычисленныхъ при одномъ и томъ же осно
ванш, составляетъ с и с т е м у л о г а р и е м о в ъ при этомъ осно
вании Общеупотребительная система логариемовъ — система 
Бригга, вычисленная при основашй десять; но въ выспюмъ ма-
тематнческомъ анализе употребляется еще другая система лога
риемовъ, называемая н а т у р а л ь н о г о и вычисленная при песо-
измеримомъ основашй, съ которымъ мы здесь несколько позна
комимся. 

Составпмъ геометрическую ирогрессш со знаменателемъ 
1 4: е и начинающуюся съ 1, а также ариеметическую ирогрессш 
съ разностью а и начинающуюся съ 0, т. е. ряды 

(1) . . . . 1, (1 4 8), (1 4" *У\ (1 + «)8, • • • (1 + «)". (1 + е) м + 1 • • • И 
(2) . . . . О, а, 2а, За, . . . па, (п -4 1)а . . . ; 

тогда по § 40 всякШ членъ ряда (2) есть логариемъ соответ-
_1_ 

ствующаго ему члена ряда (1) при основашй (1 4- е ) а . 
Положимъ, что здесь е безконечно-малая величина; тогда 

и а безконечно-малая величина, ибо изъ рядовъ (1) и (2) видно, 
что а — 1 (̂1 Аг е); а какъ 1̂ 1 = 0 и логариемическая функщя — 
непревывная, то при безконечно-маломъ е и а должна быть 

*) Въ высшемъ анализЪ доказывается, что при указанныхъ услов1яхъ 
всякое число при положительномъ основанш имъетъ безчисленное множество 
логариемовъ, изъ коихъ только одинъ вещественный, а всъ остальные —- мнимые. 
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безконечно-малою. Обозначая разсматриваемое основаше лога
риемовъ черезъ а, будемъ иметь 

- { ~\~ { 4И т«-
(3) . . . . а = шп (1 -4 6)" = 11т 1(14е)е Г = ЩП1 (1+8)*} 

где е и а стремятся къ пулю, причемъ очевидно а зависитъ отъ 

Ит—, т. е. отъ того закона, по которому а изменяется въ зави

симости отъ е. 
Ясно, что изъ всехъ системъ логариемовъ, та будетъ про

стейшая, для которой зависимость между а и е такова, что 
11т — — 1, и которая поэтому называется н а т у р а л ь н о ю ; тогда, 
обозначая соответствующее этой системе основаше черезъ е, но-
лучима, 

1_ 

е = Ит (1 4- е) е , когда е стремится къ нулю. 
Покажемъ, что этотъ пределъ вполне определенное число, 

по какому бы закону е ни стремилось къ нулю, и что онъ за
ключается между 2 и 3, а затьмъ вычислимо, его. 

Для удобства выкладки положимъ, что е = — и следова-
1 

тельно — — п, такъ что при стремленш е къ нулю п стремится 

къ + ос; тогда 

е = Ит(14--Г 
\ ' п! п = + со. 

Здесь приходится разсматривать три случая: 1) когда п, 
стремясь къ оо, принимаетъ только целыя и положительный зна
чешя, 2) когда п принимаетъ катя угодно положительныя зна
чешя, соизмеримый ли, или несоизмеримый, 3) когда п прини
маетъ отрицательный значенш, численно стремящшся къ со. 

Въ первомъ случае мы по б и н о м у Н ь ю т о н а имеемъ 

( Х ^ п! -1 I П • п I 1 . 2 * п2 ^ 1 . 2 . 3 ' П 8 ^ • ' • - Г 

, п(п — \)(п—Ч)... \п — (п—\)} 1 

1 . 2 . 3 . . . ( н — 1 ) н ' пп 

ИЛИ 

(4) 1л I _ 1 _ \ П - _ 9 _| __. > 1 "/ \ м / I \ п) \ и/ \ п/ | 
Г *• н / -" "Г" 1 .2 «"" 1 . 2 . 3 " г 1 . 2 . 3 . 4 "" 

ИИН-И +... 1 . 2 . 3 . . . (п— \)п 
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1 
1.2.3...(п—1)и' 

Такъ какъ здесь все члены этого разложенш положительные, 

то заключаемъ, что (1 4 — Г _>2, значитъ и Ит и 4 Г 4> 2. 

Далее, если во второй части разложенш (4) откинемъ все 
^ . 1 2 3 п—1 V 

дроби —, —, —,... , который все меньше 1, то получимъ не-
равенство 

(и4)"<» + 4 г + гжъ+тжзл +••• + 
а следовательно подавно 

(1 + ^ ) " < 2 + (т + р: + §г + • ' • + 2=Ы> 
ибо мы каждаго множителя въ знаменателяхь, начиная со мно
жителя 3, заменили меныпимъ числомъ 2; а какъ многочленъ въ 
скобкахъ есть сумма членовъ убывающей кратной ирогрессш, зна
менатель которой есть —, и следовательно эта сумма равна 

^ ^ = 1 - ^ 4 , Т о ( 1 + 4 , < 2 + 1-^ г , Т .е .( 1 + | ) < 3 , 
а 

значить и Нт 11А Г <7 3. 
\ ' п]п —со 

Такимъ образомь доказано, что Пт II4- — I _ при целомъ 

и положительномъ показателе п, стремящемся къ со, заключается 
между 2 и 3. Обозначимъ этотъ предела, черезъ с. 

Положимъ для 2-го случая, что п, стремясь ка, со, прини
маетъ катя угодно положительный значенш, соизмеримый ли, 
или несоизмеримый; тогда всегда найдутся два целыхъ числа 
р> и р Аг 1, между которыми заключается п (§ 9), причемъ, ко
нечно, р стремится къ со одновременно съ п, такъ что 

V <С п <^р Аг 1, а следовательно —>—_>—тт. тогда 

(»+^Г>^+4Г>(*+^ 
ибо какъ возвышаемые двучлены, такъ и ихъ показатели распо
ложены здесь по ихъ убывающимъ значеншмь. Последнее не
равенство можно написать такъ: 

1 а-^+1 

где крайню члены имЬготъ общШ пределъ, ибо по предыдущему 
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случаю П т ( 1 + ^ 1 ) = е, Ит (_.4- V ) Н = е, П т в + 1 ) — 1, 
г ' р = со 2 ' _»=оо ' 1 р=со 

11т II 4—-г-у) = 1, и потому по теореме И $ 5 II 4 —I имеетъ тотъ 
" "•" _р = со 

же пределъ е, который, какъ мы видели въ первомъ случае, за
ключается между 2 и 3. 

Наконецъ, если п принимаетъ отрицательный значенш, чис
ленно стремящшся къ со, то, полагая п — — т, где следова
тельно т число положительное, будемъ иметь 

(1 - Г " = & =4+ „4Г = (1 + „4)"" 4 + АА' 
а какъ П т /а + =гЫ = е, Ит(1 4 -^г) = 1, то и Н т (1 — Д = с, 

х . . . = С О М)=СО т = С О 

т. е. И т II 4 — ) и при отрицательномъ п, численно стремя-
• п = — С О 

щемся къ со, есть то же число е, заключающееся между 2 и 3. 
Такимъ образомъ мы убедились, что, к а к о в ъ бы ни б ы л ь 

з а к о н ъ , п о к о т о р о м у п ч и с л е н н о с т р е м и т с я к ъ со, 
и 1_ 

П т II 4 ) , или, что то же, Н т ( 1 4 ~ е ) е ибо мы выше 
\ п } п = + о о е = 0 * 

полагали е = — ) есть некоторое определенное число е, заключаю

щееся между 2 и 3. Этотъ пределъ и есть основаше натураль-

ныхъ логариемовъ. 
Для вычисленш этого основан1я достаточно определить 

Нт(.+1) 
п = + о о 

когда п принимаетъ целыя и положительный значенш, стремя-
щшся къ со, ибо этотъ пределъ одинъ и тотъ же, по какому бы 
закону п ни стремилось къ со. Въ такомъ случае имеемъ: 

\1 + Аг) — 2 + ТТУН 1 . 2 . 3~~ Н 1 . 2 . 3 . 4 ^ - " ' 

где число членовъ неограниченно увеличивается, когда п стре
мится къ ос. Это равенство можно написать такъ: 

(5) [_ + М- - 2 + 1 _ ' +Ь I •) ('" ?) 4- МИ41И1- 5) 
\Р)- \1-Г4Г/ — г ~*~ Т 7 2 " 1 Г. 273" I 1 . 2 . 3 . 1 

...+ 

1 . 2 . 3 . . . к " Т " Л ' 
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где В выражается следуготимъ безконечнымъ рядомь: 

/о\ т> \ п ! \ 4/ ' ' ' \ ТГ/ | \ "̂ "/ \ п I''' \ п I \ п } , 
1 ; ' *'• " 1 . 2 . 3 . . . Цк+1) "г 1 . 2 . 3 . . . к(кА~1)(кА~2) ' ' * 

Чтобы теперь определить е, надо только определить пределъ 
второй части равенства (5) при N — со; следовательно, применяя 
къ иервымъ к членамъ ряда (5) теоремы § 5, получимъ: 

остается только определить Ит В или, говоря вернее, возможно 
меньшее положительное число, но превышающее В, чтобы можно 
было судить о степени погрешности, которую сдьлаемъ, если за 
е возьмемъ первые к членовъ ряда (5). Для этого въ числителяхъ 
дробей ряда (6) откинемъ дробив, —, | - , . . . ~, ^ р . . . , который 

все меньше 1, и, кроме того, каждый изъ множителей к 4> 2, 
5 4-3, к 4- 4 , . . . въ знаменателяхъ заменимо, меныпимъ числомъ 
5 - 4 1 ; тогда 

" ^ ! . 2 . 3 . .. ЦЪ+1) ~*~ 1.2.3... Щ-4-Т)2 "*~ 1.2.3... 5(54-1)3 ^ " ' 

где вторая часть есть безконечио убывающая кратная ирогрессш, 

знаменатель которой равенъ. , ; следовательно при всякомъ 

значешй к будетъ 

В<-Т72-3.1..Щ+1)

 :{1-кТ1^ ^' « - 6 < ^ 2 . 3 . . . к ' к 

1- т> - 1 1 

значить и Н т В 1 . 2 . 3 . . . к • к 

• Такимъ образомь, ограничиваясь только первыми к членами 
ряда (7), мы за основаше натуральныхъ логариемовъ получимъ: 

0 , 1 . 1 , 1 . . 1 
6 — 2 - 4 -

съ точностью до 

Такъ, вычисливъ сумму первыхъ 12-ти членовъ этого ряда, 
получимъ 

е — 2,718281828 съ точностью до 0,000000001. 

§ 43. Модуль. Зависимость между натуральными, основа-
н!емъ логариемовъ и какимъ-либо другимъ. Имея логариомы чи
селъ по одному основанш, легко вычислить логариомы по вся
кому другому основанш. Положимъ, что намъ известенъ \§е^ 
по какому-нибудь основанш е, и требуется определить 1даЛ

т по 
другому основанш а. Обозначивъ этотъ логариемъ чрезъ х, по-
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лучимо, ах = Лт; а взявъ логариомы обенхь частей этого равен
ства по основанш е, получимъ 

х.\%еа — 1%еЯ или 1 а̂Л
7.1^оа — 1̂ -Х, откуда 

• ^ ' = 14=4 -̂1 ,̂ 
т. е., и м е я л о г а р и е м ъ ч и с л а Л7 по к а к о м у - л и б о о с н о -
ван1го е, мы п о л у ч и м ъ л о г а р и е м ъ т о г о ж е ч и с л а по 
д р у г о м у о с н о в а н 1 г о а, у м н о ж и во, д а н н ы й л о г а р и е м ъ 
н а д р о б ь , р а в н у ю е д и н и ц е , д е л е н н о й н а л о г а р и е м ъ 
н о в а г о о с н о в а н ! я , в з я т ы й но д а н н о м у о с н о в а н ш . 

Этотъ постоянный множитель -: , на котораго следуетъ 

умножать логариомы чиселъ по основанш е для получешя лога
риемовъ техъ же чиселъ по новому основанш а, называется м о-
д у л е м ъ новой системы относительно данной. 

Такъ, напримеръ, зная, что 

основаше натуралытыхъ логариемовъ есть е = 2,718281828, 

основаше Бригговыхо, логариомово, а — 10, 

1^10 при натуралыюмь основашй равенъ 2,30258509, 

\%е при основанш а равенъ 0,43429448, 
и обозначнвъ модуль Бригговой системы логариомовь относи
тельно натуральной чрезъ АГ, а модуль, натуральной системы 
относительно Бригговой чрезъ М, получимъ 

М = 1 ^ = Т^ЛО = 2,30258509 = 0'^3^29448 . . . , 

М = 1 ^ = 1&102,718281828 = 0,43429448 = 2,30258509. 

На основанш этого, зная, что 1̂ .2 = 0,6931471, получимъ 

1̂ ю2 = 0,43429448 X 0,6931471 — 0,3010300. 

Сльдств1е. Изъ свойства модулей следуетъ, что 

1$_# = 21.!?. X, 1&, .V = ЗГ. \%аХ, 

а перемноживъ эти два равенства почленно, получимъ 

1&.ЛГ. \%е N = ММ'. \%с N. 1§а Лт, следовательно 

ММ' = 1, откуда М= -^г, т. е. 

м о д у л ь о д н о й с и с т е м ы л о г а р и е м о в ъ о т н о с и т е л ь н о 
д р у г о й р а в е н ъ 1, д е л е н н о й н а м о д у л ь в т о р о й с и 
с т е м ы о т н о с и т е л ь н о п е р в о й . 

Покажемъ еще, какая зависимость существуетъ между ка
кимъ-либо основан!емъ логариемовъ и натуралытымь основашемъ. 
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4̂  

Зная, что Пт (1 4- €) = б, мы (изъ формулы 3 § 42) имеемъ 
6 = 0 

равенство 

(р) . . . . а = е а, 

выражающее зависимость какого-либо основанш а отъ натураль

н а я основашя е; зависимость эта обусловлена значенюмъ Пит — , 

которое для натуральная основанш, какъ мы видели, равно 1. 

Посмотримь теперь, что представляетъ собою Ит— . 
Взявь логариомы обеихъ частей равенства (р) по основа-

н1го с, получимъ 

1§-. а = 11 ш —, откуда -.— — — Пит — , 
Ит— 

откуда видно, что Пит — есть модуль системы логариемовъ по 

основанш а относительно натуральной системы. 

X. Р о з ы с к а ш е наибольшаго ( т а х 1 т ш п ) или наи-
меныпаго ( г т т т ш п ) значешя трехчлена 2-ой сте

пени и нтжоторыхъ другихъ функцШ. 

§ 44. Опредьлешя. Если функщя у = {(л) непрерывная по 
крайней мере на нькоторомъ протяженнт, то при непрерывномъ 
измененп! аргумента х въ одну и ту же сторону, т. е. или по
стоянно увеличивая его, или постоянно уменьшая, функщя у мо
жетъ или непрерывно возрастать, или убывать; она можетъ также 
сначала возрастать до некоторая значенш у — Ъ, соответствую-
щаго некоторому значенш х = а, а затемь снова убывать; тогда 
у = Ъ есть наибольшее значеню функщи у о т н о с и т е л ь н о 
всякихъ двухъ смежныхъ ея значешй, какъ угодно близкихъ къ 
Ъ, изъ коихъ одно предшествуетъ значенш у = Ъ, а другое за 
нимъ следуетъ; въ этомъ случае у = Ъ называется тахатит'омъ 
данной функщи. Если же при указанномъ изменети аргумента 
функщя у сначала убываеть до некоторая значенш у = Ъ', со-
ответствугощая некоторому значенш х = а', а затемь снова 
возрастаетъ, то у = Ъ' есть наименьшее значеше функщи о т н о-
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с и т е л ы т о всякихъ двухъ смежныхъ ея значешй, произвольво 
близкихъ къ Ъ', изъ которыхъ одно предшествуетъ значенш у — Ъ', 
а другое за нимъ следуетъ; въ такомъ случае у = Ъ' называется 
т 1 н 1 т и т о м ъ данной функцш. 

Можетъ также случаться, что съ непрерывнымъ изменешемъ 
переменной х функщя ея у сначала увеличивается до извест
н а я значенш у — Ъ, затЬмъ уменьшается до некоторая значенш 
у = Ь', потомь снова увеличивается до значенш у — Ъ" и т. д.; 
следовательно функщя можетъ иметь несколько т а х 1 т н ш ' о в ъ 
и несколько т т н ! паи т ' о в ъ . 

Изъ приведеннаго определешя следуетъ, что надо разли
чать ш а х т т п ш и ш 1 и 1 ш и ш функщи отъ к р а й н и х ь ея зна-
ченШ, который она принимаетъ при к р а й н и х ь значешяхъ не
зависимой переменной, т. е. значеншхь, дальше которыхъ эта 
переменная уже неспособна или не должна изменяться; хотя-бы 
эти крайнш значенш функщи и представляли собою наиболыпш 
или наименьшая изъ всехъ ея значешй, темъ не менее ихъ не 
считаютъ т а х ш ш т ' о м ъ или п п т т ш п ' о м ъ , потому что здесь 
петь приведеннаго признака ихъ существования. 

Напримеръ, имея функщю у = 3^, видимо,, что у постоянно 
возрастаетъ съ непрерывнымъ увеличешемъ х и при х = со бу
детъ у = со. Но последнее, крайнее значеню функцш, будучи 
наиболыпимъ изъ в с е х ъ ея значенШ, не есть однако шахотит, 
ибо х не можетъ изменяться дальше со и следовательно нетъ 
здесь приведеннаго признака существованш шахотпт 'а или т1-
нтшнш'а. 

Точно также, имея функщю «/ = 2 4, У0 — х2, видимо,, что 
л можетъ изменяться только отъ ж = — 3 до ж = 4 3, а при 
этихъ значешяхъ х функщя у получаетъ значеню 2, которое, 
будучи наименыпимъ изъ в с е х ъ ея значенШ, не есть однако 
п п т т и т ея, ибо х не можетъ увеличиваться дальше х = 3 или 
уменьшаться дальше х = — 3, потому что в н е иределовъ -4 3 
и — 3 функщя у оказывается мнимого. 

Если функцш имеетъ и т а х 1 т н т , и т т т т п т , то т а х ш ш т 
иногда можетъ быть и менее ея шшттииа'а. Такъ, напримеръ, 
имея у = зесх и непрерывно изменяя х, найдемъ, что 

при х = — -к, у = 4: ° ° 

„ X = 0, у = 4" 1 

„ х = -|, у = 4 оо 

„ X = л, у = — 1 
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З.г 

при х = -к-, у = 4 ос 

следовательно между пределами х = %- и _ с = 4 - - ? - функцш 

?/ сначала уменьшается отъ 4-^с до 4-1, а затемь увеличивается 
отъ 4- 1 До 4- со, и потому у = 1 есть нтттитнит при ж = 0; между 

пределами же х = - ^ и ж = -^ функцш г/ сначала увеличивается 

(въ алгебраическомъ смысле) отъ — со до — 1, а затемь умень
шается отъ — 1 до — со, и следовательно у = — 1 есть т а х ь 
т и т (при х = л). Отсюда и видно, что въ данномъ случае 
шах1итит меньше п п т т п т ' а . 

Изъ этого примера усматриваемо,, что выражешя „ т а х т т и ш " 
и „ т т т т т " принимаются въ а л г е б р а и ч е с к о м ъ смысле, 
такъ что отрицательный т а х т т и ш , взятый въ абсолютномъ зна
ченш, можно считать штштштт'омъ, и обратно, если только во
просъ допускаетъ такое толкованю. 

§ 45. Мах1тит и ат пи ни пи трехчлена 2-ой степени. Розыска-
н!е т а х т т и ш или ш1и1тит любой функщи требуетъ знашя вые-
шей математики; поэтому мы ограничимся здесь только частными 
случаями, именно функцюго, представляю шей трехчленъ 2-ой 
степени относительно переменной независимой х, т. е, функ-
щей вида: 

(1). . .. у = ах2 А- Ъх А- с 
н еще тремя видами функщи, шахини на и т т т т т которыхъ 
легко определяется элементарными приемами. 

Взявъ во второй части равенства (1) а за скобки, получимъ 

а прибавивъ къ трехчлену въ скобкахъ и вычтя изъ него \—\ 

т. е. квадратъ половины коэффицюнта при х въ первой степени, 
получимъ 

( 2 , Ъ . (Ъ \2 с / ^)^2, и М 2 . с Ь2\ 

у=а{х2Аг-хА- (^) - т - - - ( д | - а{(х + У +^~А^) и л и 

(2) у = а(хАг^У А-с-^а. 

Такъ какъ здесь количество (х 4- о~), какъ квадратъ, при 

всякомъ вещественномъ значенш х есть величина положительная, 

то знакъ количества а (х 4- =-) будетъ одинаково, со знакомь мно

жителя а, т. е. со знакомь коэффицюнта при х2 въ данномъ трех-
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члене (1); следовательно, если а положительная величина, то 
при всякомъ вещественномъ х будемъ иметь 

ъ^_ 
4 а ' 

У >С 

а именно у обратится въ с —т- только при такомъ значешй пе

ременной х, при которомъ х 4- = - = О, т. е. при х= — -к-, а при 

всехъ прочихъ значешяхъ для а, какъ угодно блнзкихь къ — -$—, 

будь они больше или меньше, чемъ — -,-, мы всегда будемъ 

иметь ?/4>с—-^-; следовательно 

тттитинт у = с — т—, причемъ итыптиит имеетъ место при х = —^. 

Если же коэффищентъ а величина отрицательная, то и ко-
/ Ъ . 2 

личество а \х 4~ о-) въ равенстве (2) при всякомъ вещественномъ 

х будетъ отрицательная величина, а потому будемъ иметь 
!/<с— - ,- , 

а именно у = с—-^— только при х = — — , а при всехъ прочихъ 

значеншхь переменной х, какъ угодно блнзкихь къ — -$-, будь 

они больше или меньше, чемъ — у-, мы всегда будемъ иметь 

2/ << с — -т— ; следовательно тахштиит у = с — -V- при а; = — -=—. 
Итакъ, если во, трехчлене (1) коэффищентъ а при х2 поло

жительная величина, то этотъ трехчленъ имеетъ пт 1 и 1 шнпт; 
если же а величина отрицательная, то трехчленъ имеетъ шахт-
шиш: во всякомъ же случае ш а х я т и т или нт1и1итина есть 

(3) . . . . у =с— 1й-прия? = — - ^ 

Результатъ этотъ приводить насъ къ следующему правилу: 
М а х ш и т И Л И т 1 п 1 т н т д а н н а г о т р е х ч л е н а р а 

в е н ъ и з в е с т н о м у ч л е н у его с б е з ъ к в а д р а т а к о э ф -
ф и ц 1 е н т а п р и п е р е м е н н о й х в ъ 1-й с т е п е н и , д е л е н -
н а г о на у ч е т в е р е н н ы й к о э ф ф и щ е н т ъ при 2-й с т е 
п е н и э т о й п е р е м е н н о й , н это и м е е т ъ м е с т о , к о г д а 
п е р е м е н н а я в е л и ч и н а х р а в н а к о э ф ф и н д е н т у п р и 
п е р в о й с т е п е н и э т о й п е р е м е н н о й , в з я т о м у съ об-
р а т н ы м ъ з н а к о м ь и д е л е н н о м у на у д в о е н н ы й к о э ф -
ф и ц т е н т ъ п р и 2-й с т е п е н и той же п е р е м е н н о й . 
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Призеры. 

1) Функщя у = Зх2 — 55? 4-3 имеетъ и т 1 н 1 т и т , ибо коэффи-
т е н т ъ при х2 положите.!ытая величина, притомъ (по формуле 3) 

52 11 I 5 5 

пппипиит у = 3 — 4-д = -тк- при х = ^ = . = ^. 

2) 1̂>ункц1я у = х2—2х имеетъ и т т п т т п т , именно (по фор
муле 3) 

т т и н и т г/ == О — г т = — 1 при х = "4_= = 1. 

3) Функшя у = х2 4- 2х 4- 1 имеетъ пт 1 н 1 ш н т , именно 

шитттиш у = 0 при х = — 1. 

4) Фуныця у = 2х — х2 имеетъ т а х т н т п п т , ибо коэффи
щентъ при л2 величина отрицательная, именно т а х ! т и и т у = 1 
при х == 1. 

5) Изъ всехъ прямоу! одышковъ даннаго периметра 2р опре
делить тотъ, который имеетъ наибольшую площадь. 

Рьшеше. Если высоту искомая прямоугольника обозначимъ 
чрезъ х, то его основаше будетъ р — х, а потому его площадь 
8 будетъ 

§ = х(р — х) =рх — х2; следовательно т а х т т и ш 6 = -*' при х = у , 

т. е. искомый прямоугольники есть квадратъ. 
6) Число а разделить на такш две части, чтобы сумма ихъ 

квадратовъ имела наименьшую величину. 
Рьшеше. Пусть будетъ х одна изъ искомыхъ частей дан

наго числа а; тогда а — х будетъ другая часть; следовательно, 
обозначивъ сумму квадратовъ этихъ частей чрезъ у, получимъ 

у = х2 Аг (а — х)2 = 2-х2 — 2ах -\- а2, и следовательно 

. . 2 (2а)2 а2 А-'-с а 

ттиттпит у = а2 — ^ 4 = т при х = ~> = -к, 
т. е. данное число а надо разделить на две равный части. 

7) Въ квадратъ АВСБ (чертежъ 12), сторона 
котораго а, вписать квадратъ, нмеюнцй наимень
шую площадь, 

Рьшеше. Положимъ, что ЕЕОН искомый 
квадратъ, и обозначимъ площадь его чрезъ «; тогда, 
полагая ВЕ = х, получимъ 

5 = НЕ2 = 'ЕС2 4- ~СН2 = (а — х)2 4- х2 или 
а2 

8 = 2х2 — 2ахА- а2; следовательно ттиштинт з = — 

при х = - | - , 
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т. е. вершины искомая квадрата делить стороны даннаго но-
поламъ. 

8) Изъ всехъ прямоугольниковъ даннаго периметра 2р опре
делить тотъ, дтаяналь котораго имеетъ наименьшую величину. 

Рьшеше. Если х есть высота искомаго прямоугольника, то 
р — х будетъ его основаше; следовательно для определешя д1а-
гонали его у имьемь 

у = Ух2 А-(р — ж ) 2 = ]/"2ж2 — 2рх 4~ р2. 

Ясно, что оиределеню наименьшаго значенш у приводится 
къ онределенш наименьшаго значенш подкореннаго трехчлена 

2ха — 2рхА-р2, а последнее имеетъ место при # = - ( - = §-. т- е-

когда искомый прямоугольникъ есть квадратъ. 
9) Въ треуялытикъ вписать прямоугольникъ, имею!ц1й наи

большую илотадь. 
Р^шен!е. Обозначивъ черезъ к высоту треугольника, черезъ 

а его основание, черезъ х высоту искомаго треугольника, черезъ 
в — его площадь, получимъ 

5 = -г-, (кх— х2): 

надо только очевидно найти т а х ш ш т (кх — х2), ибо -̂  постоян

ное количество; мы тогда получимъ 
ак к 

птахшшт § = -т- при х =. ^, 
т. е. верхнее основаше искомаго прямоугольника делить высоту 
даннаго треугольника пополамъ. 

10) Въ конусъ, высота котораго к, ращусь основашя г, впи
сать цилиндръ, имегощШ наибольшую полную поверхность. 

РЪшеше. Обозначивъ чрезъ х ращусь основанш искомаго 
цилиндра, чрезъ у его высоту, а чрезъ 5 — полную поверхность 
его, получимъ 

$ — 2жху 4" 2лх2, 

у г—х к(г—х) 

а какъ 4 = , откуда у = — -, то 

8.= ^-. [(г —к) х2Аггкх\. 

Ясно, что эта функщя получить тахппит или т п п т п т 
при тьхъ же значешяхъ х, при которыхъ получить тахттиш 
или ппшпшт двучленъ въ скобкахъ, т. е. функщя 

$1 — (г — к)х2 4- гпх, 
9 
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ибо множитель — величина постоянная; следовательно, если 

к >> г, т. е. если г — А < 0, то 

т а х т т и ш 8Х = — ^ ^ = щ~^ при х = щ--, а потому 

~ 2л Л'г1 лЛ2г гй 
нтаXIшиит л> = . -гут Г 5= ^,.7 \ п р и Ж = ^7 \ 

г 4(Л—/•) 2(Л—г) г 2(7?—г) 

при темь однако условш, что к не меньше 2г. Действительно, л 
не можетъ превышать г, т. е. должно быть щгл ^ г» откуда и 
следуетъ, что Л=>2г; въ иротнвномъ же случае петь ш а х ! ш и ш . 

Если же к <_ г, т. е. если г — к > 0, то въ алгебраическомъ 
смысле существу етъ нтти 1 т и т , именно 

. . 0 жк2г гк 

т п п т п т 6 = — ^—щ при х = — 2{г_Ъ) ; 
но ЭТОТЪ результатъ не имеетъ геометрическая смысла, такъ 
какъ поверхность цилиндра не можетъ иметь отрицательная 
значенш. 

Наконец!,, если г — к = 0, то >3 не имеетъ ни нт а х 1 ит и нт, 
ни ит 1 п 1 нтп пт, ибо тогда $ = 2лкх, откуда видно, что съ неогра
ниченнымъ увеличешемъ или уменыпеваемъ х функцш # соот
ветственно неограниченно увеличивается или уменьшается. 

II) На данной гипотенузе а, какъ на основанш, построить 
прямоугольный треугольники, пмегощШ наибольшую высоту. 

Рьшеше. Если искомая высота есть у, одинъ изъ отрезковъ 
гипотенузы, онределяемыхъ высотою, есть л, то у2 = х(а—х), откуда 

у = У ах — х2; 
а какъ пт а х 1 нт и пт подкоренная двучлена есть -т-приа? = -|, то 

/
и- а а 

~4 = -к П Р И х = " о " ' 

т. е. искомый прямоугольный треугольникъ равнобедренны!!. 
Къ разсмотренному нами случаю приводится также опредЬ-

леню пт а х т ш и ит функцш вида 
у — х У а1 — х2. 

Въ самомъ деле, подведя множителя х подъ знакъ корня 
и полагая затЬмъ х2 = г, получимъ 

у = Ух2 (а2 — л2) = У а'г—яг. 

а какъ ш а х 1 ш и ш подкоренная двучлена по предыдущему 
а 

есть ^ при 2 = —Г, то 

/
а4 а2 -, /-— а\ 

-г- = -у- при х = У г = — 
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Применима, это къ следугощимъ тремъ примърамъ: 
12) Изъ всехъ прямоугольниковъ, вписанныхъ въ кругъ ра-

д1уса г, определить тотъ, плошадь котораго есть ит ах 1 пт и т . 
Рьшеше. Если х есть высота искомаго вписаннаго прямо

угольника, то основаше его есть У4т1 — х2, а следовательно его 
площадь § будетъ 

в — х У4:Г2 — х2 — У 4г'2 — 22, где г = х2, 

и по вышеизложенному будемъ иметь 

шаха шиит 8 —У 4г4 = 2г* при г = 2г2, т. е. при х = г У 2^ 

откуда заключаемъ, что искомы!! прямоугольникъ есть квадратъ. 
13) Изъ всехъ равнобедренныхъ треуголытиковъ, равный сто

роны которыхъ имеютъ постоянную длину а, определить тотъ, 
который имеетъ наибольшую площадь. 

Рьшеше. Если основаше искомаго треугольника обозначимъ 

чрезъ х, то его высота будетъ у а2 ^-, плошадь его 5 = 

= ~о"|/ а* — ~г =У а'г — 22, где г = — ; следовательно нтах1-

-| / _И а2 к- -. г — 
ШТ1Ш 5 = I/ "Г" = " о " ИрИ 2 = -х-, Т. 6. П р и X == Л У 2. 

14) Число а разделить на две т а т я части, чтобы ихъ произ
ведете было наибольшее. 

Рьшеше. Обозначимъ одну изъ искомыхъ частей числа а 
чрезъ х; тогда другая часть будетъ а — х, а следовательно ихъ 
произведете 

у = х(а — х) = ал — л2; значить шахшапш у = -^- при х = ~ , 

т. с. мы получимъ наибольшее произведете, когда данное число 
разделимо, на две равный части. 

Эту задачу можно выразить еше такъ: 
Определить наибольшее значеню ироизведенш хх4 при уело-

вит, что сумма х -\-х4 обенхь его множителей равна постоянной 
величине а. По предыдущему произведете хх' будетъ иметь 
наибольшее значеше, когда множители равны между собою, т. е. 

когда х = х' = -|-. 

15) Решить по этому же способу задачи 4, 5, 9, 11, 12 и 13. 
16) Изъ всехъ греугольниковъ даннаго периметра 2р и даннаго 

основанш а определить тотъ, который имеетъ наибольшую площадь. 
Рьшеше. Обозначивъ две остальныя стороны искомаго тре

угольника чрезъ х и у, а площадь чрезъ г, получимъ 

2 =Ур(р — а)(р — х) (р — 1))— Ур(р — а). У(р — х)(р — у). 
9* 
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Чтобы функцш 2 имела пт аX1 ит и нт, надо чтобы произве
дете (р — х) (р — у) имело т а х 1 т п т ; а какъ сумма множи
телей этого ироизведенш равна постоянной величине а [ибо 
р — х 4- р — у = 2р — (х -4 у) = а], то 2 имеетъ нт аX1 иадт ит, когда 
р—х = р — у, откуда х — у, т. е. искомый треуголышкъ — равно
бедренный. 

§46. Мах1шит произведен!» перемьнныхъ сомножителей, сумма 
которыхъ постоянная величина. Въ примере 14 предыдущая § 
мы видели, что произведете двухъ переменныхъ сомножителей, 
сумма которыхъ постоянная величина, будетъ иметь н т а х д т п т , 
когда оба сомножителя становятся равными. Докажемъ теперь, 
что п р о и з в е д е н т е в с я к а г о ч и с л а п е р е м е н н ы х ъ и по
л о ж и т е л ь н ы х ъ с о м н о ж и т е л е й , с у м м а к о т о р ы х ъ по
с т о я н н а я в е л и ч и н а , б у д е т ъ и м е т ь итахдитппт, к о г д а 
в с е со XI н о ж и те л и с т а н о в я т с я р а в н ы XI и (если только 
они способны становиться равныхш). 

Пусть требуется определить т а х п п и т произведет а 
В = ху2 ... ш; 

изъ положительныхъ сомножителей, при условш, что сумма ихъ 
хАгу + 2... -\-и-{-ь постоянная величина. 

Положимъ, что число сомножителей даннаго ироизведенш 
четное. Возьмемь два изъ нихъ и допустимь, что они неравны; 
тогда ихъ можно сделать равными, не изменяя ихъ суммы; при-
чемь ихъ произведете будетъ увеличиваться (см. примерь 14 
предыдущаго §), значить и данное произведете В будетъ уве
личиваться. Сделавъ то же самое со всякими двумя изъ осталь-
ныхъ сомножителей ироизведенш В, заключаемъ, что В каждый 
разъ будетъ увеличиваться и следовательно достигнетъ шахттшн'а 
лишь тогда, когда все его сомножители станутъ равными. 

Если число сомножителей ироизведенш В нечетное, напри
меръ 2п-\-\, то, сделавъ каждую пару изъ 2п сомножителей 
равными, заключаемъ, что и оставшШся сомножитель долженъ 
имъ равняться, иначе сухша всехъ сомножителей ироизведенш 
В не сохраняла бы постояннаго значешя; следовательно ироиз-
ведете В опять достигаетъ тахнппт'а только тогда, когда все 
его сомножители станутъ равными. 

Доказанная теорема применима очевидно къ решенш еле» 
дующаго вопроса: 

Д а н н о е ч и с л о а р а з д е л и т ь на п ч а с т е й т а к ъ , 
ч т о б ы и х ъ п р о и з в е д е н т е было н а и б о л ь ш е е ; для этого 
число а надо разделить на равный части, такъ что искомый 

нт аXтнтипт есть I— | . 
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Примьръ. Изъ всехъ треугольниковъ даннаго периметра 2р 
определить тотъ, который имеетъ наибольшую площадь. 

Рьшеше. Обозначивъ стороны искомаго треугольника чрезъ 
х, у и 2, а плошадь его чрезъ >3, получимъ 

# = Ур(р — х) (р — у) (р — 2). 
По предыдушему произведеню (р — х) (р — у) (р — 2), сумма 

сомножителей котораго есть постоянная величина р [ибо р — х-{-
А\-р — У~т~р — г =3р — (х 4- у + г) = 3/, — 2р = р], будетъ на а х 1 -
ш и ш , когда р — х = р — у=р — 6, откуда х = у = 2; следова
тельно искомый треугольникъ — равностороннШ. 

§ 47. Мах1тит произведен!я вида л•'"//" при услов!и. что 
сумма х-\-у постоянная величина. Положимъ, что имеемъ произ
ведете вида л"1 у", где показатели т и п числа постоянный, це
лыя II положительный, при условш, что и сумма переменныхъ 
л и у есть некоторая постоянная величина а; требуется о преде-
лить наибольшее значеню этого ироизведенш. Произведеню хту" 
очевидно будетъ иметь пт ах 1 птппт при гЪхъ же значешяхъ 

л II у, при которыхъ выражеше 1—1 .1-1Ц будетъ иметь И! аXI -

т и ш, ибо т и п величины постоянный. Зах1ечая же, что сумма 

в с е х ъ множителей п о с л е д н я я выражешя есть величина постоян

ная [ибо -- .т-А}-— . и = г 4 г / = «], мы по § 4 6 заключаемъ, что 

это произведете будетъ иметь на ах1 ш и ш , когда все множители 

его равны, т. е. когда — = —; следовательно произведете хт ун 

при услов1и, что сумма хА\-у равна постоянной величине, будетъ 
иметь т а х п п и т , когда множители х и у пропорщональны по-
казателямъ т и п, съ которыми они входить въ произведете, 
т. е. когда 

х : у = т \ п. 

Примеры. 

I) Изъ квадратнаго листа АВСВ (чертежъ 13) вырезать въ 
его углахъ т а т е равные угловые квадраты т, чтобы остаточный 
листъ, согнутый по прямымъ аЪ, Ъс, са1 и Аа, составило, коробку 
наибольшей емкости. 

Рьшеше. Если к есть сторона даннаго квадрата, х — сто
рона вырезанныхъ квадратовъ, и — объемъ искомой коробки, то 

V — х(к — 2х)2. 

Для определешя т а х д н т н т ' а этого выражешя мы можемъ 
определить пт а х 1 па и нт выражешя 2х. (к — 2х)2, которое можно 
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разсматривать какъ произведете двухъ множителей 2х и (к — 2а?), 
возвышенных!, соответственно въ степени 1 и 2; замечая же, что 
сумма множителей 2а? и к — 2х п о с л е д н я я выражешя равна по

стоянной величине к, мы заключаемо,, что и 
имеетъ птахдптит, когда 

2х к—2х к 
у = —2 , откуда а? = -0, 

А . с-

т\ : т 
' [ • • | . ! 1 3 . 

т. е. объемъ коробки будетъ наибольшей, когда 
сторона к а ж д а я изъ вырЬзанныхъ угловыхъ 

квадратовъ равна стороны даннаго квадрата, 

причемъ ш а хт ит и пт V — ^= к3. 

2) Определить высоту цилиндра, который при данной полной 
поверхности имеетъ напболышй объемъ. 

Рьшеше. Положимъ, что данная полная поверхность ци
линдра есть 2лга2 (т. е. равновелика удвоенной площади круга 
радтуса а), х — ращусь основанш, к—высота цилиндра; тогда 

2лл2 -|- 2лхк — 2л:а2, откуда а = — —; 

следовательно объемъ V цилиндра будетъ 

V — лл2к — л.х(а2 — х2). 
Чтобы определить и т а х 1 т п т выражешя х(а2 — х-), опреде» 

димъ т а х п п и т его квадрата х2(а2 — л2)2, который можно раз
сматривать какъ произведеню двухъ множителей х2 и (а2 — х2), 
возвышенныхъ соответственно въ степени 1 и 2; а какъ сумма 
множителей .4 и а2 — ж2 есть величина постоянная, то х2(а2 — ж2)2, 
а следовательно и объемъ у будетъ иметь пт а х т пт и на когда 

— = —^—, откуда л — ._ ; следовательно к = = —== = 2х, 
1 2 ^^ у з х у з 

т. е. высота искомаго цилиндра равна щаметру его основанш, 
2лсР 

причемъ шахдшипт V = ог=-
3) Въ шаръ рад1уса г вписать цилиндре напбольшаго 

объема. 
Рьшеше. Если л есть ращусь основашя искомаго цилиндра, 

у — его высота, то его объемъ V = лл2у ; а какъ г2 = х2 -|- V»о т" 

куда у = 2 У г2 — х2, то 

V = 2лл2 У г2 —л2 = 2лУ(х2)2 . ( г 2 — 4 ) ; 

следовательно по вышеизлояюннох1у V имеетъ ш а х 1 пт а! пт при 
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тахппит V 

г 8 —а? 1 гУ§ 

--—г—, откуда х — - 3 — и 

= 2л . I г*Уг2 — у г2 =^ лг* УЗ. 

4) Шаръ освещается светящегося точкою, находящегося на 
разстоянш (I отъ его центра; каковъ долженъ быть ращусь шара, 
чтобы освещенная часть его поверхности была наибольшая? 

2 

О т в е т ь . Искомый рад!усь = у а*. 

5) Определить высоту и радтусъ основаи1я конуса, который 
при данной боковой поверхности имеетъ наиболынШ объемъ. 

Рьшен!е. Обозначивъ чрезъ х ращусь основанш искомаго 
конуса, чрезъ к — его высоту, чрезъ у — объемъ и полагая, что 

данная ооковая поверхность равна ла1, получимъ у = —^—. 

КромЬ того имеемъ ла2 = лхУ&А^-х2, откуда 

к = — —; следовательно у =-— . х У а4 — х4, = у . У х2 (а4 — ж4). 

Дан определешя т а х п п и т подкоренная количества, опре
делимо, т а х п п и т его квадрата ж4(а4 — ж4)2; замечая же, что 
сумма множителей ж4 и (А — ж4 равна постоянной величине а4, 

х* а 4 — ж 4 

мы заключаемъ, что у имеетъ т а х п п и т , когда -г-=—2—' 

откуда ж = - | — , а следовательно к = ау -^. 

УзГ 
6) Изъ всехъ равнобедренныхъ треугольниковь, вписанныхъ 

въ кругъ ращуса г, определить тотъ, который имеетъ наиболь
шую плошадь. 

Рьшеше. Если ж есть одна изъ равныхъ сторонъ искомая 
. х1 

треугольника, то его высота к = -г, значить его площадь 

6 - - ^ - . жз 144^1^44 = ~.У (*2)8 . (4г2—ж2) ; 

следовательно >3 имеетъ тахатнпт при услов1и 
У*1 Аг^ ее / 

у = —г—, откуда ж = г У 3, 

т. е. искомый треугольника, — равносторонний 
7) Изъ даннаго круга ращуса г вырезать секторъ столькихъ 

градусовъ, чтобы объемъ конуса, получаемаго при свертыванш 
остаточной части круга, имело, наибольшую величину. 
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Рьшеше. Производящая искомаго конуса очевидно равна 
г; следовательно, если ращусь его основанш есть ж, то его 
объемъ 

V = — х2У г2—х2 = у . У(х2)2. (г2 — ж2); 

тахттиш у имЬетъ место при %- = г'4 — ж2, откуда ж=гу -^ , причемъ 
п 2 т / 2 2 / 

тахппит г = ;3 .-~- г2 у г2—~г

2 = -=лг3 У 3. 
Для определешя числа градусовъ вырезаемая сектора, обо

значимъ длину его дуги чрезъ у, тогда 

2лгж — 2лг — у, откуда у = 2л(г — ж) — 2лг ( 1 — 1/ - -\; 

значить число градусовъ этой дуги есть 360° ( 1 — 1/ - - V 

8) Какой изъ равнобедренныхъ треугольниковъ, вписаиныхь 
въ кругъ рад1уса г, даетъ при вращеши его около основашя 
тело наибольшаго объема ? 

О т в е т ь . Высота искомаго треугольника /. = - г . 

9) Въ тнаръ радтуса г вписать конусъ, их1егощШ наибольшую 
боковую поверхность. 

О т в е т ь . Высота искомаго конуса к = — г. 

10) Въ шарь ращуса г вписать конусъ, имеющий наиболь
ший объемъ. 

О т в е т ъ . Высота искомаго конуса к ——г. 
11) Определить ращусь г такого шара, чтобы сегментъ его, 

имегощШ выпуклую поверхность ла2, и мель нанболыпой объемъ. 

Рьшеше Если высота сегмента есть ж, то его объемъ 

V — лх2 (г — |-1; но по условш имеемъ 

ла2 = 2лгх, откуда ж = — ; следовательно 

жаг I аг \ 7га? 1 / а1 \ 
У ~~ 4г*~ V 67/ ~ : 4 ' Т\ 6^ I • 

Чтобы найти тах1шиш выраженш -\1 — ^ - ) , можно опреде-
1 / аг .2 

лить тахташп его квадрата ^т(1 - 1)Г,) или же выражешя 

—/. — ^ - ) , ибо4 постоянное количество; следовательно та-
ог1 \ 6г11 6 

х т т т имеетъ место, когда 
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6 7 Т : ( 1 - Н = 1 : 2 ' 0 Т К ^ Д а г = \рГ 

При такомъ значенш ращуса высота сегмента х == — = —— = г, 

т. е. искомый сегментъ есть и оду шарю. 
12) На столе находится малый нлоскШ предметъ т, освещае

мый свечей и отстоящШ отъ нея на разстоянш о7. Определить 
высоту, на которой должно находиться пламя свечи надъ сто-
ломъ, чтобы освешеню даннаго предмета была наибольшее. 

Рьшеше. Обозначимъ яркость цвета данной свечи при еди
нице разстоянш пламени отъ освещаемая предмета и при вер-
тикалытомъ направлении лучей чрезъ а, уголь наклонения лучей, 
испускаемыхъ свече го, къ поверхности освещаемая предмета 
чрезъ а, высоту пламени свечи надъ столомъ чрезъ ж, яркость 
свечи при этихъ данныхъ и при разстояши с! основанш свечи 
отъ предмета т чрезъ у; тогда, зная, что освещеню пропорцю-
нально 81п а, но обратно-пропорцюнально квадрату разстоянш 
пламени отъ освепдаемая предмета, получимъ 

а 8111 а а 8111 а а . ,л > 

У = Щ^ = <ЩА+&а) = ИГ\ 8 Ш а (1-вш»>. 
Чтобы определить тахппит ироизведенш 8!П а (1 — 8П02а), 

можно определить шахдипаш его квадрата 8Ш 2 а(1— з1н2а)2; за
мечая же, что здесь сумма множителей з1п2а и 1 — з1и2а постоян
ная величина именно 1, заключаемо,, что 

у . 81П г а 1—81П г « 

птах!тит имеетъ место при условш - - = ^—, откуда 
1 ж 1 А 

81П а = , т. е. — = —т=, и следовательно ж У 3 ' У А'-+ & УТ' У 2 ' 
Иногда вопросъ объ оиределенш тшпттиит (или тахттиш) 

функщи /(х) полезно свести на вопросъ объ оиределенш птаха-

шиш (или пошипит) обратной функщи >̂= (и обратно). 

Приведемъ примеры. 
13) Около шара ращуса г описать конусъ наименьшаго 

объема. 
Рьшеше. Если ж есть высота искомаго конуса, у — ращусь 

его основанш, то его объемъ V — ~-; при помощи же подходя-
щаго чертежа найдемъ, что 

следовательно -— откуда 11 -
г у х(х—2 г) 

лх7гг 

V — -=-, гг^ 

гх 
У х(х—2г) ' 

лг"1 х% 

3(х—2г) 
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х1 

Для оиределенш ппштипт выражешя ——ут достаточно опре-
д> 2т 1 / 2т\ 

делить птаха шиш обратная выражешя ——, равнаго — 1 , 

или же выражения— 1——I, ибо множитель 2>- постоянный, а 

2т 2г 

для этого по примеру 14 § 45 должно быть — = 1 — —, откуда 

х = 4г (а следовательно у = гУ 2), и потому 
. . лг1 16г* 87ГГ3 

ттпттштт *; = —-. —- = ——. 
3 с.г о 

Этотъ результатъ весьма интересенъ: онъ иоказываетъ, что 
высота искомая конуса в д в о е больше ддаметра шара, объемъ 
его в д в о е больше объема шара, площадь его основанш в д в о е 
больше площади большого круга даннаго шара, ибо эта площадь 
есть лу2 = -' _ = т~.4у- = 2ла-2; наконецъ, полная его поверхность 

в д в о е больше поверхности шара, ибо эта поверхность есть 
л у2 -|- лу Ух2 4~ у2 -=8лг2. 

14) Конусъ касается шара ращуса г и его основаше прохо
дить чрезъ центръ; определить нтшпттипт оба,ехт этого конуса. 

Рьшеше. Объемъ даннаго конуса есть V = ^~, где ж ра-

д1усь основанш конуса, у его высота. При помощи подходящаго 
чертежа найдемъ, что 

II ГЦ ЛГ% у'д 

; следовательно V -г уу_ г * ' ^ Т/42_Г2' 3 " у1—гг' 

Чтобы определить нтшттит V, определимо, т1н1тит дроби 

а̂ _ _ или тах1тпт обратной дроби у ~г, равной -II — ~\, или ея 

квадрата. Этотъ тахпааиш !шеетъ место при условш — :(1 — ^т) = 

= 1:2, откуда у = г У 3, о следовательно 
л/л Зг*УИ тг41/"3 

т т а ! т и т V = з * з>-*-

§ 48. Махнтпп или тшипит функцш вида у = ах4—. По

лагая, что здесь а и Ъ положительный величины, получимъ 

у = (У^у- + (У^У= (У™ - У 4 ) 4 2 УиЪ, 
откуда видно, что при всякомъ положительномъ значешй х будетъ 

у > 2 УаЪ, 

а именно у — 2 УаЪ только тогда, когда У ах =у — , т. е. когда 
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х = ~у —; при всехъ же другихо. положительныхъ значеншхь ж 

будетъ: у ^> 2 УаЪ: следовательно 2 УаЪ есть пт 1 и 1 ши ит данной 

функцш у при ж = у —. 

При отрицательныхъ значеншхь ж, наиримьръ при ж = — х4, 
будемъ иметь 

у = (У^ЪТх7)2 4- (У- --.)2 = (У -ж'- У— ^г)2+ 21/(-1)8«& 

или г/ = ( * Уах'-гУ^р)*-- 2 ]/о& = — ( | / " ^ " - ~ ^ / ^ ) ' — 2 ^ 3 . 

откуда видно, что при всякомъ положительномъ ж, а следова
тельно при всякомъ отрицательномъ ж будетъ 

У<— ъУаЬ, 

а именно г/ — — 2 Уетб, когда ^аа?' = 1/ • ., -, т. е. когда ж = -

— х* = — у —; при всЬхъ же прочихъ отрицательныхъ значе

шяхъ ж будетъ у <С — 2У аЪ : следовательно — 2 УаЪ есть т а -

х 1 т и т дайной функц1и. 
Если коэффищенты а и Ъ данной функщи величины отри

цательный, напримеръ, если у = — ал — — = — (аж-|—), то въ ал
гебраическомъ смысле наименьшему значенш двучлена въ скоб-
кахъ соответствуем, наибольшее значеше функщи у и наоборотъ; 
следовательно при отрицательныхъ коэффищентахъ будетъ 

тахттиш у = 2 УаЪ при х = 1/ — *), 

ттппаитт у = — 2 УаЪ при ж = — 1 / - *). 

Примеры. 
I) Число а разложить на такю два множителя, чтобы ихъ 

сумма была наименьшая. 
Рьшеше. Если одинъ множитель даннаго числа а есть ж, то 

другой будетъ —, следовательно ихъ сумма, которую обозначимъ а 
х 

а 
х 

чрезъ у, будетъ у= ж 4 , а потому по доказанному 

т т т т т у = 2 ^ а при ж = |/ а, 

*) Въ этихъ резулыатахъ подъ а II & надо уже понимать абсолютный 
значешя этпхъ велпчпнъ, какъ это видно изъ самаго хода изложешя. 



140 

т. е. данное число должно быть разложено на два равныхъ мне-
жителя. 

2) Изъ всехъ прямоугольниковъ данной площади « опреде
лить тотъ, который нместь наименышй периметръ. 

Рьшеше. Пусть будетъ у периметръ искомаго прямоуголь
ника, ж — его высота; тогда 

5 = х ("Т ~~ °°)> о т к ^^ а У = 2х + ^' 
следовательно т ш т и т у = 2У2.2з = АУЗ при ж = Уз, т. е. ИС
КОМЫЙ прямоугольникъ есть квадратъ. 

3) Определить прямоугольный треугольники, который при 
данной высоте /, имт,етъ наименьшую гипотенузу. 

Рьшеше. Обозначивъ искомую гипотенузу чрезъ у, одинъ 
изъ ея отрьзковъ, оиределяемыхь высотою, чрезъ ж, получимъ 

к2 = л(у — ж), откуда у = лАг — \ . 

следовательно птптпттипт у = 2п при ж = к, т. е. искомый треуголь
ник!, равнобедренный. 

4) Изъ всехъ равнобедренныхъ треуголытиковь данной пло
щади § определить тотъ, въ которомъ равный стороны имеютъ 
наименьшую величину. 

Рьшеше. Полагая, что ж есть основание искомаго треуголь
ника, у одна изъ равныхъ сторонъ его, получимъ 

х -| / I г х'1 | / 1 а , 4я2 1/1 I 4_-'г 

5 = 2 V У - 1 ' , т к > ' л а У~ = У 47 '' + ^ = | / Т ^ ' + 7 ' 
где 2 = ж2; следовательно 

пошипит у = у 2 у -г- . 4>- — ] 2з при г =Уыз2, т. е. при ж = 
4 

= УШ2 = 2}/! 
5) Изъ ?г одинаковыхъ гальваническихъ элементовъ тре

буется составить смешанное соединеню такъ, чтобы сила тока 
была наибольшая. 

Рьшеше. Положимъ, что для иолученш наивыгоднейшаго 
действш тока данное число элементовъ надо разбить на т группъ, 

въ каждой следовательно по —элементовъ, где т конечно дол

жень быть дЪлителемъ числа п. Если эти— элементовъ соеди-
нимъ параллельно, а затемь получаемый т группъ соедини мъ 
последовательно, то сила тока •/, какъ известно изъ физики, 
выразится такъ: 



141 

т _ пгЕ Е 
т'гс , ш а- , г ' 
• \-г 

п п Ш 

где Е — электровозбудптелы Iа а сила каждая элемента, выра
женная въ в о л ь т а х ъ , го— внутреннее сонротивленю каждая 
элемента, г — внешнее сонротивленю, выраженный въ о м а х ъ , 

и гдЬ очевидно —- есть внутреннее сонротивленю всей батареи. 

Ясно, что ^ будетъ иметь тахппит, когда знаменатель - — I — 
будетъ иметь штп 1 ш и ш ; но 

п +г-(т/?-/г)+»У1?. 
гд!, только т переменная величина: следовательно по преды-

тю , г __ у . . ти- г тЧр 

дущему —'4 будетъ иметь тшппипт при — — —или п р и — = 
— г, т. е. «7 будетъ иметь т.ахтгпшп, когда внутреннее сопроти-
вленте батареи равно внешнему, и тахппит имеетъ место при 

т 
т = _ 

го Если здесь радикалъ не окажется целымъ числомъ, то за 
т придется конечно взять делителя числа п, наиболее близко 

подходящая къ значенш корня 1/™. Такъ, если 77=1, ю = 2, 

г = ю, п — 12, то т = 1̂ 60 = 7,74...; а какъ делители числа 12 
суть 1, 2, 3, 4, 6 и 12, изъ коихъ делитель 6 наиближе подхо
дить къ числу 7,74..., то приходится принять т = 6, а тогда 

^ = б ^ 7 ю - = 4з а м п е р а . 
12 + 6 



(См. 2-ую стран, обложки). 

5. Приложение Алгебры къ Геометрш для средн. учебн. 
заведешй. 8-ое над. 1904 г. Цена 40 коп. 

Четвертое издаше было одобрено Ученымъ Комитетомъ Мин. Пар. Проев. 
въ качестве учебнаго пособ1я для VII (дополнительнаго) класса реальныхъ 
училищъ. 

6. Элементарная Алгебра для среднихъ учебныхъ заведешй. 
3-ье изд. 1893 г. Цена 1 руб. 25 коп. 

Второе издаше допущено Ученымъ Комитетомъ Мин. Народи. Проев, въ 
качествъ учебнаго пособ1я для мужскихъ и женскихъ гпмназш, учительскихъ 
семинар!» и учительскихъ институтовъ. 

На !-<1е издаше этой книги имеются .дна нодробныхъ и весьма лестныхъ 
отзыва: одинъ отъ нашего покой наго академика В. Г.уняковскаго (въ автогра
фической рукописи), другой — помещенный въ Педагогичбекомъ Сборник!.. 
издаваемомъ при Главномъ Управлении Военно-Учебных ь заведвя1й (книжка X, 
октябрь, 1878 г.). 

Отзывъ академика В. Буняковскаго, поел! перечня статей, указываетъ 
на полноту содержания этой книги, на логическую последовательность статей, 
на ясность и простоту изложетя и оканчивается словами : 

„По в с е й с п р а в е д л и в о с т и можно с м Ь л о р е к о м е н д о в а т ь и з д а н 
ное г. Б л ю м б е р г о м ъ р у к о в о д с т в о к а к ъ одно и з ъ п о л е з н ы ' п п и х ъ па 
р у с с к о м ъ язык! ' , и о с о б 1 й д л я и з у ч е н ! я А л г е б р ы " . 

Реценз1я въ вышеприведенном ь Педагогическомъ Сборник!, поел! пе
речня статей, говорить: 

„ А л г е б р а г. Б л ю м б е р г а с о в е р ш е н н о с о о т в ! т с т в у е т ъ о б щ е п р и 
н я т ы мъ д л я с р е д н и х ъ у ч е б н ы х ъ з а в е д е и 1 й п р о г р а м м а м ь. С т а т ь и 
в е в х ъ о т д ! л о в ъ , при н е о б х о д и м о й въ у ч е б н и к ! с ж а т о с т и , д о с т а 
т о ч н о п о л н ы и п о д р о б н ы о т н о с и т е л ь н о с в о е г о н а з н а ч е н ! я . Про
с т о т а и я с н о т ь с о с т а в л я ю т ' ! , о д н у и з ъ о т л и ч и т е л ь н ы х ъ ч е р т ъ ха
р а к т е р а и з л о ж е н 1 я " . Реценз1я оканчивается словами: 

„Мы и р и з н а е м ъ А л г е б р у г. Б л ю м б е р г а п р 1 я т п ы м ь ,, р1о<', р ! т е -
и >е мъ въ н а ш е й у ч е б н о й м а т е м а т и ч е с к о й л и т е р а тур О, и п о л е з н ы м ] , 
р у к о в о д с т в о м ! , д л я с р е д н и х ъ у ч е б н ы х ъ з а в о д е Н1Й". 

7. Элементарная Механика (составили Я. Блюмбергъ и 9. 
Мпхельсонъ, шкдкзкторъ Череповецкаго реальнаго училища), 
1880 г. Цена 1 руб. 50 коп. 

8. Учебникъ элементарной Геометрш для средн. учебныхъ 
заведетй, 1889 г. Цена 1 руб. 

9. Сборникъ тригонометрически - геометрическихъ задачъ 
для старшихъ классово, среднихъ учебныхъ заведешй, 1893 г. 
Цена 40 кон. 

ГЛАВНЫЕ СКЛАДЫ: С.-Петербургъ, книжный магазинъ М. Стасюле-
вича, Вас. Остр., 5-я лишя, № 28, и книжный магазинъ Н. П. Карбас-

никова, Литейный Просп. № 46. 
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