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Sissejuhatus

Kustpoolt vaatad
nonda nded.

(Kihelkonna vanasdna)

Struktuuri semiootika [1] on uurimisvaldkond graafiteooria ja semiootika piirimail mille
uurimisobjektiks on graafi struktuur kui niisugune. See on heuristiliste meetodite siisteem struktuuri
ja selle atribuutide uurimiseks. Semiootika aspektist on tegemist iithega paljudest objekt-
orienteeritud semiootikatest.

Semiootiline ,,ndgemus* graafidest erineb moneti tavapirasest sest esile kerkivad uued ,,tded*
graafide kohta. Pole mitte midagi erilist selles kui ndhakse asja erinevatest vaatevinklitest. Tdde on
veendumus niihtuse kohta, mis on tunnetatud teatud aspektist. Uldjuhul on aga iga nihtus (siisteem)
paljuaspektiline. Aspektide paljusus ei muuda oma ,,tde* otsimise asjatuks. Ukski tdde ei tohiks aga
dogmaks muutuda. Ka graafidest v3ib erinevaid tddesid vidlja lugeda. Néiteks, kuulus nelja virvi
probleem on tdestud kolmel korral: K. Appel, W. Haken 1976 [2], Ashay Dhaewadker 2000 [3] ja
N. Robertson jt 2003 [4 ], igaliks oma aspekti ehk ndgemust pidi.

Struktuuri semiootiline niigemus ei ole miisteerium, tegemist on siiski reaalsuse iihe aspektiga.
Raskusi on vaid harjumustest vabaneda. Néiteks, raskesti ,,ldheb peale* arusaam, et struktuur on
see, mis jadb muutumatuks isomorfsete objektide, ja ainult nende, puhul. Kas see on miistiline?
Ollakse harjunud verbaalsete arusaamadega, nagu asutuse struktuur, avaldise struktuur, kivimi
struktuur jne.

Struktuur (ladina sonast structura (sise)ehitus) on filosoofiline kategooria, mis on maératletud kui
siisteemi elementide (muutumatu, piisiv) seos ja vahekord ehk organiseerimisviis [5]. Teisisonu,
struktuur on slisteemi abstraktsioon, ,skelett”, kus selle elemendid ja nendevahelised seosed on
minetanud oma empiirilised tdhendused ja substraadiks on vaid nende organiseeritus.
Organiseeritus on kompleksne nédhtus sidususest, kompositsioonist, regulaarsustest, hargnevusest,
simmeetriast jne. Méargitakse, et tunnetatava objekti struktuuri avaldamise adekvaatseks “’keeleks”
on matemaatilised vahendid, mdisted ja meetodid. Struktuuri mdistele on omane eriline, samal ajal
universaalne suhete (seoste) tiilip — kompositsioon — mis on matemaatiliselt avaldatav valemite,
vorrandite, maatriksite, graafide jt matemaatiliste vahendite abil. Struktuuri, kui terviku, elemendid
soltuvad struktuurist ja etendavad kvalitatiivselt erinevat osa olenevalt nende seostatuse viisist —
positsioonist — struktuuris (grafiidi ja teemanti ndide). Niisiis on struktuur moodustis omavahel
seotud elementidest ning on kujutatav graafi ndol. Margitakse, et struktuuri tdpne definitsioon
antakse matemaatikas isomorfismi mdiste abil. Struktuuri mdistele aluse panijaks peetakse nii
Immanuel Kanti kui ka Georg Wilhelm Friedrich Hegelit'

Semiootika on teadus mdrkidest ja mdrgisiisteemidest. Tegeleb tdhenduse, kommunikatsiooni- ja
interpretatsiooni-protsesside ja -ndhtuste uurimisega. Mark semiootilises siisteemis on miski, mis
reeglina tdhistab midagi enamat kui ta ise. Ch. Peirce jidrgi on mirk seotud tunnetuse ja
motlemisega. Midrk on esitis objekti kohta, mis kajastab viimase tdihendust. Struktuurseteks
maérkideks on lokaalsed invariandid.

Niiteks, graafid Ga, Gg, Gg,... on isomorfsed parajasti siis, kui nende tipupaare identifitseerivate

semiootiliste invariantide ehk markide sisteemid langevad kokku. Markide siisteemi esitavate
margimaatriksite ekvivalentsus Wa~Wg~Wc~... tihendab isomorfismi ehk struktuurset samasust.
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Margimaatriks W on graafi struktuuri kanooniline esitus. Struktuuri tuvastamine on midagi
rohkemat kui isomorfismi tuvastamine, sest see holmab koikide struktuursete atribuutide
tuvastamist. Samal ajal ei ndua struktuuri tuvastamine isomorfismi tuvastamist substitutsioonide
tasemel.

Struktuuri olulisemaid atribuute on siimmeetria. Ka siin on erinevaid nigemusi. Siigavalt on sisse
juurdunud arusaam siimmeetriast kui mingist peegeldusest.

Simmeetria (A) on objekti omadus, kus selle mingist keskpunktist voi teljest samal kaugusel
olevad osad on tihetaolised [5].

See nd ,,peegeldussiimmeetria® on matemaatikas defineeritud kui: a) kujundi omadust "teisenduda
iseendaks" (nditeks isomeetriliselt); b) binaarse relatsiooni omadust XRy<>yRX. ¢) Graafiteoorias
radgitakse siimmeetriast ka suunatud graafide mottes. Tegelikult on siimmeetria moiste palju laiem.

Summeetria (B) on struktuurne omadus, mis avaldub objekti iihetaoliste osade kordumises nii
ruumis kui ajas [6].

Voib oOelda, et siimmeetria (B) on siimmeetriate (A) ekvivalentsusklass ehk ,,siimmeetriaklikk*.
Stimmeetria laiem moiste (B) on matemaatikas defineeritud kui rithma AutG automorfismide
transitiivsus-piirkonna ehk orbiidi olemasolu graafis. Orbiit on sisuliselt klass, mille elemendid
omavad struktuuris Uhesugust positsiooni. See positsioonide tthesugusus ongi see, milles avaldub
struktuuri  simmeetria. Graafi struktuur jaguneb tipu- ja tipupaari orbiitideks ehk
simmeetriaklassideks (B) mottes.

Tdesed on mdlemad arusaamad, kuid ,,peegeldussiimmeetria” ei ole siiski ainuke tode.

Stimmeetria on filosoofilise kategooria staatuses Mandri-Euroopas (Saksamaa, Venemaa).
Anglosaksi maades [7, 8] ja samuti Eestis [9] sellele seda au ei omistata.

Graafi orbiidi, st tihesugust positsiooni omavate tippude ja/voi tipupaaride klassi semiootiline
tuvastamine toimub neid positsioone identifitseerivate struktuurisemiootiliste invariantide alusel.
Seda asjaolu peetakse miisteeriumiks, sest levinud ,tde“ jdrgi on see on teostatav ainult
riihmateoreetiliselt.

Struktuurisemiootilisest aspektist on struktuuri taastatavus taastatavus selle sOna otseses
tdhenduses: struktuuri igal suurimal alamstruktuuril on teatav taastav orbiit, millele rakendatud
operatsioon taastab lihtestruktuuri. Taastamine toimub nii suurimate alam- kui ka véikseimate
tilemgraafe pidi.



1. STRUKTUURI ATRIBUUDID

1.1. Struktuuri semiootilised invariandid

Lihtugem hiipoteesist, et struktuur on tuvastatav tema ,elementaarosakeste”, st tipupaaride
identifitseerimise teel. Tipupaari identifitseerib nendevaheline ,,seos” nende iimbruste iihisosa
kujutava alamgraafi, nn binaargraafi ndol. Selle binaargraafi invariant +d.n.q.j on struktuuri
semiootiline invariant, kus +d tdhendab vastavalt kolateraalset- voi tavakaugust tippude Vi ja v
vahel; n — tippude arvu ja q — servade arvu selles binaargraafis. Tipupaari identifitseerivat invarianti
nimetame binaarmdrgiks. Markide siisteem esitatakse nn mdrgimaatriksi W kujul. See kujutab
endast graafi struktuuri feksti. Struktuur on uuritav just oma mérgimaatriksi pohjal.

Semiootiline mérgistamisprintsiip. OPERAND: Graafi naabertippude nimekiri L. ALGORITM:
1) Votta graafi tipp i ja fikseerida selle timbrus N;, milles tipuga i sidusad tipud jaotada kauguse d
jérgi kirjetesse Cq. 2) Vétta tipp j ja fikseerida selle iimbrus N; tingimustel (1). 3) Umbruste iihisosa
Ni NN;j kujutavas osagraafis leida i ja j vaheline kaugus d, tippude hulk {v};;, nende arv n, naabruste
(servade) arv (. 4) Saadud osagraaf on nn binaargraaf. Fikseerida selle binaarmdrk +d.n.q.;. 5)
Teostada (1) kuni (4) iga paari i,je[/, | V']], korral. 6) Oleme saanud margimaatriksi W. 7) Fikseerida
iga tipu i puhul selle binaarmarkide sagedusvektor u;. 8) Dekomponeerida méargimaatriksi W read ja
veerud leksikograafiliselt sagedusvektorite U; jargi osamaatriksiteks Wy. 9) Iga osamaatriksi Wy
raames jarjestada read ja veerud leksikograafiliselt klassivektorite S; jargi tdiendavateks
osamaatriksiteks. 10) Viimast korrata seni, kuni tdiendavat klassijaotust ei teki. TULEMUS: a)
Dekomponeeritud mdrgimaatriks W; b) Binaargraafide tippude nimekirjad {Bjj}; c) Sagedus- U; ja
klassivektorid S;.

Niéide 1.1.1. Margistamisprintsiibi tulemus. Graaf G, selle binaarmérgid, dekomponeeritud
mérgimaatriks W sagedus- ja klassivektoritega:

A: -2.6.11; B: -2.4.4; C: +2.4.6; D: +2.5.9; E: +3.6.11.

|1 1 1] 21 3 3] ui ks
2-1 5-3 ] 1 2 314 5 6] i ABCDE 123
|0 D D|-BI C C| 1 01220 1 202
1- 4-2 0O D|-B] C C|] 2 01220 1 202
0]-B] C C] 3 01220 1 202
| Ol E E| 4 03002 2 002
| 0 -A] 5 10301 3 310
3-1 6-3 0] 6 10301 3 310

Kommentaar: Margimaatriks on tuvastanud kolm tipu- ja viis tipupaari klassi, sh kolm serva ja kaks
,mitteserva® klassi ning graafi struktuuri tervikuna.

Propositsioon 1.1.1. Dekomponeeritud mérgimaatriks W on graafi struktuuri kanooniline kujutis,
mis tildjuhul esitab graafi isomorfismi tdpsusega.

Praeguse seisuga on pohiline mdrgistamisprintsiip realiseeritud arvutil kolmel korral. Esimese
variandi teostaja oli Valdo Praust. See sai teostajale esitatud samasuguse lakoonilise kirjeldusena:
Sellest piisas tookord senini tootava algoritmi realiseerimiseks. Teine kord sooviti saada samm-
sammuline pikem iiksikasjaline kirjeldus, mille detailide kallal palju vaeva ndhti ning asjaolu, et
tegemist on vaid tipupaari iimbruste tihisosa leidmisega, tihelepanuta jdi. Kolmas kord teostas seda
véga korrektselt Ashay Dharwadker [10].



Mairgistamisprintsiibil  identifitseeritakse tipupaarid omistades neile binaarmérgid, mis
iseloomustavad graafi lithimaid teid, voosid (girths), klikke, sildu jne. Kuidas lugeda binaarmaérke,
missugused on nende struktuursed tihendused? Jargmiste propositsioonide tdesus tuleneb vahetult
margialgoritmist.

Propositsioon 1.1.2. Binaarméirk —dnq=-0.2.0 identifitseerib mittesidusa tipupaari.

Propositsioon 1.1.3. Binaarmérk kujul —d.(n=d+1).(q=d) identifitseerib lihtahela pikkusega d.

Kommentaar: Lihtahela binaarmirgiks on, nditeks —3.4.3, mis identifitseerib 3-ahela, —4.5.4 — 4-
ahela; —7.8.7 — 7-ahela, jne.

Propositsioon 1.1.4. Suurima absoluutviirtusega max|—d| binaar(—)maérk identifitseerib struktuuri
diameetri.

Propositsioon 1.1.5. Binaarmirk +dng=+1.2.1 identifitseerib oksa luli.

Propositsioon 1.1.6. Binaarmirk kujul (+d=2).n.q identifitseerib tiangulaarsuse, st 3-kliki
olemasolu.

Propositsioon 1.1.7. Binaarméirk kujul (+d=2).n.(qg=n(n-1):2) identifitseerib Kliki ja seda
nimetame klikimargiks. Klikimérk on kliki taielik invariant, st klikimérki omab ainult klikk.

Kommentaar: Klikiméarkideks on, néiteks, +1.2.1, mis identifitseerib 2-kliki; +2.3.3 — 3-kliki; +2.4.6
— 4-kliki; +2.5.10 — 5-kliki; +2.6.15 — 6-kliki; ..., +2.13.78 — 13-kliki jne.

Propositsioon 1.1.8. Binaarmirk +dng, kus d>2, identifitseerib vO0 (girth) pikkusega d+1I ning
seda nimetame voOmargiks. Binaarmark kujul (+d=n-1).n.(q=n) identifitseerib separaatse vid; kui
n=|V1, siis kujutab struktuur GS tervikuna endast védd.

Kommentaar: a) Voomargiks on, nditeks, +3.4.4 — 4-v60; +4.5.5 — 5-v60; ...7.8.8 — 8-v60 jne. b)
Kui pikkus d ei ole kooskdlas voomérgi tippude arvuga n, siis on tegemist 1dikuvate konstantse
pikkusega voodega. Ka need on iiksipulgi tuvastatavad.

Propositsioon 1.1.9. Binaarmirk kujul (+d=3).(n=a+b).(q=axb) identifitseerib bi-kliki, kus a ja b
on tippude arvud kliki alustes.

Kommentaar: bi-kliki mérgiks on niiteks +3.7.12 tippude arvuga alustes a=3 ja b=4.
Struktuuri semiootilised invariandid on ka jargmised vektorid:
Definitsioon 1.1.1. Vektorit Ui=Uii,...,Ujp,...,Uip, mille elemendid Uj, on binaartunnuste pohjal

leksiko-graafiliselt jérjestatud, d.n.gi<...<d.n.gp<...<d.n.ge, ning esitavad nende vastavat arvu
tunnusmaatriksi reas W; nimetame sagedusvektoriks.

Definitsioon 1.1.2. Vektorit Si=Si,...,Sik,..-,Sik, mille elemendid Sjk esitavad tipu Vi naabertippude
(binaar(+)tunnuste) arvu klassist Wy nimetame klassivektoriks.

Binaarmirgid ei tarvitse olla tipupaari tdielikud invariandid, kuid neid on vdimalik tidpsustada
seosmaatriksi E korrutamise teel iseendaga kuni teatud astmeni E".



Propositsioon 1.1.10. Seosmaatriksi korrutise (astme) ExExEx...=E" elemendid e"j on
pohimotteliselt samuti binaarmérgid — nn multiplikatiivsed binaarmdrgid.

Propositsioon 1.1.11. Seosmaatriksi E astendamisel teadud astmeni N suureneb maatriksi E"
elementide, st lokaalsete invariantide ehk multiplikatiivsete binaarmédrkide erinevate véértuste arv
teatud arvuni p, mis edasisel astendamisel ei suurene.

Multiplikatiivsed binaarmérgid ei sisalda mingit struktuurset teavet, kuid nende erinevate véartuste
maksimaalarv p voib olla suurem kui erinevate semiootiliste binaarmérkide arv. Seega vodivad
multiplikatiivsed binaarméirgid teatud juhtudel tdiendada semiootilisi.

Multiplikatiivmérgistamise printsiip. OPERAND: Graafi naabertippude nimekiri L.
ALGORITM: 1) Moodustada naabrusmaatriks E. 2) Korrutada see iseendaga EXExEx...=E" ning
fikseerida iga astme n korral maatriksi E" erinevate viirtustega multiplikatiivsete binaarmdirkide
e"jj arv p, mis reeglina suureneb. 3) Peatada korrutamine, kui p enam ei suurene ning fikseerida
suurimat p sisaldav E" ja sellele jargnev E™*' naabrusmaatriksi aste. 4) Saame maatrikskorrutised (-
astmed) E" ja E™, kui teatud tiiiipi mirgimaatriksid. 5) Vajaduse korral tipsustada mérgimaatriksi
W binaarmirke +d.n.q.j vastavate multiplikatiivsest e abil. TULEMUS: Tipsustatud
mdrgimaatriks W*

Niide 1.1.2. Multiplikatiivmargistamise tulemus. Regulaarse graafi G(8.20) seosmaatriksite
korrutis EXEXE=E?®, sagedusvektor ning multiplikatiivsete ja semiootiliste binaarmarkide vastavus:

1 2 3 4 5 6 7 8 | =i | 12345 | k=
12 118 |16 | /3 |19 | /3 |16 |18 | 1 | 12221 1
18 | /12 |18 |16 | /3 |19 | 13|16 | 2 | 12221 1
16 |18 | 72 |18 |16 | 13 |19 | I3 | 3 | 12221 1
13 116 |18 | /2 |18 |16 | I3 |19 | 4 | 12221 1
19 | /3 |16 |18 | /12 |18 |16 | I3 | 5 | 12221 1
13 119 73|16 |18 | /2 18|16 | 6 | 12221 1
16 | /3 |19 | /3 |16 |18 | 12 |18 | 7 | 12221 1
18 116 | /3119 | /3|16 |18 | 12| 8 | 12221 1

Multiplikatiivsed e;° | 12| 13 16 18 19
Semiootilised 0 |-2.611|+258|+245|+2.4.6

Kommentaarid: a) Antud juhul osutus semiootiline mérgistamine astmel ES piisavaks nelja
tipupaari-klassi tuvastamiseks. b) Multiplikatiivmédrgistamise efektiivsus tduseb esile teatud
stimmeetriliste graafide tipupaari klasside tuvastamisel, vt Ndide 3.2.2.

Viidetakse, et n-astme seosmaatriksi elemendid kajastavat tipupaari vahelist pikimat teed graafis.
Struktuursest aspektist tekib siin rida kiisitavusi. Mida kujutavad endast seosmaatriksi
peadiagonaali nullide kohale tekkivad arvud (arvvéértused)? Miks suureneb korduval astendamisel
eristavate arvviirtuste arv? Miks muutuvad teatud astmel » osa maatriksi elemente nullideks? See
,miistika” ei  kahanda muidugi selle meetodi praktilise kasutamise  mottekust.
Multiplikatiivmadrgistamise programmi teostaja oli A. Kreitsman. Paraku ei to6ta see moodus
tugevalt regulaarsete graatide puhul.



1.2. Siimmeetria probleem: orbiidid

Stimmeetriat kdsitleme siin selle B-tdhenduses, mis avaldub ,,iihesuguste” elementide esinemise
nédol. Simmeetria on struktuuri olulisemaid atribuute.

Desorienteeruv termin orbiit on rithmateooria mdiste ja vajab siin selgitust. Struktuuri sdilitavat
tippude vOi tipupaaride substitutsiooni (permutatsiooni) nimetatakse automorfismiks a.. Seda
tolgendatakse kui lokaalset isomorfismi (isomorfismi iseendasse). Automorfismid moodustavad
graafi automorfismiriihma AutG. Permutatsioonitehnika votetega fikseeritakse selles riihmas
automorfismide transitiivsuspiirkonnad ehk orbiidid 2, mille elemente peetakse ,,iihesugusteks”
ehk ekvivalentseteks. AutG puhul huvitutakse peamiselt tipuorbiitidest. Meie huvitume eelkodige
tipupaari- ehk binaarorbiitidest.

Propositsioon 1.2.1. Automorfism o on otseselt seotud lokaalse isomorfismiga @i1=Qij; ning
automorfismide transitiivsuspiirkond ehk binaarorbiit (2R, on otseselt seotud binaargraafide
isomorfismiklassiga {Jij1=0ij2=...=0ijq} =GS.

Seega on binaarorbiiti (2R, voimalik kindlaks maidrata kui binaargraafide isomorfismiklassi
{0ij1=0ij2=...=0ijq} - Niisugust isomorfismiklassi voib tdlgendada kui ,,isomorfismiklikki ”, mille koik
elemendipaarid on omavahel isomorfsed.

Propositsioon 1.2.2. Orbiiti kuuluvate elementide ekvivalentsus, st ekvivalentsusklassi olemasolu
madrab simmeetria B tihenduses.

Binaarorbiit £2R,, on identifitseeritav sinna kuuluvaid tipupaare esitavate isomorfsete binaargraafide
gij semiootiliste invariantide ehk binaarmérkide dngjjj alusel. Selles pole mingit ,,miistikat®.

Propositsioon 1.2.3. Riihmateoreetilise ja struktuurisemiootilise késitluse erinevustest ja
kokkulangevusest orbiitide tuvastamisel:

e Riihmateoreetiline orbiidituvastus toimub graafi substitutsioonide ehk “figuuri-p&oramis-
vadnamis-operatsioonide” transitiivsuse kindlaksmédramise teel, struktuurnesemiootiline
késitlus rajaneb binaarméirkide ekvivalentsusklasside kindlaksméidramisel.

e Riihmateoreetilise orbiidituvastuse korral toimub tipu- ja servaorbiitide tuvastamine eraldi
ning “mitteserva” orbiitide tuvastamist ei tunta. Struktuursel kasitlusel toimub orbiitide
tuvastamine kompleksselt ning dekomponeeritud margimaatriks W esitab nendest tervikliku
pildi.

e Riihmateoreetilise orbiidituvastuse korral vdib  slimmeetriliste  graafide puhul
iiksikoperatsioonide arv ulatuda faktoriaalini, struktuursel kisitlusel seda ei juhtu.

e Erinevate struktuuridega graafid vdivad omada iiht ja sama rithma AutG, st iihesuguseid
stimmeetriaomadusi, kuid omavad erinevaid mérgimaatrikseid W.

e Nii riihmateoreetilisel kui ka struktuursel késitlusel tuvastatud orbiidid langevad kokku!
Suvalise graafi automorfismiriihma kindlakstegemist peetakse keeruliseks iilesandeks,
vaidetakse koguni, et nende tuvastamise efektiivseid algoritme ei olevat olemas. Orbiitide
kisitlemist peetakse siiamaani ikka veel graafiteooria ddremail olevaks rithmateoreetiliseks
ndhtuseks. Struktuuri semiootiline orbiidituvastus on lihtne.

Graafi stimmeetria soltub otseselt selle tipu- ja binaarorbiitidest.

Propositsioon 1.2.4. Dekomponeeritud mairgimaatriksi W osamaatriksisse Wy kuuluvad tipud
moodustavad graafi tipuorbiit {NVy.
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Kommentaar: Uhe tipuorbiidi tipud omavad iihesugust struktuurset positsiooni, nad on omavahel
timbervahetatavad ja suvalise tipu elimineerimine annab alati {ihesuguse jadkstruktuuri.

Propositsioon 1.2.5. Dekomponeeritud mirgimaatriksi W osamaatriksisse Wi+ Wi MW+ kuuluvad
ja thesuguste binaarméarkidega tipupaarid moodustavad graafi binaarorbiidi £2Rj,.

Kommentaar: Uhe binaarorbiidi tipupaarid omavad iihesugust struktuurset positsiooni, nad on oma-
vahel Umbervahetatavad ja suvalise serva eemaldamine voOi lisamine annab alati iihesuguse
jaakgraafi.

Struktuurisemiootilisest aspektist esinevad graafides jargmised simmeetria liigid:

Propositsioon 1.2.6. Graaf, millel on ainult liks tipu- £V ja iiks binaar(+)- ehk servaorbiit £2R, on
taissummeetriline, st taisgraaf.

Kommentaar: Taisgraaf koosneb ainult {ihest binaar(+)orbiidist omamata iihtki binaar(—)orbiiti ning
tithigraaf koosneb ainult iihest binaar(—)orbiidist omamata {ihtki binaar(+)orbiiti — need mdlemad
ongi tdis- ehk 100% siimmeetrilised.

Propositsioon 1.2.7. Graaf, millel on ainult {iks tipuorbiit £y on tippudest summeetriline ehk
transitiivne, nagu seda graafiteoorias tihti nimetatakse.

Definitsioon 1.2.1. Tippudest siimmeetrilist graafi, millel on ainult iiks binaar(+)orbiit £2R," (st
servaorbiit) ja ainult iiks binaar(—)orbiit £2R,, (st ,,mitteserva“ orbiit) nimetame bisimmeetriliseks.

Kommentaarid: a) Bistimmeetrilist graafi on graafiteoorias nimetatud ka tugevalt siimmeetriliseks
kuid seda hoopis teistel alustel ja sellele on tuldud teisi radu pidi. b) Néiteks, Peterseni graaf on
bistimmeetriline (vt Nédide 2.2.1).

Propositsioon 1.2.8. Tippudest siimmeetrilist graafi, millel on iiks binaar(+)orbiit £2R," ja mitu
binaar(—)orbiiti 2R, on servadest simmeetriline ehk (+)stimmeetriline.

Kommentaarid: a) Servadest siimmeetrilist graafi on nimetatud nii stimmeetriliseks kui ka kiillaltki
siimmeetriliseks [11] kuid seda teistel alustel ja sellele on joutud teisi radu pidi, nditeks
“servaldhedast siimmeetriat” ja muud seesugust toestades. b) Servadest siimmeetriline graaf on kas
tippudest siimmeetriline voi kahealuseline ¢) (+)siimmeetrilised on néiteks, dodekaeeder (Niide
2.2.2), Coxeter’i ja Heawood’i (Néide 2.2.4) graafid, nende erinevate binaarmirkide arv vdrdub
binaarorbiitide arvuga.

Definitsioon 1.2.2. Tippudest siimmeetrilist graafi, millel on {iks binaar(—)orbiit 2R, ja mitu
binaar(+)orbiiti £2R,," nimetame (-)stimmeetriliseks ehk ,,mitteservadest summeetriliseks.

Kommentaarid. a) (+)siimmeetrilise graafi tdiend on (—)slimmeetriline. b) (—)stimmeetrilist ja
(+)stimmeetrilist graafi koos nimetame monostimmeetriliseks.

Definitsioon 1.2.3. Tippudest siimmeetrilist graafi, millel on mitu binaar(+)orbiiti (2R, ja
binaar(—)orbiiti £2R,, nimetame polU-simmeetriliseks.

Kommentaarid: a) Poliisimmeetriline on niiteks graaf KOH (vt Niide 2.2.5). b) Tippudest
siimmeetrilisi (st tdis-, bi-, (+)-, (—) ja polii-simmeetrilisi) graafe nimetatakse graafiteoorias koos
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transitiivseteks, struktuursest aspektist aga lihtsalt siimmeetrilisteks. ¢) Stimmeetrilisi struktuure
esineb harva. Niiteks 6-elemendiliste 156 struktuuri hulgas on neid vaid 8. Ka regulaarsete ja
rangelt regulaarsete hulgas on stimmeetriliste esinemine harv ndhtus.

Definitsioon 1.2.4. Graafi, mis ei ole tippudest siimmeetriline, st millel on rohkem kui iiks
tipuorbiit, kusjuures nendest viahemalt iihte orbiiti &Ny kuulub vdhemalt kaks elementi (tippu)
nimetame 0siti simmeetriliseks.

Kommentaarid: a) Ositi siimmeetrilised graafid on esitatud Niidetes 1.1.1., 1.2.1 ja peatiikis 4. b)
Ositi siimmeetria on lai iileminekuvorm siimmeetrialt asimmeetriale, niiteks, koigist 156 6-
tipulistest graafist on 140 ositi stimmeetrilised. ¢) Teatud tingimustel vdivad ositi siimmeetria
raames esineda ka servadest simmeetrilised kahealuselised struktuurid.

Propositsioon 1.2.9. Graafi, mille tipuorbiitide &Ny arv K vOrdub tippude arvuga | 7| on O-
summeetriline ehk (zdis)asummeetriline.

Kommentaar: Graafi tdielik astimmeetria ehk tdisasiimmeetria on vdiksemate graafide puhul sama
erandlik nagu tdissimmeetria ja siimmeetria kokku. Néiteks, koigi 156 6-tipuliste graafide hulgas
on tiisasiimmeetrilisi vaid 8.

Naitasime, et struktuuri siimmeetria rajaneb orbiitidel ehk siimmeetriaklassidel. Kuidas kujutada
struktuuri siimmeetriat?

Propositsioon 1.2.10. Struktuuri simmeetriavektorid:

a) Vektor elementidega |SV|", kus [€V| on tipuorbiidi vdimsus ja m antud vdimsusega
orbiitide arv, kujutab endast tipusimmeetria vektorit SVV.
b) Vektor elementidega |£2R|", kus |¢2R| on binaarorbiidi vdimsus ja m antud vdimsusega

orbiitide arv, kujutab endast binaarsiimmeetria vektorit SRV.

Niide 1.2.1. Graaf, selle médrgimaatriks W ja siimmeetriatunnused:

A:-2.5.7; B:-2.5.6; C:+2.3.3; D:+2.5.7; E:+3.6.10.

I 1 1| 2' 3 3 3' Uj k Si
1-1 4-3 |1 2] 314 5 6] i ABCDE 123
|0 D|I-BJ C C C|] 1 01310 1 103
6- 3-2 0]-B] C C C|] 2 01310 1 103
Ol E E E| 3 02003 2 003
| 0O -A -A] 4 20201 3 210
0 -A] 5 20201 3 210
2-1 5-3 0] 6 20201 3 210

DEG=34?

Kommentaarid: a) Antud juhul on tegemist tagasihoidliku siimmeetrialiigiga — ositi siimmeetriaga.
b) Tipuorbiidid: {iks iiheelemendiline, iiks kahe-ja iiks kolmeelemendiline orbiit. Seega
tipusiimmeetria tunnus SVV= 1'2'3". ¢) Tipupaari ehk binaaride siimmeetriatunnus SRV=1"'2'3%",
sh servade siimmeetriatunnus SEV=1'3"6".

Stimmeetriatunnused annavad suurepirase voimaluse stimmeetriat moota.

Propositsioon 1.2.11. Siimmeetria on mdddetav.

Stimmeetria moodu aluseks on klassikaline Shannoni informatsioonimahu valem. Infomaht on
sisuliselt asiimmeetria ehk sisemise mitmekesisuse moot.:
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1) Tipuinfo maht HV arvutatakse tippude arvu | V] ja tipuorbiitide voimsuse card{Ny alusel jairgmise
valemi abil:

HV=—1.2 PVi log PV,
kus 0<PVi=card{N\:|VI<1.

Kommentaar: minHV=0<HV<log|V|=maxHV, kus, kui K=I, siis HV=0 ja kui K=|V], siis
HV=log|V].

2) Tipupaari- ehk binaarinfo maht HR arvutatakse tipupaaride arvu |R| ja binaarorbiitide voimsuse
card{R, alusel jargmise valemiabil:

HR=—=1.3" PF, log PFy,
kus 0<PF=card(Rn: |R|<I ja |R|=[|V|(|V]-1)]:2.

Kommentaarid: a) minHR=0<HR<log|R|=maxHR, kus, kui N=1, siis HR=0 ja kui N=|R|, siis
HR=log|R|. b) Binaar(+)info maht HR" arvutatakse servade arvu |R'| ja servaorbiitide vdimsuse
card(R," alusel. ¢) Binaar(~)info maht HR  arvutatakse “mitteservade” arvu |R| ja
“mitteservaorbiitide” voimsuse card(R, alusel.

Informatsioon tekib teatud mitmekesisuse, st eristatavuse baasil. Informatsiooni maht soltub
erinevuste hulgast. Seal kus erinevusi ei ole, tekib teatud “{ihetaoliste piirkond”, mis struktuurses
plaanis orbiiti ehk siimmeetriaklassi téhendab. Mida rohkem esineb erinevaid “iihetaoliste
piirkondi” ehk siimmeetriaklasse, seda suurem on informatsiooni maht HR ja seda viiksem on
“stimmeetrilisus”.

Propositsioon 1.2.12. Infomahu HR vdi HV alusel arvutatakse struktuur simmeetria vaartus SR
vOi SVjdrgmise valemi jirgi :

SR=1-HR:log|R|, kus 0<SR<1.

Kommentaarid: a) Siimmeetria vdartus on maksimaalne, kui esineb iiksainus orbiit, selle vaartus on
0, kui orbiitide arv vordub elementide arvuga. See loob vdimaluse vorrelda, jirjestada ja
rithmitada SR viirtuse jargi erineva suurusega graafe. b) Analoogiliselt paariinfo mahuga voib ka
paari(+)siimmeetrilisust SR* ja paari(-)-siimmeetrilisust SR~ omaette arvutada, kuid meie piirdume
tildise paaristimmeetrilisusega SR. ¢) Viimase mdddu (SR) ametlik nimi on korrapara(sus).

Niites 1.2.1. esitatud struktuuri  simmeetriatunnused ja nende alusel arvutatud
stimmeetriavddrtused SV, SR ja SE:

Summetria SW SV SRV HR SR SEV SE aut 3003PS

K N
Ositi 3 5 1'2°3° 0.478 12'3%6" 2.106 0.461 1'3'6" 0.610 12 60

Kuid kuidas saab orbiite struktuuris kujutada? Véga lihtsalt. Binaarorbiit £2R,, on struktuuri GS, kui
tipupaaride kompleksi osa, st koosneb samuti tipupaaridest ning on samuti graafina kujutatav.

1.3. Orbiitstruktuurid

Orbiitstruktuur on struktuur mille servad vastavad iiht orbiiti esitavale binaarmérgile ja ainult
sellele. Serva ehk binaar(+)orbiidile vastav struktuur on struktuuri osastruktuur ning ,mitteserva‘“
ehk binaar(—)orbiidile vastav on tdiendi osastruktuur. Need avavad struktuuri ,,varjatud kiilgi®, mis
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vahest ka ,miistilisteks” osutuda voivad. Niiteks, Folkmani graafi iiks orbiitstruktuur osutub
Peterseni graafiks (vt Néide 1.3.1). Reeglina taastavad orbiitstruktuuride orbiitstruktuurid, st
korgemat jdrku orbiitstruktuurid, teatud astmel oma léhtestruktuuri.

Propositsioon 1.3.1. Graaf, mille servad ej vastavad graafi binaarorbiidi £, elementidele (st
paaridele vivj) on graafi G orbiitgraaf G.

Kommentaarid: a) Igal orbiit 2R, on kujutatav graafina Gp. b) Orbiitgraaf on graafi
endastmdistetav atribuut — see on orbiidi kujutis. ¢) Binaar(+)orbiidile 2R, vastab kaas(+)graaf
Gn' ja see kujutab endast graafi G osagraafi; d) Binaar(—)orbiidile £2R,," vastab orbiit(~)graaf Gy ja
see kujutab endast graafi tdiendi G osagraafi. e) Graafi G iga orbiit(+)graaf langeb kokku selle
tiiendi |G vastava orbiit(—)graafiga.

Téisgraaf on orbiitgraaf, mis ei oma teisi orbiitgraafe. Bisiimmeetriline graaf on orbiitgraaf, mis
omab veel Uiht potentsiaalset orbiitgraafi oma tdiendi ndol. Monosiimmeetriline graaf on orbiitgraaf
ja omab veel mitut potentsiaalset oma binaar(—)orbiitide ndol, mis kujutavad endast selle tdiendi
osagraafe. Poliisimmeetrilise graafi servad kuuluvad rohkem kui {ihte binaarorbiiti. Nii polii- kui ka
ositi simmeetrilised graafid koosnevad mitmetest binaar(+)- ja (—)orbiitidest ning omavad nende
ndol mitu potentsiaalset orbiitgraafi.

Servadest siimmeetriliste graafide osakaal koikide graafide hulgas on kaduvviike, kuid nad
esinevad koikjal nende hulgas orbiidsete osagraafidena.

Antud juhul on vaatluse all hoopis graafide dekomponeerimine orbiitgraafideks.

Propositsioon 1.3.2. Graafi igale binaarorbiidile £2R,, vastab {iks orbiitgraaf Gy.

Bi-, mono- ja poliisiimmeetriliste graafide orbiitgraafid hdlmavad graafi kdoiki tippe. Ositi
simmeetriliste graafide omad aga vaid {ihte tipuorbiiti kuuluvaid tippe. 0-siimmeetrilise graafi ja
selle tdiendi orbiitgraafid kujutavad endast 2-klikke. Huvi pakuvad eelkdige siimmeetriliste graafide
orbiitgraafid.

Propositsioon 1.3.3. Orbiitgraaf on servadest siimmeetriline, st kas mono- voi bisiimmeetriline.

Propositsioon 1.3.4. Poliisiimmeetriline graaf on orbiitgraafide iihend servadest, UGh.

Propositsioon 1.3.5. Orbiitgraafid avavad ldhtegraafi struktuuri erinevatest aspektidest ja esitavad
selle varjatud omadusi. Kui graaf on aluseline voi sisaldab komponente, klikke, ringe jt, siis
kerkivad neid osiseid kujutavad tipukogumid orbiitgraafides mingil teisel kujul esile.

Kommentaar: Voib vdita, et orbiitgraafid on oma ldhtegraafi ,,sugulased”, need on selle
»geneetilised tuletised” (vt Niide 3.2.2 ja 3.3.3).

Propositsioon 1.3.6. Graafi erinevad orbiitgraafid vdivad osutuda isomorfseteks voi langeda kokku.

Huvitavad orbiitgraafid on Folkmani graafil.

Niide 1.3.1. Folkmani tuntud kahealuselise kooskdlastamata graafi FOL mérgimaatriks W koos
orbiitgraafide Gy, loeteluga:

A:-4.14.21; B:-3.8.10; C:-2.6.8; D:-2.4.4; E:-2.3.2; F:+3.6.8.
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J1 1 1 1 1 1 1 1 1 1] 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2] u; Orb s;
J11 12 13 14 15 16 17 18 19 20] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10] i ABCDEF 12
0O-E-E-E-E-E-E-E-E-C]F-B-B F-B F-B-B-B-F|] 11 061084 1 04
0O -E-E-E-E-E-E-C-E]|-B F-B-B F-B-B-B F F|] 12 061084 1 04
0O-E-E-E-E-C-E-EJ] F-B F-B-B-B-B F F BJ] 13 061084 1 04
0O-E-E-C-E-E-E]-B F-B F-B-B F F-B-B] 14 061084 1 04
0-C-E-E-E-E|]-B-B F-B F F F-B -B -B] 15 061084 1 04
0 -E -E-E-E|-B-B F-B F F F-B-B-B|] 16 061084 1 04
0O -E-E-E|]-B F-B F-B-B F F -B-B] 17 061084 1 04
O-E-E|] F-B F-B-B-B-B F F -B|] 18 061084 1 04
0O -E|]-B F-B-B F-B-B-B F F|] 19 061084 1 04
O] F-B-B F-B F-B-B-B F] 20 061084 1 04
] O-A-D-D-A-D-A-D-D-D] 1 360604 2 40
O-A-D-D-A-D-D-D-D] 2 360604 2 40
O-A-D-D-D-D-D-A] 3 360604 2 40
O-A-D-D-D-A-D|] 4 360604 2 40
O0O-D-D-A-D-D|] 5 360604 2 40
O -D-A-A-D] 6 360604 2 40
0 -D -A -A] 7 360604 2 40
0 -D -A] 8 360604 2 40
0 -D] 9 360604 2 40
0] 10 360604 2 40
Kommentaarid:

a)

b)

¢)

d)

e)
f)

g)

Graaf FOL on Def. 1.2.4 alusel ositi siummeetriline ja selle orbiitgraafid esinevad
tipuorbiitide raames. FOL jaguneb vastavalt oma binaarorbiitidele 4, B, C, D, E ja F kuueks
orbiitgraafiks:

Graafi FOL tunnusele —A4 vastav orbiitgraaf FOL,..a on Peterseni graaf(!). Seda kujutab ka
FOL maérgi osamaatriksis W>,, kui sealne —4 asendada peterseni tunnusega +4.10.15 ja —D
asendada tunnusega —2.3.2.

Graafi FOL tunnusele —B vastav orbiitgraaf FOL,..5 osutub A. Titovi [11] poolt
konstrueeritud kooskdlastamata kahealuseliseks graafiks, mille iiks orbiitgraaf on teada
olevalt samuti Peterseni graaf.

Graafi FOL tunnusele —C vastav orbiitgraaf' FOL..c on bisimmeetriline 10-komponentne,
2-klikkidest koosnev graaf. Antud juhul on 2-kliki iiks tipp paaris- ja teine paaritu
numbriline.

Graafi FOL tunnusele —D vastav orbiitgraaf FOL,..p on Peterseni graafi taiendiks(!), st
Peterseni graafi teiseks orbiitgraafiks.

Graafi FOL tunnusele —F vastav orbiitgraaf FOL,..e on orbiitgraati FOL,..c tdiend, st 2-
kvinta klikk.

Graafi FOL tunnusele +F vastav orbiitgraaf FOLp..r on muidugi Folkmani graaf ise.

[Imselt jaotuvad graafid ,,geneetilistesse rithmadesse”, nende uurimine on muidugi omaette projekt.
Praeguste kogemuste alusel vdib viita, et 20-tipulised monostimmeetrilised kahealuselised graafid
moodustavad mingi ,,geneetilise riithma”, mille teatud orbiitgraafid osutuvad Peterseni graafideks.

Propositsioon 1.3.7. Erinevate graafide orbiitgraafid vdivad osutuda isomorfseteks voi kokku

langeda.

Propositsioon 1.3.8. Graafi igale orbiidile vastab selle tdiendi orbiit, mille vastavad orbiitgraafid

langevad kokku.

Propositsioon 1.3.9. Kui orbiitgraafi binaar(+)mérk holmab graafi kdiki tippe ja servi, siis on see

selle graafi taielik invariant, st on omane vaid sellele graafile.

Tegemist on muidugi raskelt toestatava, kuid ilmselt iimberliikkamatu hiipoteesiga. Tuntud graafide
hulgas omavad selliseid binaar(+)maérke, nditeks Peterseni (Nédide 2.2.1), Heawoodi (Niide 2.2.4),
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Coxeteri, kuup-, oktaeeder- jt graafid. Niisugused graafid on pohimdtteliselt konstrueeritavad oma
binaarmargi jargi.

Propositsioon 1.3.10. Iga orbiitgraaf on valents- ja ring- voi klikkregulaarne. Bisiimmeetriline
sidus graaf on ka veel tugevregulaarne.

Vaatluse all on ka graafi teist ja kdrgemat jarku orbiitgraafid, st orbiitgraafide orbiitgraafid jne.

Propositsioon 1.3.11. Graafi teist voi kdrgemat jérku orbiitgraaf voib olla isomorfne voi kokku
langeda oma l&htegraafiga, kuid ainult juhul kui viimane on duaal- v6i monosiimmeetriline.

Orbiit- ja ldhtegraafi kokkulangemine on midagi rohkemat kui isomorfism, see tihendab tipupaaride
taielikku kokkulangevust ehk taastamist.

Propositsioon 1.3.12. Kdrgemat jiarku orbiitgraafide puhul ei teki enam uusi kombinatsioone, need
hakkavad korduma. Olenevalt graafi keerukusest voib see toimuda ka kolmandat voi kdrgemati
jérku orbiitgraafide korral.

Propositsioon 1.3.13. Kdrgemat jarku orbiitgraafide indutseerimine on koonduv protsess, see 1dpeb
alati mone madalamat jarku orbiitgraafi voi ldhtegraafiga isomorfse graafi esiletuleku voi selle
taastamisega.

Kaisitlesime eelnenus vaid stimmeetrilisi graafe. Teame, et (-siimmeetriliste puhul kujutab iga
tipupaar (serv, ,,mitteserv”’) endast iseseisvat binaarorbiiti ning nende kisitlemine mdttetu. Uhe
binaarmidrgi alla vOib graafis, eriti just ositi ja O-siimmeetrilises, kuuluda rohkem kui ks
binaarorbiit.

Propositsioon 1.3.14. Graafi, mille koik servad vastavad niisugusele etteantud binaarmargile dnq,
mille alla kuulub rohkem kui iiks binaarorbiit, st on orbiitgraafide ithend, nimetame margigraafiks
Gp.

Propositsioon 1.3.15. Mirgigraaf moodustatakse binaarmairgi tdhenduse aspektist.

Kokkuvote

Orbiitgraafide peamine tdhtsus ilmneb graafi struktuursete atribuutide tuvastamisel. Orbiitgraafid
voimaldavad tuvastada erinevate graafide lihesuguseid osiseid jne. On selgunud, et ka koikide n-
tahukate graafid on osutunud orbiitgraafideks. Margigraafid voimaldavad teisendada ja opereerida
0-simmeetrilisi graafe soovitud aspektist jne.
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2. REGULAARSUSED GRAAFIS

2.1. Regulaarsuste loetelu

Struktuur voib omada mitmesuguseid tuntud ja vahetuntud regulaarsusi. Need on viljaloetavad
margimaatriksist W.

Definitsioon 2.1.1.  Graaf, mille tipud on vordse valentsusega on (valents)-regulaarne graaf.

Kommentaar: Graaf, mille médrgimaatriksi W ridade binaar(+)maérkide +dng arv on konstantne on
(valents)-regulaarne.

Definitsioon 2.1.2.  Graaf, mille mitte-naabertippude vahelised kaugused on vdrdsed on distants-
regulaarne graaf.

Kommentaarid: a) Graaf, mille méargimaatriksi W koikide binaar(—)mérkide —dnq osamérgid —d on
konstantsed on distants-regulaarne. b) Niiteks, Peterseni graaf on oma binaarmérgi —2.3.3 alusel 2-
distants-regulaarne.

Definitsioon 2.1.3. Graaf, mille kdik n tippu kuuluvad vod(de)sse (girth) pikkusega n—a on vO0-
ehk ring-regulaarne graaf.

Kommentaarid: a) Graaf, mille mirgimaatriksi W kd&ikide binaar(+)méarkide +dnq osamaérgid +d on
konstantsed on vod-regulaarne graaf. b) Naiteks, Peterseni graaf on oma binaarmérgi +4.10.15
alusel 5-voo-regulaarne. Selle iga tipp kuulub kuude ringi ja iga serv nelja ringi.

Definitsioon 2.1.4. Graaf, mille kdik n tippu kuuluvad (suurimasse) klikki vdimsusega n-b on
klikkregulaarne graaf.

Kommentaarid: a) Graaf, mille mairgimaatriksi W koikide (maksimaalsete) klikimérkide
(+d=2).n.(g=n(n-1):2) arv konstantne on klikk-regulaarne. b) Kui tippudest siimmeetriline graaf
ise ei ole klikk, siis ei saa selles esineda iiksikut klikki, see saab olla vaid klikk-regulaarne. ¢)
Paraku on pea koik suurima kliki tuvastamise algoritmid orienteeritud mingi he kliki
tuvastamisele, kus nditeks Peterseni graafi tdiendis fikseeritakse tliksik 4-klikk. d) Tegelikult on
Peterseni graaf 4-klikk-regulaarne (vt Nidide 2.2.1). e) Selle iga tipp kuulub kahte tippu ja iga serv
tihte klikki. f) Kui klikk on oluline atribuut, siis peaks nad kdik esitatud olema, sest need ei ole
mitte juhuslikud kombinatsioonid.

Definitsioon 2.1.5. Valents-regulaarne graaf, mille iga naabertippude paar omab a>0 iihist
naabertippu ja iga mitte-naabertippude paar b>1 iihist naabertippu on tugevalt regulaarne graaf.

Kommentaarid: a) Graaf, mille kdikide binaarméirkide puhul d=2 ning iga binaar(—)mérgi —2nq
korral leidub binaar(+)méark +2(n-a)(q-b), kus iga n ja q puhul a ja b on konstantsed, on tugevalt
regulaarne graaf. b) Niiteks, lihe Weisfeileri tugevalt regulaarse graafi paaritunnused on —2.8.20, —
2.8.19, -2.8.18 ja +2.7.13, +2.7.14, +2.7.15 (vt Ndide 3.2.1). b) Peterseni graaf on bisiimmeetriline
ja tugevalt regulaarne. ¢) Sidusa bistimmeetrilise struktuuri tugevregulaarsus on kahe erineva
binaartunnuse +d.n.q olemasolu ndol moddapadsmatu, sest +d=2 puhul tdhendab n-2 just tipupaari
tihiste naabertippude arvu.
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Nii regulaarsus kui ka siimmeetria (B) kujutab endast ,,iihetaoliste* elementide korduvust. Milles
seisneb nende erinevus?

Propositsioon 2.1.1. Regulaarsuse ,,iihetaolisus* kajastab no lokaalseid, tippude ja tipupaaride
omadusi. Siimmeetria ,,iihetaolisus‘ kajastab no globaalseid, struktuurist soltuvaid omadusi.

Kommentaarid: a) Tippude ja tipupaaride iihesugune positsioon, st orbiit struktuuris on struktuurist
soltuv omadus. b) Loomulikult eeldab selline ithesugune positsioon ka moningaid regulaarsusi,
nagu valents-, distants-, vo0- voi klikkregulaarsust, kuid mitte tugevregulaarsust.

2.2. Vo0- (ring-) ja klikk-regulaarsus

Kliki tuvastamine on olnud graafiteooria iiks populaarsemaid iilesandeid. Ringi (girth) tuvastamine
seda millegipérast ei ole.

Kdikide klikituvastajate algoritmide ideoloogia on ldhtunud ,,suurimasse klikki kuuluvate tippude
eristamisest teistest”. Meetodeid selleks on vélja tootatud hulgi. Paraku ei ole mul dnnestunud leida
klikifanni, kes oleks tahtnud kuulda midagi klikkregulaarsusest.

Propositsioon 2.2.1. Kdik tippudest stimmeetrilised (,transitiivsed*) graafid on kas v00- voi
klikkregulaarsed — ja vastupidi.

Kommentaarid: a) Nende regulaarsuste puhul peame silmas suurima voé voi suurima kliki
regulaarsust. b) Klikk- ja vooregulaarsus on tippudest siimmeetriliste graatide enesestmdistetav ja
tapselt madratletav olek, mis ei ndua tdestust. Tegemist on graafi struktuurist soltuva kliki- ja
vookombinatsioonide siisteemiga.

Niide 2.2.1. Peterseni graafi PET ja selle tdiendi PETC binaarmirgid ja margmaatriksid W koos
voode ja osaklikkide loeteluga:

A:-2.3.2; B:+4.10.15. A:-2.6.12; B:+2.5.8.
1 2 3 4 5 6 7 8 910] i ABOrb J]1 2 3 4 5 6 7 8 9 10] AB
0O B-A-A B B-A-A-A-A] 1 63 1 ]| O-A B B-A-A B B B B] 36
0 B-A-A-A B-A-A-A] 2 63 1 | 0O-A B B B-A B B B|] 36
0O B-A-A-A B-A-A] 3 63 1 | 0O-A B B B-A B B|] 36
0O B-A-A-A B-A] 4 63 1 | 0O0-A B B B-A B|] 36
0-A-A-A-A B] 5 63 1 | 0O B B B B-A]l 36
0O-A B B-Al 6 63 1 | 0 B-A-A B|] 36
0-A B B] 7 63 1 | 0 B -A-A] 36
0-A B] 8 63 1 | 0 B -A] 36
0-A] 9 63 1 | 0 B] 36
0] 10 63 1 | 0] 36

Kommentaarid:

a) Peterseni graaf on Def. 1.2.1 alusel bisummeetriline.

b) Binaarmérk +4.10.15 tdihendab, et graaf koosneb 10 tipust ja 15 servast, mis moodustavad 5-
voosid — see on Prop. 1.3.14 alusel selle graafi taielik invariant. Mark —2.3.2 fikseerib 5-
voodes olevate mittenaabertipu paaride vahelise ahela pikkusega 2, mis koosneb kolmest
tipust ja kahest servast. kui piistitada {ilesanne konstrueerida (valents-) regulaarne 10-
tipuline graaf, mille 15 serva moodustavad 5-ringe, saame tulemuseks vaid Peterseni graafi.
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¢) Mairgimaatriksist on vélja loetav, et Peterseni graafis PET on tédpselt 12 5-vodd, antud juhul
tippudega: 1-2-3-4-5-1 (nd vélisvoo), 6-8-10-7-9-6 (nd sisevod), 1-2-3-8-6-1 ja 1-2-7-10-5-1
ja 1-5-4-9-6-1 ja 2-3-4-9-7-2 ja 3-4-5-10-8-3 (3 vilis- ja 2 sisevdo tippu), 1-2-7-9-6-1 ja 1-5-
10-8-6-1 ja 2-3-8-10-7-2 ja 3-4-9-6-8-3 ja 4-5-10-7-9-4 (2 vilis- ja 3 sisevdo tippu). Iga tipp
esineb 6 vO0s. Iga serv esineb 4 voos. See on Def. 1.2.3 alusel 5-vo0-regulaarsus.

d) Peterseni graafi tdiendis PETC on 5 4-klikki, antud juhul tippudega: 1,3,9,10 ja 2,4,6,10 ja
1,4,7,8 ja 2,5,8,9 ja 3,5,6,7. Iga tipp esineb kahes klikis. Iga serv esineb iihes klikis. See on
Def. 1.2.4 alusel 4-klikk-regulaarsus.

Kui klikil on mingi tdhendus ja see on leitav, siis see tavaliselt ka esitatakse. Klikkregulaarsuse
puhul sellist huvi maérgata ei ole, kuigi on tegemist kindlate reeglite jérgi omavahel seotud

klikkidega.

Propositsioon 2.2.2. Mono- ja bisimmeetrilise vooregulaarse graafi tdiend on klikkregulaarne.

Kommentaarid: a) Monosiimmeetrilise klikkregulaarse graafi tdiend voib olla kas vdo- voi
klikkregulaarne. b) Vo0- ja klikkregulaarse graafi ja selle tdiendi puhul on iiks nendest kindlasti
triangulaarne. ¢) Kas triangel on klikk v61 vo6?

Propositsoon 2.2.3. Klikk- (vG1 vO6-) regulaarse graafi iga tipp Vi kuulub parajasti a klikki (vodsse)
jaiga serv ejj parajasti b klikki (vodsse).

Niide 2.2.2. Dodekaeedri DOD ja selle tdiendi DODC binaarmérgid ja mérgimaatriksid W:

-A=-5.20.30; -B=-4.8.9; -C=-3.4.3; -D=-2.3.2; +E=+4.8.9.

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 20| i _ ABCDE Orb
0 ED-C-B-CDE-D-Z C-B-A-B---C-D-D-C-C-D E| 1 13663 1
O E-D-C-C-D-D-C-B-A-B-C-D-E-D-C-B-C-D|] 2 13663 1
0O E-D-D E-D-C-C-B-C-C-D-D-C-B-A-B-C|] 3 13663 1
O E-D-D-C-B-C-C-D-D E-D-C-C-B-A-B] 4 13663 1
0O E-D-C-C-D-D E-D-D-C-B-C-C-B-A] 5 13663 1
O E-D-D E-D-D-C-C-B-A-B-C-C-B] 6 13663 1
0O E-D-D-C-C-B-C-C-B-A-B-C-C|] 7 13663 1
0O E-D-C-B-A-B-C-C-B-C-D-D] 8 13663 1
0O E-D-C-B-A-B-C-C-D E-D|] 9 13663 1
0O E-D-C-B-A-B-C-D-D-C|] 10 13663 1
0 E-D-C-B-C-D E-D-C|] 11 13663 1
0 E-D-C-C-D-D-C-B] 12 13663 1
0 E-D-D E-D-C-C|] 13 13663 1
0O E-D-D-C-B-C| 14 13663 1
0 E-D-C-C-D|] 15 13663 1
O E-D-D E|] 16 13663 1
0 E-D-D|] 17 13663 1
0O E-D|] 18 13663 1
0 E|] 19 13663 1
0] 20 13663 1
-A=-2.16.102; +B=+2.14.78; +C=+2.14.79; +D=+2.15.89.
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 20| i _ ABCCD Orb
0O-ADGBCL B D-ADTGBCLC2CL B D D B B D-Al 1 36316 1
O-A DB BDTUDOBCLC2CL B D-A D BCL B D| 2 36316 1
O-A DD-ADGBUBCL B BDD BCLC2CL B|] 3 36316 1
O-A DDOBCL BBDUD-ADB BCLC2Cl] 4 36316 1
O-A DB BODTUD-ADTGDGBCL B BCLC2] 5 36316 1
O-A D D-ADTDB BCLC2Cl B BCl] 6 36316 1
0O-A DDGB BCL B BCLC2C1L B B] 7 36316 1
O-A D BC1C2Cl1 B BC1 B D D| 8 36316 1
0O-A D BCLC2C1 B B D-A D 9 36316 1
0O-A D BC1C2ClL B D D B|] 10 36316 1
0O-A D BClL B D-A D B|] 11 36316 1
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O-A DB B D D BC1] 12 36316 1
O-A D D-A D B B|] 13 36316 1
O-A D D BCl B| 14 36316 1

O-A D B B D| 15 36316 1

0O-A D D-A] 16 36316 1

0-A D D] 17 36316 1

0-A D| 18 36316 1

0-A] 19 36316 1

0] 20 36316 1

Kommentaarid: a) Mdlemad graafid on monosiimmeetrilised, kusjuures DOD on Prop. 1.2.8 jargi
(+)- ehk servadest simmeetriline ja selle tdiiend DODC Def. 1.2.2 jéargi (-)- ehk ,,mitteservadest*
summeetriline. b) DOD on 5-v606-, 5-, 4-, 3-, 2-distants ja 3-valentsregulaarne ning selle tidiend
DODC on, 2-distants- ja 16-valentsregulaarne. ¢) Mitmene distantsregulaarsus tdhendab, et
koikidel tippudel on vordne arv tippe neil kaugustel.

Kas 5-véo-regulaarse dodekaeedri tdiend on klikkregulaarne?

Struktuurisemiootiline klikkide tuvastamine toimub klikimdrkide alusel. Kui neid ei esine
mirgimaatriksis W, siis ilmuvad need esile vastavate binaar(+)graafide lokaalsete
mdrgimaatriksites Wi;.

Niide 2.2.3. Dodekaeedri tdiendi klikid. Ilmutatud klikitunnust tdiendis DODC ei esine, kuid
binaartunnusega +B=+2.14.78 binaargraafide too6tlemisel saadud lokaalsed tunnusmaatriksid

sisaldavad §8-klikk-tunnuseid +2.8.28. Seda tunnust omavate lokaalsete tunnusmaatriksite Wi 4,
Ws.9, W3.16, We.13 ja Ws g alusel tuvastame DODC’1 koiki 20 tippu holmava 8-kliki osaklikid:

i= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 | 20
I ° ° ° ° ° ° ° °

I ° ° ° ° ° ° ° °

m| e ° ° ° ° ° ° °

v ° ° ° ° ° ° ° °

v ° ° ° ° ° ° ° °

Kommentaar: Seega on tdiend DODC 8-klikk-regulaarne, kus selle koik viis osaklikki on
omavahel I8ikuvad, kus koik 10 16ikuvat serva kuuluvad paariorbiiti C2 ning vastavad tipupaarid
teevad iga osakliki 16ikuvaks iilejddanud nelja osaklikiga:

i-j= 1-12 | 2-11 | 3-18 | 4-19 | 5-20 | 6-16 | 7-17 | 8-13 | 9-14 | 10-15
Osaklikk I 11 111 I I 111 1 v I |
Osaklikk | TII IV \ IV \4 10 11 \4 111 \4

Tuntud graafidest on klikkregulaarsed ka veel Heawood'i, Coxeter'l jt. graafide tdiendid. Nende
kahe graafi originaalid on kahealuselised, ning koikide loodusseaduste kohaselt kujutavad aluste
tdiendid endast klikke.

Propositsioon 2.2.4. m-aluselise graafi tdiend on vordsete aluste n puhul n-klikkregulaarne,
mitteldikuvate n-klikkide arvuga m.

Suur osa klikituvastusalgoritme on klikkregulaarsuse korral toovoimetud, teised toovad esile ainult
tihe kliki. On téiesti vastuvotmatu esitada, nditeks Peterseni graafi tdiendi puhul iiht ainsat klikki,
kui on tegemist klikkidevahelise korraparaga. Ka Folkmani graafi tdiendi puhul esitatakse ainult tiks
10-tipuline klikk, teist samavéairset aga ei leita. Jne.
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Niide 2.2.4. Heawood'i graafi HEA ja selle tdiendi HEAC binaarmargid ja mérgimaatriks W:

A:-3.8.9; B:-2.3.2; C:+5.14.21.

1 2 3 4 5 6 7 8 9101112 1314] i ABC Orb deg
0 CB-ABC-B-ADB--ADBG-A-BC|] 1 463 1 3
0O C-B-A-B-A-B-A-B C-B-A-B] 2 463 1 3
0O C-B-A-B C-B-A-B-A-B-A] 3 463 1 3
0O C-B-A-B-A-B-A-B C-B] 4 463 1 3
O C-B-A-B C-B-A-B-A] 5 463 1 3
0O C-B-A-B-A-B-A-B] 6 463 1 3
0O C-B-A-B C-B-A] 7 463 1 3
0 C-B-A-B-A-B] 8 463 1 3
0O C-B-A-B C| 9 463 1 3
0 C-B-A-B] 10 463 1 3
0 C-B-A] 11 463 1 3
0 C-B] 12 463 1 3
0 C|] 13 463 1 3
0] 14 463 1 3
A:-2.10.36; B:+2.8.22; C:+2.9.30
1 2 3 4 5 6 7 8 9101112 13 14] i ABC Orb deg
0O-ACOBTC-ACTBTCTGBTCB C-Al 1 346 1 10
0O-A CBCBGC CUBTG C-ACTBTC C|] 2 346 1 10
O-A CBC-ACOBTCTUBTCBl 3 346 1 10
0O-A CBCBGC CUBTC C-AC 4 346 1 10
0O-A CBC-ACUBCB 5 346 1 10
0O-A CB COBCUBTC| 6 346 1 10
0O-A C B C-AC B|] 7 346 1 10
0O-A C B C B C| 8 346 1 10
0O-A C B C-A] 9 346 1 10
0O-A C B C| 10 346 1 10
0-A C B|] 11 346 1 10
0-A C|] 12 346 1 10
0-A] 13 346 1 10
0] 14 346 1 10

Kommentaarid:
a) Graaf HEA on (+)summeetriline ja kahealuseline, alustega antud juhul paarisnumbrilistest
tippudest ja paaritunumbrilistest tippudest.
b) HEA on struktuurselt unikaalne, mida iseloomustab selle taielik invariant, binaartdistunnus
+5.14.21, mis holmab kdiki tippe ja servi ning seda omab ainuiiksi see struktuur.
¢) Kuna HEA on kahealuseline, kuid mitte bi-klikk, siis selle tdiiend HEAC koosneb kahest
omavahel sidusast 7-klikist ning on 7-klikkregulaarne. Klikid vastavad HEA alustele.

Propositsioon 2.2.5. Klikkregulaarse graafi klikid voivad olla kas komponentsed, sidusad voi
loikuvad.

Kommentaar: Heawood'i graafi tdiend on sidusate klikkidega. Loikuvate klikkidega on néiteks
Peterseni, dodekaeedri ja paljude teiste graafide tdiendid.

Niide 2.2.5. Graafi KOH binaarmirgid ja margimaatriks W:

-A=-2.8.15; -B=-2.7.13; +C=+2.4.5; +D=+2.5.10; +E=+2.7.14.

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 15] i ABCDE _orb deg
0B C b-B-A E C C E-A-B D C -B] 1 24422 1 8
0-B C D-B-A E C C E-A-B D C] 2 24422 1 8
0O-B C D-B-A E C C E-A-B D] 3 24422 1 8

0-B C Db-B-A E C C E -A-B] 4 24422 1 8

0O-B C D-B-A E C C E -A] 5 24422 1 8

0B C b-B-A E C C E| 6 24422 1 8
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0-B C D-B-A E C C|] 7 24422 1 8
0-B C D-B-A E C| 8 24422 1 8
0-B C D-B-A E|] 9 24422 1 8

0-B C D-B-A] 10 24422 1 8

0-B C D-B] 11 24422 1 8

0-B C D| 12 24422 1 8

0-B C|] 13 24422 1 8

0 -B] 14 24422 1 8

0] 15 24422 1 8

Kommentaarid: a) Graaf KOHC on Def. 1.2.3 jargi polusimmeetriline. b) KOHC omab
klikitunnust D=+2.5.10, mis tdhendab 5-kliki olemasolu. KOHC osutub 5-klikkregulaarseks, mis
koosneb kolmest sidusast (mitteldikuvast) osa-3-klikist:

Nr. Klikitunnused D Osa-5-klikid
1 |14 1-13,4-7,7-10, 10-13 | 1,4,7,10,13
2 | 2-5,2-14, 5-8, 8-11, 11-14 | 2,5,8,11,14
3 | 3-6, 3-15, 6-9, 9-12, 12-15 | 3,6,9,12,15

KOHC tunnustele +C ja +E vastavad seosed teevadki S-osaklikid omavahel sidusaks.

Propositsioon 2.2.6. Poliisiimmeetriline graaf voib iiheaegselt olla nii voé- kui ka klikkregulaarne.

2.3. Bisiimmeetria, klikk- ja tugev regulaarsus

Huvi graafi regulaarsuste ja slimmeetria vastu ei ole viimasel ajal mérgata, kuna praktiliste
iileannete puhul ei tule need atribuudid tavaliselt esile. Siiski on tegemist reaalsete
seaduspdrasustega.

Huvitav seos on bisiimmeetria ja tugeva regulaarsuse vahel, mis ndib tugevregulaarkutele
markamatuks jddnud. Esitan siin kaks lihtsat lauset, moned lihtsad ndited ja tosinkond lihtsat
jéreldust, mis ka koigile arusaadavad peaksid olema.

Definitsiooni 1.2.1 jirgi nimetame tippudest slimmeetrilist (,,transitiivset™) graafi, millel on parajast
iiks servaorbiit (binaar(+)orbiit) ja iks , mitteserva-orbiit” (binaar(—)orbiit) bisiimmeetriliseks
graafiks.

Kommentaarid: a) See tdhendab, et struktuuri esitab vaid kaks erinevat paaritunnust. b) Ametlik
graafiteooria ei erista bisiimmeetrilist graafi mono- (ehk (+)), st vaid servadest siimmeetrilisest —
neid mdlemaid nimetatakse ,, siimmeetriliseks graafiks . ¢) Bisiimmeetriline on niiteks Peterseni
graaf ning mono- ehk vaid servadest siimmeetrilised on niiteks dodekaeeder ja Heawood'i graaf;
graaf KOHC on poliisiimmeetriline.

Propositsioon 2.3.1. Arv m komponentsest klikist koosneva struktuuri téiend on m-aluseline
taisgraaf, st on m-klikk — ja vastupidi.

Suurus Graaf Selle tiiend
m Komponentsete klikkide arv Aluste arv
n Komponentsete klikkide vdimsus | Aluste voimsus
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Kommentaar: See tihendab, et kahest komponentsest klikist koosneva struktuuri tidiend on bi-klikk,
kolmest komponentsed klikist koosneva tiiend on tri-klikk jne.

Niéide 2.3.1. Graaf B6-3, sclle tdiend B6-12 ning nende tédtlemise tulemused binaarmérkide,
mérgimaatriksite ja peamiste modtude néol:

A:-0.2.0; B:+1.2.1.

1 2 ] 1 2 3 4 5 6] i AB deg
o———o ] O B-A-A-A-A] 1 41 1

3 4 0 B -A-A-A] 2 41 1
® ® 0O B -A-A] 3 41 1
0O B -A] 4 41 1

— e 0O B] 5 41 1

5 6 0] 6 41 1

A:-2.6.12; B:+2.4.5.

1 2 ] 1 2 3 4 5 6] i1 AB deg

] O-A B B B B] 1 14 4

3 4 0O-A B B B] 2 14 4

0O-A B B] 3 14 4

0O -A B] 4 14 4

0 -A] 5 14 4

5 6 0] 6 14 4

SRV HR SR aut

311211 0.2173 | 0.8152 | 48

Kommentaarid a) Graaf B6-3 ja selle tdiend B6-12 on bisimmeetrilised. b) Graaf B6-3 koosneb
kolmest komponentsest 2-klikist, see on 2-klikk-regulaarne. ¢) Tédiend B6-12 on kolme-aluseline,
kus selle alused vastavad graafi B6-3 2-klikkidele. Tegemist on nn alus-klikiga, tdpsemalt n-m-
klikiga ehk konkreetselt 2-tri-klikiga. Ei ole raske margata, et koik tipud kuuluvad trianglisse.

Niide 2.3.2. Graaf B6-6, sclle tdiend B6-9 ning nende todtlemise tulemused binaarmirkide

margimaatriksite ja peamiste mdotude niol:
A:-0.2.0; B:+2.3.3.

1 2 ] 1 2 3 4 5 6] 1 ABC deg
] 0O-A B-A B-A] 1 32 2
3 4 0-A B-A B] 2 32 2
0-A B -A] 3 32 2
0 -A B] 4 32 2
0 -A] 5 32 2
5 6 0] 6 32 2
A: -2.5.6; B:+3.6.9.
1 2 ] 1 2 3 4 5 6] 1 AB deg
] O B-A B-A B] 1 23 3
3 4 0O B-A B -A] 2 23 3
0O B-A B] 3 23 3
0O B -A] 4 23 3
0O B] 5 23 3
5 6 0] 6 23 3
SRV HR SR aut

6791 [ 0.2923 | 0.7515 | 72




Kommentaarid a) Graaf B6-6 ja sclle tdiend B6-9 on bisimmeetrilised. b) Graaf B6-6 koosneb
kahest komponentsest 3-klikist, see on 3-klikk-regulaarne. ¢) Taiendit B6-9 iseloomustav
binaargraaf 4-ring tunnusega +3.6.9 hdlmab graafi kdik n=6 tippu ja kdik ¢g=9 serva, see on
tdistunnus ehk tdielik invariant, st see binaartunnus iseloomustab ainult seda struktuuri. Téiend on
kahealuseline, kus selle alused vastavad graafi B6-6 3-klikkidele ning see on 2-alus- ehk 3-bi-
Klikk. Ei ole raske mérgata, et see on 4-v00-regulaarne, st koik tipud kuuluvad 4-ringi.

Nagu nédgime on struktuuri bisiimmeetria on paaritunnuste baasil kergesti tuvastatav.

Propositsioon 2.3.2. Bisimmeetrilise struktuuri tdiend on bistimmeetriline.

Propositsioon 2.3.3. n-m-klikk sisaldab (tava)klikki véimsusega m, see on m-klikk-regulaarne.

Kommentaar: See tdhendab, et bi-klikk on 2-klikk-regulaarne, tri-klikk 3-klikk-regulaarne jne.

Propositsioon 2.3.4. Kui kdik m komponentset klikki on vOrdse vdimsusega n, siis on struktuur ja
selle tdiend bisummeetrilised.

Kommentaar: Bistimmetria seisukohalt pole oluline kas struktuur on komponentne voi sidus.

Propositsioon 2.3.5. Bisiimmeetriline n-m-klikk sisaldab s=n" (tava)klikki vdimsusega m.

Propositsioon 2.3.6. Bisiimmeetrilise n-m-kliki servade arv E vdrdub aluste v3imsuse ruudu n® ja
nende arvule m vastava tavakliki servade arvu korrutisega,

E=n’m(m-1):2
n-m-klikk
Summeetria | Klikkide voimsus | Klikkide arv Seoste aev
BisUmmeetria m n™ E=n’m(m-1):2

Propositsioon 2.3.7. Vastavalt aluste arvule nimetame n-m-klikki kas bi-, tri-, kvadro-, kvinta-,
seksta-, septa-, okta-, nona-, deka-, vdi undeka- jne -klikiks.

Kommentaarid: Vdime julgelt véita, et 1 kuni 20 tipuliste bisiimmeetriliste graafide hulgas esineb:

tiks 4-tipuline n-m-klikk — 2-biklikk kui komponentsete 2-klikkide tdiend,;

kaks 6-tipulist n-m-klikki — 2-tri-klikk ja 3-bi-klikk kui komponentsete, vastavalt 2- ja 3-
klikkide tdiendid;

kaks 8-tipulist n-m-klikki — 2-kvadro-klikk ja 4-bi-klikk kui komponentsete, vastavalt 2- ja
4-klikkide tdiendid;

tiks 9-tipuline n-m-klikk — 3-tri-klikk kui komponentsete 3-klikkide tdiend,

kaks 10-tipulist n-m-klikki — 2-kvinta- ja 5-bi-klikk kui komponentsete, vastavalt 2- ja 5-
klikkide tdiendid;

neli 12-tipulist n-m-klikki — 2-seksta-, 3-kvadro-, 4-tri- ja 6-bi-klikk kui komponentsete,
vastavalt 2-, 3-, 4- ja 6-klikkide tdiendid;

kaks 14-tipulist n-m-klikki — 2-septa- ja 7-bi-klikk kui komponentsete, vastavalt 2- ja 7-
klikkide tdiendid;

kaks 15-tipulist n-m-klikki — 3-kvinta- ja 5-tri-klikk kui komponentsete, vastavalt 3- ja 5-
klikkide tdiendid;

kolm 16-tipulist n-m-klikki — 2-okta-, 4-kvadro- ja 8-bi-klikk kui komponentsete, vastavalt
2-, 4- ja 8-klikkide tdiendid;.
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neli 18-tipulist n-m-klikki — 2-nona-, 3-seksta-, 6-tri- ja 9-bi-klikk kui komponentsete,
vastavalt 2-, 3-, 6- ja 9-klikkide tdiendid,

neli 20-tipulist n-m-klikki — 2-deka-, 4-kvinta-, 5-kvadro- ja 10-biklikk kui komponentsete,
vastavalt 2-, 4-, 5- ja 10-klikkide tdiendid.

Kokku 27 n-m-klikki.

Seega on n-m-klikid on lihtsalt konstrueeritavad.

Tugev regulaarsus kujutab endast olekut (k,a,b), kus k-valentsregulaarse mitte-tdisstruktuuri iga
naabertippude paar omab a>0 iihist naabertippu ja iga mitte-naabertippude paar ©b>1 iihist
naabertippu. Sidusa bisimmeetrilise struktuuri tugevregulaarsus on kahe erineva binaartunnuse
+d.n.q olemasolu ndol moddapddsmatu, sest +d=2 puhul tdhendab n—2 just tipupaari iihiste
naabertippude arvu.

Propositsioon 2.3.8. Ko&ik sidusad bisiimmeetrilised struktuurid on tugev-, vo0-, voi klikk-
regulaarsed..

Kommentaarid: a) Tugevregulaarsed struktuurid on oma paaritunnuste baasil kergesti tuvastatavad.
b) Tugevregulaarseid struktuure esineb ka mitte-bisiimmeetriliste (mono-, poli- ja ositi
stimmeetriliste) hulgas.

Propositsioon 2.3.9. Tugevregulaarse struktuuri sidus taiend on tugevregulaarne.

Kommentaarid: Peale lihtsalt konstrueeritavate m-klikkide on tuvastatud jargmised
bistimmeetrilised-tugevregulaarsed struktuurid: 1) isetdienduv 5-ring; 2) isetdienduv B9-18; 3)
Peterseni graaf B10-15; 4) ja selle tdiend B10-30; 5) isetdienduv B13-39; 6) Weisfeileri B15-45-6;
7) ja selle tiiend B15-60; 8) Greenwoodi (Clebsh’l) B16-40; 9) ja selle tdiend B16-80; 10)
Shrikhande B16-48; 11) ja selle tdiend B16-72; 12) isetdienduv B17-68.

Propositsioon _2.3.10. Kuni 20-tipuliste graafide hulgas esineb 27+12= 39 sidusat
bisimmeetrilist/tugevregulaarset/klikkregulaarset voi vooregulaarset struktuuri.

Niide 2.3.3. 39 bisimmeetrilise/tugevregulaarse/klikk- v3i vooregulaarse struktuuri koondtabel.

Nr | Notation | deg | SRV SR Cmp/prt | Regu- | Num | Commentary Pair signs
m | n larity ber Pair(-) Pair(+)
S sign sign
1 | B4-4 2 2'4" 106448 | 2p | 2 | 4-girth - 2-bi-clique 244 +3.4.4
2 | BS-5 2 5 06990 | 1c | 5 S-girth - Selfcomplem. -2.3.2 +4.5.5
3 [ B6-12 4 | 312" 08152 | 3p | 2 | 3-clique 8 2-tri-clique -2.6.12 +2.4.5
4 | B6-9 3 6'9" 107515 | 2p | 3 | 4-girth - 3-bi-clique -2.5.6 +3.6.9
5 | B8-24 6 | 424" {08769 | 4p | 2 | 4-cligue | 16 | 2-quadro-clique | —2.8.24 | +2.6.13
6 | B8-16 4 | 12'16" | 0.7906 | 2p | 4 | 4-girth - 4-bi-clique -2.6.8 +3.8.16
7 | B9-27 6 | 927" (08431 | 3p | 3 | 3-cligue | 27 3-tri-clique —2.8.21 +2.5.7
8 | B9-18 4 18* 0.8066 | 3p | 3 3-girth 6 Selfcomplem. —2.4.4 +2.3.3
9 | B10-40 8 | 5'40" [ 09084 | 5p | 2 | 5-cligue | 32 | 2-quinta-clique | —-2.10.40 | +2.8.25
10 | B10-15 3 | 15'30" {08328 | 1c | 10 | S5-girth 12 Petersen gr. -2.3.2 | +4.10.15
11 | B10-30 6 1c | 10 | 4-clique 5 Petersen comp. | -2.6.12 +2.5.8
12 | B10-25 5 |2025" {08196 | 2p | 5 | 4-girth - 5-bi-clique —2.7.10 | +3.10.25
13 | B12-60 | 10 | 6'60" | 0.9273 | 6p | 2 | G6-cligue | 64 | 2-sexta-clique | —2.12.60 | +2.10.41
14 | B12-54 9 | 12'54' [0.8868 | 4p | 3 | 4-cligue | 81 | 3-quadro-clique | —2.11.45 | +2.8.22
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15 | B12-48 8 | 18'48' [ 0.8601 | 3p | 4 | 3-cligue | 64 4-tri-clique -2.10.32 | +2.6.9
16 | B12-36 6 | 30'36' [ 0.8355 | 2p | 6 | 4-girth - 6-bi-clique —2.8.12 | +3.12.36
17 | B13-39 6 39° 0.8409 | 1c | 1 | 3-clique 22 Selfcomplem. -2.5.7 +2.4.5
18 | B14-84 12 | 7'84" 109399 | 7p | 2 | 7-cligue | 128 | 2-septa-clique | —2.14.84 | +2.12.61
19 | B14-49 7 | 42'49' [ 0.8470 | 2p | 7 | 4-girth - 7-bi-clique —2.9.14 | +3.14.49
20 | B15-90 12 | 15'90" | 0.9119 | 5p | 3 | S-cligue | 243 | 3-quinta-clique | —2./4.78 | +2.11.46
21 | B15-75 10 | 30"75" | 0.8711 | 3p | 5 | 3-clique | 125 5-tri-clique —2.1245 | +27.11
22 | B15-45 6 | 45'60' | 0.8533 | 1c | 15 | 3-clique - Weisfeiler -2.5.6 +2.3.3
23 | B15-60 8 1c | 15 | S-clique - Weisfeil. comp. | -2.6.12 +2.6.12
24 | B16-112 | 14 | 8'112" [ 09488 | 8p | 2 | S-cligue | 256 | 2-octa-clique | -2.16.112 | +2.14.85
25 | B16-96 12 | 24'96" | 0.8955 | 4p | 4 | 4-cliqgue | 256 | 4-quadro-clique | —2.14.72 | +2.10.33
26 | B16-40 5 | 40'80" | 0.8670 | 4p | 4 | 4-girth - Greenwood 244 | +3.10.13
27 | B16-80 10 1c | 16 | S-clique 16 Greenw. comp. -2.8.24 +2.8.22
28 | B16-48 6 | 48'72' | 0.8594 | 1c | 16 | 4-clique - Shrikhande 244 +2.4.6
29 | B16-72 9 1c | 16 | 4-clique - Shrikhan comp. | -2.8.18 +2.6.11
30 | B16-64 8 | 56'64' | 0.8557 | 2p | 8 | 4-girth - 8-bi-clique -2.10.10 | +3.16.64
31 | B17-68 8 68 0.8589 | 1c | 17 | 3-clique - Selfcomplem. -2.6.11 +2.5.7
32 | B18-144 | 16 | 9'144' | 09555 | 9p | 2 | 9-cligue | 512 | 2-nona-clique | —2.18.144 | +2.16.113
33 | B18-135 | 15 | 18"'135" | 0.9280 | 6p | 3 | 6-cliqgue | 729 | 3-sexta-clique | —2.17.120 | +2.14.79
34 | B18-108 | 12 | 45'108' | 0.8796 | 3p | 6 | 3-clique | 216 6-tri-clique —2.14.60 | +2.8.13
35 | B18-81 9 | 72'81' [ 0.8626 | 2p | 9 | 4-girth - 9-bi-clique -2.11.18 | +3.18.81
36 | B20-180 | 18 | 10'180" | 0.9607 | 10p | 2 | 10-clique | 1036 | 2-deca-clique | —2.20.180 | +2.18.45
37 | B20-160 | 16 | 30'160' | 0.9169 | 5p | 4 | S-cligue | 1924 | 4-quinta-clique | —2.18.128 | +2.14.73
38 | B20-150 | 15 | 40'150' | 0.9019 | 4p 4-cligue | 625 | 5-quadro-clique | —2.17.105 | +2.12.46
39 | B20-100 | 10 | 90'100' | 0.8682 | 2p | 10 | 4-girth - 10-bi-clique —2.12.20 | +3.20.100

Kommentaarid: a) Struktuuri tihistus esitab tippude ja seoste arvu; b) deg — valentsus; ¢) SRV —
simmeetriavektor; d) SR — siimmeetriaviirtus; e) ¢ — komponentide arv; f) m — aluste arv; g) n —
aluste voimsus; h) s — klikkide arv.

Propositsioon 2.3.11. Bi-kliki binaar(+)mérk ja 2-m-kliki binaar(—)mark on struktuuri taielikud
invariandid (tabelis alla joonitud).

Tavaliselt on tugevregulaarseteks peetud graafide nimekirjad puudulikud. Néiteks nimekirjas [12]
puudub 31 bisiimmeetrilist/tugevregulaarset 4 kuni 20-tipulist struktuuri.

,,KoOige tdielikumas® nimekirjas [13] kus on esitatud 33 struktuuri, sh ka n-m-klikke puuduvad

paraku 25 (B16-96), 29 (B16-72), 33 (B18-135), 34 (B18-108), 37 (B20-160) ja 38 (B20-150).

Tugevregulaarikute poolt koostatud nimekirjades esineb muidugi ka palju suuri graafe. Naiteks
esimeses nimekirjas esineb iiks 999-tipuline graaf:

| 16 | (999,448,172,224) |- - |

Néide 2.34. Me vodime
tugevregulaarsed 999-tipulised
onnestunud:

lihtsal wviisil genereerida moned bisiimmeetrilised, klikk- ja
struktuurid, mida teadaolevates nimekirjades tabada pole
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Nr | Notation | deg |E| SR Regularity Commentary (+)signs
1 B999-2 2 999 3-clique | 333 componentical 3-cliques +2.3.3
2 | B999-996 | 996 | 497502 | 0.9989 | 333-clique 333 3-clementic parts ?
3-tricent-triginta-tri-clique
3 B999-8 8 3996 9-clique 111 componentical 9-cliques +2.9.36
4 | B999-990 | 990 | 494505 | 0.9979 | 111-clique 111 9-elementic parts ?
9-cent-undeca-clique
5 | B999-110 | 110 | 54945 111-clique | 9 componentical 111-cliques | +2.111.6105
6 | B999-888 | 888 | 443556 | 0.9736 | 9-clique 9 111-elementic parts ?
111-nona-clique
7 | B999-332 | 332 | 165832 333-clique | 3 componentical 333-cliques | +2.333.55278
8 | B999-666 | 666 | 332667 | 0.9515 | 3-clique 3 333-elementic parts ?
333-tri-clique

Kommentaarid: a) Tugevregulaarsed on siin vaid n-m-klikid. b) n-m-klikkide nimetused vdivad
kill nii monelegi mitte meeldida, kuid midagi paremat ma ei leidnud.

Propositsioon 2.3.12. Struktuurisemiootiline ldhenemine ,avastab® tugevregulaarikutele ja
klikifdnnidele seni tundmatuid tugev- ja klikkregulaarseid struktuure.

Kokkuvote

Tegemist on bisimmeetria ja tugevregulaarsuse osalise kokkulangevusega. Bisiimmeetria hdlmab
ka veel mittesidusaid struktuure ning tugevregulaarsus vdib esineda ka mono-, polii- ja ositi
simmeetria korral, kuigi kuni 20-tipuliste hulgas viimaseid siiski ei ole tdheldatud.
Struktuurisemiootiline l&henemine on tditnud ,,valgeid laike” tugevregulaarsete graafide loetelus,
esile tdstnud seni ignoreeritud klikkregulaarsuse olemuse ja selle, et tugevregulaarse graafi tdiend
on samuti tugevregulaarne.

Teises, ,,kdige tdielikumas” tugevregulaarsete graafide loetelus on esitatud koik kuni 20-tipulised
bi-klikid, mida seal nimetatakse peamiselt complete bipartite graphs, kusjuures 4-tipulise bi-kliki
nimi on square ja 6-tipuline on unity. Samuti on seal esitatud kdik 2-m-klikid, mis kannavad kiill
tiitlit r-cocktail party graphs, kusjuures 6- tipuline on hoopis octahedral graph ja 8-tipuline 16-cell
graph. Ulejiinud n-m-klikkidest, seal nimetatud peamiselt circular graphs, puudub loetelus viis n-
m-klikki. Samuti puudub selles {ihe tuntud tugevregulaarse graafi tugevregulaarne tdiend.
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3. GRAAFIDE ISOMORFISMI JA KANOONILISE ESITUSE PROBLEEM

Isomorfism (kreeka sOnast isos — tihesugune; morphe — vorm) moodustavad koos homomorfismiga
filosoofilise kategooria, mis tdhendab vastavust objektide struktuuride vahel [14]. Selline {iksiihene
vastavus vOib esineda vaid abstraktsete, idealiseeritud objektide vahel.

Matemaatikas defineeritakse isomorfismi kui silisteemi niisugust liksithest kujutust sama tiilipi
stisteemiks, mille korral siilib siisteemide struktuur, st seosed, jirjestus, topoloogia jms. Isomorfism
on péoratav morfism, millel on vastandmorfism, kus nende korrutis on iéihikmorfism. Topoloogilist
isomorfismi nimetatakse homoomorfismiks. 1somorfismiprobleemiks peetakse kahe objekti
isomorfismi tuvastamise algoritmi konstrueerimist. Objekti kanooniliseks esituseks nimetame seda
objekti mingil kontsentreeritud kujul kirjeldavat moodustist.

3.1. Graafide isomorfismi probleem

Graafide isomorfismi probleem vois kerkida iilesse aastal 1857, kui A. Cayley [15] tegeles
orgaaniliste isomeeride alaste uuringutega.

Isomorfismi tuvastamise iilesanne kujutab endast graafiteooria keskset iilesannet. Klassifikaatori
,»,2000 Mathematics Subject Classification” (MSC2000) jérgi on graafide isomorfismi tuvastamine
koos taastatavuse probleemiga kombinatoorne ndhtus indeksiga 05C60, ning iseseisvat
graafiteoorial ei eksisteerigi!

Kaht graafi nimetatakse isomorfseks, kui nad erinevad vaid oma tippude maérgistatuse poolest.
Graafi Ga isomorfne kujutus graafi Gg on isomorfne substitutsioon ¢: Vo — Vg

Vi Vo ... Vi ... Vp

(V1) ¢(V2) ... @(Vi) ... @(Vn)

Propositsioon 3.1.1. Isomorfismi tuvastamine seisneb vaid vastuses kiisimusele, kas Ga on
isomorfne graafiga Gg. Kui see on nii, siis tuleb esitada isomorfne substitutsioon.

Kommentaar Struktuursest aspektist peame graafe Ga ja Ga isomorfseteks parajast siis kui need
omavad tihte ja sama struktuuri.

Isomorfismi tuvastamise pohimotteline teoreetiline algoritm tdiesti olemas — see seisneb graafi Gg
seosmaatriksi ridade ja nendele vastavate veergude iimberpaigutamises (permuteerimises,
iimberjérjestamises, iimbervahetamises) niikaua, kui see ei lange kokku graafi Ga seosmaatriksiga.
Sellel on iiks oluline puudus — see on véga keeruline, selle sammude arv ldheneb n! (n-
faktoriaalini). Veel hiljuti arvati, et 16! permutatsiooni arvutamine votaks kuni 40 aastat acga.

Niide 3.1.1. Kas graafid Ga ja Gg on isomorfsed?

3 1 3 1
@ @
4 2 4 5
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1 011101 4 011101 1—4
2 101101 1 101101 2—>1
3 110110 3 110110 33
4 111010 6 111010 4—6
5 001101 5 001101 55
6 110010 2 110010 62

Graafid Ga ja Gg osutuvad isomorfseks, kuid seosmaatriksiridade ja -veergude limberpaigutamise
moodus oleks ndudnud siin 6!=720 sammu.

Hakati otsima teisi teid graafide isomorfismi tuvastamiseks. Moodunud sajandi 70. aastail oli see
vidga populaarne. Niiteks, S. Toida [16] pakkus selleks tdsimeeli vilja ,kauguste maatriksi.
Toepoolest on graafi kaugustemaatriksid omavahel kergemini eristatavad kui seosmaatriksid.
Graafide mitteisomorfismi voib nende abil tuvastada ,,peaaegu alati, ka isomorfismi tuvastamine
voib vahel korda minna. Kuid, sellel lihenemisel on ka ,jiva“ sees — see on teatud mottes
struktuurisemiootika margimaatriksi eelkéija.

Selle perioodi algoritme on kriitiliselt analiiiisinud R. C. Read ja D. G. Corneil, [17] ning G. Gati,
[18], kes tituleerisid isomorfismiharrastuse ,,isomorfismihaiguseks®. Isomorfismi-probleem muutus
vahepeal koguni tabuks. Selle probleemi késitlemist védldivad oma graafidpikutes paljud. Néiteks B.
Bollobas’i ,,Modern Graph Theory* [19] on isomorfismi-probleemile piihendanud vaid kaks sona,
selles kisitletakse peamiselt ,praktilisi probleeme nagu vooge vdrkudes jne. Siiski tuuakse
graafide isomorfismi visuaalne nédide dra peaaegu koikides graafidpikutes — ja enamasti sellega
piirdutaksegi.

On ka téielikult isomorfismiprobleemile piihendatud monograafiaid. Seda on rithmateooria
seisukohalt kiasitlenud C. Hoffmann [20] vdites, et riihmade “struktuur” sarnanevat isomorfismi-
probleemile. Paraku jdéb see sarnasus kdrvaltvaatajale raskelt tabatavaks. Isomorfismiprobleemi on
lahanud NetSepurenko jt [21] ning esitanud ka sellega seotud algoritme ja arvutiprogramme. Voib
dra markida G. Kobler’i, H. Schonig’i ja J. Toran'i monogaafiat [22], kus késitletakse seda ajalise
keerukuse aspektist.

Algoritmidest isomorfismi probleemide puhul ei pidse. Tegijaid leidub. Niiteks, L. Babai [23] leiab
selleks Monte-Carlo algoritmi sobiva olevat. G. Tinhofer, M. Lodke, S. Bauman ja L. Babel [24]
vdidavad, et isomorfismi probleem on lahendatav Weisfeiler-Lehmani algoritmi abil. C. V. Raj ja
M. S. Shivakumar [25] loendavad mitmesuguseid spetsiifilisi atribuute selle probleemi
lahendamiseks. Samal ajal ei sisalda moned algoritmilist graafiteooriat esitavad oopused, nagu N.
Chistofiedes [26], mitte midagi isomorfismiga seonduvat. S. Pemmaraju ja S. Skiena [27] piirduvad
isomorfismi puhul vaid keerukuseprobleemi esile toomisega.

Kui isomorfismiprobleemi hakati keerukuse aspektist uurima, siis arvati et see on NP-keerukas
[28]. V. Arvind ja P. P. Kurur on vilja pakkunud vahepealse variandi, tdhistusega SPP [29].

Isomorfismi tuvastamise meetodite siistematiseerimine on viinud lihtsa skeemini: a) sorteerimise ja
mitte-sorteerimis meetodid; b) lokaalsete ja globaalsete invariantide kasutamise meetodid.

Invariant on objekti omadus nagu, niiteks suuruse védrtus, avaldise vorm jne, mis jddb teatud
teisenduse(te) korral muutumatuks, st on invariant nende teisenduste suhtes. Graafi lokaalseteks
invariantideks voivad olla tippude astmed (valentsused), tipupaari vahelised kaugused,
binaartunnused jne. Globaalseks invariandiks aga graafi valentsusvektor, poliinoomid, spektrid,
kanooniline esitis jne. Kui vaadeldav teisendus ei muuda mitte {ihtki objekti omadust, siis on
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tegemist invariantide silisteemiga, ja see on F. Harary [30] jérgi tdielik invariant. Naiteks,
isomorfsete graafide tdielik invariant on nende iihine struktuur, mis ei muutu graafi tippude
ruumilise timberasetuse ja/vdi nende iimbermérgistamise, kui teisenduse, korral.

Invariantsuse mdiste oli matemaatikas kasutusel juba 19. sajandi keskel. Invariantide teooria
omandas suure tdhtsuse geomeetrias. Invariantide teooria on klassikalises mdttes algebraline teooria
[31]. Hiljem laienes see spetsiifiline moiste filosoofiliseks kategooriaks.

F. Harary [30] jérgi on isomorfismiprobleem lahendatav globaalinvariantide (poliinoomid, spektrid
jt) tdieliku slisteemi baasil. S. Locke [32] leiab, et isomorfismi testimiseks sobivad hésti
kahendstisteemis esitatud iilipikad 3-kuup-koodid. A. Zokov [33] on arvamusel, et see on
lahendatav graafi tihedust, tsiikleid, klikke jne iseloomustavate lokaalsete invariantide baasil.

Isomorfismiprobleem on lahendatav ka struktuuri, kui isomorfsete graafide tédieliku invariandi,
tuvastamise abil, st mirgimaatriksite W kokkulangevuse teel.

Semiootiline isomorfismituvastuprintsiip. OPERAND: Dekomponeeritud mdrgimaatriksid Wa ja
Wg. ALGORITM: Kontrollida mérgimaatriksite semiootilist ekvivalentsust \Wax=Wpg, st: a)
binaarmidrkide {*d.n.q.j}a ja {*d.n.Q.j}a kokkulangevust; b) sagedus- {Ui}a={Ui}s ja
klassivektorite {Si}a={Si}s kokkulangevust iga tipulassi W,cW raames. TULEMUS: Struktuuride
identsus GSp=GSg voi mitteidentsus ehk graafide isomorfism Ga=Gg voi mitteisomorfsus.

Niide 3.1.2. Naites 3.1.1 esitatud graafide Ga ja Gg binaarmirgid ja dekomponeeritud
margimaatriksid Wa ja Wg:

A:-2.5.7; B:+2.3.3; C:+2.4.6; D:+2.5.8; E:+3.6.11.

|1 1 1 1] 2 2] uu sik |1 1 1 1] 2 2] ui  si k
] 1 2 3 4] 5 6] i ABCDE 12 . |1 3 4 6] 2 5] i ABCDE 12 .
] 0O D C C|-A BJ 1 11210 311 | O C D C| B -A] 1 11210 31 1
0O C C|-A B] 2 11210 311 0 C D|-A B] 3 11210 311

0 D] B-A] 3 11210 311 =~ 0 C| B-A] 4 11210 31 1

0] B -A] 4 11210 31 1 0]-A B] 6 11210 31 1

| 0 E|] 5 22001 21 2 | 0 E| 2 22001 21 2

0] 6 22001 21 2 0] 5 22001 212

Kommentaarid: a) Graafide Ga ja Gg mairgimaatriksid on semiootiliselt ekvivalentsed \Np=WSp,
millest jareldub, et struktuurid GSa ja GSg on identsed GSa=GSg ehk graafid on isomorfsed
Gp=Gg. b) Mirgimaatriksite semiootiline ekvivalentsus Wa=Wp on osamaatriksite
(Wi )as>(Wik)s, neis sisalduvate binaarorbiitide (£2Rp)a<>(£2Rn)s ja neid iseloomustavate
binaarmérkide dnga<>dnqg tiksiihene vastavus.

Tanu invariantsete tipuklasside (MNy-1 ja Ny-, viljatoomisele graafi struktuuris vdheneb ka
isomorfismi klassikaliseks tuvastamiseks vajalik sammude arv: 4!+2!=24+2=26 tiieliku ehk
otsesorteerimise n!=6!=720 asemel.

Propositsioon 3.1.2. Kui graafide Ga ja Gg mirgimaatriksid on semiootiliselt ekvivalentsed
WarWsg, siis on nende struktuurid GSp ja GSg identsed GSa=GSg ehk graafid on isomorfsed
GAEGB.

Kommentaar: Struktuurituvastus ei ndua isomorfismituvastust substitutsioonide tasemel.
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3.2. Graafide kanooniline esitus

Graafide kanooniline esitus tdhendab graafi esitamist mingil selle struktuuri esitaval kujul,
soovitavalt isomorfismi tdpsusega. Kanoonilise esituse probleemi piistitas arvatavasti Lazlo Babai
[34, 35] 1977. aastal. Kanoonilist esitust kujutavad endast niiteks 3-kuup-koodid [32]. Paraku ei
sisalda need peaaegu mingit teavet struktuuri kohta.

Hoopis siigavamale on vdimalik tungida struktuuri semiootiliste invariantide abil.

Propositsioon 3.2.1. Méargimaatriks W on graafi kanooniline esitus binaarmdrkide, regulaarsuste,
stimmeetriaomaduste (orbiitide) ja isomorfismi tdpsusega.

Seega on struktuuri tuvastamine midagi rohkemat kui isomorfismi tuvastamine.

Niide 3.2.1. Weissfeileri [36, lk 166(1)] ositi siimmeetrilise ja tugevregulaarse graafi WEI
kanooniline esitus: binaartunnused ja dekomponeeritud margimaatriks W koos s-vektorite poolt
liigendatud u-vektoritega:
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Pdhilised invariandid ja mdodud:

SUmmeetria IVI IRl K N SVV SV SRV HR SR
Ositi sUmmeetria 25 300 15 154 1°2'° (0.1723 1°92'%4°% 2_.1576 0.1290

WEI ja selle tdiendi WEIC tidpsustavad invariandid ja mdddud:

G IEl] kK N N P CL MC DM SEV* SE TRA  BRA
WElI 150 1 80 74 6 4 3 2 1°2°4% (0.1310 1.000 O
WEIC 150 1 74 80 6 4 3 2 1%2°4> 0.1494 1.000 O
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Kommentaarid:

a) Vaid kuue binaarmérgi baasil on 25x25 méirgimaatriks u- ja s-vektorite abil
dekomponeeritud 15 tipuorbiidiks ja 115 osamaatriksiks Wi ;.

b) B. Weissfeiler [36] on iiks vdheseid, kes leiab et graafi struktuuri oluliseks atribuutideks on
ka tipuorbiidid. Binaarorbiitideni ta siiski ei lasku.

¢) B. Weissfeiler on konstrueerinud terve rea tugevalt regulaarseid graafe, mis rajanevad
nendele samadele kuuele binaartunnustele, sh isetdienduvaid, kuid ka teistsuguste
binaartunnustega, samuti ka 0-stimmeetrilisi.

d) Graaf WEI ja selle tdiiend WEIC on triangulaarne, 2-distants- ja 12-valentsregulaarne.

e) Graafi WEI tdiend WEIC on samuti tugevalt regulaarne.

f) Graafi WEI 150 “mittenaaberpaari” moodustavad 74 binaar(-)orbiiti, kus —4 moodustab
tihe kaheelemendilise orbiidi, —B 33 orbiiti, sh 4 iiheelemendilist ja 29 kaheelemendilist
orbiiti, —C moodustab 40 orbiiti, sh 4 iiheelemendilist, 31 kaheelemendilist ja 5
neljaclemendilist orbiiti.

g) Graafi WEI 150 naaberpaari moodustavad 80 binaar(+)orbiiti, sh +D 2 iitheelemendilist, +E
32 orbiiti, sh 4 iiheelemendilist, 27 kaheelemendilist ja 1 neljaelemendilise orbiidi, ja +F
moodustab 46 orbiiti, sh 6 iihe- ja 40 kaheelemendilist orbiiti.

Jargnevas vaatleme kahe ,,viiga sarnase“, spetsiaalselt isomorfismi tuvastamiseks konstrueeritud
poliisimmeetrilise graafi tdpsustatud mairgimaatrikseid ehk kanoonilisi esitisi. Nende
margimaatriksite tdpsustamiseks on rakendatud multiplikatiivseid binaarmdrke (vt Propositsioon.
1.1.11 ja Multiplikatiivmétgistuse printsiip).

Niide 3.2.2. Poliisimmeetriliste graafide PRAA ja PRAg iihised binaarmérgid, multiplikatiivsed
binaarmérgid ja tdpsustatud mdrgimaatriksid W*:

PRAA ja PRAg tihised ldhte binaarmérgid:
A:-3.8.10; B:-3.6.7; C:-2.4.4; D:-2.3.2; E:+2.4.6; F:+3.8.16.

PRAA seosmaatriksastme E° baasil saadud tipsustatud binaarmirgid ja tipsustatud mérgimaatriks
Wa* koos u-vektoritega:

Uhised binaarmargid 0 -A -B -C -D E F
Multiplikatiivsed binaarmargid e | 180 [ 125 | 110 | 165 [ 160 | 80 | 231 | 233 | 210
Tapsustav tahistus 0 -A | -B |-C1|-C2|-D| E1 E2 F

1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 20] i ABCCDEEF _ Orb

OE2E1E1 FC2C1Cl1 FC2cC1CcC1 A B B D A B B|] 1 24422212 1

OE1E1C2 FC1C1C2 FCi1Ci1 A DB B A D B B|] 2 24422212 1

OE2C1Cl1 FC2Ci1Cl1 FC2 B B D A B B D Al 3 24422212 1

ocCi1cCci1cC2 FC1Ci1C2 F B B A D B B A D| 4 24422212 1

OE2E1E1 D A B B FC2C1Ci1 A D B Bl 5 24422212 1

OEl1E1 A D B BC2 FC1Cl1 D A B B|] 6 24222212 1

OE2 B B D AC1Cl1 FC2 B B A D| 7 24222212 1

0O B B A DCiCi1C2 F B B D Al 8 24222212 1

OE2E1E1 A D B B FC2C1C1] 9 24222212 1

OE1E1 D A B BC2 FC1C1l|] 10 24222212 1

OE2 B B A DC1Cl1 FC2] 11 24222212 1

0O B B D AC1C1lC2 F| 12 24222212 1

0 E2 E1 E1 C2 F C1 C1] 13 24222212 1

O E1 E1 F C2 C1 C1| 14 24222212 1

0 E2 C1 C1 C2 F|] 15 24222212 1

0Cl1Cl1 F C2| 16 24222212 1

0 E2 E1 E1] 17 24222212 1

0 E1 E1] 18 24222212 1

0 E2] 19 24222212 1

0] 20 24222212 1
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PRAg seosmaatriksastme E’ baasil saadud tipsustatud binaarmirgid ja tipsustatud mérgimaatriks
Wg* koos u-vektoritega:

Uhised binaarmargid 0 -A -B -C -D E F
Mult. binaarmargid e’ | 4410 | 3437 | 3276 | 3277 | 4081 | 4088 | 4011 | 3010 | 4831 | 4803 | 4445
Tapsustav tahistus 0 -A -B1 -B2 -C1 -C2 -C3 -D El E2 F
1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 i ABBCCCDEEF _ Orb

OE1E2E1 FC1C2C3 FC3C2C1l DB2B1 A D AB1B2] 1 2222222212
OE1E2C3 FC1C2Cl1 FC3C2 A DB2B1B2 D AB1l] 2 2222222212
OE1C2C3 FC1C2C1 FC3B1L A DB2B1B2 D Al 3 2222222212
0Cl1C2C3 FC3C2Cl1 FB2B1 A D AB1B2 D| 4 2222222212
OE1E2E1 D AB1B2 FC1C2C3 A DB2B1l] 5 2222222212

OE1E2B2 D AB1C3 FC1C2B1 A DB2] 6 2222222212

OE1B1B2 D AC2C3 FC1B2Bl1 A D| 7 2222222212

O AB1B2 DC1C2C3 F DB2Bl A] 8 2222222212

OE1E2E1 AB1B2 D FC3C2C1l] 9 2222222212

OE1E2 D AB1B2Cl1 FC3C2| 10 2222222212
OE1B2 D AB1C2Cl1 FC3] 11 2222222212
0B1B2 D AC3C2cC1 F| 12 2222222212

0O E1 E2 E1 C3 F C1 C2] 13 2222222212

0 E1 E2 C2 C3 F C1] 14 2222222212
OE1C1C2C3 F| 15 2222222212

0 F C1C2cC3] 16 2222222212

0 E1 E2 E1] 17 2222222212

0 E1 E2] 18 2222222212

0 E1] 19 2222222212

0] 20 2222222212

RPRRRPRRRRRPRRRPRRERRERRPRRRS

Uhised invariandid ja mdddud:

Summeetria |VI IRl IE] k N° K CL MC DM SW _ SV SEV” SE* TRA _ BRA

Multisimm. 20 190 50 1 3 1 4 4 3 20° 1.000 10'20° 0.7303 0.250 O

Eristavad invariandid ja mdodud:

G N P SRV HR SR
PRA 8 8 10'20°40° 0.8668 0.6196
PRB 10 10 10'20° 0.9936 0.5640

Kommentaarid:

a)
b)

¢)
d)
e)
f)

g)

Graafid PRA ia PRAg ei ole isomorfsed.

Graaf PRAA erineb graafist PRAg binaar(—)orbiitide arvu poolest, kuid langeb kokku
binaar(+)stimmeetriliste omadustega. Nende tdiendi puhul on see vastupidi.

Modlemad graafid on 4-klikk-, 4-ring-, 3-, 2-distants- ja 5-valentsregulaarsed. 4-
klikkregulaarsus avaldub viie 4-kliki olemasolus, mis médrgimaatriksis silma torkavad.
Molemad graafid omavad 3 binaar(+)orbiiti, vOimsustega vastavalt E1 — 20, E2 — 20, F —
20.

Graaf PRAA omab 5 binaar(-)orbiiti vdimsusega —4, —C2, ja =D puhul 20 ning -B ja —CI
puhul 40.

Graafi PRAA tdiend PRAC, binaartunnustega —A4:-2.14.68, -B:-2.12.47, C:+2.10.35,
D:+2.10.36, E:+2.11.44, F:+2.12.48 on triangulaarne, n>4-klikk- ja 14-valentsregulaarne.
Graaf PRAg omab 7 binaar(-)orbiiti vimsusega 20.

Graafide PRAA ja PRAg juures pakuvad huvi ka nende orbiitstruktuurid (vt Propositsioonid 1.3).
Huvi vdivad pakkuda just need orbiitstruktuurid, millele vastav binaarméirk on esitatud u-vektoris
arvuga suurem kui 2. 2-valentsed orbiitgraafid kujutavad endast ringe ja ringikeste kogumeid, mis
erinevad iiksteisest vaid neid moodustavate tippude nummerduse poolest. Vaid graafi PRAa
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mérkidele -B ja —CI vastavad orbiitstruktuurid on 4-valentsed. Nende orbiitstruktuure PRAA-B ja
PRAA-C1 on motet avada.

Niide 3.2.3. Graafi PRAA binaarmirgile —B vastava orbiitstruktuuri PRAA-B binaarmérgid ja
tunnusmaatriks W koos u-vektoritega:

A--5.18.32; B:-4.8.12; C:-3.6.8; D:-2.6.8; Ez-2.4.4; F:+3.8.12.

] 1 2 3 45 6 7 8 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 20] i ABCDEF Orb
O0-D-A-A-E-E-C-C-E-E-C-C-B-B F F-B-B F F| 1 244144 1
0O-A-A-E-E-C-C-E-E-C-C-B-B F F-B-B F F| 2 244144 1
0-D-C-C-E-E-C-C-E-E F F-B-B F F-B-B|] 3 244144 1
0-C-C-E-E-C-C-E-E F F-B-B F F-B-B] 4 244144 1
0O-D-A-A-B-B F F-E-E-C-C-B-B F F| 5 244144 1
O-A-A-B-B F F-E-E-C-C-B-B F F| 6 244144 1

0-D F F-B-B-C-C-E-E F F-B-B|] 7 244144 1

0O F F-B-B-C-C-E-E F F-B-B] 8 244144 1

0-D-A-A-B-B F F-E-E-C-C|] 9 244144 1

0-A-A-B-B F F-E-E-C-C|] 10 244144 1

0-D F F-B-B-C-C-E-E|] 11 244144 1

0O F F-B-B-C-C-E-E|] 12 244144 1

0 -D -A -A -E -E -C -C| 13 244144 1

0 -A -A -E -E -C —C| 14 244144 1

0 -D -C -C -E -E|] 15 244144 1

0 -C -C -E -E|] 16 244144 1

0 -D -A -A| 17 244144 1

0 -A -A] 18 244144 1

0 -D] 19 244144 1

0] 20 244144 1

Kommentaarid:

a) Orbiitstruktuur PRAA-B on (+)summeetriline, 5-aluseline, 4-ring-, 5-, 4-, 3- ja 2-
distantsregulaarne.

b) PRAA-B alused vastavad PRAa 4-klikkidele ja need on: I — tippudega 1,2,3,4; II — 5,6,7,8;
I - 9,10,11,12; IV — 13,14,15,16; V — 17,18,19,20. Alus I on seotud alustega IV ja V; II —
alustega III ja V; III — alustega II ja IV; IV — alustega I ja III; V — alustega I ja II.
Pohimotteliselt on alused I ja II liidetavad aluseks A ning alused IV ja V aluseks B, kus alus
III ei ole liidetav.

¢) Orbiitstruktuur PRAA-B langeb kokku tiiendi PRACa vastavale binaar(+)tunnusele vastava
orbiitstruktuuriga ning osutub isomorfseks PRAa tunnusele —C/ vastava orbiitstruktuuriga.

d) PRAAa-B karakteristikuid:

N SW SV SRV HR SR SEV' SE° TRA BRA
1 20" 1.000 10°20°40° 0.843 0.630 40" 1.000 O 0

Ivi IRl IEl K
1

N
20 190 40 6

3.3. Ekstreemselt siimmeetrilistest graafidest
On voimalik konstrueerida bistimmeetrilisi ja tugevregulaarseid graafe, mille struktuurid on
kanooniliselt eristamatud. Samas on selliste struktuuride esinemise tdendosus 0-ldhedane.
NetSepurenko jt [21] poolt konstrueeritud raskelt-eristatavad bisiimmeetrilised tugevregulaarsed

struktuurid 40-tipuliste graafid SIBa ja SIBg omavad {ihiseid binaarmdrke —A4:—2.6.8 (tdiendil
vastavalt +B:+2.20.142) ja +B:+2.4.6 (tdiendil —4.-2.20.144).
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Mirkidest on vilja loetav, et SIBa ja SIBa on 4-klikk-, 2-distants- ja 12-valents-regulaarsed. SIBa
ja SIBg binaarmérkide kokkulangevusest jareldub nende siimmeetriaomaduste kokkulangevus.

Klassikalise isomorfismituvastuse algoritm nduaks siin 40! sammu teostamist. Kuna
multiplikatiivmargistuse printsiip tugevregulaarsete graafide puhul tdpsustavaid binaarméirke ei
anna, siis kontrollime siin korgemat jirku binaarmdrke (mis saadakse esialgse ehk esimest jarku
binaargraafi eemaldamisel struktuurist, sdilitades seda moodustavad tipud). Graafide SIBa ja SIBg
puhul saame modlemale teist jarku binaartunnused —4A™2=_3.18.48.+B™?=+3.20.64, kuid ka nende
tunnuste baasil ei ole graafide struktuurid eristatavad. Kolmandat jérku binaargraaf gijm:3 ei teki, see
osutub tithjaks &J. SIBa ja SIBg puhul on tegemist vdga haruldaste struktuuridega.

Niitid jaab iile tuvastada graafide SIBa ja SIBg teist jarku binaargraafide gijm:2 struktuur, st
moodustada nende lokaalsed mdrgimaatriksid Wijmzz. Selleks avame molemast graafist iihe suvalise
mirgile +B™? teist jarku binaargraafi g™~

Niide 3.3.1. Bisiimmeetriliste ja tugevregulaarsete graafide SIBa ja SIBg teist jarku binaargraafide
gijm:2 struktuur nende lokaalsete mdéirgimaatriksite Wijm:Z binaarmdirkide tasemel:

Teist jarku binaargraafi g™ ?=SIBa binaarmairgid lokaalses mérgimaatriksis Wijm:ZA:
—A=-2.6.8; -B=-2.4.4; -C=-2.3.2; D=+2.4.6; E=+3.12.28; F=+3.20.46.
Teist jarku binaargraafi gm=2C SIBg binaarmérgid lokaalses mérgimaatriksis Wij’m=23:
—A=-2.6.8; -B=-2.4.4; C=+2.4.6; D=+3.12.24; E=+3.20.46.

Kommentaar: a) Binaarmérkide erinevusest jareldub teist jirku binaargraafide mitte-isomorfsus. b)
Binaargraafide mitte-isomorfsusest jareldub graafide SIBa ja SIBg mitte-isomorfsus.

Propositsioon 3.3.1. Siimmeetriliste graafide Ga ja Gg iihesugustele binaarmérkidele vastavate
binaargraafide gijA ja gijB mitte-isomorfsusest jareldub graafide Ga ja Gg mitte-isomorfsus.

Kommentaar: Esineb juhtumeid, kus mitte-isomorfism on tuvastatav esimest jarku lokaalsete
margimaatriksite WijA ja WijB alusel.

Niide 3.3.2. Illustreerimaks viga sarnaste struktuuride SIBa ja SIBa erinevust esitame nende teist
jarku binaargraafide fuumad (binaargraa

gl-em:ZC SIBa tuum:
f ilma seda moodustavate tippude servadeta):

o1=i
Eﬂ %;1 116 3 0 40 4 5 37
7 33 36 21 8 20 32
06=j
920_22m=2C SIBg tuum:
®20=i
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3.4. Kaks poliinomiaalset isomorfismituvastuse algoritmi

Isomorfismituvastuse poliinomiaalsega lahendusega on hakkama saanud serrlased Ashay
Dharwadker jt [10] ja Blazej Podsiadlo [37]. Need modlemad omavad kanoonilisi valjundeid. Kuna
need algoritmid on tiksikasjalikult kirjeldatud, siis esitame siin pdgusalt vaid nende véljundeid.

Ashay Dharvadker jt [10] isomorfismituvastuse poliinomiaalne algoritm rajaneb mérgimaatriksite
Wa ja Wpg formeerimisel, kus iga sagedusvektorite baasil eristatud tipuklassi Vak ja Ve raames
toimub nende maatriksite ridade i ja veergude | tmberjarjestamine isomorfismi tuvastamise
eesmargil.

Mairkimisviirsed on siin jirgmised momendid:

e Algoritm rajaneb maatriksite Wa ja Wpg ridade ja veergude klassikalisel timberjérjestamisel,
mis viib kindlalt isomorfismi tuvastamisele tippude iiksiihese vastavuse (substitutsioonide)
fikseerimise tdpsusega.

e Siimmeetriliste (transitiivsete, bi-, mono-, poliisimmeetriliste) graafide puhul peaks
maatriksite timberjirjestamine ndudma N!=NP sammu, kuid algoritm minimiseerib selle
poliinomiaalseks P.

e Saadud margimaatriksid, kanoonilised esitised, ise ei ole tdielikud, need pole 15puni
dekomponeeritud.

e Algoritmi isomorfismituvastus kui ka poliinomiaalsus on iiksikasjalikult tdestatud.

e Algoritmi kédsitlemine ja tulemuste esitamine on eeskujulikult disainitud.

Algoritmi sisendiks on graafide seosmaatriksid.

Niide 3.4.1. Ashay Dharwadker jt algoritmi véljundid iihe 8-tipuliste graafide paari Ga ja Gg jaoks:

Graafi Ga mérgimaatriks Wa (I véljund):
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Graafi Gg margimaatriks Wg (II vdljund):

1 -0.1.0 -2.8.21 | +2.5.7 | +25.7 | +25.7 | +25.7 | +2.5.7 | +2.5.7

-2.8.21 |-0.1.0 +2.5.7 | +2.5.7 | +2.5.7 | +2.5.7 | +2.5.7 | +2.5.7

+2.5.7 | +2.5.7

+2.5.7 | +2.5.7

+2.5.7 | +2.5.7

+2.5.7 | +2.5.7

+2.5.7 | +2.5.7

+2.5.7 | +2.5.7

Graafide Ga ja Gg substitutsioonitabel (III véljund):

Graafid Ga ja Gg on isomorfsed (IV viljund):

See algoritm on pdhjalik, selle alusel on substitutsioonide tidpsusega tuvastatud ka kanooniliselt
raskesti méératavate graafide mitte-isomorfismid (vt Néide 3.3.1).
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*

Blazej Podsiadlo isomorfismituvastuse algoritm on tema sdnul O(n’). Selle véljundiks on teatud
suurimad vddrtused <the biggest value>, mida ka graafi kanooniliseks esitiseks pidada vdib.
Nende vélimus on vastuvoetavam, kui héstituntud 3-kuup-koodiddel. Peale selle esitatakse ka hulk
iseloomustavaid parameetreid nagu feede arv <paths>, automorfismide arv <automorphisms>,
lahendamiseks kulutatud aeg <treal>.

Niide 3.4.2. Bazej Podsiadlo [37] algoritmi vdljundeid, mis vastavad Ashay Dharwadker jt artiklis
[10] esitatud ndidetele <examp>:

<examp> <paths> <automorphisms> <treal> <the biggest value>

<7.1A> <120> <120> <0m0.014s> 555274755282898162809472913496
<7.1B> <120> <120> <0m0.019s> 555274755282898162809472913496
Result: Isomorphic

<7.2A> <120> <120> <0m0.021s> 10805731416208407477923644473991185184903230
<7.2B> <120> <120> <0m0.020s> 10805731416208407477923644473991185184903230
Result: Isomorphic

<7.3A> <138> <135> <0m0.080s>
49538603572805247777740094585549571942722126801483633069430609557497997929616569
5336056

<7.3B> <137> <135> <0m0.086s>
49538603572805247777740094585549571942722126801483633069430609557497997929616569
5336056

Result: Isomorphic

<7.8A> <1> <2> <0m0.191s>
69600325658926472221667080008746713668146791061252264141364537596668601347071669
20510329885036595840342918872926941148691479059618393408947807324858975660236112
0526675494159293310332512602

<7.8B> <2> <3> <0m(.217s>
69600325658926470059175649122591374718743888512570119534813873164925757077147813
05228568388843713716865188561842593294496128281847460135789592203908404395481627
6553574432763616146379938138

Result: NOT Isomorphic

<7.9A> <51864> <51840> <2m57.011s>

22225780697500964570965465780943174414148314289373329445279392422428964798469338
21042719405754577875110179721773304399585144313227788979663142023016421504216767
86803877725700271887954588059323245147959799837063854397147649717283678693799805
73103179047818966387304387830423283405591144366704227236711352393085980534919893
92714049494008725024901283676435179374075384660700164314246730083748936847275009
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78533365931549076597669812253320077432965869201259728770624981891511746224042212
00

<7.9B> <51848> <51840> <4m43.816s>
22225780697500964570965465780943174414148314289373329445279392422428964798469338
21042719320881331690050361421236510444929896774705984357922978451371481916997803
74219353382974233990523835794385357692050347712780681876020610457624122754550464
11313074785929077002108862539314258558246216122361441977447436931023241071626921
18737276609400559158153127807996209487334667099023709188011542186468673965530522
21917772479448327901335088290550331691343285639201843291261639337656323940805736
00

Result: NOT Isomorphic

Kommentaarid: a) Néide 7.8 vastab Weissfeileri ositi siimmeetrilisele ja tugevregulaarsele graafile
WEI (meie Nidide 3.2.1). b) Niide 7.9 vastab NetSepurenko jt tugevsiimmeetrilistele ja
tugevregulaarsetele graafidele SIB (meie Niide 3.3.2).
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4. MIDA TEHA ULAMI HUPOTEESIGA?

Ulami hiipotees [38] on tuntud ka rekonstrueerimisprobleemi nime all. Ulami tddemuse alusel
kujutab rekonstrueerimine isomorfismi suhteid kahe graafi ja nende (G\vj)-alamgraafide vahel.
Struktuurisemiootika aspektist on graafide taastatavuse probleem lahendatav tipuorbiitide ja
nendele vastavate (G\vj)-alamgraafide isomorfismiklasside pdhjal. Me nditame ka, et peale tipu-
rekonstruktsiooni esineb nii serva- kui ka “mitteserva” rekonstruktsioonid. On vdimalik
moodustada ka “rekonstruktsioonide konstruktiivne siisteem”.

Rekonstrueerimisprobleem on olnud viimase poole sajandi graafiteooria iiks uuritavamaid.
Publikatsioonide arv on loendamatu, Google’is on seda loetletud rohkem kui isomorfismiprobleemi
(1.360.000 korda). Kuid tunnustatud lahendusi on vaid mone graafiklassi jaoks. Miks nii?

Me ldhtume sellest, et graaf G on esitatud kanooniliselt mdrgimaatriksi W kujul, st G on esitatud
orbiitide tdpsusega ning kujutab endast isomorfsete graafide (ja ainult nende) tdielikku invarianti.
See tdhendab, et kdik isomorfsed graafid {Gi=...=2Gn=...2Gm}k moodustavad isomorfismiklassi
Gy mis on esitatud ekvivalentsete mdrgimaatriksite Wi=...xWp=...<Wpy néol.

Rekonstruktsiooniprobleemi klassikaline késitlus, st Ulami hiipotees on sdnastatud jirgmiselt:
,Olgu graafil G p tippu vija graafil H p tippu u;, kus p>3. Kui iga | puhul on alamgraafid Gi=G\v;
and Hi=H\u; isomorfsed, siis on graafid G ja H isomorfsed”.

Ilmselt oli Ulam huvitatud kiisimusest: kas graafi G alamgraafide G\v; hulk sisaldab piisavat teavet
graafi G enda kohta? Siin on sobiv korrata, et mirgimaatriks W sisaldab seda teavet

Struktuurisemiootiline kasitlus:

A. Isomorfsed graafid G ja H kujutavad endast vaid iihete ja samasse isomorfismiklassi, (ehk —
kliki) G kuuluvat graafipaari G&HcG, mis omavad ikt ja sama struktuuri GS ning orbiite
ja on esitatud ekvivalentsete mirgimaatriksite WecWn kujul.

B. Koik isomorfsed alamgraafid G\v; ja H\u; jaotuvad graafide G ja H iihisteks
alamstruktuurideks ehk isomorfismiklassedeks (GS\vi)s,..., (GS\Wi)k,..., (GS\Vj)k.

Vanameistri W. T. Tutte [39] jargi peaks rekonstruktsiooniprobleemi lahenduse otsingud algama
just isomorfismiklassidest, mis strukruurisemiootilises késitluses isomorfismiklikke tdhendavad.

Alustagem aga Ulami hiipoteesi kummutamisest.

4.1. Ulami hiipoteesi kummutamine ja selle rehabiliteerimise katse

Uhel SERR'i jirjekordsel seminaril 24. aprillil 2000. a. kummutas Ants Tauts selle hiipoteesi
allpool esitatud kontrandite G4-2a, G4-2b ja G4-1 pShjal. Hiljem Onnestus seda laiendada ndidetega
G4-3a ja G4-3b. Need kontrandited on avaldatud SERR'i teavikus ,Pdgusat teavet
struktuurisemiootikast™ [40] 2004. aastal. Ilmselt ei ole Eestimaal peale Ants Tautsi ja John Teveti
keegi teine rekonstruktsiooniprobleemi vastu huvi tundnud. Sellest hoolimata esitagem see
kontrandide uuesti.
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Niide 4.1.1. Ulami hiipoteesi serva-variandi kontrandide graafide G5-1, G5-2a, G5-2b, G5-3a ja
G5-3b alusel:

G5-3a G5-3b
([ ] o ————0
G5-2a G52b

J
J

° ° [ SE—
G5-1
o
°
° °
Kommentaarid:
a) Mitteisomorfsete graafide G5-3a ja G5-3b molemad (G\ejj)-alamgraafid G5-2a ja G5-2b on

tihised.

b) Mitteisomorfsete graafide G5-2a ja G5-2b (G\ej)-alamgraaf G5-1 on nendel iikine.

Kas nende kontrandidetega on Ulami hiipotees kummutatud? Esimesel juhul ei ole, sest: 1) graafi
G5-3a muutmiseks graafiga G5-2a isomorfseks on kaks voimalust, kuid graafil G5-3b on selleks
vaid iiks voimalus; 2) graafi G5-3a muutmiseks graafiga G5-2b isomorfseks on vaid iiks vdimalus,
kuid graafil G5-3b on selleks kaks vdimalust. Teisel juhul jah on, sest graafid G5-2a ja G5-2b
omavad kumbki parajasti kaks voimalust muuta neid isomorfseks graafiga G5-1.

Hiipoteesi rehabiliteerimiskatse. Olgu graafil G p tippu Vi ja graafil H p tippu u;, kus p>4. Kui
iga serva €jj puhul on alamgraafid G;=G\ejj and Hj=H\e;; isomorfsed, siis on graafid G ja H
1somorfsed.

Kommentaarid: a) Ulami hiipotees sai kummutatud teise kontrandite néol. Ndib, et see kontrandide
kehtib vaid siis, kui graafid omavad parajast 4 tippu. b) Asendame hiipoteesis tavapérase tingimuse
p>3 uue tingimusega p>4. ¢) Sellel pole mingit mdtet, sest, mittesidusaid tippe voib olla palju, ja
esitatud teine juhtum siiski kummutab hiipoteesi.

Jéreldus. Ignoreerida Ulami hiipoteesi sdnastust, kuid mitte selle motet, st: 1) Uurida suhteid
isomorfsete graafide ja nende (G\vj)-ja (G\ej)-alamgraafide vahel; 2) ,,Paarisisomorfismide” G=H
asemel orienteeruda isomorfismiklasside ehk -klikkidele, st struktuurile.
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4.2. Seosed isomorfsete graafide ja nende (G\vj)-alamgraafide vahel

Siin on sobiv alustada A. Titovi [11] poolt 1975 aastal tdestatud teoreemiga.

Titovi teoreem Kui graafi G koik (G\vj)-alamgraafid on isomorfsed, siis on automorfismi rithm
AutG transitiivne tippude hulgal V.

Kommentaar: See tdhendab, et graaf G on tippudest siimmeetriline (,, transitiivne ), st esineb ainult
iiks  tipuorbiit (N\=1=k=€XVi=1,...,Vizjv)k=1=k millele vastab parajasti iiks (G\vj)-alamgraafide
1somorfismiklass Gy=1=k.

Tipuorbiit &Ny on riihma AutG automorfismide transitiivsuspiirkond graafi G tippude
ekvivalentsusklassi ndol, mis on esitatud dekomponeeritud mérgimaatriksi W osamaatriksis Wj.

Niide 4.2.1. Graafi Gp mirgimaatriks Wa (vt ka Néide 3.4.1):

A:-2.8.21; B:-2.7.16;
C:+2.4.5; D:+2.5.7

1 2 3 6 7 8] 4 5] 1 ABCD k 12
0-B-B C C C|] D D] 1 0232 1 32
0-B C C C| D D] 2 0232 1 32
0O C C C|D D] 3 0232 1 32
O0-B-Bl D D] 6 0232 1 32
O-B] D D] 7 0232 1 32
O] D D] 8 0232 1 32
|] O -A] 4 1006 2 60
0] 5 1006 2 60

Kommentaar: Orbiidid on tuvastatud: graafil Ga on kaks tipuorbiiti, (1,2,3,6,7,8) ja (4,5).
Tipuorbiidi £V ja (G\vj)-alamgraafide vahel kehtib jargmine seos:

Propositsioon 4.2.1. Igale tipuorbiidile MV =€AVi1,...,Vigk, k€[/, K], vastab isomorfismiklass
Gi={(G\Vi)1=...=(G\Vi)g } k-

Kommentaar: Voime oelda, et tipuorbiidile Ny kui ekvivalentsusklassile vastab teatud (G\vj)-
alamgraafide ,,isomorfismiklikk”, st koik (G\vj)-alamgraafide paarid on omavahel isomorfsed.

Mairgimaatrikseid Wa ja Wg nimetame semiotiliselt ekvivalentseiks kui nende binaarmairgid,
sagedus- ja klassivektorid langevad kokku.

Kui mérgimaatriksid Wa ja Wg on semiootiliselt ekvivalentsed, Wa=Wpg, siis Prop. 3.1.2 jirgi on
vastavad graafid Ga ja Gg reeglina isomorfsed, Ga=Gg.

Niide 4.2.2. Graafi Ga esimesele tipuorbiidile vastava alamgraafi Ga\vi=y margimaatriks Wa=1) ja
alamgraafi Ga\Vi=, mérgimaatriks Wai=):

A:-2.7.16; B:-2.6.12; C:-0.2.0;
D:+2.4.5; E:+2.5.7.
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1] 6 7 8] 2 3 4 5] i ABCDE K 123 2] 6 7 8] 1 3 4 5] i ABCDE k 123
OJC C CJ[C C C C| 1 007001 000 0OJC C ClC C C C| 2 00700 1 000
|0-B-BID D D D| 6 02140 2 004 |0-B-BID D D D| 6 02140 2 004
0-B] D D D D] 7 02140 2 004 0-B] D D D D|] 7 02140 2 004

0] D D D D| 8 02140 2 004 0] D D D D] 8 02140 2 004

0 -A E E| 2 10132 3 032 0 -A E E| 1 10132 3 032

0 E E|] 3 10132 3 032 0 E E|] 3 10132 3 032

0 -A] 4 10132 3 032 0 -A] 4 10132 3 032

0] 5 10132 3 032 0] 5 10132 3 032

Kommentaar: Mairgimaatriksite semiootilisest ekvivalentsusest jareldub, et graafi Ga esimesele
tipuorbiidile vastavad (G\vj)-alamgraafid Ga\viz1 ja Ga\Vi=2 on isomorfsed, st nad kuuluvad esimesse
isomorfismiklassi Gy=1. Sellesse klassi kuuluvad ka Ga\vi=3, Ga\Vizs, Ga\Vi=7 ja Ga\Vizs.

Niide 4.2.3. Graafi Ga teisele tipuorbiidile vastava alamgraafi Ga\vizs maérgimaatriks Wa=4) ja
alamgraafi Ga\Vi=s margimaatriks Wa(i=s):

A:-2.6.11; B:-0.2.0;

C:+2.3.3; D:+2.5.7.
5] 411 2 3 6 7 8] 1 ABCD k 123 4] 5] 1 2 3 6 7 8] i ABCD k 123
o) Bl b D D D D DJ 5 0106 1 006 O] BJ D D D D D D] 4 0106 1 006
O] B B B B B B] 4 0700 2 000 O] B B B B B B] 5 0700 2 000
] O-A-A C C C] 1 2131 3 103 ] O-A-A C C C] 1 2131 3 103
0O-A C C C] 2 2131 3 103 0O-A C C C] 2 2131 3 103
0O C C C] 3 2131 3 103 0O C C C] 3 2131 3 103
0 -A -A] 6 2131 3 103 0 -A -A] 6 2131 3 103
0 -A] 7 2131 3 103 0 -A] 7 2131 3 103
0] 8 2131 3 103 0] 8 2131 3 103

Kommentaarid: a) Margimaatriksite semiootilisest ekvivalentsusest jareldub, et graafi Ga teisele
tipuorbiidile vastavad (G\vj)-alamgraafid Ga\Viz4 ja Ga\Vi=s on isomorfsed, st nad moodustavad teise
isomorfismiklassi Gg=;. b) Mirgimaatriksite mitte-ekvivalentsusest (ndited 4.2.2 ja 4.2.3) jareldub
esimese isomorfismiklassi Gg=1 (G\vj)-alamgraafide ja teise isomorfismiklassi Gk=x (G\vj)-
alamgraafide mitte-isomorfism.

Korollaar 4.2.1. Tdepoolest, igale tipuorbiidile Ny, ke[l, K], vastab parajasti liks (G\vj)-
alamgraafide isomorfismiklass G.

Niide 4.2.4. Graafi Gg mirgimaatriks Wpg (vt ka Néide 3.4.1):

A:-2.8.21; B:-2.7.16;
C:+2.4.5; D:+2.5.7

2 3 4 5 6 711 8] i ABCD k 12

0 C-B-B C C|D D|] 2 0232 1 32

0O C C-B-B|D D] 3 0232 1 32

0-B C C|D D] 4 0232 1 32

0O C CID D] 5 0232 1 32

0-B| D D] 6 0232 1 32

O] D D] 7 0232 1 32

| 0 -A] 1 1006 2 60

0] 8 1006 2 60

Kommentaar: Mirgimaatriksite Wa (ndide 4.2.1) ja Wpg semiootilisest ekvivalentsusest jareldub
isomorfism Ga=Gg.
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Isomorfismituvastus substitutsioonide tasemel ei tuvasta kiill orbiite, kuid substitutsioonid jadvad
paratamatult orbiitide raamesse.

Propositsioon 4.2.2. Graafide Ga ja Gg isomorfsusega kaasneb ka tipuorbiitide isomorfism,
(NN B, ke[, K].

Kommentaar: Orbiit LN vOib olla ka ithe-elemendiline. Seda nimetame triviaalseks orbiidiks.

Propositsioon 4.2.3. Isomorfsete graatide Ga ja Gg tipuorbiitide isomorfismiga (£Ny)a=(L£NVy)s,
ke[l, K], kaasneb nendele orbiitidele vastavate (G\vij)-alamgraafide isomorfismiklasside
isomorfism, (Gx)a=(Gy)s, ke[ 1, K], kus (G\Vj)ac(Gx)a ja (G\Vj)s=(Gk)s.

Kommentaar: Isomorfsete graafide tipuorbiitide isomorfismiga (£ )a=({Ny)s, kaasneva (G\vj)-
alamgraafide isomorfismiklasside  isomorfism (Gp)a=(Gk)s kujutab endast sisuliselt
isomorfismiklasside iihendit (Gk)a\U(Gyk)s, kus peale klassisiseste isomorfismide esinevad ka
klassidevahelised isomorfismid (G\vi)a=(G\Vi)g .

Vaatleme graafiga Ga isomorfse graafi Gg (G\vj)-alamgraafe.

Niide 4.2.5. Graafi Gg esimesele tipuorbiidile vastava alamgraafi Gg\vi=z margimaatriks Wpgi=3) ja
alamgraafi Gg\Vi=s margimaatriks Wagi=¢):

A:-2.7.16; B:-2.6.12; C:-0.2.0;
D:+2.4.5; E:+2.5.7.

312 4 5] 1 6 7 8] i ABCDE k123 6] 2 4 5] 1 3 7 8] i ABCDE k 123
OJC C C|C C C C| 3 007001 000 O0JC C C|C C C C| 6 00700 1 000
| 0-B-BID D D D| 2 02140 2 004 | 0-B-BID D D D| 2 02140 2 004
0-Bl D D D D|] 4 02140 2 004 0-B| D D D D|] 4 02140 2 004

0] D D D D| 5 02140 2 004 0] D D D D| 5 02140 2 004

0 E E -A] 1 10132 3 032 0 E E -A] 1 10132 3 032

0 -A E| 6 10132 3 032 0 -A E| 3 10132 3 032

0 E|] 7 10132 3 032 0 E| 7 10132 3 032

0] 8 10132 3 032 0] 8 10132 3 032

Kommentaarid: a) Tépselt sama pilt mis graafi Ga esimesele tipuorbiidile vastavate (G\vj)-
alamgraafe puhul, kuigi orbiitideks jaotumine erineb. b) Seega esimesse isomorfismiklassi Gy=1
kuuluvad siin Gg\Vi=z, Gg\Vizs, Gg\Viz4, Gg\Vi=5, Gg\Vizs ja Gg\Viz7. b) Isomorfismist Ga=Gg
jéarelduvad klassidevahelised isomorfismid: (G\Vj=1)ax(G\Vi=2)B, (G\Vi=2)a=(G\Vi=3)B,
(G\Vizg)AE(G\Vi=4)B, (G\Vizs)AE(G\Vi=5)B, (G\Vi=7)AE(G\Vi=5)B, (G\Vizg)AE(G\Vi=7)B.

Korollaar 4.2.2. Toepoolest, kui graafid Ga ja Gg on isomorfsed, siis esineb iga isomorfse
isomorfismiklassi (Gx)a=(Gk)s puhul klassidevahelised isomorfismid (G\V)a=(G\V)ks.

Niide 4.2.6. Tippudest stimmeetriliste graafide PRAa ja PRAg (vt Niide 3.2.2) (G\vj)-alamgraafide
margimaatriksid: 1) Graafi PRAa (G\vj)-alamgraafi PRAA\Viz1p méargimaatriks; 2) Graafi PPAg
(G\vij)-alamgraafi PRAg\Vj=10 mirgimaatriks. Nendel on iihised binaarmirgid:

A:-4.15.29; B:-3.8.10; C:-3.7.8; D:-3.6.7; E:-3.6.6; F:-3.5.5; G:-3.4.3;
H:-2.4.4; 1:-2.3.2; J:-0.2.0;
K:+2.3.3; L:+2.4.6; M:+3.6.9; N:+3.8.16;
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10] 6 13] 9] 5 14] 1 17]11 12] 7 8 15 16] 3 4 19 20| 2 18] i ABCDEFGHI JKLMN Orb
0l J Jl J|lJ J|J J|lJ J|J J J J|J J J J|J J|10 000000000190000 1
10O HICIL NIH I F FIL L H H H H D DI N D] 6 001302061 10302 2
Ol CIN LJ I H F FIH H L LI D D H H| D NJ13 001302061 10302 2

Ol 1 I|M M K KID D D DIH H H Hl I 1] 9 002400044 12020 3

O HIN BID DL L H H H H D D|H I|]5 010400062 10302 4

O] B NJD DIH H L LI D D H HL I HJ14 010400062 10302 4

O IlH HH HDDIL L D DJL E|J 1 010410052 10311 5

O] H H D D H HID D L LJE LJ17 010410052 10311 5

0O KIT B B I|M H M H| I [I|J11 020202044 12020 6

O] B I 1 Bl H M H MLI 1]12 020202044 12020 6

0O L N HN H B I| H D|] 7 020300062 10302 7

O H NNH N 1 B] H D| 8 020300062 10302 7

O L| I B H N| D H|15 020300062 10302 7

O] B I N H| D H|16 020300062 10302 7

IO L I Bl L G| 3 020300152 10311 8

0O B I|] L G| 4 020300152 10311 8

0 L] G LJ19 020300152 10311 8

0] G L|]20 020300152 10311 8

| O Al 2 100310234 10301 9

0]18 100310234 10301 9

10] 6 13] 5 14] 1 19] 9 11]12] 7 16] 8 15] 4 20] 3 17] 2 18] i ABCDEFGHI JKLMN Orb

0l J JlJ JlJ JlJ JlJlJ J|lJ J|IJ JIJ JlJ JI10 _000000000190000 1

O HIL NIH Il F CIFIL HIL H H DI H DI N D] 6 001302061 10302 2

Ol N L] I HIC FLFlH LILH LI D H D H| D N|13 001302061 10302 2

O HIN DI I DIDIL HIL H H DI H Bl H I|] 5 010400062 10302 3

O] D NI D I]DJH LI H LI D HI B H|l 1 H|14 010400062 10302 3

|0 DIM HIHH BIH DIL DL I]L E|] 1 010410052 10311 4

Ol H M| HL B H| D H| D L] I L] E L|]19 010410052 10311 4

|0 KIKID I| B DIH HH M I I|] 9 011301044 12020 5

O]l K I DI D Bl H HI M H]l I 1]11 011301044 12020 5

Ol B Bl I I| M M H H| I 1|12 020202044 12020 6

O HIL NI H I| N D H D| 7 020300062 10302 7

Ol N LI 1 H| D N|D H|16 020300062 10302 7

| 0O HIN Bl H I|] H D| 8 020300062 10302 8

0]l B N| 1 H| D HJ15 020300062 10302 8

O Il L Bl L G| 4 020300152 10311 9

0] B L] G LJ|20 020300152 10311 9

|0 DI L G| 3 020300152 10311 10

0] G LJ17 020300152 10311 10

| O Al 2 100310234 10301 11

0]18 100310234 10301 11

Kommentaarid: a) Poliisiimmeetriliste graafide (G\vj)-alamgraafid on reeglina ositi siimmeetrilised.
b) PRAA alamgraafil PPAA\vi=1p ja PRAg alamgraafil PRAg\Vvi=19 on iihised binaarmirgid kuid nende
mairgimaatriksid ei ole semiootiliselt ekvivalentsed. Seega on PRAA\Vi-1p ja PRAg\Vi=1o mitte-
isomorfsed. ¢) PRAas ja PRAg tipusimmeetriast jireldub, et, kdik (GPa\vj)-alamgraafid
moodustavad  isomorfismiklassi ja  koik  (GPg\vj)-alamgraafid moodustavad = samuti
isomorfismiklassi.

Korollaar 4.2.3. Alamgraafide PRAA\i-10 ja PRAg\Vi-19p mitte-isomorfsusest jireldub graafide
PRAA ja PRAg mitte-isomorfsus.
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4.3. Graafi suurimad alam- ja viikseimad iilemstruktuurid

Vaadelgem elementaarseid operatsioone servadega: 1) Graafi serva eemaldamisel G\ejj saame graafi

G suurima alamgraafi G*®; 2) Graafile serva lisamisel Guejj saame graafi G vdikseima tilemgraafi
GSUD'

Definitsioon 4.3.1. Suurimaid alamgraafe G* ja viiksemaid tilemgraafe G*"P nimetame graafi G
naabergraafideks G*%.

Propositsioon 4.3.1. Kui graafi G binaarorbiidile (R,=£ATij1,...,ljg)n rakendada serva-
operatsioonid f on disjunktiivselt {(fij)iv...v(fi)q}n, siis moodustavad saadud disjunktiivsed
naabergraafid isomorfismiklassi Gy={(G*¥p)12...2(G*1)y}.

Isomorfismiklassi G, koik graafid G*¥ omavad iiht ja sama struktuuri GS ning kujutavad endast
graafi G naaberstruktuuri GS¥, mis on esitatav samuti mdrgimaatriksite W*® kujul.

Binaar(-)orbiitide (st “mitte-serva” orbiitide) ja binaar(+)orbiitide (st servaorbiitide) eritamiseks
tdhistame esimesi n €{/,...,N } ja servaorbiite n'e {1, ...,]\ﬁ}, kus N +N"=N.

Definitsioon 4.3.2. Serva-operatsioon, mis disjunktiivselt muudab struktuuri GS selle
naaberstruktuuriks GS*¥ nimetagem morfismiks F, F: GS—»GS™¥.

Seega, esineb morfism F, : GS—»GS™™, | mis indutseerib GS binaar(-)orbiidi R, baasil GS
naaber-iilemstruktuuri GS*™P,_ ja morfism Fp.: GS—GS™,, mis indutseerib GS binaar(+)orbiidi
R+ baasil GS naaber-alamstruktuuri GSSUbn+.

Niide 4.3.1: Graaf-struktuur GS.37(6.9.4) [41] (Graafiatlase [42] G163) ja selle naaber-iilem ja
naaber-alam struktuurid:

A:-2.4.5; B:-2.3.2; C:42.3.3; D:+2.4.5.

|1 1 11 2 2 2] k
2-2 3-1 ] 1 3 5] 2 4 6] i ABCD 12
] O D DJC-A C|] 1 1022 1 22
1- 4-2 O DfC C-A] 3 1022 1 22
O]-A C C] 5 1022 1 22
| 0O -B-B] 2 1220 2 20
0O -B] 4 1220 2 20
6-2 5-1 0] 6 1220 2 20
DEG=213243

Naaberstruktuuride ja morfismide F, (iileminekute) karakteristikud:

0 Gs 1 o G 1 2
GSS™P, |2 29 | 3 30

GS.37 | k.k’(p) | 2.2 (-B) | 1.2 (-A)
PESUP, 3/6 3/6
GSs™., |4 721 5 76

GS.37 | k.k*(p) | 1.1 (+D) | 1.2 (+C)
PFSW._, 3/9 6/9
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GS™,.. ja GS™ ., on naaberstruktuuride jirjekorranumbrid 6-tipuliste graafide siisteemis (Niide
4.4.2); k,k’ — binaarorbiiti sisaldava osamaatriksi Wy x- indeks, kus (p) tdpsustab binaarorbiidi selles;
PF, — binaarorbiidi osakaal ehk esinemise toendosus.

Graafi GS.37(6.9.4) naaber iilemstruktuurid binaarorbiidi —B jirgi, GS™ =g, (GS.29(6.10.11),
Graafiatlase G184) ja binaarorbiidi -4 jirgi, GS™Pn-a, (GS.30(6.10.12), Graafiatlase G180) ja
nende maatriksid W*:

2-4 3-3 2-4 3-2
iéégéé%giiiiiiziz:}::::>if2 ié%éggégéiiizzizi:]::::>i_3
6-4 5-3 6-4 5-2

DEG=2%32%43 DEG=223'4251
A:-2.5.8; B:-2.4.5; C:-2.3.2; A:-2.4.5; B:-2.3.2;
D:+2.3.3; E:+2.4.5. C:+2.3.3; D:+2.4.6; E:+2.5.8.
| 1] 21 3 3] 4 4] k | 1] 2 2] 3] 4 4] k
| 1] 4] 3 5] 2 6] i ABCDE 1234 |] 1] 3 5] 4] 2 6] i ABCDE 1234
| O]-B] E E] E E] 1 01004 1 0022 | O E E] DJ C C] 1 00212 1 0212
| O] D D]J-C -C] 4 01220 2 0020 |] O D] D] C -A] 3 10121 2 1111
|] O E] D -A] 3 10022 3 1111 0] DJ-A C] 5 10121 2 1111
O]-A D] 5 10022 3 1111 | O]-A -A] 4 20030 3 1200
|] O D] 2 10121 4 1011 | O -B] 2 21200 4 1100
0] 6 10121 4 1011 0] 6 21200 4 1100

Kommentaarid: Kdik lihtegraafi binaarorbiidile —B vastavad naaber-iilem-graafid, G-, on
isomorfsed ja koik lihtegraafi binaarorbiidile —4 vastavad naaber-iilem-graafid, G** ., on samuti
isomorfsed.

Graafi GS.37(6.9.4) naaber alamstruktuurid binaarorbiidi +D jirgi, GS™-.p, (GS.72 (6.8.18),
Graafiatlase G148) ja binaarorbiidi +C jirgi, GS™h=sc, (GS.76 (6.8.22), Graafiatlase G137) ja

nende maatriksid W*:

2-1 3-3 2-4 3-1
i%égggé;;iiiziiz:::::::>if4 iéééggézsziiiiiji]::::>i_6
6-1 5-3 6-5 5-3

DEG=213243 DEG=2231425!
Az-2.4.4; B:-2.3.2; A:-3.5.6; B:-2.4.5; C:-2.3.2;
C:+2.3.3; D:+3.4.4. D:+1.2.1; E:+2.3.3; F:+2.4.5
| 1 1] 21 3 3] 4] K I 11 2] 3] 4] 5] 6] K
] 2 6] 1] 3 5] 4] i ABCD 1234 | 3] 1] 5] 2] 6] 4] i ABCDEF 123456
| 0 Bl C| C -B|-B| 2 0320 1 0110 0] F| F| E|-C| E| 3 001022 1 011101
0] C|-B C|-B] 6 0320 1 0110 | O] E| E|] D|-B] 1 010121 2 101110
| 0] C C|-A| 1 1040 2 2020 | 0|-BI-C| E|] 5 011021 3 110001
| 0 -A] D| 3 1121 3 1101 | 0|-C|-C| 2 012020 4 110000
0] D] 5 1121 3 1101 | O]-A] 6 103100 5 010000
| O] 4 1202 4 0020 | O] 4 111020 6 101000
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Kommentaarid: Kdik lidhtegraafi binaarorbiidile +D vastavad naaber-alam-graafid, G™"p-p, on
isomorfsed ja koik ldhtegraafi binaarorbiidile +C vastavad naaber-alam-graafid, G***=+c, on samuti
isomorfsed.

Korollaar 4.3.1. Eksisteerigu graafiga GS.374 isomorfne graaf GS.37B. Siis vastavalt Prop. 4.2.3
esineb iga binaarorbiitide paari (£Rn)a ja (£Rn)a raames, ne[l, N], vastavate naabergraafide
isomorfismiklasside isomorfism (Gn)a=(Gn)s, st isomorfismide (G*¥,)a=(G*,)g klass.

Kommentaar: Mei_e juba teame, et isomorfsetel graafidel Ga=Gg =G¢c= ... on isomorfsed
naabergraafid (G*¥,)a=(G*¥1)s (G )= ... .

Graafi G ja sellega isomorfsete graafide erinevad naaberstruktuurid GSM, nell, N], ei ole reeglina
omavahel isomorfsed.

Propositsioon 4.3.2. Kui morfismid Fn: GS—GS®, on disjunktiivselt Fiv...vFpv...vFy
rakendatud GS binaarorbiitidele (Rj,...,.R.,...,. LRy, siis me litleme et struktuur GS on
dekomponeeritud selle naaberstruktuurideks GS*¥,...,GS™,,...,GS™\.

Kommentaarid: a) Mitte-dekomponeeritavad struktuure ei esine. b) Meie juba t € a m e, et
naaberstruktuur _GSadJn t_éihendab_ isomo;ﬁsmikl_assi Gad’n, mis voOib sisaldada isomorfseid
naabergraafe (G*¥,)1=(G*,), 2(G*,)s= ... <GS =G,

4.4. Taastatavus: graafi (de)komponeerimise ja rekomponeerimise probleem

Graaf struktuuri GS rekonstruktsiooniks peame siin struktuuri taastatavust selle naaberstruktuuride
GS* baasil.

Propositsioon _4.4.1. Kui struktuur GS on dekomponeeritud oma naaber-alamstruktuurideks
GS™,,...,GS™,,...,.GS™\, st suurimateks alamstruktuurideks (GS\ejj)n, siis nende (ihend
U(GS\eijn, n" €[1, N'], rekomponeerib ehk rekonstrueerib ehk taastab struktuuri GS.

Kommentaarid:

1. Olgu graaf G kujutatav seosmaatriksi E ndol. Dekomponeerimine naaber-
alamstruktuurideks tdhendab Prop. 4.3.2 alusel iga seos- ehk binaar(+)orbiidi £2R, raames
ihe seose rangelt disjunktiivset eemaldamist, (E\ej)iv...v(E\ejnv...v(E\ejn. See
tadhendab, et igas seosmaatriksis E, on iiks seos puudu. Jdrelikult, nende {ihend
(E\ei,-)lu...u(E\eij)nu...u(E\ei,-)N =E, E=G.

2. Pohimodtteliselt kehtib (1) ka siis, kui graaf on esitatud naabertippude nimekirja L alusel,
(L\eij)lu...u(L\eij)nu...u(L\ei,-)N =L, L=G.

3. Kui me tahame vorrelda omavahel graafe Gp ja Gg, siis esimene sammuks on nende
kujutamine kanooniliselt, st méirgimaatriksite Wa ja Wg kujul. Kui need on semantiliselt
ekvivalentsed, WaxWpg siis Prop. X pohjal teame, et graafid on isomorfsed, Ga=Gg. See
tdhendab, et neil on vordne arv N vordsete suurustega card|SRy| binaarorbiite £2R,,, mis
kummaski maatriksis Wa ja Wg asuvad vordsetel positsioonidel. Nende vdimalik erinev
nummerdamine ei méngi siin mingit rolli, sest meie opereerime itheselt méératud orbiitide
(£Rn)a ja ({Rn)s eleme_ntidega (en)a ja (en)s. Seega, neil on iihesugune arv N iihesuguseid
naaberstruktuure GS*,, ne[l, N], st isomorfseid alamgraafe (Ga\en)=(Gg\en) ja
isomorfseid iilemgraafe (Ga\en)=(Gg\en).
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4. Kui isomorfismiklassi I' kuuluv graaf Ga on rekomponeeritav ehk rekonstrueeritav ehk
taastatav oma naaberstruktuuride GSI’“]“n baasil, siis on seda ka koik tilejddnud samasse
isomorfismiklassi I" kuuluvad graafid Gg, Gg, Gp, ... .

5. Seega, Ulami hiipotees on dige, kuid selle piistitus on destruktiivne ning kanooniliselt, st
mérgimaatriksite kujul esitatud graafide baasil on selle hiipoteesi sOna-sonaline
mahaméngimine mottetu tegevus.

Propositsioon 4.4.2. Kui struktuur GS on komponeeritud oma naaber-iilemstruktuurideks
GS™,...,GS™,...,.GS™Py, st viikseimaiks iilemstruktuurideks (GSuejj)n, siis nende Uhisosa
N(GSweijn, n €[1, N1, rekomponeerib ehk rekonstrueerib ehk taastab struktuuri GS.

Kommentaar: Uhisosa kehtib siin ka vastavate seosmaatriksite plaanis, N(Euejj)n=E, E=G.

Korollaar 4.4.1. Kui struktuur GS on oma binaarorbiitide £2Ry,, n€[1, N], baasil dekomponeeritav

ja komponeeritav oma naaberstruktuurideks, Fn: GS—GS®,,, siis on see taastatav nii naaber-
alamstruktuuride tihendi UGSS“bn, n'e[l, N, kui ka naaber-iilemstruktuuride iihisosa
N(GSweijn, n €[1, N'], ndol.

Kommentaarid: a) Servadest siimmeetriline graafil G on vaid iiks naaberalamstruktuur GSS”bn=1=N.
Kui see graaf on ka veel bisiimmeetriline, siis on sellel ka vaid iiks naaberiilemstruktuuri GS*™=1-n.
b) Ulami hiipoteesi sOnastuse jargi oleksime pidanud radkima siin kahest isomorfsest, p serva
omavast graafist G ja Gg ning nende p isomorfsest alamgraafi paarist GASprEGBS“bp, pe[l, P].

On voimalik formuleerida ka testsugune voimalus.

Propositsioon 4.4.3. Morfism F on poorduv — igal GS naaberstruktuuril GS™ on teatud
“vastandorbiit” (R’, millele rakendatud vastand-morfism F’ taastab Iihtestruktuuri GS, F’:
GS*GS.

Kommentaarid: a) Morfismi pd6rduvus kehtib nii alam- GS™°,. kui ka tilemstruktuuride Gs***,,..
korral. b) Struktuur GS on taastatav ka iga oma naaberstruktuuri GS* puhul eraldi. Struktuuri GS
koikide naabrite hulgal {GSadjn} esineb teatud vastandmorfismide hulk {F’n}, ne[l, N], niisugune
et iga disjunktiivne element (F’y: GS*¥—>GS)v...v(F'n: GS*IN—GS) taastab struktuuri GS
separaatselt.

Korollaar 4.4.2. Iga struktuuri GS iga orbiidi £R, puhul esinev morfism F méarab ka vastavale
naaberstruktuurile  GS™¥, F:  GS—GS  iilemineku ehk  morfismi  tBendosuse
PF=card|{2R;|:card|R|, kui orbiidi vdimsuse ja vastavate tipupaaride arvu suhe.

Kommentaar: Pohimotteliselt on koik struktuurid GS iihtlasi ka teatud struktuuri naaber-struktuurid
GS™.

Ulami hiipoteesi serva-variandi digust demonstreerib jargnev struktuuride siisteem.

Definitsioon 4.4.1. Siisteem, mis on moodustatud kdikidest |V|-elemendilistest struktuuridest (st
\V|-tipulistest graaf-struktuuridest) {GS}"! ja nendevahelistest morfismidest {F} kusjuures:

i hulk {GS}"! on jaotatud ja jirjestatud servade arvu |E| jirgi struktuuritasemeteks GSL,

ii kus struktuurid GS on jdrjestatud struktuursete mootude  jérgi,

nimetame konstruktiivseks rekonstruktsioonide stisteemiks, tihisatud CSR"! kus |V| on siisteemi
aste.
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Niide 4.4.1. Konstruktiivne rekonstruktsioonide siisteemi [41] vore, tihistatud CSR™! kus [V| on
siisteemi aste ehk tippude arv graafides.

& 1R*[ =15
3o
i
|
3
@ IR =14
Jéﬂ}
Explanations: % ;/ \:
Number of F'morphisms 3 % s |r*| =13
Ordinal number of GS 61, -
5/>?%,
o @@@@@ Ir*|=12
Yt 30 Ue®. 2ad 3B
£ N 337 R
300%°PS 84

1 2 Ll 2 1
W8, 1y 12, 13, . 15, 8. A7, 18,

m
i Ghbebbiad

Number of F morphisms |r* =11

R P e
@é@@é@@@

e A ' ’gé 2%5 s

= .
oo 6. 3. 32 33 X
@'@'@@@@‘ [7*{a10
&8 )gn .gog ';gﬂ? gé’” 5 5&1
\

E]

=
== =
" 5 ;s w S n):
e

;3 1;;:5 D ’iss' )&9 LS H? o8 43{}9.‘;
2 .

ﬂ 6
. S .
éé "
5 o 5h 1,®§@5 Irtl=0
2 e e ,' .

6 #a' 35

4«9%3

N 5 n aaa;suutqt & 9 511 511 5311 6115 6515 6;15 IR+|=8
3.7;}5222 i 4 s Lu&.l. % éaéséuéa! sl e
’ = N Z
=
Z;_‘. ’;_ 2o B X
wr %é@@@ Iat17
10 %0 2l 2 A“ W %
X E N . 3. 3
< =
4, ! 475, 115‘ 17, 115‘ 19 B, 12 = 423,
| éﬁﬁﬁ,mmwgééﬁ vl
g WA
13‘ 125 '\as 1%7 1’
+
- %Lfm.ﬁ Iw1=5
| ¥ =t
|8t =3
k)
153.- 158,
e Izt =2
e e
]
N/
2
5
o
+
o =1
x [=*]
t
{
.?4‘1. IR+’=¢
3805

Nagu teada, ja esitatud voOres nidha on, vdivad mitteisomorfsed graafid omada modnda {ihist
naaberstruktuuri. Dekomponeerimise ja rekomponeerimise aspektist on iga struktuur GS, st
isomorfismiklass taastatav omaette. Ulami hiipoteesi sdnastus ei kajasta mitte midagi muud, kui
seda sama asjaolu. Isomorfismiklasse iseloomustab selles hiipoteesis graafide paarid, samahésti
voiks olla selleks graafide kolmikud jne. Struktuurisemiootilisest aspektist ei ole Ulami hiipoteesi
sOnastus vastu voetav.
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Uks viiike korvalepdige. 0-siimmeetriliste struktuuride (st kdik orbiidid on iiheelemendilised) voib
esineda erijuhtumeid kus erinevad binaarorbiidid £2Rn=a ja £R,=, vOivad anda iihe ja sama
naaberstruktuuri GS?%,,.

Niide 4.4.2. Naaberstruktuuride vaheliste seoste erijuhtum. Graaf-struktuurid GSa (GS.76(6.8.22))
ja GSg (GS.100(6.7.22)) (Graaafiatlases G137 ja G113).

A:-3.5.6; B:-2.4.5; C:-2.3.2; D:+1.2.1; E:+2.3.3; F:+2.4.5.

I 11 2] 3] 4] 5] 6] K

1-4 2-5 | 6] 3] 4] 1] 2] 5] i ABCDEF *
| O] F| F| E|-C| E|] 6 001022 1

3-2 0] E| E|] D|-B] 3 010121 2

0]-B|-C| E| 4 011021 3

0|-C|-C] 1 012020 4

0]-A] 2 103100 5

5-6 4-3 0] 5 111020 6

DEG=1'22342

A:-3.5.6; B:-3.4.3; C:-2.4.5; D:-2.3.2; E:+1.2.0; F:+2.3.3; G:+2.4.5.

1 11 2] 3] 4] 5] 6] K

1-4 2-6 | 6] 4] 3] 1] 5] 2] i ABCDEFG *
| O] Gl F| E| F|-D] 6 0001121 1

3-3 0] FI-D| F|-D| 4 0002021 2

0]-D|-C|] E| 3 0011120 3

0|-D|-B] 1 0103100 4

0]-A] 5 1011020 5

5-5 4-2 0] 2 1102100 6

DEG=1%2'3%4!

Kommentaarid: Graafide Ga ja Gg vahel esinevad jargmised naabrussuhted:

a)

b)

Olgu GSa lahtestruktuur. Siis on GSg struktuuri GSa naaber alamstruktuur, GS™°, |, F:
GSp—=GSg. Toepoolest, Ga\es 32Ga\es ¢=Gg. Antud juhul ei ole see suurimate alamgraafide
isomorfism seotud e;3 ja esg kuulumisega iihte ja samasse orbiiti, need on erinevad,
e 3C.(2R(A)n =9 ja €56 R an=11 kuid kujutavad endast isomorfseid suurimaid alamgraafe
G**,.=Gg ehk iikte Jja sama naaberstruktuuri Gs™

Olgu GSg lahtestruktuur. Siis on GSa struktuuri GSB naaber Glemstruktuur GS™",, F:
GSg—=GSa. Toepoolest, Gpgue; 3=Gguer4=Ga. Antud juhul ei ole see viikseimate
iilemgrrfide isomorfism seotud €33 ja €24 kuulumisega lihte ja samasse orbiiti, need on
erinevad, e 3C.(2R(B)n =4 Ja €24c{Rp)n=7 kuid kujutavad endast isomorfseid viikseimaid
iilemgraafe G**P,=Gp ehk iihte ja sama naaberstruktuuri Gs* 4.

Sellised erijuhtumid ei mdjuta struktuurisemiootilisi pohiseisukohti.

Serrlane Ashay Dharwadker to6tab praegu Ulami hiipoteesi korrektse sOna-sonalise tOestamise
kallal ning Blazej Podsiadlo [43] on tdestanud selle hiipoteesi originaalvariandi digsuse juba varem.
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Jarelsona

Kas lugu struktuuri semiootilistest invariantidest on ikkagi miisteerium? Kuidas kellelegi.
Miisteeriumina vdib see ndida neile, keda vodrastab see, et struktuur ei ole mitte midagi muud kui
isomorfsete objektide, ja ainult nende, ithine fenomen v4i omadus. Ka neile, kes on veendunud, et
siimmeetriast saab radkida vaid kui peegelduse nihtusest. Miisteerium on see neile, kes teavad viga
histi, et orbiit on rithmateooria atribuut ning arvavad, et semiootiliste invariantidega sada tuvastada
ei saa (vOi ei tohi!). Neile, kes peavad oOigeks kisitleda isomorfismi jt suhteid ainuiiksi
paariviisiliselt, mitte klasside ehk ,, klikkidena “. Neile, kes leiavad, et klikk- ja véoregulaarsust ei
saa tOsiselt votta. Ka neile, kes peavad Ulami hiipoteesi ,,piihaks lehmaks®, mida peab sdna-sonalt
vOtma. Ja nii edasi.

Miistikat on selles loos siiski, kuid mitte semiootiliste invariantidega seotut. Siin esineb hoopis tiks
aritmeetika miisteerium. See puudutab seosmaatriksite korrutamist (vt Multiplikatiivne
mérgistamine). Ma ei oska maatriksite korrutamist kiill mujale paigutada kui aritmeetikasse, sest
see taandub ju vaid korrutus- ja liitmistehetele. Radgitakse, et seosmaatriksite korrutise elemendid
pidavat iseloomustama pikimaid teid tippude vahel. Kui seda uskuda, siis jadb arusaamatuks, miks
korrutuste kédigus nende teede pikkused muutuvad, vahest koguni nullideks. Siiani pole keegi seda
miisteeriumi lahti harutanud, vdib-olla jddbki see tegemata.

Enesekriitiliselt tuleb tddeda, et see lugu ei vasta ilihelegi standardile. Sellel pole ka sihtgruppi.
Paljude matemaatikute ja IT-meeste jaoks on see liiga semantiline. Semiootikud peavad seda aga
matemaatikaks, ega leia selles kiibetki neile aru saadavat. Teema ise ei ole trendikas, ei aktuaalne
ega praktiline.

Siiski, ebapraktiline on see lugu vaid turunduse seisukohalt. Struktuuri ja siimmeetria mdistete lahti
harutamine, nende kanooniline esitamine graafi semiootiliste invariantide ja ekvivalentsusklasside
baasil avasid tee reaalselt toimiva siisteemi konstrueerimiseks. Orbiitgraafe iseloomustavate todede
lugemine vdib olla igav, kuid nende avamine mérgimaatriksi baasil seda ei ole. Ukskdik kuidas me
seda siisteemi nimetame, kuulub see paratamatult graafiteooriasse.
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