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Sissejuhatus

Esitatud slimmeetriakésitlus rajaneb “Struktuurisemiootika ‘04” [Tevet, 2004d] siin viidatud aksioomidel,
definitsioonidel, otsustustel, algoritmidel ja niidetel. Siin esitatud tdiendavate definitsioonide, néidete ja otsustuste
numeratsioon on eelmisele jatkuv.

Koige Uldisemas mottes on siimmeetria objekti omadus, mis avaldub tema muutumatuks jaamises mingi
Umberpaigutuse korral.

Matemaatikas defineeritakse siimmeetriat kui: a) kujundi omadust teisenduda iseendaks (niiteks isomeetriliselt); b)
binaarse relatsiooni omadust xRy<>yRx.

Graafiteoorias nimetatakse siimmeetriat ka transitiivsuseks (mitte dra segada suunatud graafide transitiivsusega!)— see
on tulnud geomeetrilis-kombinatoorsest késitlusest, kus transitiivsusel tdepoolest oma roll on.

Siimmeetria on struktuuri olulisemaid atribuute ning on seotud selle orbiitide vdimsuse ja arvuga. Struktuursest
aspektist sobib orbiiti simmeetriaklassiks nimetada. Stiimmeetria on mdddetav, selle vdirtus on maksimaalne kui
eksisteerib iiksainus orbiit, selle vaértus on 0, kui orbiitide arv vérdub struktuurielementide arvuga.

Stimmeetriaga on lugu samasugune nagu struktuuriga. Koik teavad mis see on, kuid ei oska selgitada. Siiski on
stimmeetriaga asi lihtsam, teatmeteostes domineerivad definitsioonid ‘a la “siimmeetria on terviku sddrane asetus, kus
selle mingist teljest voi keskpunktist vordsel kaugusel olevad osad on iihetaolised”. See on “figuraalne” ldhenemine.
Struktuursest aspektist on siimmeetria pigem Uhetaoliste kordumine kui mingi telje timber peegelduv paarilisus.

Struktuuri “figuursus” on teisejérguline. Struktuur on mdiste (aksioom 1), isomorfsete graafide identsed struktuurid
voivad omada viga erinevaid “figuure”. Téiesti siimmeetrilise graafi “figuur” vdib olla, ja tavaliselt ongi, selline kus
mingit siimmeetriat ndha ei ole. Nii nagu struktuur, on selle siimmeetria pigem abstraktne mdiste kui mingi “figuurne”
ndhtus. Muidugi saab siimmeetrilise struktuuri graafi nii vélja joonistada, et selle simmeetria “figuurselt” silma torkab.

S,

Uhe ja sama struktuuri siimmeetrilise ja mittesiimmeetrilise “figuuriga” graaf.

Graafide struktuurikisitluse, sh simmeetriakisitluse, “votmeks” on binaargraafid g; (definitsioon 1). Binaargraafide
isomorfismi-klassile g, vastab: a) automorfismide transitiivsuspiirkond ehk binaarorbiit £2R,, gn—>R, (aksioom 3.1);
b) invariantide ehk binaartunnuste klass W,, gn—W, (aksioom 4.1); ¢) taust- ehk kaasgraaf G, (def. 3), gn—>Gp; d)
naaberstruktuur gn—>GS"‘d’.n (def. 6, aksioom 7.2). Tipupaaride V;Vj, binaarorbiidi (R, ja kaasgraafi G,
identifikaatoriteks on binaartunnused wj; (def. 4). Graafi simmeetriat késitleme nn tunnusmaatriksi W tasemel, kus
koik tarvilik vilja loetav on.

Graafide struktuurikésitlus véimaldab tuvastada ja analiilisida: 1) graafi struktuuri GS (otsustused 4 ja 11) koos tema
tipu- ja binaarorbiitidega, vastavalt &Ny, £R,", ja &R, (algoritmid 1, 2, 7 ja 8, otsustused 2 ja 3 ning niited 1, 5, 6, 12
kuni 17); 2) graafide isomorfismi (algoritm 9, def. 9, otsustus 12 ning ndited 15 ja 18); 3) graafi diameetrit, ringe ja
klikke (algoritmid 3 ja 4, otsustus 7 ning nditeid 8 kuni 11); 4) graafi kaas- ehk taustgraafe G, (algoritm 5, otsustus 8
ning ndide 12); 5) graafi struktuurseid karakteristikuid (algoritm 10, otsustus 13 ning ndide 19); 6) graafi
naaberstruktuure GS%, Jja taastatavust (vt def. 6, algoritm 11, otsustused 14, 15 ning ndited 20 ja 21); 7) struktuuride
siisteemi FGSV! (aksioom 10, algoritm 11, otsustused 16 kuni 19 ning ndited 22 ja 23); 8) struktuurimuutuste
toendosuslikke karakteristikuid (aksioom 9, algoritm 12, otsustused 20 kuni 23 ning néide 24).

Jargnevas materjalis lisandub loetelule ka graafide siimmeetriaga seonduv.



1. GRAAFIDE SUMMEETRIA ALUSED

1.1. Automorfismid ja simmeetriaklassid

Summeetria graafides rajaneb orbiitidel £ ehk automorfismide transitiivsuspiirkondadel. Kombinatoorsest aspektist
kasitletakse automorfismi a(v;)=v; kui graafi tippude naabrust séilitavat permutatsiooni. Seda tdlgendatakse kui
isomorfismi iseendas. Automorfismid moodustavad graafi automorfismiriihma AutG. Permutatsioonitehnika votetega
fikseeritakse selles rithmas automorfismide transitiivsuspiirkonnad ehk orbiidid, mille elemente peetakse
“fihesugusteks”. AutG puhul huvitutakse peamiselt tipuorbiitidest.

Struktuursest aspektist kasitletakse automorfismi @ kui struktuuri séilitavat tippude voi tipupaaride substitutsiooni
(permutatsiooni). Kuna automorfismid on seotud isomorfismiga, siis toimub orbiitide indutseerimine binaargraafide
isomorfismiklasside {gij=0ij=...20ijq}=9,=GS baasil, kus iga klass kujutab n6 “isomorfismide transitiivsuspiirkonda”,
kus transitiivsusel tdhendust ei ole. Niisiis, lokaalne isomorfism gjj1=0ij; v0i Gj=Gj,. vastab graafi automorfismile,
isomorfismiklass aga orbiidile £2 (vt orbiidiaksioomid 3) ehk simmeetriaklassile.

Permutatsioonitehnikas kasitletakse graafi kui “figuuri”, mis selle pddramisel imber oma telgede ja/vdi keskme siilitab
oma kuju ja mérgistatuse.

Naide 25a. Graaf G, selle binaartunnused ja orbiite tuvastav tunnusmaatriks W**:

Binaartunnused: -4=-2.5.7; -B=-2.5.6, -C=-2.4.4; +D=+2.3.3; +E=+2.4.5; +F=+3.8.16.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 ABCDEF k
1 0 -C| +E +E -C -C +D 4D 003220 1
2 0 -C -C +F +FE +D +D 003220 1
3 0 +D  +F -B +D -A 111211 2
4 0 -B +F -A +D 111211 2
5 0 +D -A +D 111211 2
_61 0 +D -A 111211 2
7 0 -C 201400 3
8 0 201400 3

Naide 25b. Vordleme tunnusmaatriksiga saadut graafi G “figuuri” podramisel {imber telgede saadud rithma AurG

permutatsiooni-maatriksiga, mis on tdiendatud vastavate tipusubstitutsioonide, binaartunnuste ja korrutustabeliga.

afi | 12345678 | Substitutsioonid | Binaartunnused | @ | ol a2 o3

| 12 345678 %) 1)

a | 13436587 | (@3-96-00-8 | @ap2+p2-c3 | ad | 1 @B @

@ | 21654378 | (1-2)3-6045(2) | -ci-BBo |2 |8 1 a

a3 | 215634187 | (1-2)(3-5)(4-6)(7-8) -CL,+F,+F,-C3 a3 | a2 al |
Orbiidid

Naide 25c. Tippude substitutsiooni identifitseeriva (-B) ja mitte identifitseeriva binaartunnuse (-4) binaargraafid gj
koos nende servi iseloomustavate binaartunnustega:

-B_

Oij =

D3,

k= gi"=
D2, F,
I ]
F, D2

k=

E DI
i j D3,
Fi D3,



Kommentaar: Identifitseerivat binaargraafi moodustava tipuga i intsidentsete servade binaartunnused kattuvad tipuga j
intsidentsete servade binaartunnustega, mitteidentifitseerival need ei kattu.

Otsustused 24. Permutatsioonitehnika ja struktuurse késitluse erinevustest ja kokkulangevusest orbiitide tuvastamisel:
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Permutatsioonne orbiidituvastus toimub graafi “figuuri-pddramis-operatsioonide” transitiivsuse kindlaks-
médramise teel, struktuurne késitlus rajaneb binaartunnuste klassidel.

Permutatsioonitehnikas toimub tipu- ja servaorbiitide tuvastamine eraldi ning “mitteseva” orbiitide tuvastamist
ei tunta. Struktuursel kisitlusel toimub positsiooni-, binaar(+)- ja binaar(-)orbiitide tuvastamine kompleksselt,
kus tunnusmaatriks W esitab tervikliku pildi..

Permutatsioonitehnikas voib stimmeetriliste graafide puhul iiksikoperatsioonide arv ulatuda faktoriaalini,
struktuursel késitlusel seda ei juhtu.

Erinevate struktuuridega graafid vGivad omada Uhte ja sama rihma AutG kuid omavad erinevaid
tunnusmaatrikseid W**.

Permutatsioonitehnika iga tipusubstitutsiooni jaoks leidub seda identifitseeriv binaartunnus, kuid mitte kdik
binaartunnused ei identifitseeri substitutsiooni.

Nii permutatsioonitehnikas kui ka struktuursel kasitlusel tuvastatud orbiidid langevad kokku!

Struktuurne orbiidituvastus on lihtsam kui permutatsioonitehniline tuvastamine.

1.2. Simmeetria liigid

Definitsioon 10. Graafi G, millel on iiksainus tipuorbiit £V, nimetame tippudest simmeetriliseks ehk struktuuri GS,
millel on iiksainus positsiooniorbiit £V, nimetame elementidest simmeetriliseks.

Otsustus 25. Tippudest simmeetrilise graafi alamgraafide hulk {G-v;} kujutab endast isomorfismiklassi.

Definitsioon 11. Graafi G ja selle struktuuri GS, millel on ainult iiks binaarorbiit £2R, nimetame taissimmeetriliseks.

Kommentaar: Taisgraaf koosneb ainult iihest binaar(+)orbiidist omamata tihtki binaar(-)orbiiti ning tiihigraaf koosneb
ainult ihest binaar(-)orbiidist omamata iihtki binaar(+)orbiiti — need mdlemad ongi téis- ehk 100% siimmeetrilised.

Definitsioon 12. Graafi G ja selle struktuuri GS, millel on ainult iiks binaar(+)orbiit £2R," ja ainult iiks binaar(-)-orbiit
(R, nimetame duaalsimmeetriliseks.

Kommentaar: Duaalsiimmeetrilist graafi on nimetatud ka “tugevalt siimmeetriliseks” [Titov, 1975] kuid seda hoopis
teistel alustel ja sellele on tuldud hoopis teisi radu pidi.

Naide 26. Duaalsiimmeetrilise Titovi graafi G™'"° binaartunnused ja tiielik tunnusmaatriks W**. Graafi ennast ei ole
motet esitada, sest “figuurselt” ei ole duaalsiimmeetria dratuntav.

Binaartunnused: —4=-2.4.4 ja +B=+2.3.3.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 AB

i k
1 0 +B +B +B +B -4 -A -A -A 44 1
2 0 +B -4 -A +B +B -4 -A 44 1
3 0 -A -A -A -4 +B +B 44 1
4 0 +B -A +B +B -4 44 1
5 0 +B -4 -A +B | 44 1
6 0 +B -4 +B | 44 1
7 0 +B -4 44 1
8 0 +B | 44 1
9 0 44 1

Kommentaarid: a) Juhuslikult on duaalsiimmeetriline graaf G™"'° ka isetdienduv. b) Ka Peterseni graaf G™®' on
duaalstimmeetriline (kuid mitte isetdienduv).



Definitsioon 13. Graafi G ja selle struktuuri GS, millel on:
a) iiks binaar(+)orbiit £R," ja mitu binaar(-)orbiiti £2R,” nimetame (+)simmeetriliseks (graafi G puhul ka
servadest siimmeetriliseks);
b) iiks binaar(-)orbiit £2R,,” ja mitu binaar(+)orbiiti £2R,," nimetame (-)stimmeetriliseks.

Kommentaarid: (+)siimmeetrilist graafi, millel on rohkem kui iiks binaar(-)orbiit on nimetatud ka “kiillaltki
siimmeetriliseks” [Titov, 1975] kuid seda hoopis teistel alustel ja sellele on joutud hoopis teisi radu pidi, néiteks
“servaldhedast siimmeetriat” ja muud seesugust toestades.

Naide 27. (+)simmeetrilise Heawood’i graafi MW binaartunnused ja tiielik tunnusmaatriks W**

Binaartunnused: —4=-3.8.9, -B=-2.3.2 ja +C=+5.14.21.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 ABC k
1 0 +C -B -A -B +C -B -A -B -4 -B -A -B +C 463 1
2 0 +C - -4 -B -4 -B -4 -B +C -B -4 -B 463 1
3 0 +C  -B -4 -B +C  -B -A -B -4 -B -A 463 1
4 0 +C -B -4 -B -4 -B -A -B +C -B 463 1
5 0 +C  -B -4 -B +C -B -4 -B -4 463 1
6 0 +C -B -4 -B -4 -B -4 -B 463 1
7 0 +C  -B -4 -B +C -B -A 463 1
8 0 +C -B -4 -B -4 -B 463 1
9 0 +C -B -4 -B +C 463 1
10 0 +C -B -A -B 463 1
11 0 +C -B -4 463 1
12 0 +C -B 463 1
13 0 +C 463 1
14 0 463 1

Kommentaar: Heawood’i graafi binaartunnuste arv vordub binaarorbiitide ja naaberstruktuuride arvuga.

Definitsioon 14. Tippudest siimmeetrilist graafi G ja selle struktuuri GS, millel on mitu binaar(+)orbiiti £2R,," ja mitu
binaar(-)orbiiti LR, nimetame polistimmeetriliseks (vt ndide 13).

Duaal-, (+)-, (-)- ja poliisiimmeetrilisi struktuure koos v3ib nimetada lihtsalt siimmeetrilisteks struktuurideks.

Otsustused 26. Struktuuri simmeetriaatribuutide omavahelisest seotusest:

026.1. a) (+)stimmeetriline struktuur on kas elementidest siimmeetriline vdi kahealuseline; b) duaal-. (-)- ja
polisiimmeetriline struktuur on elementidest siimmeetriline.

026.2. a) Siimmeetriaklassi ehk binaarorbiidile £2R,, vastab binaargraafide isomorfismklass gy (def. 1, aksioom 3) ja
selle binaartunnuste klass Wy (aksioom 4). b) Siimmeetriaklassi ehk binaarorbiidi £2R, igale elemendile viv;,
ViVje {R,, vastab naabergraaf Gadjij (def. 6), niisugune mis on isomorfne kdigi selle orbiidi elementidele
vastavate naabergraafidega, st need kujutavad naaberstruktuuri GS™,.. c) Igale siimmeetriaklassile ehk
binaarorbiidile £2R, vastab iiks naaberstruktuur GS*¥, (aksioom 7).

Stimmeetrilisi struktuure esineb harva. Nditeks 6-elemeniliste struktuuride hulgas on neid vaid 4, st vaid 2,56%. See %
kahaneb elementide arvu suurenemisel. Stimmeetriline struktuur, kui ta ei ole kahealuseline, on muidugi regulaarne. Ka
regulaarsete ja rangelt regulaarsete hulgas on siimmeetriliste esinemine harv nihtus. Néites 6 esitatud tugevalt
regulaarsel graaf ei ole tippudest siimmeetriline, sellel on 15 tipu-, 79 binaar(+)- ja 74 binaar(-)orbiiti. Seda enam on
alust struktuuride siimmeetriat uurida.

Definitsioon 15. Graafi G ja selle struktuuri GS, mis ei ole elementidest (tippudest) siimmeetriline ja omab véhemalt
iiht positsiooniorbiiti (tipuorbiiti) £V elementide arvuga rohkem kui tiks nimetame lokaalsimmeetriliseks (vt niide
25a).

Kommentaar: Peaaegu kdik struktuurid on lokaalsiimmeetrilised. Néiteks, kdigist 156 6-tipulistest graafidest on 149
lokaalsiimmeetrilised, st ~95,5% graafidest. Tippude arvu suurenemisel see protsent viheneb, kuid rdhuvaks enamuseks
osutuvad nad ikkagi.



Definitsioon 16. Graafi G ja selle struktuuri GS, mille positsiooniorbiitide arv K vordub elementide arvuga ’ V‘ ehk
binaarorbiitide arv N vordub tipupaaride arvuga | R| nimetame taisasiimmeetriliseks ehk O-siimmeetriliseks.

Kommentaar: Graafi tdielik asiimmeetria ehk tdisasiimmeetria on peaacgu sama erandlik nagu siimmeetria. Naiteks,
koigi 156 6-tipuliste graafide hulgas on neid vaid kolm, st ~1,9% graafidest (vihem kui siimmeetrilisi!). Kuid see
protsent suureneb tippude arvu suurenemisel.

Otsustus 27. Siimmeetria seotus siimmeetriaklasside ehk orbiitide £2R,, arvuga N annab sobiva liigituse.

1.3. Simmeetriaklassi kaasgraafid

Kaasgraafi moodustavad binaarorbiidi (siimmeetriaklassi) 2R, elemendid. Definitsioonis 3° olime seda veel
taustgraafiks nimetanud.

Definitsioon 17. Graafi, mille servad e; vastavad graafi G binaarorbiidi (2R, elementidele (st tipupaaridele vivj)
nimetame graafi G kaas- ehk taustgraafiks Gp,.

Otsustused 28. Graafi G kaasgraafide G, moodustumise kohta:

028.1. a) Igal orbiidil £2R, on oma kaasgraafi G,,; b) Kaasgraaf on graafi endastmdistetav atribuut.

028.2. a) Binaar(+)orbiidile £R," vastab kaas(+)graaf G, ja see kujutab endast graafi G osagraafi; b) binaar(-
)orbiidile £2R,” vastab kaas(-)graaf G, ja see kujutab endast graafi tiiendi |G osagraafi.

028.3. Kaasgraaf G, omab samuti kaasgraafi ehk teist ehk kérgemat jarku kaasgraaf G,’.

028.4. Duaalsiimmeetrilise struktuuri tidiend IGS on selle ainuke kaasgraaf, mis on samuti duaalsiimmeetriline.

Naide 28. (+)siimmeetriline Heawood’i graaf G"&"" (vt niide 27) omab kaht kaas(-)graafi G, Selle graafi esimese
kaas(-)graafi G..3 g9 binaartunnused ja tunnusmaatriks W**:

Binaartunnused: -4=-3.10.16, -B=-2.4.4 ja +C=+3.8.10,

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 ABC k
1 0 -4 -B +C -B -4 -B +C -B +C -B +C  -B -4 364 1
2 0 -4 -B +C -B +C -B +C  -B -A -B +C | -B 364 1
3 0 -4 -B +C -B -4 -B +C -B +C -B +C 364 1
4 0 -4 -B +C -B +C -B +C -B -4 -B 364 1
5 0 -4 -B +C -B -4 -B +C -B +C 364 1
6 0 -4 -B +C -B +C -B +C | -B 364 1
7 0 -4 -B +C  -B -4 -B +C 364 1
8 0 -4 -B +C -B +C | -B 364 1
9 0 -4 -B +C  -B -4 364 1
10 0 -A -B +C | -B 364 1
11 0 -4 -B +C 384 1
12 0 -4 -B 364 1
13 0 -4 364 1
14 0 364 1

Kommentaarid: a) Graafi GHEAW esimene kaas(-)graaf Gy.389 on samuti (+)siimmeetriline ja omab omakorda kaht

kaas(-)graafi nagu G"™"W, kuid selle struktuur on hoopis teistsugune. b) Graafi G teist jirku kaasgraaf: esimese
kaas(-)graafi Gp.389 esimese kaas(-)graafi Gn;2_3,10_16 (siin esitamata) binaartunnused on —A4=-3.8.9, -B=-2.3.2 ja
+C=+5.14.21 ning see osutub Heawood’i graafiks GHEAW endaks! c) Graafi GHEAW teise kaas(-)graafi Gp.p3, (siin
esitamata) binaartunnused on —4=-=0 ja B=+2.7.21, seega on see duaalsiimmeetriline ning tunnustest on vilja loetav
(vt otsustus 5.4), et see koosneb kahest 7-klikilisest komponendist.

Otsustused 29. Graafi G kaasgraafide G, omaduste kohta:
029.1. Kaasgraafid G, on reeglina (+)siimmeetrilised.



029.2. Kaasgraafid G, (kaasstruktuurid GS,) jargivad graafi G struktuuri GS siimmeetriat, veelgi enam, nad voivad
tapsustada graafi siimmeetriaomadusi.
029.3. Juhul kui ei ole teada, kas binaartunnuste klass W, vastab binaarorbiidile, siis saadakse vastava “robustse”

kaasgraafi G, abil tépsustatud binaartunnuste klass W, mis parajasti vastab orbiidile £2R,. Seda votet
kasutatakse tippudest siimmeetriliste graafide struktuuri tuvastamisel (vt algoritm 7.1 ja ndide 13).
029.4. Kaasgraaf G, omab samuti kaasgraafi ehk teist ehk kérgemat jirku kaasgraaf G,’.

Kommentaar: Kaasgraaf G,, on struktuuri oluline uurimisvahend.

2. SUMMEETRIA ANALUUS GRAAFIDES
2.1. Kaasgraafide rakendus
Huvitava grupi moodustavad ka siimmeetrilised kahealuselised graafid. Kunagi 1965 aastal piistitas F.Harary kiisimuse:
kas graafi servasiimmeetriast, st (+)siimmeetriast jareldub ka tipusiimmeetria? Kiisimuse lahendas J.Folkman [1967],
kes konstrueeris (+)stimmeetriliste graafide klassi, mille graafid ei ole tippudest siimmeetrilised. Neid nimetatakse

kooskdlastamata kahealuselisteks graafideks. Viikseim neist on 20-tipuline.

Folkmani graafi analiiiis [vt ndide 12, Tevet 2004d] niitas, et selle kaas(-)graafideks on osutunud: GFOLKn;.A — Peterseni

graaf GPET: GFOYK .5 — GFOY enda kahealuseline tiiend; G™M,.c — paljukomponentne (+)siimmeetriline graaf;
GFOLKH;_D — Peterseni graafi GPET tiiend; GFOLKn;_E — kaas(-)graafi GFOLKH;_C sidus ja (+)stimmeetriline tdiend, GFOLKH;+F

— Folkmani graaf GF ise.

Jargnevas vordleme Folkmani graafi Titovi [1975] poolt konstrueeritud 20-tipulise kahealuselise kooskolastamata
graafiga.

Naide 29a. (+)siimmeetrilise kahealuselise Titovi graafi G™"% binaartunnused koos Folkmani graafi GF°**% binaar-
tunnustega (sulgudes esitatult) ja tdielik tunnusmaatriks W**:

Binaartunnused: -4=-3.14.30 (-4.14.24); -B=-2. 8.12 (-3.8.10); -C=-2. 6. 8 (-2.6.8); -D=-2. 5. 6 (-2.4.4);
E=-2.4.4(-2.3.2); -F=+3.12.24 (+3.6.8).

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 )11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 | ABCDEF k
1 o -Cc -E - -C -C -C -E -C -C|+F +F -4 A +F +F +F -4 A +F | 406036 1
2 0o -C -E -E -C -C -C -E -C|+F +F +F -4 -A +F +F +F -4 -A 406036 1
3 0 - -E -Cc -C -C -C -E|-A +F +F +F -A A +F +F +F A4 406036 1
4 0o - -E -C -C -C -C| -4 A +F +F +F -A A +F +F +F | 406036 1
5 0 -C -E -C -C -C|+F -4 A +F +F +F -4 -A +F  +F 406036 1
6 0o -E -C -C -E|+F +F -A +F -A +F +F A +F -A 406036 1
7 0 -E -C C|-4 +F +F -A +F -A +F +F -4 +F | 406036 1
8 0 -E -C|+F -A +F +F -A +F -A +F +F -4 406036 1
9 0 -E|-A4 +F -A +F +F -A +F -A +F +F | 406036 1
10 | 0 +F  -A +F  -A +F +F  -A +F  -A +F 406036 1
11 0 -D -D -D -D -B -D -D -D -D 410806 2
12 0 -b - -D -D -B -D -D -D 410806 2
13 0 -D -D -D -D -B -D -D 410806 2
14 0 - -D -D -D -B -D 410806 2
15 0 -D -D -D -D -B 410806 2
16 0 -D -D -D -D 410806 2
17 0 -D -D -D 410806 2
18 0 -D -D 410806 2
19 0 -D 410806 2
20 0 410806 2

Kommentaarid: a) Graafide G™"? ja GF°"*? binaartunnused on erinevad kuid kaas(-)graafide arv on vdrdne. b) Graafis

G"™ on graafi GTO*% Peterseni (kaas)graafi ja selle tiiendi kohal, st osamaatriksis W, ,, iiks (+)siimmeetriline 8-
valentne kaas(-)graaf G, ja selle tiiend viie 2-klikilise komponendi ndol esindatud. ¢) Kahealuseline
(+)stimmeetrilise graaf G jse ja selle tidiend on esindatud osamaatriks Wi ».



GTITZO

Naide 29b. Titovi graafi G™'?° osamaatriksi W ; baasil saadava kaasgraafi n-- tunnusmaatriks W**,

Binaartunnused: —4=-2.3.2 ja +B=+4.10.15.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 4B K
1 0 -A +B +B -A -A -A +B -A -A 63 1
2 0 -A +B +B -A -A -A +B -A 63 1
3 0 -A +B -A -A -A -A +B 63 1
4 0 -A +B -A -A -A -A 63 1
5 0 -A +B -A -A -A 63 1
6 0 +B -A -A +B 63 1
7 0 +B -A -A 63 1
8 0 +B -A 63 1
9 0 +B 63 1
10 0 63 1
Kommentaar: Graafi G™'?° osamaatriks W, baasil saadav kaasgraaf GT'Tzon;_E:GPETon Peterseni graaf (me tunneme

selle dra tunnuse +4.70.15 pdhjal). d) Samas on ka selle tiiend kaasgraafi G™"%

n.-c hiol esindatud.
Huvitavaid tulemusi annab ka kaasgraafide edasine uurimine, kuid piirdume esitatud tunnusmaatriksist véljaloetuga.

Otsustus 30. Erinevate kahealuseliste kooskolastamatute graafide liheks kaasgraafiks Gy voib osutuda Peterseni graaf
G"F'. Kaasgraafide analiiiisimine on tarvilik.

2.2. Peterseni fenomenist

Naide 30. Peterseni graafi G*5" “binaarfiguur”.

]
Kommentaar: [lma Peterseni graafi klassikalise “spikri” abita on tema binaarfiguurina kujutamine raskendatud.

Tegime katseid konstrueerida 14- ja 18-tipulisi (st 7- ja 9-“nurkseid” ehk —“tsiiklilisi) Peterseni graafide analooge mida
siin “pseudopetersenlikeks” graafideks nimetame. Katsed andsid jargmisi tulemusi.

Naide 31a. Uks 7- ja iiks 9-“nurkne” graaffiguur G™5Y7 ja GPSEY9,

Naide 31b. Graafide G™*FY" ja GP**" binaartunnused w;; ja tunnusmaatriksid W**.

GPEY": _4=-3.6.6; -B=-3.4.3; -C=-2.3.2; +D=+4.5.5; +E=+4.8.9.
GPSEY: _4=4.89; -B=-3.4.3; -C=-2.3.2; +D=+4.5.5; +E=+4.8.9.
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i 8 9 10 11 12 13 14 1 2 3 4 5 6 7 ABCDE
8 0o -C -B +E +E -B -C | +t£ -C -A -C -C -4 -C 22603

k

1

9 0o - B +E +E B| -Cc +E -C -4 -C -C -4 22603 1

10 0o ¢ B +E +E| -4 -c +E -Cc -4 -c -Cc | 22603 1

11 0o - B +E| -c 4 ¢ +E ¢ -4 -C | 22603 1

12 o ¢ B|-C - -4 -C +E -C A 22603 1

13 0 | -4 - - -4 -C +E -C | 22603 1

_14 1 ol -c 4 -c ¢ 4 -c +E | 2203 1

1 0 +D -C -A -4 -C +D | 40621 2

2 0 +D -C -4 A C 40621 2

3 0 +D -C -A -4 40621 2

4 0 +D -C -4 40621 2

5 0 +D -C 40621 2

6 0 +D | 40621 2

7 0 40621 2
iJ]1 2 3 4 5 6 7 8 9]10 11 12 13 14 15 16 17 18 | ABCDE k
1lo b < B B B B -C +D|+E -Cc B B -C -C -B -B -C| 0821 1
2 o +b < -B B B B C|-c +E -Cc -B -B -C -C -B -B | 08621 1
3 o +b < B B -B -B|-B -C +E -C -B -B -C -C -B | 08621 1
4 o +p C B B -B|-B -B -C +E -C -B -B -C -C| 08621 1
5 o b < B B|-Cc -B -B -C +E -C -B -B -C| 08621 1
6 o +p -c -B|-Cc -c -B -B -C +E -C -B -B | 08621 1
7 0o +» C|-B -C -C -B -B -C +E -C -B | 08621 1
8 0o +D|-B B -c -c -B -B -C +E -C | 08621 1
9 o|l-c B B -C -C -B -B -C +E| 08621 1
10 [ 0 -C -4 -B +E +E -B -4 -C | 26603 2
11 0 -C -A -B +E +E -B -A | 26603 2
12 0 -C -A -B +E +E -B | 26603 2
13 0 -C -4 -B +E +E | 26603 2
14 0 -C -4 -B +E | 26603 2
15 0 -C -4 -B | 26603 2
16 0 -C -4 | 26603 2
17 0 -C | 26603 2
18 0 | 26603 2

Kommentaarid: a) Saadud graafid ei ole duaalsimmeetrilised (nagu seda on G™®') ega (+)siimmeetrilised ega ka
tippudest siimmeetrilised, kuid Peterseni ringid d+/=5 siiluvad. b) Graafide G™¥" ja G™FY? struktuurid on sarnased,
seda iseloomustavad nende sarnased binaartunnused. ¢) Nii graafi G">"7 kui ka graafi G™FY? kaas(+)graaf G™Y,..p
kujutab selle “vilis-“ ja G"°FY,..¢ kujutab selle “siseringi”. d) Seega 7-ringe ega 9-ringe ei dnnestunud konstrueerida.
Otsustus 31. Peterseni graafi analoogid G"SEY siilitavad Peterseni ringid pikkusega d+/=35.

Naide 32. Graafi GPSEY” kaasgraafide GPSEwn;_A ja GPSEU7n;+D binaartunnused ja tunnusmaatriksid W**.

Kaasgraafi GPSEWn;.A binaartunnused: -4=-4.8.9, -B=-4.5.4, -C=-3.4.3, -D=-2.3.2, +E=+2.3.3.

| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 | ABCDE k
1 0 -D -C +E +E -C -D -A -D +E -C -C +E -D 10444 1
2 0 -D -C +E +E -C -D -A -D +E -C -C +E 10444 1
3 0 -D -C +E +E +E -D -A -D +E -C -C 10444 1
4 0 -D -C +E -C +E -D -4 -D +E -C 10444 1
5 0 -D -C -C -C +E -D -4 -D +E 10444 1
6 0 -D +E -C -C +E -D -A -D 10444 1
71 0 -D +E -C -C +E -D -4 10444 1
8 0 -C -B -D -D -B -C 12442 2
9 0 -C -B -D -D -B 12442 2
10 0 -C -B -D -D 12442 2
11 0 -C -B -D 12442 2
12 0 -C -B 12442 2
13 0 -C 12442 2
14 0 12442 2




Kaasgraafi GPSEY7 ..p binaartunnused: -4=-3.4.3, B=-2.3.2, C=+6.7.7

i |1 2 3 4 5 6 7 | ABC k
1 0 +C -B -A -A -B +C | 222 1
2 0 +C -B -A -4 -B 222 1
3 0 +C  -B -4 -4 222 1
4 0 +C  -B -4 222 1
5 0 +C  -B 222 1
6 0 +C | 222 1
7 0 222 1
Kommentaarid: a) Kaasgraafi G"*Y" _, siimmeetria jirgib originaali G""" siimmeetriat selles, et mdlemal on kaks

tipuorbiiti ja 9 binaarorbiiti, igas osamaatriksis kolm. b) Péhiline erinevus: G™5Y7 on regulaarne 3-valentne, selle

kaasgraaf GPSEWn;:_A on mitteregulaarne, 2- ja 4-valentne, kuid (+)-siimmeetriline. d) Kaasgraaf GPSEWn;_B (ei ole
esitatud) on nelja tipuorbiidiga ebasiimmeetriline regulaarne 2-valentne graaf. €) Kaasgraaf G™5Y7 . ¢ (ei ole esitatud)
on kahe tipuorbiidi ja paljude binaarorbiitidega 6-valentne regulaarne graaf. f) Kaas(+)graaf G™Y".,p kujutab endast
G"SEY7 7-tipulist valisringi ning on (+)-siimmeetriline. g) Kaasgraaf G™5Y/_..¢ (ei ole esitatud) kujutab endast 7-tipulist

siseringi koos rippuvate vilisringi tippudega 1, 2, 3, 4, 5, 6 ja 7 ning ei ole siimmeetriline.

2.3. Binaartunnuste taielikkusest

Binaartunnustel on oluline roll graafi simmeetriaklasside tuvastamisel. Nende tdielikkus on saavutatav mitmesuguste
siivaidentifitseerimise votetega (vt algoritm 7). Vaatleme nd esmaseid binaartunnuseid eesmérgiga vilja selgitada,
missugustel tingimustel on binaartunnused binaargraafi tdielikud invariandid. Vastavalt definitsioonile 4 maiérab
binaartunnus +d.n.g;j: a) binaargraafi gjj moodustavate tippude naabruse (+) vdi “mittenaabruse” (-); b) moodustavate
tippude vahelise kauguse -d vdi kolateraalse kauguse +d; ¢) binaargraafi tippude arvu n; d) binaargraafi servade arvu .

Otsustused 32. Binaargraafide tiielikkusest:

032.1. Kui binaargraafi gjj servade suvaline, kuid pikkust d sdilitav imberpaigutus ei muuda tema struktuuri voi
mérki, siis on esmane binaartunnus +d.n.g;; oma binaargraafi taielik invariant.

032.2. Kui graafi iga binaar(+)tunnuse dnq puhul n=| 7| (st graafi tippude arvuga) ja q:|E ‘ (st graafi servade
arvuga), siis kattuvad selle kdik binaar(+)graafid graafi endaga, kus d+/ niitab graafisiseste ringide (tsiiklite)
pikkust. Sel juhul on binaar(+)tunnus graafi tdgielik invariant, sest vastava binaargraafi tippudevahelisi servi
iseloomustavad tipselt samasugused binaargraafid ja nende binaartunnused.

032.3. Kui duaalsiimmeetrilise graafi binaar(+)tunnuse n ja ¢ vorduvad vastavalt duaalsiimmeetrilise graafi tippude
arvu | V]| ja servade arvu |E| mingi osaga ja binaar(-)tunnus —d=-0, siis koosneb duaalsiimmeetriline graaf
mitmest {ihesugusest komponendist.

Kommentaar: Téielikud invariandid on nditeks Peterseni tunnus +4.10.15 ja Heawood’i tunnus +5.14.21.
Naide 33a. Binaargraafe, millede binaartunnused on tdgielikud invariandid:
—2_.4.4 +2_.4.5 —2_.5.7 -3_.6.6 -3_.5.5
i i
R
] ]
Naide 33b. Binaargraafe, millede binaartunnused on mittetdielikud invariandid:

-2.6.10 -2.7.12 Y +3.8.16

— e ——
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2.4, Jaakgraaf ja selle rakendus

Vaatleme ldhemalt piirjuhtu, kus kahe 40-tipulise tugevalt regulaarse duaalsimmeetrilise graafi GN*'5 ja GNF'g
[Netshepurenko jt 1990] puhul kus mdlema binaar(+)orbiit moodustub 4-klikke kujutavate binaar(+)graafide
isomorfismiklassi +gn baasil (tunnus wjj=+2.4.6) ja molema binaar(-)orbiit binaar(-)graafide isomorfismiklassi —gy
(tunnus W;;=-2.6.8) on samuti tdielik invariant. Mdlema graafi duaalsimmeetrias kahtlust ei ole. Eelnevalt paar
selgitust.

Definitsioon 18. Graafi Gj;, mis saadakse binaargraafi g;; eemaldamisel graafist G nii, et sdilivad seda moodustavad
tipud v; ja vj, Gjj=(G-gij)\(Vi&V;) nimetame jaakgraafiks.

Otsustused 33. Jadkgraafide kohta:

033.1. Jadkgraafi Gj baasil saadud binaargraaf kujutab endast teist jarku binaargraafi gijm:2 ja selle binaartunnus teist
jarku binaartunnust Wijmzz. Graafist G teist jarku binaargraafi gijm:2 eemaldamisel saadud jadkgraaf kujutab
endast teist jirku jécikgraafi G, mille binaargraafid on kolmandat jirku binaargraafid g;™= jne.

033.2. Jidkgraafi G;"=(G-g;")U(Vi&v;) kdrgemat jirku binaargraaf g™, milles on eemaldatud seda moodustavad
tipud v; ja v, kujutab endast binaargraafi tuuma g™

Kommentaarid: a) Pohimdtteliselt voib identifitseerimisfunktsioon (vt algoritm 1) olla konstrueeritud nii, et see
identifitseerib ka korgemat jarku binaartunnuse. b) Korgemat jarku binaargraafide saamine on kiiresti koonduv, seni ei
ole leidunud graafi, mille binaargraafide jirk on suurem kui m=3. ¢) Kiisimus on, kas graafide GN', ja GN®'g
struktuurid on identsed voi mitte. Selleks tuleb vorrelda kumbagi graafi kérgemat jirku binaargraafe (vt. algoritm 3 ja
niide 14).

Graafide GN¥"5 ja GNE'g puhul saame mélemale teist jirku binaartunnused +Wijm=2:+3.20.64 ja -Wijm=2:—3.] 8.48. Ka
nende tunnuste baasil ei ole graafide struktuurid eristatavad. Kolmandat jérku binaargraaf gijm=3 ei teki, see osutub
tiihjaks . Kuna saadud binaartunnused w;j"~> on mittetiielikud invariandid tuleb tuvastada graafide GN'5 ja GN*'g
teist jarku binaargraafide gijm=2 struktuur, st moodustada nende lokaalsed tunnusmaatriksid Wijmzz. Selleks valime
mdlemast graafist iihe suvalise teist jarku binaargraafi, olgu need gl_emzchNETA ja gzo_zzmzchNETB.

NET,m=2

M=2—GNET, binaartunnused ja tunnusmaatriks Wj Al

Naide 34a. Teist jarku binaargraafi g;.¢

Binaartunnused —4=-2.6.8; -B=-2.4.4; -C=-2.3.2; +D=+2.4.6; +E=+3.12.28; +F=+3.20.64.

i 4 9 10 11 16 20 21 23 27 28 30 32 33 34 35 36 37 40 1 6 ABCDF  k

4 o ¢ B B B -C -4 +E D -4 +E D -C -B -B -C -B +E| -A -D | 364330 1

9 o B B B 4 -C B -C -D -B -4 -C +E +E -D +E -B| -4 -D | 364330 1
10 o0 -4 -4 -B -B -C +E -B -C -B +E -C -D +E -C -D|-D -4 364330 1
11 0 -4 -B B -C +E B D B +E D -C +E -C -C|-D -4 364330 1
16 0 -8 B -D +E B -C B +E -C -C +E -D -C|-D -4 364330 1
20 o -b B -C -C -B -A4 -D +E +E -C +E -B | -4 -D | 364330 1
21 0o +£ C -4 +E C D -B -B -C -B +E| -4 -D | 364330 1
23 0 -8B +E 4 B B C -C -B D -A4|-D -4 364330 1
27 0 -C B -D 4 -B -B -4 -B -B| -4 -D | 364330 1
28 0 +tt -C -C -B -B -D -B +E| -A -D | 364330 1
30 0 -8 B -D -C -B -C -A|-D -4 364330 1
32 0 -C +E +E -C +E -B | -4 -D | 364330 1
33 0 B B -4 -B -B|-A -D | 364330 1
34 0 -4 -B -4 -C|-D -4 364330 1
35 0 -B -4 -D|-D -4 | 364330 1
36 0 -B -B| -4 -D | 364330 1
37 0 -C|-D -4 364330 1
40 | 0 -D -4 364330 1

1 0 +F | 900901 2

6 0 900901 2
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Naide 34b. Teist jarku binaargraafi g,q.2,

=2 ~NET
"G

g binaartunnused ja tunnusmaatriks

NET,m=2 |,
Wij B-

Binaartunnused: -4=-2.6.8; -B=-2.4.4; +C=+2.4.6; +D=+3.12.24; +E=+3.20.64.

Kommentaarid: a) Struktuuride erinevust iseloomustab eelkdige erinevate tunnuste, st binaarorbiitide arvu, erinevus. b)
Saadud struktuurid ei ole duaal-, (+)- ega (-)simmeetrilised, need on lokaalsiimmeetrilised. ¢) Ka kdrgemat jarku
binaargraafidele vdib moodustada kaasgraafe, millede abil voib struktuuri uurida soovitava tasemeni (siigavuseni). d)
Niites 14 esitatud max w;**® on voetud g tuuma (vt otsustus 34.2) esitavast tunnusmaatriksist Wi;.

Teist jarku binaargraafide Q1.4

mZZCGNET

NET;m=2

. m=2__~NET
Aja On2 <G g

koosneb 20 tipust ja 64 servast ning i ja j vaheline kolateraalne kaugus +d=3.

i 1 2 5 7 8 9 11 14 15 18 25 27 29 32 33 35 39 40| 20 22 | ABCDE k
1 +C B -B -B -B -B -B -B -B -B -B +D -B +C -B +D +D| -4 +C | 1.12.330 1
2 0 B -B +D  -B -B -B +D -B -B +D -B -B +C -B -B -B -A +C | 1.12.330 1
5 0 +D -B -B -B +C -B -B +C +D -B -B -B -B -B +D | -4 +C | 1.12.330 1
7 0 -B  -B -B -B +C -B -B -B -B +tD +D -B +C -B | +C -4 |1.12330 1
8 0 +C -B +D -B -B -B -B -B +D -B -B -B +C | +C -4 1.12.330 1
9 0 +D -B -B -B +D -B -B -B +D -B -B +C | +C -4 1.12.330 1
11 0 -B -B -B -B 4D -B +C -B +C +D -B| -4 +C |1.12330 1
14 0 -B +C +D -B -B -B -B B +D B | -A +C |1.12330 1
15 0 -B +D -B -B -B -B +D +C -B +C -4 1.12.330 1
18 0 - +C +C -B +D +D -B B | +C -4 |1.12330 1
25 0 -B  +D -B -B -B -B B| -A +C |1.12330 1
27 0 +C -B -B -B -B -B +C -4 1.12.330 1
29 0 +D -B -B -B -B +C -4 1.12.330 1
32 0 -B  +C -B B | -A +C [|1.12330 1
33 0 -B -B -B -A +C | 1.12.330 1
35 0 -B +D -A +C | 1.12.330 1
39 0 B | +C -4 | 112330 1
_40] 0 +C  -A | 112330 1
20 0 +E 90901 2
22 0 90901 2

binaartunnus on +3.20.64, mis tdhendab et kumbki

Naide 34c. Teist jarku binaargraafide gy.6™ 2cG"E' aja g20.2" °cGE'g vordlev tabel ja nende tuumade “figuurid”:

=2 ~NET
gig" ‘=G - A tuuma “figuur’:

i 1 20
i-4klikid 1, 10, 35, 40; | 20, 8,9, 40;
1, 16,23,37; | 20,7, 15,39;
1,11,30,34. |20, 18,27, 29.
i-4klikkide tunnus +2.4.6 +2.4.6
Tunnus i-4kliki ja j-4kliki tippude vahel +3.12.28 +3.12.24
j-4klikkide tunnus +2.4.6 +2.4.6
j-4klikid 6,4,27,32; 22,11, 32, 35;
6,9, 28, 36; 22,5, 14, 25;
6,20,21,33. | 22,1,2,33.
j 6 22
ol=j
1 16 3 0 40
7 33 36 21 28
6]

12

20

37

32



=2 ~NET
"G

020-22 g tuuma “figuur”:

022=j

Kommentaarid: a) Tabelist ndeme, et erinevus teist jarku binaargraafide gl_emzchNETA ja gzo_zzmzchNETB vahel seisneb

ainult tasemetevaheliste servade binaartunnustes vastavalt +3./2.28 ja +3.12.24, mis tundub voibolla “tiihisena”.
Tuuma “pildid” on seevastu drastiliselt erinevad, ei ole mingit mdtet nendes mingit isomorfismi otsima hakata. b)
Niide iseloomustab ka binaartunnuste tihendust ja tihtsust. ¢) Esitatud tuum ilmestab graafide GN®'p ja GNETg
struktuuri erinevust. d) Nii graafis GN®' 5 kui ka graafis GNE'g on 240 sellist isomorfset teist jarku binaargraafi gijm=2
mille klass (isomorfismiklass) moodustab nende ainukese binaar(+)orbiidi. Samasugune Iugu on ka nende ainukese
binaar(-)orbiidiga. €) Graafide GN¥'5 ja GMN¥'g tipunimekirjad on esitatud varasemas teavikus [vt Tevet 2002],
Netshepurenko’s [1990] endas on népuvigu.

b

Otsustus 34. Tugevalt regulaarsete duaalsiimmeetriliste graafide struktuuride erinevus on tuvastatav ja stivaanaliiiis on
teostatav nende korgemat jarku binaargraafide tasemel.

2.5. Mang Mathoni graafidel

Siivaanaliiis on mottekas ka monede teiste graafitiiiipide puhul. Néites 15 esitatud Mathoni [1980] kahealuseliste
g pide p
raafide GMAT?A ja GMAT?B gryktuur on tuvastatud vastava siivaidentifitseerimise funktsiooni abil (vt algoritm 7.3).
g ] g
Vaatleme graafi GM%* |3hemalt.

Naide 35a. Graafi GMAT?* binaartunnused ja fragment tunnusmaatriksist W:

Binaartunnused: -A=-3.12.18; -B=-2.4.4;, -C=-2.3.2; D=+38.10

i 11 12 13 14 23 24 25 1 2 3 8 9 10 ABCD k
11 0 -8B -B -B - -Cc -C| +b +D +D -4 -4 -4 6684 1
12 0 -B -C -c B -C| +D +D -A -4 -4 -4 6684 1
13 0 -C -8B -C -B| +D -4 +D -4 -4 -4 6684 1
14 0 -C B -B| +D -4 -4 +D  +D -4 6684 1
23 0 -C -B -4 -A +D . +D -A -A 6684 1
24 0 -B -4 -A -4 . -4 +D -4 6684 1
25 0 -4 -4 -4 wee +D -4 -4 6684 1
1 0 -B -B -B -B -B 9906 2
2 0 -B -B -B -B 9906 2
3 0 -B -B -B 9906 2
8 0 -B -B 9906 2
9 0 -B 9906 2
10 0 9906 2

Kommentaarid: a) Tunnusmaatriksi W jirgi ndib GM™* (+)siimmeetriline olevat nagu kahealuselised GT°% ja
GPET® (ndide 29a). Kas see nii on? b) Kaasgraafid GMATZA . GMATSA o ja GMAT®A jargivad samasugust olekut
ega anna tdiendavat klassijaotust. ¢) Tunnus +D=+3.8.10 on tiielik invariant ja binaargraafide erinevusi ei saa olla. d)
Tunnus —4=-3.12.18 ei ole kiill tdielik invariant, kuid kdik selle binaargraafid osutuvad isomorfseteks. e) Kuid millised
on tunnusega -4 mirgistatud teist jirku binaargraafid g;*"A"**™2 ,? Selgub, et need on tiihjad gi}LMATZSA'mzz_AZQ! f)
Eksisteerivad siiski vastavad jadkgraafi G;MA™**™ , tuumad. g) Graafi G"A™" jaskgraafi G; ™™™ 5 tuum on see
osa 25-tipulisest graafist GMA™A mis jdib alles parast 12-tipulise binaargraafi 0ij-a eemaldamist.
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Naide 35b. Graafi GMAT%* jaskgraafi-tuumade Gy 724, ja Gy TP, binaartunnused ja tunnusmaatriksid
W:
Gy "ATPAML | binaartunnused: -A=-4.10.12; -B=-3.9.12; -C=-3.8.10; -D=-3.6.6; -E=-2.4.4; -F=-2.3.2; +G=+3.4.4;

+H=+3.6.7.
i 4 18 21 24 25 5 6 7 10 19 20 22 23 ABCDEFGH k
4 0| +tH +H +H +H | -E -E -E -E -C -C -C -C 00404004 1
18 0 -E -F -E -B -B +G  +G -F -F -F -F 02002521 2
21 0 -E -F -B +G -B +G -F -F -F -F 02002521 2
24 0 -E +G  +G -B -B -F -F -F -F 02002521 2
25 | 0 +G -B +G -B -F -F -F -F 02002521 2
5 0 -F -F -E +G  -D +G  -D 02022240 3
6 0 -E -F -D +G -D +G 02022240 3
7 0 -F -D +G -D +G 02022240 3
10 | 0 +G___-D +G___-D 02022240 3
19 0 -4 -E -4 20121420 4
20 0 -4 -E 20121420 4
22 0 -4 20121420 4
23 0 20121420 4

Ge.1s"ATPAML | binaartunnused: -4=-4.10.13; -B=-3.9.12; -C=-3.9.11; -D=-3.8.10; -E=-3.7.8; -F=-3.6.7; -G=-3.6.6;
SH=-2.4.4; -[=-2.3.2: +J=+3.4.4: +K=+3.6.7.

i 5 10| 13 18 2 3 19 2 7 | 11 17 | 16 25 | ABCDEFGHIJK k
s o -#H|+k B |1 -H|+ +k |-H| -E -E |-D +J 01012003122 1
10 0 B +k |-H a0 |+k +7 |-H| -E -E |+ -D 01012003122 1
13 0 g |-c |1 H |+ | a1 11 -H 01100002521 2
18 | o |+ -c|-H# a0 |+ 1 0 |-H - 01100002521 2
2 0 -H |+ B ||+ +][|-F =G 01100112240 3
3 0 B +J ||+ + |-G -F 01100112240 3
CH B 0 -H | -B -1 -1 -1 -1 02000002521 4
22 | 0 B 1 | 02000002521 4
7 0 | -G -G [+ +J 02000022240 5
Il 0 -H | -4 -4 20002011420 6
17 0 | -4 -4 20002011420 6
16 [ 0 -] 20010111420 7
25 0 20010111420 7

Kommentaarid: a) Graafi GM*™* tunnusega —4=-3.12.18 mirgistatud tipupaarid jagunevad kaheks (t3epoolest vaid

kaheks!). b) Tipupaarid, mille jadkgraafi-tuumadel on 4 tipuorbiiti tédhistagem -47/=-3.12.18.1 ja mille tuumadel on 7
tipuorbiiti tdhistagem -42=-3.12.18.2, st lisame neljanda tunnuse. ¢) Tdiendatud binaartunnustega tunnusmaatriks W
korrastatakse (vt algortitm 2) tdielikuks tunnusmaatriksiks W**, nii nagu see on esitatud ndites 15. d) Esitatu on lihtsalt
iiks stivaanaliiiisi ndide, samale tulemusele sama graafi GM*™ juures voib tulla suvalisel teel. e) Niiteks, tipselt samad
tunnusmaatriksid Wy 37 ja We 14 saame kaasgraafi GMAT®A  esimest jarku binaargraafide g1 17 ja .14 baasil. f) Antud
juhul meie ei analiiiisinud graafis GMA™* kahtlust tekitanud (+)siimmeetriat esitanud tunnust +D=+3.8./0 ennast, kuid
saime 0ige tulemuse — selle, et (+)slimmeetriat ei esine, sest tunnuse +D baasil on moodustunud kolm binaar(+)orbiiti —
ja seda hoopis tunnuste -4/ ja —A42 alusel. Tunnusmaatriksi korrastamisfunktsioon (algoritm 2) ajab asja joonde. g)
Graaf GMATSA ning selle jadkgraafi-tuumad GijMATZSA'mzl_Al ja GijMATzs’mzl_Az on lokaalsiimmeetrilised.

Siin vdiks kiisida: Kuidas nii, orbiidiaksioomi (aksioom 3) jérgi vastab binaarorbiit (2R, binaargraafide
isomorfismiklassile gy, tunnus +D=+3.8.10 on ju téielik invariant ja vastavad binaargraafid peaksid moodustama iihe
binaarorbiidi, mitte kolm. Vastus: Esiteks, kui me oleksime lahanud tunnust +D ennast, siis oleksime lahknevused
tabanud samuti tema korgemat jarku binaargraafide puhul. Teiseks, vastavalt otsustusele 3 miérab binaarorbiidi see
isomorfismiklass, mille tunnused on fikseeritud iihes kindlas osamaatriksis Wi ;.

Otsustused 35. Esimest ja teist jarku binaargraafide ning jadkgraafide seotusest binaartunnuste klassi W, ja

kaasgraafiga Gp:

035.1. Kui graafi G binaartunnus wj; kuulub klassi W, siis selle kaasgraafi G, esimest jirku binaargraafi gjj,, tuum
iihtib (langeb kokku) graafi G teist jarku binaargraafi gijmzzn (voi jadkgraafi Gijmzln) tuumaga.

035.2. Jaakgraafid G;; vGivad omada samasuguseid funktsioone kui binaargraafid g.
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035.3. Tipupaar V;,vj on iseloomustatav erinevate binaargraafide ja nende tunnustega, sdltuvalt sellest kas see paar on
kasitletav esimest vOi korgemat jarku binaargraafi moodustavana, voi kaasgraafi binaargraafina.

Kommentaar: Teatud tiilipi graafide puhul méérataksegi nende 16plikud (tdielikud) binaartunnused siivamenetluste teel
(vt algoritm 7). Seda meie siin illustreerisimegi.

Tunnusmaatriks on struktuuri tesaurus, kuid kindlasti meeldib “figuur” paljudele paremini.

Naide 36. Graafi GMAT?* teist jarku binaargraafide g117™2 ja ge14™ - nendega kokkulangevate jédikgraafide Gy ;™" ja
Geram ning kaasgraafi Gp.5 esimest jarku binaargraafide gy 17 ja gs.14 Gthised “figuurid”:

3. SUMMEETRIATE ERAKORDSUSTEST

3.1. SUmmeetria naabrus

Nagu mainitud, on siimmeetria juhuslike graafide hulgas vaga harva esinev nahtus, iga slimmeetria on erakordne. See
on ajendanud paljusid erakordseid siimmeetriaid sihipéraselt konstrueerima. Kui siimmeetrilises graafis iiks seos valesti
paigutada, jétta paigutamata voi juurde paigutada, siis on kogu esialgne siimmeetria téielikult kadunud.

PET
G

Naide 37. Struktuur, mis on saadud duaalsiimmeetrilise Peterseni graafile (vt ndide 28b) juhusliku seose €g 1o

lisamisel. Selle binaartunnused ja tunnusmaatriks W**.
Binaartunnused: -4=-2.4.4; -B=-2.3.3; +C=+2.3.3; +D=+3.4.4; +E=+4.10.16.
1234

1020
1020

4 5] 2] 9] 1 3 6 7 8 10 | 4BcDE  «
0 B| +E| B | *E -B +E B | -B__ _-B | 06003 1
o | +e| B| B +E B +E | -B B | 06003 1
0| | BB B B | B _-B| 06003 2 2100
0| B B B B |+C +C| 06200 3 1002
0 D B B | +D A 15021 4 1011
4
4
4
5
5

0 -B -B -A +D 15021 1011
0 +D -A +D 15021 1011

0 +D -4 15021 1011

0 +C 23220 0121
0 23220 0121

'5‘oo|\|ovw|—\<o|\>o1.l>—-

Kommentaarid: a) Saadud struktuur ei ole enam duaalsimmeetriline, see on lokaalsiimmeetriline, millel on 5
positsiooni- ja 16 binaarorbiiti! b) Tegemist on graafi G*=' naaberiilemstruktuuriga GS*=""", — GPFT struktuuri iihe
kdige elementaarsema muutusega. €) Duaalsiimmeetrilisel graafil on iiksainus naaberalamstruktuur GS'™.n-; ja
iiksainus _naaberiilemstruktuur GS", -1 (otsustus 26.3) mida see tiielik tunnusmaatriks W** siin esitab. d) See
tunnusmaatriks W** esitab graafi G™=' koigi 30 (niipalju on sellel graafil “mitteservi”) isomorfse naaberiilemgraafi
iihist struktuuri GS. €) See tihendab, et lisades graafile G™*" iikskdik millise suvalise serva saame ikkagi sellesama
naaberilemstruktuuri F: GPET—>GSPET’”ppn=N=1 morfismi tdendosusega PF=30:30=1. f) Analoogilise seisundi saame ka
Peterseni graafist GPET iihe seose eemaldamisel, st tema naaberalamstruktuuri GSTEY, puhul.
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Toome veel iihe niite varemkasitletud duaalsimmeetriliste graafide GN®' 5 ja GNF'g (vt ptk 2.4) kohta. Nende struktuuri
eristamiseks kasutasime siivaidentifitseerimist. Missugused on nende naaberstruktuurid? Eemaldame kumbagist iihe
seose. Olgu see GNET, puhul e, 4 ja GNET, puhul e 5;.

Naide 38. Graafide G""y ja G“®'g naaberalamstruktuuride GSME™'", ja GSMET'™; iihised binaartunnused
(tunnusmaatrikseid endeid ei ole motet esitada):

-A=-2.6.8; -B=-2.5.6; -C=-2.4.4; +D=+2.3.3; +tE=+2.4.5; +F=+2.4.6.

Kommentaarid: a) Tunnusmaatriksist W on viljaloetav, et naaberalamstruktuuridel on 4 positsiooniorbiiti vdimsustega
vastavalt 2, 18, 18, 2. b) Vastavad u-tunnused on: 18.9.1.2.0.9, 26.1.0.0.0.12, 27.0.0.0.0.12 ja 27.0.0.1.9, millest on
omakorda véljaloetav, et tunnuse -4 baasil moodustub 4, -B baasil 2 ja -C baasil 1 binaar(-)orbiit ning tunnuse +D
baasil moodustub 2, +F baasil 1 ja +F baasil 4 binaar(+)orbiiti — kokku 14 binaarorbiiti. Sama palju on ka
naaberstruktuure ja kaasgraafe. ¢) Range duaalsiimmeetria on iihe seose-operatsiooniga jadgitult kadunud, ei eksisteeri
ka (-)-, (+)- ega poliisimmeetriat, jai jargi vaid lokaalsiimmeetria, mida pea et asimmeetriaks tituleerida voiks. d)
Struktuurid GSME™", ja GSNE on jille kuidagi “sarnased”, kuid nende eristamine kaasgraafide abil on lihtne —
neced peavad olema erinevad, sest need on erinevate duaalsiimmeetriliste graafide naaberstruktuurid ning
duaalsiimmeetrilisel graafil on vaid iiks naaberalamstruktuur (vt otsustus 26.2).

Otsustus 36. Duaalsiimmeetrilise struktuuri naaberstruktuur on lokaalsiimmeetriline — siimmeetria on erakordne ja
kergesti kaduv.

Kommentaar: Otsustus 36 kehtib ilmselt ka (-)-, (+)- ja poliisiimmeetria kohta.

3.2. Asimmeetria naabrusest

Aslimmeetriaga seotult vaatleme iiht igivana kontrandidet vditele: “kui G-vi=G-v;, siis kuuluvad tipud v; ja v; lihte ja
samasse orbiiti £2°

Naide 39a. Graaf G ja selle isomorfsed alamgraafid G-vg ja G-v;.

kont__
e iz\u‘o gz\m e 1o

1
& W
[

3 2
4I SI\,". Se e

Kommentaar: Struktuursest aspektist sellist kiisimust tekkida ei saa. Vaatame mida niitab tunnusmaatriks.

5e—te

Naide 39b. Graafi G**™ binaartunnused ja tunnusmaatriks W**.
Binaartunnused: -4=-5.6.5; -4.5.4; -C=-3.4.3; -D=-2.3.2; +E=+1.2.1; +F=+2.3.3

8 7 2 6 5 3 4 1 ABCDEF k
0| +F | +F | +E | -D -D -D -C 001312 1
0 +F | -D | +E | -C -C -D 002212 2
0 -D | -D -C -C -C 003202 3
0 -C | +F  +F | -B 011212 4
5
6
6
7

0 -B -B +E 021220
0 +F | -4 112102

0 -4 112102
0 212110

P BRWOOONNO|-—
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Kommentaar: a) Toepoolest, tipud Vg ja v; kuuluvad erinevatesse orbiitidesse ning mingit kiisimust ei teki. b) Ainuke
lokaalne stimmeetriajuhus esineb positsiooniorbiidi £V y=¢ néol, kuhu kuuluvad tipud v; ja v, — kdik klapib.

*

Vaatame kaht tdisasiimeetrilise struktuuriga graafi. Téisasimmeetria on see, kui binaarorbiitide arv N vordub
tipupaaride arvuga (vt def. 15), samapalju on ka naaberstruktuure. Négime, et siimmeetria on “kergesti haavatav”. Meid
huvitab, kas tdisasiimmeetria ka haavatav on, selle naaberstruktuurid peaksid olema “siimmeetrilisemad”.

Naide 40. Kaks tiisassiimmeetrilist graafi G ja Gg struktuuride siisteemist FGSV=® (vt Tevet 1999b, kus nad kannavad
jarjekorranumbrit, vastavalt 76 ja 100):

GA= 3 GB= 3

Kommentaarid: a) Graafid GA ja GB osutuvad teineteise suhtes naaberstruktuurideks:
e Kui GS, on ldhtestruktuur, siis Ga-€,=Ga-€35=Gg, mis tdhendab et Gg esindab selle naaberalamstruktuuri
GS"",, F: GSx—>GSg.
e Kui GSg on ldhtestruktuur, siis Gg+e;s=Gpte,4=G,, mis tihendab et Gu esindab selle naaberiilemstruktuuri
GS*®., F: GSg—>GSa.
b) Kuuluvus erinevatesse binaarorbiitidesse:
o GSpseosed €, ja €35 kuuluvad vastavalt €, R =9 ja €35C R An=11-
o GSgseosed €15 ja €,4 kuuluvad vastavalt €, sC R g)n=4 ja €24C€Rg)n=7-

Otsustus 37. Taisastimmeetrilise struktuuri GS naaberstruktuur GS®, vaib olla samuti taisastimmeetriline.

Kommentaar: Esitatud graafide Ga ja Gg iilejddnud naaberstruktuurid ei ole enam tdisasiimmeetrilised. Selle ndite
juurde tuleme tagasi siis, kui vaatleme kunagi naaberstruktuure iildiselt.

Otsustused 38. Siimmeetria iileminekute kohta:

038.1. Tais-, duaal-, (+)-, (-)- ja poliisimmeetriliste struktuuride naaberstruktuurid on lokaalsiimmeetrilised.

038.2. Nende struktuuride vahel vdivad eksisteerida samm-sammulised monotoonsed iileminekud modda
lokaalsiimmeetrilisi struktuure (vt aksioom 10, algoritm 11 ja otsustused 16 — 19).

038.3. Eksisteerib samm-sammuline tleminek téis-, duaal-, (+)-, (-)- vdi polisiimmeetrialt tdisasiimmeetriale.

3.3 Simmeetria moot

Stimmeetria mdddu aluseks on klassikaline Shannoni informatsioonimahu valem, kus binaarinfo maht HR arvutatakse
tipupaaride arvu |R| ja binaarorbiitide voimsuse card{2R, alusel jirgmise valemi kaudu:

HR=—-. 2N PF, log PF,,
kus O<PF,=card(R,:|R|<I ja [R|=[|V|(|V]-1)]:2.

Siin minHR=0<HR<log|R=maxHR, kus, kui N=1, siis HR=0 ja kui N=|R|, siis HR=log|R|.

Kommentaarid: a) Binaar(+)info maht HR" arvutatakse servade arvu |R"| ja servaorbiitide vdimsuse card(R," alusel.
b) Binaar(-)info maht HR arvutatakse “mitteservade” arvu |R | ja “mitteservaorbiitide” voimsuse card(R, alusel.
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Informatsioon tekib teatud mitmekesisuse st eristatavuse baasil. Informatsiooni maht sdltub erinevuste hulgast.
Niiteks, kiimne lehekiiljetdie tdhe “aaaaa....” kordamisel saadav informatsiooni maht vdrdub nulliga — tegemist on
tihetaolisusega. Mingi tekst “aaabbbb” kujutab endast juba teatud mahuga infot, sest erinevust esineb. Struktuurses
plaanis tdhendab “iihetaoliste piirkond” orbiiti ehk siimmeetriaklassi. Mida rohkem esineb erinevaid “iihetaoliste
piirkondi” ehk siimmeetriaklasse, seda suurem on informatsiooni maht HR ja seda viiksem on “siimmeetrilisus”.

Binaarinfo mahu HR alusel arvutatakse struktuur binaarsimmeetrilisus SR jargmise valemi alusel:

SR=1-HR:log|R|, kus 0<SR<1.
Kommentaarid: a) Analoogiliselt binaarinfo mahuga vodib ka binaar(+)siimmeertrilisust SR ja binaar(-)-
siimmeetrilisust SR~ omaette arvutada, kuid meie piirdume iildise binaarsiimmeetrilisusega SR. b) Viimase mdddu (SR)

ametlik nimi on korrapéara(sus).

Naide 41. Erinevate graafide infomaht AR ja binaarsiimmeetrilisus SR ehk korrapdra(sus):

Simmeetria tiup Graafi Naite HR SR V]| IR| N | K
tahis nr.

Tdisstimmeetria G'AIS - 0 1 suvaline | suvaline | [ 1
Duaalsiimmeetria GNET ptk2.4 | 02681 | 0,9073 40 780 2 | 1
Duaalsiimmeetria GPET 29b 0,2767 | 0,8328 10 45 2 | 1
Duaalsiimmeetria Gg'"" 26 0,3010 | 0,8051 9 36 2 | 1

(+)siimmeetria GHEAW 27 0,4593 | 0,7655 14 91 3|1

(+)siimmeetria G 29a 0,6983 | 0,6936 20 190 6 | 2

(+)siimmeetria GFoEUD 32 0,4771 | 0,6392 7 21 2 | 1
Lokaalsiimmeetria G'Ev® 25a 0,9526 | 0,3418 8 28 10 | 3
Poliisiimmeetria [ 13 1,308 | 0,0962 24 276 18 | 1
Téisasiimmeetria G 40 1,4472 0 8 28 28| 8

Kommentaar: Ndeme, et SR soltub eelkdige binaarorbiitide arvust N, kusjuures korrapdrasust mdjutab ka struktuuri
mabht |V|.

Otsustus 39. Struktuuri informatsiooniteoreetiline aspekt kinnitab, et SUmmeetria on teatud Uhetaolisus, mille mdot
s6ltub siimmeetriaklassi(de) arvust ja vdimsus(t)est.
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KOKKUVOTE

Nagu juba 6eldud, on siimmeetria pigem Uhetaoliste kordumine kui mingi telje imber peegelduv paarilisus. Selles
tihetaoliste kordumises on fiihetaoliste omavaheline {imbervahetuvus pigem suvaline kui transitiivae.
Permutatsioonitehnikas on viimane ilmselt moodapddsmatu. Herman Weyli “Die Symmetrie” kunagist lehitsemist
meenutades tundub, et ka seal taandus kogu siimmeetriakisitlus automorfismirithmadele. Kuid, nagu otsustustes 24
viitsime, langevad automorfismiriihmade orbiidid kokku struktuursete —siimmeetriaklassidega. Uhtotsapidi
kosmonautikas ja teist otsapidi kombinatoorikas kasutatavat orbiiti sobiks struktuursest aspektist tdepoolest vaid
summeetriaklassiks nimetada. Nii me kokkuvdttes toimimegi.

Veelkord “figuursusest”. Graafi on vdimalik vilja joonistada ka nii, et selle struktuuri (+)-siimmeetria “figuurselt”
silma paistab. Kuid silmapaistmatuks jadvad ikkagi siimmeetria(-)klassid ehk “mitteservade” klassid, sest neil ei saagi
olla mingit “figuuri”, kuigi need tunnusmaatriksis ilmekalt néhtavale ilmuvad. Selline “néhtava” ja “ndhtamatu”
koosesitamine tunnusmaatriksis tarvilik naaberiilemstruktuuride (def. 6, otsustused 14 ja 15) fikseerimiseks. Pealegi
kasitleme graafi ja selle tdiendit tervikuna.

Summeetriaatribuudid on omavahel rangelt seotud. Binaar- (def. 1) ja/voi jadkgraafide (def. 18) isomorfismiklass
indutseerib  siimmeetriaklassi. Siimmeetria mdor soOltub  siimmeetriaklasside voimsusest ja arvust. Koige
“stimmeetrilisem” on tdissimmeetria (def. 11), sellele jargneb duaalsimmeetria (def. 12), siis (+)-, (-)- ja
polusimmeetria (def. 13 ja 14). Neile jargneb lokaalsimmeetriate (def. 15) lai haare ja 1opuks tdisasimmeetria (def.
16), mille simmeetriavdartus on null. Kaasgraaf (def. 17) on siimmeetriaklassi loomulik produkt. Binaar-, jadk- ja

kaasgraafid annavad olulist teavet graafi struktuuri ja siimmeetria kohta. Selle teave “turuvéértust” siin hindama ei
hakka.

Kaasgraafid tdstatavad ka terve rea seni vastamata kiisimusi:

Miks jérgivad moned kaasgraafid graafi simmeetriat, moned aga mitte?

Miks taastavad moned korgemat jarku kaasgraafid graafi enda?

Miks kattub kaasgraaf monel juhul kérgemat jarku binaargraafi ja jadkgraafiga?

Miks viib ka “robustsete” kaasgraafide kasutamine siimmeetriaklasside tuvastamisele?

Miks Mathoni graafide “robustsed” kaasgraafid ei vii otseselt siimmeetriaklasside tuvastamisele?

Mis {iihist on (+)siimmeetrilistel kooskdlastamata kahealustelistel graafidel duaalsiimmeetriliste Peterseni

graafidega, et need kaasgraafidena esile kerkivad?

e Mis iihist on (+)siimmeetrilisel Heawood’i graafil duaalsiimmeetrilise kaht 7-klikilist komponenti kujutava
graafiga, et see iihe kaasgraafina esile kerkib?

Jne.

Teavikus on esitatud ndidete, kommentaaride ja otsustustega piiiitud ndidata seda, m i d a on voimalik struktuursete
vahenditega tuvastada ja k u i d a s seda teha. Selleks on eelkdige vaja vaid osata tunnusmaatriksit lugeda.
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