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Die Bedeutung der trigonometrischen Reihen mit Argumenten, welche einer reellen
Variablen proportional sind, beruht hauptsichlich darauf, dass sie auch fir Gebiete, die
nicht zwischen endlichen Grenzen liegen, gleichmiissig convergiren konnen. Der Nutzen
der letzteren Eigenschaft bei numerischen Rechnungen ist bekannt. Es ist daher nament-
lich in der Astronomie und Mechanik wichtie festzustellen, ob ein Problem durch der-
artige gleichmiissig convergente trigonometrische Reihen gelost werden kann. In Fillen
von grosserer Allgemeinheit und Bedeutung ist dieses jedoch bisher fast nur fir die
Reihen mit einem Argument erreicht worden. Was die Reihen mit mehreren einer Va-
riablen proportionalen Argumenten anlangt, so ist ihr Gebrauch nur bei Problemen spe-
cielleren Charakters ein legitimer, gerade in den wichtigsten Fillen aber ein bloss
formaler.

Ueberschaut man den Weg, deraabei'ni:Auftl'eten nur eines Arguments im allgemeinen
zum Ziele fithrt, so scheint es, als ob der Erfolg hier an eine indirekte Methode gekniipft
ist, welche beim Gebrauch von mehr Argumenten kein entsprechendes Gegenstiick findet.
Anstatt namlich z. B. direkt eine trigonometrische Reihe aufzustellen, die formal den
Bedingungen der Aufgabe geniigt, und darauf durch Untersuchung der Coefficienten das
ganze Verfahren zu rechtfertigen, ist es meist leichter, mit dem Nachweis der Periodicitit
einer Losung zu beginnen. Dann ist es grosstentheils moglich zu zeigen, dass die Be-
dingungen der Entwickelbarkeit in eine gleichmissig convergente trigonometrische Reihe er-
fullt sind; ebenso macht dann hiufig die Bestimmung der Coefficienten keine erheblichen
Schwierlgkeiten mehr.

Auf Grund dieser Erwiigungen habe ich mir die Aufgabe gestellt, zu untersuchen,
ob nicht den gleichmiissig convergenten trigonometrischen Reihen mit mehreren Argumenten
eine Eigenschaft zukommt, die fiir sie ebenso charakteristisch ist, wie die Periodicitiits-

eigenschaft fir die trigonometrischen Reihen mit einem Argument. Oder mit anderen
1
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Worten : TIch erhebe die Frage nach den Bedingungen der Entwickelbarkeit einer Fune-
tion einer Variablen in eine gleichmiissig convergente trigonometrische Reihe mit mehreren
Argumenten.

In der folgenden Abhandlung wird diese Frage beantwortet, indem nothwendige und
hinreichende Bedingungen fiir das genannte Verhalten gegeben werden. Damit ist die
Aussicht ervffnet, die trigonometrischen Reihen mit mehreren Argumenten ihnlich wie die
mit einem Argument einzufithren.

Von der Anwendbarkeit der hier gegebenen Siitze auf mechanische Probleme sowie
auf gewisse functionentheoretische Fragen habe ich mich iiberzeugt.

E

i dy . . om selen m von Null verschiedene Grissen '). Mit ¢ werde eine Variable
bezeichnet und mit », (v =1, 2, 3...) ganze rationale Functionen der

b =5 t
s - C08 prp=1 2...m
2 P

Die trigonometrische Reihe
e oo Sy ~PARREE  T (ROR

sei fiir eine irgend wie definirte Werthmenge 7' der Variablen ¢ gleichmiissig convergent.
Fir jede Grosse &> 0 soll niimlich eine positive ganze Zahl % so hestimmt werden
konnen, dass Yu, (v =m, m + 1...m + o — 1) fir jedes der Werthmenge ange-
horende ¢ absolut kleiner als e wird, sobald die ganze Zahl m > n und die ganze Zahl
o> 0 ist 2). Die Reihe definirt dann fir die Werthmenge 7' eine Function ¢ (f), der
offenbar folgende Eigenschaft zukommt. Fir jede Grosse e > O kann man eine andere
» > 0 so bestimmen, dass ¢ (¢ + 7) — ¢ (f) absolut Kkleiner als e wird, sobald die
Grossen ¢ und z den folgenden Bedingungen geniigen :

1) ¢ und ¢ + 7z gehoren der Werthmenge 7' an.

2) Die Grossen aLJ (# = 1 ...m) unterscheiden sich von ganzen Zahlen um we-

niger als 7.

1) Da in dieser Abhandlung nur reelle endliche Grissen auftreten, ist der Zusatz ,reell und endlich®
— mit Ausnahme einiger Stellen, wo ein Missverstdndniss zu befiirechten war -— consequent fortgelassen

worden.
2) Um Missverstindnisse zu vermeiden, mache ich auf diese Fassung des Begriffs ,gleichmiissig con-

vergente triconometrische Reihe“ ausdriicklich aufmerksam.



s W et

Die eben erwihnte Eigenschaft, welche ich als bekannt oder wenigstens aunf der
Hand liegend nur kurz anzufiihren brauchte, muss demnach eine Function ¢ (f) nothwendig
besitzen, wenn sie in eine trigonometrische Reihe der genannten Art entwickelbar sein
soll. Meine Abhandlung bringt den Nachweis, dass die in Rede stehende Eigenschaft
aber auch hinreichend ist, um die Entwickelbarkeit der Function ¢ (f) zu gewihrleisten.

Ueber den Gang meiner Untersuchungen sei hier bemerkt, dass ich zunichst einen
Specialfall erledige, welcher eine eingehendere Untersuchung verdient. Hieran sind dann
die Verallgemeinerungen angeschlossen.

Die erste Beschrinkung in dem genannten Fall besteht in der Voraussetzung, dass
zwischen den Grossen all $e aL,,, keine homogenen linearen Gleichungen mit ganzzahligen
Coefficienten bestehen. Dass diese Annahme keine erhebliche Einbusse an Allgemeinheit
sur Folge hpt, erhellt aus der folgenden Bemerkung. Kommt einer Function ¢ (f) die
von-uns als charakteristisch hingestellte Eigenschaft fir ein System von Grossen o .. ap
zu, und bestehen zwischen den a% vl 01: Gleichungen der genannten Art, so kann man
immer eine geringere Anzahl von Grossen A; 4, ... angeben, fiir welche der Function
die Eigenschaft ebenfalls zukommt und zwischen denen keine derartigen Gleichungen be-
stehen. Der Beweis dieser Bemerkung ist einfach, kann aber hier ibergangen werden,
da er sich auch aus unseren spiteren Untersuchungen von selbst ergiebt, sobald man

beriicksichtigt, dass die trigonometrische Reihe w, 4 u, + ... auch als Reihe mit weniger
: . 1 1 :
als m Argumenten geschrieben werden kann, wenn zwischen den _- ... - Gleichungen

1 m

der genannten Art bestehen.
Die zweite Voraussetzung unseres Specialfalles besteht darin, dass die Werthmenge
T das ganze reelle Gebiet ausmacht.

9

.

Es seien 3 @ (5 a3 . .. (%, %, von Null verschiedene Grossen, von denen kein

Paar a, 8, eine Gleichung v3, + va, = 0 (v von Null verschiedene ganze Zahlen)
geniigt. Dann kann man bekanntlich ') stets ganze von Null verschiedene Zahlen
nn ny . ..mn, so bestimmen, dass die Grossen s, = nf + 1y @, Sy = nHh + 1y 0y,
N

il =.n/5’m + n,, a, dem absoluten Werth nach kleiner werden als eine Grosse o,
die grosser als Null, sonst aber beliebig gewihlt ist. Ohne die  Allgemeinheit zu beein-

1) Fiir m = 2 ist dieser Satz — in etwas allgemeinerer Fassung — von Jacobi gegeben. 8. Jacobi, De
functionibus duarum variabilium quadrupliciter periodicis ete. Journal f. Math. XIII. Eine Erweiterung des-
selben fiir m > 2 findet sich bei Clebsech und G ordan, Theorie der Abelschen Functionen pag. 130 ff. Ich
gebe hier einen Beweis des Satzes, da mir die Begriindung desselben a. a. O. nicht vollstindig scheint.
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trachtigen, kann 0 << |a,| und ¢ << |5,/ (» = 1, 2, . . m) vorausgesetzt werden, was im
Folgenden geschehen soll.

Ich beweise diesen Satz, indem ich zuniichst zeige, dass er fir die m Grossen
8 . . 8, giltig ist, wenn er fir m—1 Grossen s, . .. s,_, bewiesen ist.

Nehmen wir letzteres an, so kann man = #, . ..n,_ , so wihlen, dass s, .. s, _,
absolut kleiner als % aber von Null verschieden sind, und darauf n, so bestimmen, dass
s,, einen Werth zwischen o und «,, , diese Grenzen ausgeschlossen, annimmt. Wird dann
ebenso eine zweite Wahl »' n,". . n',,_, getroffen, welche einem g entspricht, das klei-
ner als der kleinste Werth unter den |s,|. . ./s,_,| ist, so muss 7’ von # verschieden sein.
Die Werthe der s-Grossen seien jetzt s,'...s',_;. Durch geeignete Wahl von »’, er-
hilt s',, einen Werth zwischen o und «,. Da % von n verschieden ist und zwischen
(.. und «, keine Beziechungen der oben angefithrten Art bestehen sollen, muss auch s,
von s,, verschieden sein. Indem man so fortfihrt, bestimmt man die Grossen s, s, 8", .« .
welche alle zwischen o und o, liegen und — wie leicht ersichtlich — aile von einander
verschieden sind. Hieraus folgt, dass es stets Grossenpaare s,(,‘:") s,(,':) (2= v) geben muss,
fir welche o << s/ — s¥)| << ¢ ist. Dann losen die ganzen von Null verschiedenen
Zahlen

m

n=nr)—nt, n, =nW—mn, . ... n, = ¥ — n

die Aufgabe, von der unser Satz handelt.

Nun ist aber fir m = 1 die Richtigkeit unserer Behauptung evident. Dasselbe
gilt daher auch fir m > 1 q. e. d.

Auf Grund der vorstehenden Bemerkungen werde ich'nun, um spiterc Unter-
brechungen zu vermeiden, einen Satz!) beweisen, der im Folgenden angewendet werden
wird. Es ist der folgende:

B a ay ..a, seien von Null verschiedene Grossen, zwischen deren reciproken
Werthen keine linearen homogenen ganzzahligen Gleichungen hestehen, wofern nicht alle
ganzzahligen Coefficienten gleich Null sind. Ferner hezeichne ich ahnlich wie vorhin

nt+mn o =5 nitma=s5...08+n,a,=s

m

Man kann dann die ganzen Zahlen % %, .. m, so wihlen, dass s, .. s, sich von beliebig

egebenen Grossen %, . . k,, um weniger als eine gegebene Grisse ¢ > o unterscheiden.
1

1) Ob derselbe neu ist, weiss ich nicht. Bei Clebsch und Gordan, Abelsche Functionen, findet
sich a. a. O. etwas dhnliches. Sollte damit — die Ausdrucksweise ist daselbst uncorrekt —- dasselbe wie
hier gemeint sein, so fehlt jedenfalls ein zureichender Beweis. Auch ist dann die dortige Behauptung ohne
beschrinkende Bedingungen unrichtig.
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Beim Beweise kann man ¢ << |f#| und << |a,| (2= 1 R m) voraussetzen. Denn

andernfalls beweise man den Satz fiir ein ¢', welches diesen Ungleichungen geniigt; dann

gilt er auch fiir jedes ¢ > ¢'.
Unser Satz ist bewiesen, sobald man zeigen kann, dass m? s-Grissen

§ = f+mey s =+ ... 8, = n' B+ n, a,

5™ = n™ B + nf™ o 8™ =™ B ™ e L0 s = n™ B + niM a,

m

so gewihlt werden konnen, dass sie simmtlich absolut kleiner als eine beliebig gegebene
Grosse ¢ = o, aber von Null verschieden sind; dass ferner die Determinante

$ 8
nop 2

p=1,2..m

' " m
el
. - I
nicht verschwindet.

: 20 A . : :
Denn dann wihle man ¢ << 7, und bestimme #2 Grossen p, durch die Gleichungen

f)s'+)‘s"+...+)s(m)=k n=12...m
ll,u 22//. 2m !

P )72
Schreibt man dann anstatt der p ganze Zahlen, die sich von den p nicht mehr als um
- unterscheiden, so ist der Unterschied zwischen den linken Seiten und den % geringer
o2 v & 5 8 p P v
als 0. Erinnert man sich nun an die Bedeutung der s- Grossen sEJ) =n g+ nL) %,

(»=1 2..m), so ist die Losung der Aufgabe unseres Satzes evident.

Um nun die Moglichkeit. einer solchen Wahl von s

., Zu zeigen, beweisen wir zu-

nichst folgendes: .
g SRR o S

e . . AR ‘ _.H
Wir nehmen an, es sei gezeigt, dass man 5.8 + .8 8,8, -5, .S .08,

(v eine bestimmte ganze Zahl = m) so withlen kann, dass folgende Bedingungen er-
fallt sind
1“) Alle genannten s sind absolut kleiner als ¢ aber von Null verschieden.

29) Die Determinante D = ;n('“) ng‘") o™ | =19, »—1ist von Null
b  im |
verschieden.
3¢) Die Determinante E = | s;j_ it o SS—I) [ /i =1..v—1ist von O verschieden.
Dann konnen noch die s-Grossen 8(1',). 1 .sf;) s0 bestimmt werden, dass folgende

Bedingungen erfillt sind:

i\

1) Alle s sind absolut kleiner als ¢ aber von O verschieden.

o



2) Die Determinante D, = PRy ni’i) . ; p=1..v ist von O verschieden.
3) Die Determinante E, = } s;L . .sf:) | p=1...v ist von O verschieden.

1

Zum Beweise withlen wir eine Zahl ¢, welche der Ungleichung o << e << ¢ geniigt,
sonst aber zunichst beliebig ist. Ferner bestimmen wir si”). " sf:) so, dass diese Grossen
absolut kleiner sind als e, aber von Null verschieden ausfallen. Dann ist 1) erfillt.
Es werde angenommen 2) sei nicht erfallt, es sei also D, = 0. Da aber D Z 0ist,
kann man dann immer y—1 Grossen b finden, die nicht alle Null sind und den v
Gleichungen geniigen

n(") = b1 n + bl n 4+ ...4+0D n(*y—l)

yv—1

y o ; y—1
n =i hiias + b n = TP R n(/ )
: o | 2 y—1 v—1

Aus den v—1 ersten Gleichungen folgt, dass man setzen kamn D,_ .0, =g, ,
wo die g, ganze Zahlen sind. Indem man nun die Gleichungen resp. mit 7 o, a,..«a,
multiplicirt, der Reihe nach die zweite bis ¢ zur ersten addirt und endlich alles mit
D, _, multiplicirt, erhidlt man die Gleichungen

Da E, , — 0 vorausgesetzt wurde, kann man diese Gleichungen nach den g auf-
5 . ich di Rhiad - ®) ¢)
losen. Es ergeben sich diese als homogene lineare Functionen von s;”...s,,, deren

Coefficienten nur von D, , und den sﬁj) A=1...y—1, p=1...v— 1) abhiingen,

also von der Wahl von ¢ unabhiingig sind. Erinnert man sich nun daran, dass die
2 .
3(1)- ST L

T

. absolut kleiner als ¢ waren, so sieht man, dass & von vornherein so klein
genommen werden konnte, dass, wie auch sonst die sg’) i sf,:)
g absolut kleiner als 1 sich ergeben. Dann miissten alle ¢ verschwinden, was aber

wie auch '(1"). o sf’il von Null verschieden sind. Es folgt

gewihlt sein mogen, alle

unmoglich ist, da D,

hieraus, dass, sobald e klein genug gewihlt ist, D, nicht verschwinden kann.



Sind nun demgemiss die s, . . . s(;) L4t 3atezg sf:) den Bedingungen 1) und 2)

m

entsprechend gewiihlt, so miissen sie auch der Bedingung 3) geniigen. Um dieses zu
zeigen, nehmen wir an, es sei £, = 0 also

‘ B i :
0 amnidla o | = 0
SRENRIT
Durch Rindern dieser Determinante erhalten wir
P g i
; ""ﬂ '“:1 “; |
§ | =0
g e e

Subtrahiren wir hier die erste Colonne von den iibrigen und dividiren dann durch
f.a .9 ...0a so kommt

¥ 1 1 y
I a, ' i
?Z' , ’ﬂ’
= 0
’N/(J) ’}’l(ly) ’)Z)(‘V)
Da zwischen 11, . ..., keine linearen homogenen ganzzahligen Relatlonen stattfinden sollen,
so ist dies nur moghch wenn die Determinanten der Matrix ‘n ( i (’) p=1.

und inshesondere die Determinante D, == l'n(” ”(1 L ‘) J T N A velsch\nnden. Nach

2) war aber D, Z 0. Mithin kann auch E, nicht werschmnden. q. e. d.

Hat man ein System s .. s, so bestimmt, dass alle s absolut kleiner als ¢ aber
von Null verschieden sind, so ist D = n’ von Null verschieden. Denn ¢ war kleiner
als |#| und |a,| (= 1..m), sodass kein » gleich Null sein kann. Auch E; ist von
Null verschieden. Fir v = 2 sind daher die Voraussetzungen unseres eben bewiesenen
Satzes erfiillt, und man kann daher ein zweites System s; =i R s:n so wihlen, dass alle

N

s absolut kleiner als ¢ aber von Null verschieden sind und D), sowie K, nicht verschwin-
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den. So fortfahrend erhilt man schliesslich ein System von s-Grossen s, .. s, .
das allen Anforderungen geniigt. Damit ist unser Satz vollstindig bewiesen.

Ich bemerke, dass man auch sagen kann: Sind o ..., von Null verschiedene
Grossen, zwischen deren reciprokon Werthen keine Beziehungen des genannten Art be-
stehen, so kann man immer Grossen = so bestimmen, dass ;: =k, o k,, sich

-
a"l

von ganzen Zahlen um weniger als eine gegebene Grisse e > O unterscheiden. Denn
man kann dann stets eine solche Grosse / finden, dass die Bedingungen unseres obigen

Y

Satzes fir fa; .. a, erfillt sind. Es kann niimlich ein geeignetes  aus jedem Conti-
nuum ausgewithlt werden, da die Grossen ;:: 5 el o r,;'i: (r rationale Zahlen) eine abzihl-
bare Menge bilden, wihrend ein Continuum bekanntlich nicht abzihlbar ist. Ist 7 ge-
wiihlt, so kann z als ganzes Vielfaches von  so bestimmt werden, dass es die Auf-
gabe lost.

Man kann auch sagen: Geniigen o .. 2, den genannten Bedingungen, so kann

. . T T .
man 1mmer t so bestimmen, dass — — ks, .., — — k_ sich von ganzen Zahlen um
’ a, 2 ' a, m

weniger als e > 0 unterscheiden, wiihrend o — ki eine ganze Zahl ist. Zu diesem
g A R i
Zweck braucht man nur ein 7' so zu bestimmen, dass die ;- — %, (= 1..m) sich
/2

von ganzen Zahlen (etwa 7, .. n,) um weniger als ¢ unterscheiden, wobei = > 0 aber
. . g a e . =
< als die kleinste der Grossen | ,{,l" . T 1st (= 1...m). Dann lost = e, (&, + )
| 3

die Aufgabe.

3.

Nachdem ich im Vorstehenden einige Vorfragen erledigt habe, gehe ich nun zu
dem eigentlichen Gegenstande meiner Arbeit iiher. Ich beginne, wie schon in 1) erwihnt,
mit dem besonderen Fall, wo die zu untersuchende Funetion fiir alle Werthe # gegeben
ist und die reciproken Werthe der dort mit «, . . «,, bezeichneten Grossen keinen linearen
homogenen ganzzahligen Relationen geniigen. 1In dieser Nummer wird folgender Satz
hewiesen.

Es sei eine Function ¢ (f) fir alle Werthe von ¢ gegeben, sowie i von Null ver-
schiedene const. Grossen «, . .. a,, zwischen deren reciproken Werthen keine linearén
homogenen ganzzahligen Gleichungen bestehen. Der Function ¢ komme die folgende
Eigenschaft zu: Ist eine Grosse e = 0 gegeben, so kann eine zweite?) » > 0 so ge-
withlt werden, dass ¢ (£ + ) — ¢ () bei allen Werthen von # absolut kleiner als e wird,
falls die Grossen — ... sich von ganzen Zahlen um weniger als 7 unterscheiden. e

*y “on

1) Eine solche Grisse soll ,e correspondirend® genannt werden.
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Es giebt dann eine Function W (z, =, . . x,), welche fiir alle z, . . x, einen bestimmten
Werth hat, ferner gleichmissig stetig und in 2, @, .. x,, periodisch mit den Perioden 1
ist, endlich die Eigenschaft hat, dass fiir alle Werthe von ¢

wird.

Ich bemerke zunichst, dass dieser Satz fir m = 1, wo ¢ einfach periodisch sein
muss, evident ist. Es werde daher m > 1 vorausgesetzt.

Ich schreibe @ = b und sage, @ ist b congruent, wenn die beiden Grossen @ und b

sich um ganze Zahlen unterscheiden. Ich schreibe | @, a, ... a, | = | by by .. . b,
und sage, das Symbol | @, ay .. a, | ist dem Symbol | b, b,. . b, | congruent, wean
ay ="b, ay—"b,...a,=—0, ist. Alle einander congruenten Symbole rechne ich zu

emer Classe. Eine Classe und alle Symbole derselben heissen einem Werthe ¢ zugeord-

net, wenn ein (dasselbe gilt dann von allen) Symbol der Classe dem Symbol J—;T e

Dm |
congruent ist. In diesem Falle heisse auch ¢ der Classe zugeordnet und ¢ (£) der Classe
und ihren Symbolen entsprechend. Jedes Symbol und jede Classe heissen, wenn sie in
dieser Weise irgend einem Werthe von ¢ zugeordnet werden konnen, erster Categorie,

andernfalls zweiter Categorie. Es gelten nun folgende Sitze:

1) Jedem Werthe ¢ ist eine und nur eine Classe zugeordnet; einer Classe hochstens
ein Werth von £

Ersteres ist ohne weiteres. klar, letzteres zeigt man wie folgt. Angenommen es wire

‘ ‘ 403 & ] Jojate t . .

a Q| = —= = b b :—‘%‘J--... < (Qy. . Qp | = |0;..0
! ? p } t ay Cm i ’ ! (38 BOE | @4 Um 3 - _“.} g mh
und ¢, — t,, so wirde daraus folgen

| _{‘_ _t‘_ 2P 8 by
{ a,y (22 a, U
und weiter ¢, —t, = Nya; = Nya, = ... = N, 1, (N von O verschiedene ganze Zahlen).

5

ay

Da m > 1 vorausgesetzt wurde, ist dieses nicht moglich, da sonst zwischen - - und
4 1
Beziehungen stattfinden wiirden, welche vorhin als mnicht existirend vorausgesetzt wurden.

2) Wie auch die Grisse ¢ > o und das System %, . . . k,, gewihlt sein mogen, immer
giebt es Symbole erster Categorie, deren Elemente sich von %, . .. %, um weniger als ¢
unterscheiden
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Man withle niimlich ¢ so, dass die Grossen %1— — k.. atm — k,, sich von ganzen
Zahlen m, ... mn, um weniger als e unterscheiden, was nach Nr. 2 stots moglich ist;
dann st %l o Wy s ey — m, | ein Symbol der verlangten Art.

Ebenso kann man — auf die Schlusshemerkungen von Nr. 2 gestiitzt — stets
ein Symbol finden, dessen erstes Element %, ist, withrend sich die iibrigen von %, ete.
um weniger als eine gegebene Grisse unterscheiden.

3) Es sei eine Grosse e > O gegeben. Ist dann 7 > 0 eine e correspondirende
Grosse, so weichen zwei Werthe von ¢, welche Symbolen erster Ké,tegorie entsprechen,
deren Elemente sich um weniger als  unterscheiden, um weniger als e von einander ab.

Um dieses zu zeigen, seien |@, ... a,| und |b, ... b, | zwei Symbole erster Kate-

gorie, deren Elemente sich um weniger als 7 unterscheiden. Es giebt dann Grossen 7,

am

und #;, welche den Congruenzen geniigen

t t t T
1 — 1 — o ohic ., =
o = A " a2 = s PRk b
Mithin haben wir dann
t, —t t. — 1t
2 W ! 2 1 -
2 A —ph =G 21—} —a,

Da die rechten Seiten hier absolut kleiner als % sind, so folgt, dass
ottt —h)— @)= @) — ¢ *)

absolut kleiner als e ist. q. e. d.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun zur Construction der Function W schreiten.

Ist |@,....x,| ein Symbol erster Kategorie, so ertheilen wir der Function W an
der Stelle x, ...z, (die wir ebenfalls erster Kategorie nennen wollen) den Werth von
¢ (t), der diesem Symbol entspricht. Ist aber |z, ... z,| ein Symbol 2. Kategorie, so
verfahren wir wie folgt.

€, €65 . ... sei cine Reihe von Grossen > 0, welche gegen Null convergiren.
1 %2 %s - .. seien Grossen > 0, welche resp. e, e,.... correspondiren. Nun wiihle
man ein Symbol erster Kategorie [1] aus, dessen Elemente sich von z, . ..z, um weni-
ger als 7' unterscheiden. Dies ist nach Nr. 8,2 moglich. Der entsprechende Werth von
¢ sei ¢. Dann wihle man ein Symbol erster Kategorie [2] aus, dessen Elemente sich
von x, ..., um weniger als v? unterscheiden. Der entsprechende Werth von ¢ sei ¢s.
Dann withle man ein Symbol [3] und einen Werth ¢ u. s. w. Die Elemente der Reihe
&1 &y 3 ... convergiren dann — wie ich gleich zeigen werde —nach einem bestimm-

ten Werth.
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Denn die Elemente von [v] konnen sich von den Elementen von [z] nur um weni-

-ger als s _;_ 72 unterscheiden. Da nun vij_v: nicht grosser ist als die eine der Gros-
sen 7, und 7, so ist der Unterschied von ¢, ..und ¢, absolut kleiner als die eine der
Grossen e, und e, Da ferner die Elemente der Reihe e, ¢, .. nach Null convergiren,
so kann man fir jede Grosse e>>0 eine ganze Zahl N so angeben, dass fir n> N
¢, <<e wird. Dann wird aber auch fiir jedes > N und v > N }gbﬂ & gby‘ < e. Hier-
mit ist die Convergenz bewiesen. Wie aber auch die ¢, e, . .. und die ihnen correspon-
direnden 7, , . . . den Bedingungen gemiiss gewihlt sein mogen, die in Rede stehende
Reihe convergirt stets nach demselben Werth. Sei, um dies zu zeigen, e €, ... 7, 75... ¢; ¢y«
eine andere Wahl, so kann man fiir jedes e > O ein n so angeben, dass, wenn v > 1,
sowohl e, als e, kleiner als & sind. Die Elemente von [v] ubterscheiden sich von den

Elementen von [v] um weniger als 371;»:‘;_71. Also ist auch [sﬁy ST ¢yf << e sobald vy >n

ist. Deshalb convergiren die Grossen der Reihe ]¢1 — ¢ !gz - ¢2). . .. nach Null,
womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Den Werth, nach dem die ¢, ¢» ¢ . . . convergiren, schreiben wir der Function u
an der Stelle z, ..., zu. Dadurch erhalten wir eine Function W, die fir jedes z, ...z,
einen bestimmien endlichen Werth hat.

Nun werde ich zeigen, dass das so gewonnene W gleichmissig stetig ist.

Es sei eine Grosse e = 0 gegeben. Hierzu bestimme man eine correspondirende
7 >0 und fasse die x, ...z, ins Auge, die zwischen den resp. Grenzen @, a, + 7,
a,a, +y, ..., a,a, + x, diese Grenzen ausgeschlossen, liegen (al a . . . a, beliebig).
Die Werthe, die W an zwei Stellen erster - Kategorie des genannten Gebiets annimmt,

unterscheiden sich offenbar um weniger als e.
{ ] “ 1

" ‘ “ . . .
Sind aber !:cl .-, und |z, ..., Symbole, von denen eines oder heide zweiter

m !

Kategorie sind und deren Elemente zwischen den genannten Grenzen liegen, so kann man

nach 2) immer zwei andere Symhole erster Kategorie | X .. X, und JXI . X | angeben,

m

deren Elemente ebenfalls zwischen den Grenzen liegen und sich von den Elementen der
vorigen um weniger als eine gegebene Grosse ¢ = 0 unterscheiden. Sind W, Wy die Werthe
wound @y .. 2, W W, fir X ... X, und X;...X,, so kamn
durch die Wahl eines geniigend kleinen & Ilfll—— 11f2 dem Werthe von W, — W, beliebig
nahe gebracht werden. Wire nun )wl—w21 ~ e also etwa gleich e + E (£ > 0), so
konnte man e so klein wiihlen, dass auch fllJl——IIle > e ware was unmoglich ist, da

‘ “

von W fir resp. a;l A

m?

qu und IIJ‘Z Symbolen erster Kategorie entsprechen, deren Elemente zwischen den gegebe-
nen Grenzen liegen. Also konnte ilp‘l—llJ‘QE hochstens gleich e sein. Damit ist die
gleichmissige Stetigkeit von W bewiesen.
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Dass w-in ;.. .z, periodisch mit den Perioden 1 ist, folgt unmittelbar aus der
Thatsache, dass allen Symbolen erster Kategorie von einer Classe ein gleicher Werth von
¢ entspricht; und dass daher auch fir die Symbole einer Classe zweiter Kategorie die
convergenten Processe, welche den Werth des entsprechenden W definiren, in identischer
Weise aunsgefithrt werden konnen. :

Aus dem Umstande dass die Function W fir jede Stelle einen bestimmten endlichen
Werth hat, dass sie fir alle = periodisch mit den Perioden 1 und itherall gleichmiissig
stetig ist, folgt, dass sie zwischen endlichen Grenzen bleibt '). Wir haben damit den
Satz unserer Nummer erledigt.

Ich will nun noch eine abgeinderte Form dieses Satzes hier mittheilen. Es lisst
sich niamlich ganz dasselbe behaupten, wenn ¢ () den Bedingungen wie vorhin geniigt,
aber mit der Abiinderung, dass das dort genannte Verhalten eintritt, wenn - eine ganze

Zahl ist, wihrend von Z; ete. dasselbe wie vorhin gilt. Ausserdem werde in diesem
Falle ¢(f) als gleichmiissig stetig fir alle ¢ vorausgesetzt, was bei der bisherigen Fassung
sich von selbst ergab. Dann sind néimlich auch die Bedingungen unseres Satzes (in die-
ser Nr.) erfillt, wie ich gleich zeigen werde.

Es sel e eine Grosse >0 >0 sei so gewihlt, dass ¢(t + T') — ¢(t) absolut
kleiner als —; wird, sobald —1 eine ganze Zahl ist und l, ete. sich von ganzen Zahlen
um weniger als » unterscheiden. Endlich sei A > 0 eine Zahl, die so gewiihlt ist, dass
Q@+ o) — ()| < & wird, sobald || << 2 ist. Alles dies ist nach den gegebenen
Voraussetzungen moglich. Ferner werde eine Grosse ¢ > 0 angenommen, die kleiner ist

| 4 : ; 2 «
als {;—' und auch kleiner als die kleinste der Grossen Z’f' : g (r=1...m).
i 11 | g !
Es sei nun 7 irgend eine Grosse, die der Bedingung gentigt, dass die 5 (p=1...m)
sich von ganzen Zahlen (etwa =, ...mn,) um weniger als ¢ unterscheiden. Setaen wir dann

T

v n = €u p=1...m
§7)

so sind alle &, absolut kleiner als e. Wir kinnen dann auch schreiben

T—a g M T—a, 8 iy, a, N
oA n, = 0 a, Ny = € a, & p=23.
. ‘ . . a, | .
Nun ist |&,| stets kleiner als ¢ und also kleiner als ]!;‘1 % = Z; ferner ist
| z 1
% 1 a,u. 7 7
—_— sl < — | . bl (R = —
a# a‘u i a, 2 2

1) Dasselbe muss daher auch fiir ¢ (f) gelten, wenn diese Funetion die Bedingungen unseres Satzes
erfiillt.



Daher ist auch
2|

1
}s[L—a—sii <7
i

Folglich gentigt 7 — a, s, den Bedingungen, \veléhe erforderlich sind, damit
ot +7—a,) — ()] < % ist. Da ferner e | <<e < )éﬁ ist, so wird |a, & | <<A
und mithin (¢t + 7 — a,8,) — ¢ (¢ + 7) kleiner als % Aus diesen Ungleichungen folgt
die neue ¢(f + 7) — ¢(f)) << e d. h. man erhilt schliesslich Folgendes :

Zu jedem e > 0 kann ein ¢ > O derart bestimmt werden, dass [¢(t +7)— ¢ (f) <e
wird, sohald die } (#=1...m) sich von ganzen Zahlen um weniger als ¢ unterschei-
“ :
den. Das sind aber die Bedingungen unseres Satzes zu Anfang dieser Nummer.

Falls man die Bedingung der gleichmissigen Stetigkeit von ¢ in unserem abge-
inderten Satz fallen lisst, so kann man auf Grund von Betrachtungen, welche den bis-
herigen ahnlich sind, nur hehaupten: Es giebt eine Function w(z, .. x,), die an jeder
Stelle «, ...z, einen bestimmten endlichen Werth hat, die periodisch mit den Perioden
1 ist, die bei constantem x, gleichmissig stetig ist und immer der Gleichung

W (5 a) =40
geniigt. Beim Beweise kommt die Bemerkung zu Nr. 3,2 zur Geltung. Ich verzichte
auf die Vorfithrung dieses Beweises, da derselhe dem bisherigen analog ist, die vorstehende
Bemerkung aber zunichst keine besondere Wichtigkeit hat, auch von uns im Folgenden
nicht etwa vorausgesetzt wird.

4.

In dieser Nr. will ich den Beweis unseres nach Nr. 1 etwas specialisirten Satzes
zum Abschluss bringen. Hs geschieht dies durch den Nachweis, dass jede iiberall ein-
werthig bestimmte, stetige, mit den Perioden 1 periodische 1) Function ¥ (, . . z,,) durch
eine fir alle #, . . @, gleichmissig convergente Reihe U, + U, + U, + . . . dargestellt
werden kamn; wobei die U, ganze rationale Functionen der cos 27z, und sin 27 a,
(0 =1..m) sind. Denn dann ist auch ¢(f) in eine trigonometrische Reihe von der in
Nr. 1 charakterisirten Art entwickelbar.

Zuniichst will ich hier eine Bemerkung vorausschicken, welche naheliegend und

1) So wollen wir kurz eine Function bezeichnen, die in Bezug auf jede der Variabeln periodisch ist.
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moglicherweise schon bekannt ist. Dieselbe ist iihrigens nicht nur heim Beweise unseres
Satzes, sondern auch bei den Anwendungen desselben von Nutzen.

@ (z ..w,) sei eine Function, die folgenden Bedingungen geniigt:

1) @ hat an jeder Stelle =, ... z, einen bhestimmten Werth, ist iiberall stetig
und in z, .. 2, mit den Perioden 2z periodisch.

2) Die Ableitungen
dnl + 7y -Jr— . —'r- Nm

—= .0
dx™ dxm . . dx,

m

'

existiren, wenn n, < M, n, < M,...n, < M,. (Die M sind gegebene ganze Zahlen = 0).
Auch sind sie dann endlich, einwerthig und stetig.

Hieraus folgt, dass die genannten Ableitungen auch periodisch und gleichmiissig
stetig sind, sowie angebbare endliche Grenzen nirgends iiberschreiten.

Nun wollen wir den folgenden Ausdruck ins Auge fassen

+
AZ’ Z:,z:: Lz f . f 0. (vy &, — 7, @) . cos (v, x;m 222 7) s . €08 (Ym @m — Ym 7) PR v ol
Hierbei sind die v, v, . . v, irgend welche ganze pos. Zahlen, Null eingeschlossen;
n ist die Anzahl der v, welche etwa gleich Null sind; die 7 sind entweder Null oder %
Kommt etwa die Combination v, = 0 7, %vor (12 eine der Zahlen 1 ..m), soist A =
welcher Fall als erledigt im Folgenden ausgeschlossen werden soll.  Durch partielle Inte-
gration — ein im hier angewandten Umfange erlaubtes Verfahren — ergiebt sich dann,

wenn wir zunichst voraussetzen, dass kein v = 0 ist

tx 4= k.
M, M, M m
1 A Bl S il pEaLla + u COS'¢ Yltie=yi a1 1)- :
i Yy Vg« o Ym M sy £ LR
M vy T Y, ttVm My d.z M, ., dzm Mm
1C08 (u .:v,,, Y T — M, 2) dry dxg . .. dz,

Das Intregal, welches auf der rechten Seite vorkommt, ist absolut nicht grosser als

M + + i”m |
day daco.... dE. - -

"

d-tm Mm |
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Das erstgenannte Integral iberschreitet daher nach den gemachten Voraussetzungen
eine ein fiir alle Mal angebbare endliche Grenze nicht. Fir jede Combination der
Y1 .« Ym %1 - - Ym (Wobel, wie gesagt, zuniichst kein v gleich O ist) haben wir

.-

Ny« Ym
Am‘.nm_ _Kvl-.vm K%--V""<C
’1--’"'—u1M1v2Mz'-vam Viwobm | =
wobei C eine fir alle A gegebene Contante bedeutet.
Sind aber 7 der v .. .y, gleich Null, so haben wir
(; 1y Mo+ M8 +. ¢ a‘*‘M/J’”“ &
Anl‘- — f f .Cos(paxa—ﬂaﬁ—Ma%)...
«o Vm ™My, M, Y5 M[:’ da,, M, dag Mg.. y ?
51 o sty Aty A
wobei a3 .. die Indices sind, fiir weleche v, vg.. nicht gleich 0 sind. Ausser-

dem bemerke ich, dass, wenn alle v gleich O sind, der urspriingliche Ausdruck fiir

Ag:‘:g bestehen bleibt. und erinnere daran, das die Combination 7, = ; v, = 0 ausge-

schlossen ist. Jedenfalls kann man setzen

s
A’?l.-vm: l KZ‘:: | Km..nm ot
Vieo Vm | )Y Dok (TR

n ., M M
2% . vg Pavg Mg, ..

wobei C, eine fir alle A gleichgewiihlte Constante ist.
Wir setzen nun die zuniichst formal gebildete Reihe an

FAN cos (n, @, — slz)v...cos(nmmm-smrr) el nie e AUOTAHAE ot Bl bR

NNy oWy,

1
nl W o o == O 1 2 o e ey &€ 52 s« gy — O,_
2 1 2

ferner die zweite ebenfalls zunichst nur formale Reihe

1
2M1M 1”,,,.................3

2
Yy "viVm

Das Bildungsgesetz der ersten ist bereits angedeutet, das der zweiten ist das folgende :
Jedem Complex von m pos. ganzen Zahlen (0 eingeschlossen, auch die Reihenfolge ist zu
unterschei;llen) Y, Y, . .Y, entspricht ein Glied uT‘W ,” wobei aber, wenn y,= 0 ist,
anstatt »,“ die Zahl 2 zu setzen ist. Ruday 2l
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Auf Grund des bisher Erorterten komnen wir nun schliessen, dass, sobald 3 conver-
girt, 2 ebenfalls convergiren muss. Und zwar convergirt in diesem Falle auch noch die-
jenige Reibe fur alle z, ... @, gleichmissig, die aus 2 entsteht. indem man die Glieder
durch ihre absoluten Betrige ersetzt. Die Reihe 3 ist nun jedenfalls convergent, wenn
M, > 2 M,> 2 ete. ist. Denn dann kann sie als das Produkt von s aus der Theorie
der Eunlerschen Integrale bekannten absolut convergenten Reihen dargestellt werden,
niimlich als

(2-!—1—,,—-%-9},, —..)X(T%—Iﬂ‘-*-é;*—i-..) C ( +i}'7+2”1¢;+"')

Machen wir also die Voraussetzung M, = 2 ete., so ist die Reihe 2 gleichmissig und
absolut convergent. Man kann aber in diesem Fall auch zeigen, dass sie iiberall die
Function @ darstellt.

Entwickelt man nimlich @ («, .. «,) in eine Fouriersche Reihe, die nach sin und
cos der Vielfachen von a, fortschreitet (was nach den ohen genannten Voraussetzungen
m(')'glich ist), so kann eine ganze Zahl N, so gross gewithlt werden, dass die Summe @,
der Glieder bis zu sin (N, @,) und cos (N, @,) sich von @ (z, .. «,) fir Jedes &y ) sl
um weniger als 'é.f, unterscheidet (¢ sei eine irgend wie gegebene Grisse = 0). Dies ist
nach den gemachten Voraussetzungen sofort ersichtlich. Denn genau wie vorhin kann man
zeigen, dass die Coefflcienten von sin ma;, und cos na, (n > 0) absolut kleiner sind als

c

~;» Wobei ¢ eine Constante ist, die fir alle » und @, .. 2, gleich gewihlt werden kann.

@, ist dann, wie leicht zu sehen, in eine Fouriersche Reihe nach , entwickelbar und
es kann ein solches N, gefunden werden, dass die Summe @, der Glieder bis zu sin (N, z,)
und cos (N, 2,) um weniger als '2%1 von @, abweicht. So fortfahrend erhiilt man schliess-
lich die Summe einer Anzahl von Gliedern der Reihe 2) @, , welche von @ stets um
weniger als {? abweicht.

Ich bemerke hierzu noch, dass man die N, N, ete. der Bedingung unterwerfen
kann, grosser zu sein als die resp. ganzen Zahlen 7,7, ..., welche beliebig ge-
withlt sind.

Sind %, %, . . . hinreichend gross gewihlt, so wird @, sich von dem Werthe der
Reihe 2 nirgends um mehr als 3 unterscheiden. Dies folgt aus der Art der Convergenz
von 2) sowie aus dem Umstande, dass, wenn N, N, ... N, immer grosser und grosser
gewithlt werden, jedes Glied von 2 einmal in die Summe @, eintreten muss. Es kann
daher @ sich von dem Werth der Reihe 2 nur um weniger als ¢ unterscheiden. Da @
grosser als Null, sonst aber beliebig gew%ihlt war, so ist @ der Werth der Reihe 2.
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Wir haben daher das folgende Resultat ') erhalten. Ist @ (=, . . 2,) fur alle @, . . z.

dn1+n2+..+"111 e
S aaE e D

dx1 n, d.z:i My« « drm “m
all endlich einwerthig und stetig, solange », < M, ... n, < M,, wobei die M gleich oder
dlvl—l—vz—‘—..—f—l’m

dx, %1 dw‘z Ya .. dem¥m

Fouriersche Reihe nach den im Variabeln entwickelbar, sobald v, <M, —2, .., v, <M, —2.

eine einwerthige stetige periodische Function; sind ferner die

grosser als 2 sind : so ist @ in eine gleichmissig und absolut convergente
Ich spreche nun den folgenden Satz aus:
Ist f (#, . . @) eine iberall einwerthige stetig'e sowie periodische Function (p . . p. seien
die Perioden), so kann man eine einwerthige stetige periodische Function ¢ (z, . . )
finden, die folgenden Bedingungen geniigt:
1) ¢ unterscheidet sich von f iberall um weniger als eine gegebene Grisse e = o.
d %+ .-+Fvm

2) Die Ableitungen ——

2, Y1 e Y
grosser als 2 sind, und siniiw1 d‘anndg'i)erall endlich, einwerthig und stetig.
Wir zeigen zunichst, dass die Aufgabe fir Functionen mit e Variabeln (m > 1)
gelost werden kann, sobald sie fir Functionen mit s — 1 Variabeln gelost ist.
Es seien die positiven von Null verschiedenen Grossen ¢, 0 ..d, so gewihlt, dass die
Schwankung von /'in jedem der Gebiete 17, 6y <x; <<(n, + 1), .. 10 O <Tm < (N + 1) O
(7 .. na ganze Zahlen) kleiner als f wird. Auch seien die f:% o % ganze Zahlen.

Dann kann man Functionen ¢ (%) ... Zw 1 n . 0,) fir jede ganze Zahl 7 finden,
: - ) X m—1
welche sich von / (z; . ..&w 1 7% . d,) uberall um weniger als

. ¢ existiren, falls die ganzen Zahlen » nicht

e unterscheiden
und im dbrigen die Bedingungen unseres Satzes — nur fir m — 1 Variabeln iibertragen
— erfillen. Ausserdem sei ¢ (@ .. Zm—1 N.0n +Pa) =¢ (.. Zu—1 N. O0nm)
Dann setzen wir, falls 7 . 0 << 2w << (n + 1) 0, ist

m

g @ (-Zl .o @m—1 («n +1) dm) + @ ('Tl..ﬂm—-l ﬂ.dm) @ (1'1 oo &m—1 ('l + 1) 3m) = (’lll oo Zm—1 ".dm)
5”(‘31'-‘73"0__ 2 2 3 2

SR T —_2a41 - 1 soh B __2n+1 N
X (§ sin - (@m mrl N R g sin 5= (2m — =51 om))

wihrend fir z,, = n 6., ¢ bereits bestimmt ist. Die Formel ist aber so gewihlt, dass
sie auch fir den Fall gilt, wo #, = n 0, oder = (n + 1) ¢, ist. Hiernach liegt, wie
man leicht sieht?), ¢ (2, .. @,) stets zwischen zwei Grossen ¢ (2, . . Zw 1 (2 + 1) On)

1) Die vorstehende Bemerkung kann noch erweitert werden, indem man gewisse Unstetigkeiten zu-
lisst. Auch in der erweiterten Form ist sie einfach durch partielle Integration zu erweisen und stellt dann
die Ausdehnung eines von Poincaré fiir Functionen einer Variabeln gegebenen Satzes auf Functionen mehre-
rer Variabeln dar, vgl H. Poincaré, Sur un moyen d’augmenter la convergence des séries trigonométriques.
Bulletin astronomique. Tome IIL

2) Der Ausdruck in Klammern liegt ndmlich fiir #.dm << 2m << (n + 1) éu zwischen — 1 und -+ 1.

3



Mg T e,

uud ¢ (2, . . Zum—1 7 6,n) oder kommt ihnen hochstens gleich. Daherist| f(z, .. zm) — ¢ (#)..Zm) |
stets “entweder kleiner als diejenige der beiden Grossen | f(z; ..2Zw) — @ (Zy .. Zm—1M. On) |
ud | f(z...2m)— ¢ (2 ... 2Zu—1 (m+ 1) dm) |, welche nicht Kkleiner als die
andere ist, oder kommt einer von ihnen gleich. Schreibt man nun die beiden Grossen
in der Form 3

[ (2 ..xm)—f(xl..xm_ln..ﬁm)—kf(xl..ac,,._l N0m)— Q% s« Bari . O) |
17 @, .. Zm)—f (1. . Ty (n+ 1)) + (2. . Zm—1 (0 + 1) On) — @ (21, . Zm—1 (04 1)) |

so sieht man, dass beide kleiner als e sind, so dass auch | f — ¢ | kleiner als e sein muss.

Was den noch verbleibenden Rest unserer 'Behauptungen angeht, so ist ohne wei-
teres ersichtlich, dass dieselben gerechtfertigt sind fir irgend ein Gebiet 7 0, <z, <<(n-+1) d,,
(, . . Zm—1 Dbeliebig). Beriicksichtigt man aber noch, dass gemiss unserer Formel
j::-d: 1_ : ;:n =@ (vm=1 oder = 2, v ..vn_1 positive ganze Zahlen < 2 oder 0) fir
ZTm = M Oy (1 eine ganze Zahl) Null wird, so sind sie auch fir das ganze Gebiet begriindet.

Fiir Functionen einer Variablen ist nun unser Satz leicht zu beweisen. Sei f()
die zu” betrachtende Function, so bestimme man ¢ derart, dass die Schwankung von / in
jedem Gebiet n o i z << (n+ 1) ¢ kleiner als e ist. Auch sei -f;— eine ganze Zahl. Fir
jedes z, welches in diesem Gebiet liegt, setze man

ola) = 1 pid il ol e Bivalinls 9 g (g2t g)p Lp 8%
Verfihrt man ebenso fir jedes andere Gebiet, so geniigt ¢ allen Anforderungen.

Hiermit haben wir den in Rede stehenden Satz bewiesen. Ich bemerke noch, dass
man denselben auch auf hohere Differentialquotienten ausdehnen kann, indem man unsere
Formel fiir ¢ entsprechend abiindert; ferner, dass man schon fiir unsere Bediirfnisse mit
einer einfacheren Formel ausreicht, wenn man die Erweiterung der vorhin gegebenen
Bemerkung auf Functionen mit unstetigen Ableitungen voraussetzt.

Auf Grund des in dieser Nr. bisher Gezeigten, konnen wir nun sagen: Ist eine
itherall einwerthige stetize mit den Perioden 2z periodische Function /(z, ... z,) gege-
ben, sowie eine Grosse e > 0, so kann man eine gleichmissig und absolut convergente

trigonometrische Reihe

" 4 a:" ™ ocos (@, — 7). .. COS (N, Ty — En 7)
Jiim

m

finden, deren Werth iiberall von / um weniger als e abweicht. Hieraus folgt dann weiter,
. ;
dass man die Worte dieses Satzes ,so kanm man eine gleichmissig und absolut conver-



TG ¢ ol

gente trigonometrische Reihe Y finden* durch die folgenden ersetzen kamn: ,so kann
man eine trigonometrische Reihe X bi‘ ; ';"‘ €08 Ny @y 7 E1T) /s o CO8 (M@ — Em F) Wik
endlicher Gliederzahl finden«. it

Ist aber eine Function von z, .. #. gegeben, die die Perioden p, .. pa. Dbesitzt,
sonst aber dieselben Bedingungen erfiillt, so fithrt die Substitution z, =p‘2~f£—‘ RIISE IRC ’l':)—_y-"
anf den vorigen Fall zuriick. (Man erkennt iberhaupt, dass die Grosse der Perioden
durchweg hier unwesentlich ist. Ich habe sie je nach Bequemlichkeit ausgewihlt). Es

gilt also in diesem Fall dasselbe, nur treten anstatt der Argumente =n,z, — s, 7 ete.

[y
T

: 2
die Argumente »

e 2

Nun nehmen wir — um zum Schluss zu kommen — eine Reihe von Grossen = 0

z, — e, ete. auf.

o,0,..., die nach 0 convergiren, auf. S, bezeichne eine endliche trigonometrische

2
Reihe mit den Argumenten =, 272, — e, 7 ete., welche sich dberall um weniger als
o, von unserer Function W (2, ... x,) unterscheidet. Weiter setzen wir U, = S,

U,=8—8 U, =8 —8, etc. Dann ist
U+U0+U+...

eine gleichmiissig convergente Reihe, die W in der am Kingang unserer Nr. geforderten
Weise darstellt.

d.

Soll unser Satz bequeme Anwendung finden, so werden im allgemeinen noch weitere
Bedingungen von der Function ¢ (#) erfillt sein missen, welche speciellere Darstellungen
der Function W erlauben. Derartige Untersuchungen schliessen sich wohl am besten an
die Behandlung des jeweilig vorliegenden besonderen Problems an. In dieser und der
nachfolgenden Nr. sollen nach der genannten Richtung hin einige Hinweise allgemeinerer
Natur gegeben werden.

Eine Function ¢ (f) habe fiir jeden Werth von ¢ einen bestimmten Werth. a, . . a,
selen Grossen, welche dieselben Bedingungen wie in Nr. 3 erfiillen. 7 sei eine Grosse,
von der bekannt sei, dass ;;—1 v a%. gewisse ganze Zahlen um resp. g .. g, ibertreffen
(iiber das Vorzeichen von ¢, .. s, wird dabei nichts vorausgesetzt). Durch die Angabe
der & .. s, (ja auch nur von zweien unter ihnen) ist dann 7 eindeutig bestimmt. Hier-
aus folgt, dass der Ansatz ¢ (¢ ..¢2,)=¢ (t + 1) — ¢ (f) eine Function ¢ fir alle

Werthe von ¢ und fiir diejenigen =, welche Gleichungen der Form

o (’ﬂl ¥ 51) a0 (’n/-z + 52) = bt T Ol (’nm B 8,") ................ 1
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(die 7 sind ganze Zahlen) geniigen, eindeutig bestimmt. Kann man nun zeigen, dass der
Function ¢ (t ¢ .. ¢,) die Eigenschaft zukommt, absolut kleiner als eine beliehig gege-
bene Grosse e > O zu sein, sobald die || kleiner als eine nur von e abhiingige Grosse
7 > 0 sind, so sind die Bedingungen unseres Satzes in Nr. 3 erfillt. Ist dann w die
nach Anleitung von Nr. 3 zu ¢ construirte Function, so gelten die folgenden Beziehungen

PEED =T (gt e ot )= B(a o it

O U

‘D’(%Jr%--;;ﬁr )—W(‘;‘l..am)—gf(t:,..e,,,)............2

Hieraus folgt weiter: Ist ¢ ... e, ein System von Grossen, das nicht die
Gleichungen 1 gesetzt erfillen kann, so lisst sich nach Nr. 2 eine Reihe von Syste-

‘ ‘ “

BN By %8, £ eis s:n ete. aufstellen, deren Elemente nach resp. ¢ .. e, convergiren

und die Gleichungen 1 erfillen. Dann convergirt die Grossenreihe ¢ (t 2, .. ¢,),

¢(@te ..c,)..nachw Gte..)—w (4> -~ o). Bezeichnet man den letten
n

Werth mit ¢ (e .. e,), so ist Jeut ¢ offenbzu eine fir alle Werthe von ¢ ¢ .. e
einwerthig gegebene, gleichmiissig stetige Function dieser Grossen.

Oft kann man je nach den Besonderheiten des zu hehandelnden Falles weitere
Eigenschaften von ¢ feststellen, welche Schliisse hinsichtlich der Beschaffenheit von W ge-
statten. Namentlich ist es nicht selten moglich, die Frage nach der Existenz und Be-
schaffenheit der Differentialquotienten von W auf diese Weise zu erledigen. Da dieser
Umstand fiir die Darstellung von W von grosser Wichtigkeit ist, will ich eine neue Vor-
aussetzung einfihren und darauf gestiitzt die Untersuchung fiir die ersten Differential-
quotienten von W durchfiihren.

Was wir von ¢ (f) voraussetzeu, ist néimlich jetzt das Folgende: ¢ ist fir jedes

m

t einwerthig gegeben. Geniigen die Grossen 7 &, ... ¢, den Gleichungen
t=aq(y +g)=a(n,te)=...=a,(n, +e) ..... ) DR s
wobei die 7, .. n, ganze Zahlen sind, so soll man setzen kénnen ')

fA+)—gl)=¢(te..c. =g (¢1+¢1)+ez(¢2+¢z)+..+s,,,(¢,,,+¢,,,).. 4

Hierbei sind die ¢, .. ¢, Functionen von ¢ allein, die iiberall einwerthig gegeben sind,
und nirgends gewisse endliche Grenzen iberschreiten. Die ¢, .. ¢, sind Functionen von

1) Man kann hier und im Folgenden nach die Bedingung einschalten ,wenn die &, .. zn absolut klei-
ner sind als die resp. Grossen ¢, ... gm > 0“ ohne dass sich im Resultat etwas éndert.



Yed

G

te .., und fir alle £, sowie fir diejenigen e, die den Gleichungen 1 geniigen kinnen,
einwerthig gegeben. Auch sie sollen gewisse endliche Grenzen nicht iiberschreiten ; ausser-
dem werde vorausgesetzt, dass ihre oberen Grenzen (gerechmet fiir constantes ¢ . . ¢, und
variable ) mit nach O convergirenden e ebenfalls nach O convergiren.

Dass unter diesen Voraussetzungen ¢ (f) den Bedingungen des Satzes unter Nr. 3
geniigt, ist sofort zu sehen. Ich werde aber zeigen, dass auch die ¢, . . ¢,, den genann-
ten Bedingungen geniigen.

n

Um dies zu zeigen, setzen wir

e e =R e g L gl et L T s dae 5

wobei die 7 ' %' eine den r & n analoge Bedeutung haben. Dann ergiebt sich, wenn
bei den ¢ durch die Indices ¢ und ¢ angedeutet wird, ob sie fiir =, .. ¢, oder &, ..¢
zu bilden sind

.
m

g S
gt+rt+7)—g@t+)=2 ls# (pu @+ 7)+ Qe (¢t + 7)) =

M= pL=m

:¢@+f%+Xs&@ﬂﬂfﬂ+¢ww+fﬂ*¢@r—25#@M0+¢wﬁnz
§7;

g1

pr=m p=m p='m

=X &g (55/4 (@) + Lpe (t)) + 2 5;¢ (55/1 E+ ) +Wee (t+ T)) vini X 15;4 (50# &) + ¢pe (t))

b == e § ==

Falls e, nicht 0 ist, kann man weiter schreiben

p=m

G+ — e ==+ )+ e O+ 2L (eu(t+0) + fuer (t+72) —
=i
,u:ma, . /J.:ma ,u:ms
.5 eil (¢ @)+ due ) + 2 sif (e — ue(®)) — 2 R (¢u -+ 7)+ due (t+ 1))
=1 pE=2 =g

Die linke Seite der letzten Gleichung ist nur von # und den &' abhingig. Daher
kann man in der rechten Seite den ¢, .. ¢, irgend welche Werthe, die einer Gleichung 1
geniigen (e, = 0 ausgeschlossen) ertheilen, ohne die Giltigkeit der Beziehung aufzuheben.
Ferner beachte man, dass die ¢ und & nach Nr. 2 stets gegebenen Grissen be-
liebig nahe gewihlt werden kionnen (wobei man &, = 0 immer vermeiden kann). Es ist
daher auch moglich alle ¢ Grossen so zu withlen, dass sie selbst sowohl, als die - 2

absolut kleiner werden als eine gegebene Grosse > 0. Zieht man weiter in Befrachf,
dass die ¢, und ¢, gegebene Grenzen niemals iiberschreiten, so ergiebt sich, dass die
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linke Seite unserer Gleichung absolut kleiner als eine gegebene Grosse e > 0 wird, so-
bald die ... e, absolut kleiner sind als eine Grosse » > 0, deren Wahl nur von e
abhingt, nicht aber von #. Da genau das gleiche wie von ¢, auch von ¢, ... ¢, gilt,
so haben wir damit unsere Behauptung begriindet. Es ist daher moglich fir die ¢, .. ¢,
Functionen W, .. W, zu construiren, die zu ihnen sich ebenso verhaiten wie W zu ¢.

Fassen wir nun wiederum die Gl. 4 ins Auge, so wissen wir bereits, dass die
linke Seite nach einem bestimmten Werth convergirt, wenn e nach einem Werthe d,
.. &, nach O convergiten, und zwar ist dieser Werth

(0]

9 *

F A R )

a, Om ’/m

Nach demselben Werth muss daher bei dem genannten Process auch die rechte Seite von
4) convergiren. Beachtet man nun, dass die letzten m — 1 Glieder derselben nach 0
convergiren, ¢, ¢ () aber nach d.¢, (¢), so sieht man, dass auch ¢, dabei nach einem
bestimmten Werth, den wir mit ¢, ({d O0..0) bezeichnen wo]len con\ergnen muss. Aus
den Voraussetzungen iber ¢, folgt aber dann, dass ¢, (4 0.. O__) zugleich mit d nach 0
convergirt und zwar in folgender Weise: '

Ist eine Grisse ¢ > 0 gegeben, so kann man stets ein ) > 0 so angeben (nur
abhiingig von o, unabhiingig von ¢), dass, wemn |d|<<D ist, | (¢d0..0)| nicht

grosser als ¢ wird. Es folgt daraus, dabs
t
w(a!—i—(l 4 )_——II)( ..,(l“l)

nach ¢, (t) convergirt, sobald @ nach O convergirt; es folgt ferner, dass sich diese Grosse
¢, (t) nicht mehr als um ¢ > 0 unterscheidet, wenn |d | << D ist, wobei ¢ = 0 beliebig
gewiihlt ist, D > 0 nur von ¢ abhingt. Anders ausgedriickt :

Die Function W (x .. x,) hat unter den in dieser Nummer gegebenen Voraus-
setzungen an jeder Stelle = .., die einer Classe erster Kategorie entspricht,
einen endlichen Differentialquotienten nach 2,, und zwar ist derselbe nach unserer
fritheren Bezeichnung gleich w, (=, ..z, Ferner unterscheidet sich die Grosse

e % """')“‘ Y@ioeom) yon (x ) nicht mehr als vm o, wenn |d| << D ist,

Ill

welches auch dle Stelle erster Kategorie =, .. x, sein moge.

Ich werde nun zeigen, dass dasselbe auch fir Stellen zweiter Kategorie gilt. KEs
sei , .., eine solche, so kamn gemiiss den Eigenschaften von W und w, eine Stelle
@, . . z, erster Kategorie so nahe der Stelle x, ..z, gewihlt werden, dass sich W (z, .. z,,
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von ¥, (z,..%,) und W (z, .. x,) von W (z, .. x,) und endlich 0 (x" +d, oz .. . AL
von W (z, +d, x,...2,) beliebig wenig unterscheiden. Wiirde nun 21+ 4 2. "”"‘) AU

sich von W, (z, . . ,,,) um mehr als um ¢ unterscheiden (fir ein |d | < D), mmhch um

d, % — ¥ (2 5
0+ 6; so konnte man x; . x,,l so nahe z,.. .z, wihlen, dass sich b A el s "‘) = m)

Y d L o0 . ’
von stk (;") = Tw) m weniger als ' unterscheidet und femer W, (x. S

_ 4 P) . :
von W, 'xl .., um weniger als . Dann miisste auch der Unterschied von
v dy 2, -z, : : 3 »
v s Sk - w) ynd W, () .. z,) grosser als ¢ ausfallen, was aber unmog-

d
lich ist, da x, .. z, eine Stelle erster Kategorie sein sollte. Da nun das gleiche wie

fir die Variable x; auch fir x, .. x, gilt, ist damit Existenz und gleichmissige Stetig-
keit der ersten Differentialquotienten von W nachgewiesen.

Man wird aus dieser Probe bereits erkennen, wie man die Voraussetzungen erwei-
tern muss, um zu ihnlichen Sitzen beziiglich der hoheren Differentialquotienten zu ge-

langen.

6.

Die Function ¢ () geniige den Bedingungen der Nr. 3 und sei daher in eine tri-
gonometrische Reihe u, + u;, + w, + ... der mehrfach genannten Art entwickelbar.
Jedes Glied u, enthilt dann eine Anzahl Terme der Form

EI e« Em 2 t 2'—t

a cos (n, Viwl, Z) ... cos (n, e, z)
n. ..

Ein und dasselbe cos- Produkt kann in mehreren oder auch in allen u, vorkommen.

Sei '
O 7
con s, 2L L g s ie0e (nm T z)
: a

1 %m

-

irgend ein solches Produkt. @, @, a, ... seien die Coefficienten desselben in resp.
Uy Uy Uy . . . Wobel @, = 0 ist, wenn der Produkt in u, iiberhaupt nicht vorkommt. Be-
zeichnen wir dann die Summe u, + u, 4+ w, .. + uy mit ¢, und bilden die Grosse

> .
¢ 2t
J(IN)= — § ¢Jn. cos (n1 2nt ¢, 7:) SN Te0s ('n,,. df;'i — &m r:)tlf
°

so convergirt dieselbe mit ohne Grenze wachsendem 7' nach dem Werthe

1 . ; . : 3
Sy= 5= (@ + a, + .. + ay), wobei n die Anzahl der =, .. n, bezeichnet, die

gleich Null sind. (Dass die Combination n, = 0 ¢, = -~ ausgeschlossen wird, ist be-
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reits gesagt). Ebenso convergirt- .J (7" M) (M eine ganze positive Zahl) mit ohne
Grenze wachsendem 7" nach S,. Infolge dessen convergirt

ZLmn
i d

T
J(TM)— J(TN)= ljf (dn— ) cos (n, “);" — g 7:) .. COS (n,,, K23 SRS 7:) dt
0

unter gleichen Umstiinden nach S, — Sy, oder wenn M > N ist nach —2;,1_—,, (an1+..-Taxn)
Man kann nun eine ganze Zahl 7 so bestimmen, dass, sobald N > n M > N ist
Dy —dy | <0 (0> 0, sonst eine beliehige Grosse) wird. Dann ist auch
" J(I'M)— J (T N) fir jedes endliche 7" absolut << 4. Hieraus folgt weiter, dass
auch | S, — Sy | <6 sein muss, soball M und N den genannten Bedingungen
geniigen. Die Reihe a, + a, + a, + . . ist also convergent.

Um nun den Werth dieser Reihe 2™~* . S zu bestimmen, verfahren wir wie folgt:

1) Wir bestimmen ein N so gross, dass |¢(f) — ¢y ()| <~ (¢=0 sonst heliebig)
und gleichzeitig | S — Sy | < :_ ist. 4

2) Wir setzen?!)

1 ZLin

7
FT—li/ e o b 2ied o B AR L :
L(T)=—§ ¢ @ cos (nl e ) - H i e 7r) at —'8.
.
0

Dann ist identisch

T
1 2 ! ot ot ) gl e
TJ 5!{\, coS (/n. gt g, 7:) s CO8 (n,,l L Em n') dt — Sy =
0

- g
1

. o
=EM+S—8Sy—5 ' dt (¢ — W y) cos ('n, L A slr.) &
L

ay

0
3) Dann kann man eine Grosse 7, so angeben, dass fir jedes | 7| > | T, | die
linke Seite der letzten Gleichung abs. < —5- wird.
Beachtet man weiter, dass die rechte Seite sich nach 1) and 2) von E (7) fir
jedes endliche 7" um weniger als 2 ¢ unterscheidet, so sieht man, das K (7') fir jedes

T = T, absolut kleiner als e werden muss d. h.
7

1 2me ) . 2wt
ff"/' (1) cos ('n, gy ) . . COS (vzm R | 7:) dt

0

T

1) ¢ (¢) ist endlich und stetig, daher ‘integrabel.
H



convergirt mit ohne Grenze wachsendem 7' nach dem Werthe S. Bezeichnet man mit
T, T, T, ... eine ohne Grenze wachsende Grossenreihe, so kimnen wir schreiben
. :

p §

& omt ( 2mt ;
5 flf ¢ . COS (nl ey :7) .. COS ("n,,t A x) dt + PTI T T P'/; n S hakh
0
wobei zur Abkiirzung gesetzt ist
a

1 ont ot .
P = ¢.cos(fnlf —sl;t)..cos(n v‘—s,,,rr)dt—

ab a

0
b
- lﬁfgb oS (n1 el g, 7:) 2008 (n LS I 7:) dt
b a,y 3 - Um i
0

Falls etwa in der trig. Reihe fir ¢ jedes cos-Produkt nur einmal auftritt — ein
wichtiger Fall — so ist S gleich dem Coefficienten des Produkts
c0s (nI “(-’l” L5 7:) cos (n,,, i’” gl 7:)

multiplicirt mit ‘2"}*_; :

Diese Coefficientenbestimmung im letzteren Fall wird im allgemeinen weniger fiir
die wirkliche Berechnung geeignet sein, als vielmehr dazu dienen, wichtige Eigenhaften der
trig. Reihe fir ¢ — insbesondere ihre gliedweise Differentiirbarkeit — zu untersuchen.

7.

Nachdem ich den in Nr. 1 angekiindigien Satz fir einen besonders wichtigen
Specialfall bewiesen und zugleich gezeigt habe, wie in diesem Fall unter gewissen Vor-
aussetzungen. eingehendere Untersuchungen sich anschliessen konnen, will ich nun in den
beiden letzten Nr. den genannten Satz im ganzen Umfang beweisen. ‘

Zunichst zeige ich Folgendes : :

Es sei ¢ (t) fiur alle ¢ einer irgend wie definirten Werthmenge 7' gegeben.
o, a,..a, seien von Null verschiedene Grossen. Der Function ¢¢ komme folgende Eigen-
schaft zu: Ist eine Grosse e 0 gegeben, so kann eine zweite 7 > 0 so bestimmt
werden, dass |¢(t + 7) — ¢ (¢)| << e wird, wenn -;: ; i sich von ganzen Zahlen um

weniger als » unterscheiden, vorausgesetzt, dass ¢ + ¢ und ¢ zur Werthmenge 7’ gehoren.

Dann giebt es eine einwerthige gleichmissig stetige, in «, ..z, mit den Perioden 1
: 4
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periodische Function Wz, .. x,) von der Eigenschaft, dass fir alle £ der Werthmenge
Tw (e a) =9 ist

Es ist hier noch nicht gesagt, dass W fiir alle x, .. z, definirt ist, wohl aber
li'egt in der Fassung des Satzes die Behauptung, dass w fir alle x, welche den
Gleichungen z, = ;t; c e Xy = ;l% (t ein Werth der Menge 7') geniigen konnen, bestimmt
ist. Dass W periodisch mit den Perioden 1 genannt ist, soll heissen: Ist W fir «,..Zn
definirt, so ist W es auch fir , + n,..xn + n,, wobei n,..n, irgend welche ganze
Zahlen sind, und zwar hat W daselbst denselben Werth wie in =z, ... x,. Dass W
gleichmiissig stetig ist, soll heissen: Zu jeder Grosse ¢ = 0 soll eine andere ¢ > 0 der-
art bestimmbar sein, dass der Unterschied der Werthe von W fiir zwei Stellen, die etwa
im Gebiete a, <x, <a, +e... 0w <xn < an + ¢ liegen (@, . . an beliehig) und
Werthe fiir w liefern, kleiner als ¢ wird. ,

Der Beweis dieses Satzes ist dem in Nr. 3 vollig analog, nur wegen der weniger
umfangreichen Behauptung entsprechend einfacher. Die Bezeichnungen Congruenz, Symbol,
(Classe, Zuordnung nehmen wir in demselben Sinne wie bisher. Jedoch soll eine Classe
nur dann , erster Kategorie“ heissen, wenn das ihr zugeordnete ¢ der Menge 7' angehort.
Jedem # ist wiederum nur eine Classe zugeordpet. Einer Classe konnen mehrere”Werthe
von ¢ aus der Menge 7' zugeordnet sein, der Unterschied zweier solcher Werthe #, und
muss dann aber ein gemeinsames ganzes Vielfache der a,.. a, sein, sodass ¢ in ¢, und
t, denselben Werth annimmt. Die Bemerkung Nr. 3,8 gilt unverindert, obgleich die
dort bezeichneten Werthe t, t, ev. in mehrfacher Weise bestimmt werden konnen. Con-
struirt man nun W nur fir die Stellen z, .. z,, fir welche |z, .. x,| erster Categorie
ist, aber sonst ganz wie in Nr. 3, so geniigt dieses W allen Anforderungen unseres Satzes.

In Nr. 3 geschahen nun die weiteren Schritte in der Weise, dass die Funection W
auch fir die fbrigen Stellen construirt wurde. Hieran schloss sich dann in Nr. 4 die
Entwicklung von W in eine Reihe U, + U, + ... Hier wirde das gleiche Verfahren
zur Bestimmung von W, wie in Nr. 3, nur an etwaigen Haufungsstellen von Stellen
erster Kategorie zum Ziele fithren. Immerhin konnte man vermuthlich auch hier eine
Function construiren, die fiir alle x, .. z, einwerthig gegeben, gleichmissig stetig und
periodisch wiire und an den Stellen erster Kategorie mit dem bisher bestimmten W iiber-
einstimmte. Wir kommen aher in einfacherer Weise zum Ziel. ‘

In der folgenden Nr. wird ndmlich gezeigt werden, dass man eine Function W fin-
den kann, die iiberall einwerthig gegeben, gleichmiissig stetig, periodisch ist und sich an
den Stellen erster Kategorie von dem bisher bestimmten W um weniger als g unter-
scheidet (¢ = 0 sonst heliebig angenommen). Diesen Satz vorausgesetzt, konnen wir nach
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(v, « . vm << 2) fiberall einwerthig, gleichmissig stetig und periodischdiilt dlfﬁd;lliﬁ von
y” itherall um weniger als '—: unterscheidet. Dann konnen wir weiter nach Nr, 4 eine
trigonometrische Reihe S von endlicher Gliederzahl finden, deren Summe sich von W"
itherall um weniger als % unterscheidet. Diese Rei}_negsumme weicht dann von W an den
Stellen erster Kategorie wum weniger als ¢ ab. Weiter ist genau wie in Nr. 4 eine
Entwicklung von W in eine trigonometrische Reihe U, 4+ U, + U, ... moglich, die fiir

alle Stellen erster Kategorie gleichmissig convergirt und W an allen diesen Stellen dar-

Nr. 4 eine weitere Function W finden, die sammt ihren Ableitungen

stellt. Damit ist unser Satz auch in seiner erweiterten Form bewiesen.

Es liegt vielleicht die Frage nahe, warum in dieser Abhandlung die zwei Formen
unseres Satzes gesondert bewiesen wurden, wihrend doch die in Nr. 3 und Nr. 4 erledigte
einen besonderen Fall der hier besprochenen darstellt. Es geschah dies deshalb, weil die
erste Form eine Construction von W gestattete, die viel bequemer fiir weitergehende
Untersuchungen ist als die vorliegende. FEinen Beleg dafir hat Nr. 5 gebracht. Ich
glaubte umsoweniger auf eine gesonderte Darstellung des ersten Falles verzichten zu sollen,
als gerade dieser Fall fir Anwendungen wichtig ist. Die bei Betrachtung desselben an-
gewandten besonderen Verwahrungsweisen miissten hei der Verwerthung unseres Satzes
nachgeholt werden, wenn sie hier weggebliehen wiiren.

8.

In der vorigen Nr. habe ich einen Satz vorausgesetzt, den ich jetzt noch zu be-
weisen habe.

Die Function W von m Variablen x, .-. ,, erfille folgende Bedingungen :

1) w ist fir irgend wie definirte Werthe von z, .. x, einwerthig gegeben; fiir
andere hat es keinen Werth.

2) W ist periodisch mit den Perioden p, .. p. dh. ist W fir = .. z. gegeben, so
gilt dasselbe fir x, + n, p, .. @n =+ %n P, Wenn n, . . n, irgend welche ganze Zahlen
sind, und zwar hat W daselbst den gleichen Werth.

3) w ist gleichmiissig stetigz d. h. wie auch eine positive von Null verschiedene
Grosse o gewihlt sein mag, stets giebt es ein System positiver von Null verschiedener
Grossen e, .. &, derart, dass die Schwankung von W fir die Werthe, die es etwa im
Gebiete & <z, <& + ¢, ..¢, <wx,<§,+ ¢, (6§ bel. Grossen) annimmt, kleiner
als o wird.
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Dann giebt es eine Function ¢ die folgende Bedingungen erfiillt:

1) ¢ ist fir alle Werthe von @, . .. z, einwerthig gegeben

2) ¢ ist periodisch mit den Perioden p, .. p,

3) ¢ ist gleichmissig stetig.

4) ¢ unterscheidet sich von W fir die =, .. x,, wo letzteres gegeben ist, um
weniger als eine beliebig gegebene Grisse ¢ << 0

Zum Beweise wihlen wir m Grossen > 0 34, 34, ... 30, so aus, dass die Schwan-
kung von W in irgend einem Gebiete &, <z, < ¢ % 34 .. ¢, <z < §&, + 34, kleiner
als die beliebig gewithlte Grisse ¢ > 0 wird. Hierbei kann man annehmen, dass p,.. p,
ganze Vielfache von 4, .. g, sind.

Nun ertheilen wir der Funetion ¢ zunichst Werthe fir die z, . . Zm, Welche posi-
tive oder negative ganzzahlige Vielfache (0 eingeschlossen) von 4, . . ¢, sind. Und zwar
erhilt ¢ fir 2 = v, 0, .. %n = Vm On (v, . . vn ganze Zahlen oder Null) irgend einen
Werth, den W im Gebiete (v—1) 0 <z, < (¥ + 1) 0, .. Uu—1)0n < T < (Vm+ 1) O
etwa annimmt. Sollte aber W fiir kein =, .. x, aus diesem Gebiete bestimmt sein, so
bleibt auch ¢ an der genannten Stelle unbestimmt. Ferner soll noch festgesetzt werden,
dass stets ¢ (x, + % p,. .. Tt P pn) = ¢ (@ ... 2%w) (N .. N, ganze Zahlen
oder 0) genommen werden soll, was immer moglich ist.

Die eben vollfihrte Bestimmung von ¢ fiir gewisse Werthe von x, . . @, wollen
wir die Bestimmung I nennen. Sie muss immer zur Bestimmung von ¢ fiir gewisse
Z, .. Tp fihren, wenn W iberhaupt ii‘gendwo gegeben ist. |

Hat ¢ nach der Bestimmung I fir ein gewisses System x, = v, 4, . . Zw = v, On
' 5

einen Werth erhalten, so giebt es immer noch andere Systeme z = v’l 8 o < T T ML pihicy
Tm = v,, Om ete. fir welche ¢ ebenfalls durch I bestimmt wird. Wir ertheilen nun ¢

auch noch Werthe fir alle Systeme x = v, 0, .. %, 1 = Vyuy Oy Tu= Em, Wobei &,

irgend ein Werth ist, der nicht zu den v, o, v, 0w etc. gehort. Es geschehe dies in
in der Weise, dass man unter den v, d,, v, On etc. die zwei herausnimmt, welche &,
benachbart sind, es seien dies « und 3, und dann setzt

A 4 a o T F ooy g N Em—f3 5 ik ‘ ' o\ Em— a
@ (1,00 Vp_1:0p_186m)=0(¥,0,..v, .0 a) — Bk A L E R e A e

’

Diese Formel giebt auch noch den richtigen (d. h. mit der Bestimmung I iiberein-
stimmenden) Werth fir ¢, wenn &, = « oder 7 genommen wird.

Ebenso ertheile man ¢ Werthe fiir jedes System x, = N, 0, .. %Zn—-1 = Nn—1 On—1
Zm = &m, vorausgesetzt, dass die Combination von ganzen Zahlen N, .. N,_ in irgend



einem Systém x, .. Tw—1 u vorkommt, wo ¢ nach I bestimmt wurde. Jedenfalls existirt
nach Ausfithrung der eben genannten Bestimmung II fiir jedes ., mindestens ein') System
Z, .. Tm, Wo jetzt ¢ bekannt ist. Ausserdem ist ¢ hinsichtlich der nach IT angenom-
menen Werthe stetig.

Um letzteres zu zeigen, sei x, ..z eine Stelle, wo ¢ nach der Bestimmung II
bekannt ist. Man kann eine Umgebung dieser Stelle bestimmen, derart, dass jede Stelle,
wo ¢ ehenfalls bestimmt ist und die in die Umgebung hineinfallt folgenden Bedingungen
geniigt. ©

'1) Die Stelle kann bezeichnet werden mit , . .. w1 @w -+ &u, wobei |&.| < e ist
(e eine beliebige Grisse = 0).

2) Wenn @, -+ &, zwischen a und /3 liegt (vgl. oben die Bedeutung dieser Grossen)
so liegt @, zwischen a und 3 (diese Grenzen eingeschlossen).

Hiernach kann man setzen (fir irgend ein bestimmtes &, der Umgebung)

s 2 (xl S xm) i (wz o« o Xp—1 0() a::'_/f + ¢ (wx oo o Tm—1 ﬂ) e

m+ Sm—a

= » Em—f3
@ (xl « o Xm + Cm) =@ (-7/'1 o o Lim—1 a) %ﬁ—/ + (4 ((U] v o Lom—1 /9) =

—5

Da | a—f | = 0., ist und die Werthe, die W annimmt, zwischen endlichen Grenzen liegen
miissen, so folgt, dass der Unterschied zwischen ¢ (z, .. &m) und ¢ (z, .. @n + &n)
kleiner als eine vorgegebene Grosse ist, wenn nur e klein genug gewihlt ist. Hieraus
folgt die Stetigkeit ohne weiteres. Beriicksichtigt man die Periodicititseigenschaft, so
erkennt man nach bekannten Methoden auch die gleichmiissige Stetigkeit.
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Es sei mun @, ..z, ,a, ,a, ene Stell, wo ¢ nach IT bestimmt ist. Dann
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giebt es stets noch andere “Stellen «, .., , @, , @, ete. wo ¢ ebenfalls bestimmt ist.

Wir verleihen nun der Function auch Werthe fir alle Stellen | .. x,_, @, , ,, fir
welche m,,, , einen von den a;' i a“ _, ete. verschiedenen Werth hat. Wir wihlen unter den
m;n Ay :v _, ete. das benachbarte Paar al p. aus, welches , , zwischen «, und 3, ent-
hiilt (diese Wahl ist fir alle Systeme «) ..z, , z, , , dieselbe, welchen Werth
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auch haben mag). Dann setzen wir
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Ebenso verfahren wir fiir die Stellen, in denen :vl (& o

1) Es giebt dem natiirlich auch immer mehr als ein System.
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wenn nur eine Stelle existirt, in der ¢ nach IL bestimmt ist und die diese Combination auf-
weist. Jedenfalls giebt es jetzt zu jedem Werthepaar z,,_, , Stellen @, .. z,_, x, Wo
¢ jetzt bestimmt ist. ¢ bleibt auch jetzt noch stetig.

Um letzteres zu zeigen, nehmen wir an .. ' sei eine Stelle, in der ¢ jetzt nach
der Bestimmung III bestimmt ist. Man kann dann fir = . . 2’ eine Umgebung ange-
ben, welche so klein ist, dass folgende Bedingungen erfiillt sind ‘

1) Jede Stelle der Umgebung kann dargestellt werden dureh z; .. ,,«  +¢& |
x, +€ , wobei 16s] < & 'gé"m% < ¢, (e, e, zwei belief,bige Grossen = 0). 3
2) Liegt «! | + & | zwischen o und 4 (siehe oben die Bedeutung dieser Grossen)
so liegt aunch «, , dazwischen, diese Grenzen eingeschlossen. xm_I' + §&,_, kann nur
ev. mit a, oder /5, zusammenfallen, wenn &,y = 0 ist.

Hiernach kann man fiir bestimmte £,_; und &, der Umgebung setzen
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Da aber ¢ nach der Bestimmung II glm. stetig war, so kann man jetzt e e, von vorn-
herein so klein wiithlen, dass diese beiden Ausdriicke sich um weniger als eine gegebene
Grosse unterscheiden. Hieraus‘folgt die gleichmiissige Stetigkeit von ¢ nach bekannten
Methoden.

In dieser Weise fihrt man in der Bestimmung von ¢ fort. Schliesslich erhéilt man
eine endliche, gleichmissig stetige und periodische Function ¢, die fir alle x, ...z, ge-
gehen ist.

Wir wollen nun ein Gebiet v, 0, <2, < (v, + 1) 0, .. Vv On < T =< (Y + 1) On
ins Auge fassen, in dem W wenigstens an einer Stelle gegeben ist und wollen es kurz
das Gebiet 1) nennen. Nach der Bestimmung I erhielt dann ¢ jedenfalls Werthe an den
Stellen, wo z, = v, 0, oder.= (v, + 1) &, x, = v, 9, oder = (v, + 1) J, ete. ist, die wir
Grenzstellen dessGebietes 1) nennen wollen. Die genannten Werthe sind aber alle aus
den Werthen entnommen, welche W in dem Gebiete (v, — 1) 0, <z, < (v, + 2) 0, ...

(i — 1) O < @pe < (Y + 2) O, dem Gebiete 2), annimmt.

Aus der Construction von ¢ ist aber unmittelbar zu erkennen, dass diese Function

im Gebiete 1) nur Werthe annimmt, die swischen den ussersten Grenzen der Werthe an
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den Grenzstellen liegen oder ihnen hochstens gleichkommen. Daher liegen die Werthe
von ¢ im Gebiete 1) zwischen den extremen Grenzen (dieselben eingeschlossen) der Werthe,
welche ¥ im Gebiete 2) annimmt. Beriicksichtigt man, dass diese Grenzen um weniger
als o von einander abstehen und dass das Gebiet 1) im Gebiet 2) enthalten ist, so sieht
man, dass ¢ sich von W im Gebiete 1) nirgends um mehr als o unterscheiden kann.
Damit ist unser Satz in allen seinen Theilen bewiesen.

Es sei schliesslich hervorgehoben, dass unsere Sitze auch noch andere Gestalten
annehmen konnen, welche auf die hier behandelte Form zuriickfihren. Eine bemerkens-
werthe Verallgemeinerung ist ferner moglich, indem man sich von der Voraussetzung be-
freit, dass die «- Grossen in endlicher Anzahl vorhanden sind. Die Grundlagen fir die
Behandlung dieses Falles sind ibrigens bereits in den letzten Nummern enthalten.



Thesen.

Diejenigen fundamentalen Gleichungen der Mechanik, auf welche Er-
fahrung und aprioristische Erkenntniss — wenn man eine solche an-
nimmt — fiithren, sind allgemeiner als die gebriuchlichen Gleichungen.

Es ist nicht richtig, letztere als Hypothesen zu bezeichnen.

Die Berechnung der potentiellen Energie auf Grund der Continuitits-
hypothese ist im allgemeinen nicht gestattet und hat mehrfach zu

Fehlern Veranlassung gegeben.
Die Bezeichnung der Warme als ,Art von Bewegung* ist falsch.

Das Wort ,unendlich® kann und soll aus den Lehrbiichern der

Functionentheorie verschwinden.

Die Scheidung des Wahren vom Giltigen geschieht in der Natur-
wissenschaft und Mathematik nicht durchweg in bewusster und con-

sequenter Weise.

Es giebt keme axiomatischen Wahrheiten in der Mathematik.
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