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als Zeichen tiefgefühlter Verehrung 

e h r e r b i e t i g s t g e w i d m e t 

vom Verfasser 

Professor Dr..Georg Paucköi, 
Correspondent der Kais. Acadeniio 

zu St. Petersburg. 



Der Erbe eines seit drei JVJenscheaaltern in den 
Annalen der mathematischen Wissenschaften hoch-
berühmten Namens, erwarben Sie selbst durch 
mühevolle Forschungen in demselben Bereiche 
die glänzendsten Lorbecrn, welche die Wissen
schaft bietet. Mit seltnen Eigenschaften des 
Geistes und Herzens ausgerüstet, vereinigten 
Sie die vereinzelt gewordenen Bestrebungen der 
Gelehrten des Reichs. Sie wurden der geistige 
Regenerator der höchsten wissenschaftlichen 
Anstalt Russlands, welche jetzt aufs Neue d"n 
ihr gebührenden Rang unter den Akademieen 
Europas einnimmt. Wo gäbe es gerechtere An
sprüche als diese, auf die dankbare Verehrung 
derjenigen, denen die geistige Stellung unser« 
Vaterlandes theuer ist? 



Wenn ich es aber wage, meinem Bache 
durch Ew. Excellenz hochgeehrten Namen eine 
Zierde zu verleihen, so spricht für mich ein 
meinem Herzen näher liegender Grund. 

Könnte ich jemals des herzlichen Wohlwol
lens uneingedenk sevn, mit welchem bereits Ihr 
hochverehrter Herr Vater meine Erstlingsarbeiten 
aufnahm, der Akademie zur Berücksichtigung 
empfahl, und im Laufe vieler Jahre bei jeder 
Gelegenheit freundlich aufmunterte? Sie geruh
ten, diese Gesinnungen auf mich überzutragen. 
Die zahlreichen Beweise Ihrer Güte und Freund
schaft werden meinem Herzen unauslöschlich 
eingeprägt bleiben. 



Auch dieses Werk, als ich es in Hthogra-
phirter Handschrift Ew. Excellenz zu überreichen 
die Ehre-iiatte, würdigten Sie Ihres Beifalls und 
Ihrer Theilnahme. Möge es Urnen denn auch 
jetzt als ein Hülfsmittel erscheinen, nicht un
geeignet, die Fortschritte der Jugend unsers 
Vaterlandes in jener hohen Wissenschaft fester 
zu begründen, die nächst der Religion die wahre 
Grundlage aller geistigen Erziehung ist Möge 
es, unter günstigen Auspicien beitragen, ver
altete Methoden zu beseitigen, welche in geist
losen Formen sich ergehend, den Kern der 
Wissenschaft verhüllen. Möge es in der Er 
weckung und Schärfung einer schöpferischen Gei 
stesthätigkeit die Stufe bezeichnen, welche die 
Mathematik nach den Absichten unsrer erhabenen 



Regierung unter den Unterrichtsgegenständen 
einzunehmen b ee t im nit ist 
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Ew. E x c e l l e n z 
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Professor Dr. G. Paucker. 
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V o r r e d e . 

Bekanntlich hat die Geometrie seit etwa 20 Jahren 
durch die Entdeckungen eines Gauss, Steiner, Plücker, 
Möbius, Gergoime, Poncelet u. a. eine gänzlich ver
änderte Gestalt angenommen. Sie ist nach Richtun
gen erweitert worden, welche man früher kaum ahnte, 
und welche aufs Entschiedenste selbst in die Dar
stellung der Elemente eingreifen müssen. Daraus 
erklärt sich die grosse Anzahl geometrischer Lehr
bücher, welche in diesen letzten Jahren erschienen 
sind. Die Schulmänner, welche das wahre Wesen 
der Geometrie erkannt haben, können die Frage nicht 
mehr abweisen, wie die Elemente nach den neuern 
Betrachtungen umgestaltet werden müssen, um diese 
letztem für den Unterricht fruchtbar zu machen. 

Das hier erscheinende Werk hatte ursprünglich 
den Zweck, als Lehrbuch für Gymnasien zu dienen, 
und erhielt daher folgende Anordnung: 

Der e r s t e B a n d besteht aus vier Cursen: 

I. Congruenz. 
II. Parallellinien und Aehnlichkeit. 

IN. Flacheninhalt gradliniger Figuren, einfache Eigen
schaften des Kreises. 

IV. Elemente der Geometrie des Raums. 
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Der zweite Band enthält drei Curse: 
V, Metrische Relationen, regelmässige Vielecke, Kreis

berechnung. 
VI. Gradlinige und sphärische Trigonometrie. 

VII. Inhalt der Körper. 

Der dritte Band wird aus fünf Cursen bestehen: 
VIII. Analysiometrie erster Theil: Lösung der Aufgaben 

durch geometrische und trigonometrische Ana-
lysis; Sectio ralionis, spatii, determinata. 

IX. Coordinatenlehre, Gleichung der graden Linie und 
des Kreises, ebene Oerter. 

X. Parametrie, Berührungen, harmonischer Schnitt, 
Collineation. 

XI. Analysiometrie zweiter Theil: Imlinatimes, kubi
sche und biquadratische Gleichungen. 

XII. Krystallometrie. 

Die ersten acht Curse sind vor dem Druck in 
lithographirten Exemplaren verbreitet worden. Dieses 
hat mir den Vortheil verschafft, be!m.Abdruck einige 
mir gemachte Bemerkungen berücksichtigen, auch hin 
und wieder Verbesserungen anbringen zu können. 
Das Werk enthält, als Lehrbuch überhaupt, auch 
Sätze, welche nicht nothwendig in einen durch geringe 
Stundenzahl ohnehin beschränkten öffentlichen Unter
richt gehören, dessenungeachtet aber im wissenschaft
lichen System an der geeigneten Stelle nicht fehlen 
dürfen. Diese können dem eignen Studium überlas
sen bleiben. 

Dahin gehören im V. Cursus die Sätze über regel
mässige Polygone. Die Polygontafeln habe ich mit 
besondrer Sorgfalt und auf mehr Stellen bereclmet, 
als sie in den Lehrbüchern der höhern Geometrie 
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vorkommen. Der Anhang dieses Cursus enthält als 
Anregung für fähigere Schüler und zu practischem 
Gebrauch verschiedene Rectificationen und Quadratu
ren, welche hier vereinigt zu finden Manchem an
genehm seyn dürfte, dem es vielleicht Mühe machen 
würde, sie aus Werken über höhere Geometrie zu
sammen zu suchen. 

Im VI. Cursus habe ich durch mehrere in den 
Lehrbüchern gewöhnlich nicht vorkommende Sätze 
die Berechnung des Dreiecks gleichsam in ihre inner
sten Elemente zu zerlegen gesucht. Die Wissenschaft 
fordert, dass sich der Mathematiker in den Besitz 
der mannigfaltigsten Methoden setze, die zu dem ver
langten Resultate fähren. Wer sich die Fundamente 
gehörig angeeignet hat, wird sich allerdings diese 
Wege selbst öffnen können, wenn er ihrer bedarf, 
gewöhnlich aber unterbleibt es. Daher dürfte diese 
vollständigere Sammlung trigonometrischer Auflösun
gen vielleicht bei Manchem einer einseitigen Auffas
sung zuvorkommen. 

Im VII. Cursus habe ich mich bemüht, den Be
weisen die möglichste Strenge zu geben. In dieser 
Rücksicht mache ich auf VII. 18. 37. aufmerksam. 
Dass jede Rechnungsregel mit einem vollständigen 
Zahlenbeispiel versehen ist, wird man hoffentlich bil
ligen. Von dem Anhange zum VII. Cursus gilt das
selbe, was vom Anhange zum V. Cursus gesagt wu^de. 
Man wird wolli keinen Anstoss daran nehmen, dass 
hier die Berechnung des parabolisch gekrümmten Fas
ses mit aufgenommen ist, da ich mich bemüht habe, 
die Richtigkeit der Resultate auch denjenigen, welche 
die Differentialrechnung nicht kennen, durch einfache 
geometrische Betrachtungen einleuchtend zu machen. 
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Ein Hauptaugenmerk bei der Abfassung meines 
Lehrbuchs war der, begabtem Schülern Mittel in die 
Hände zu geben, sich durch eignes Studium mehr
seitig auszubilden. In keiner Wissenschaft ist die 
selbstständige Ausbildung so leicht erreichbar, so 
wichtig und fruchtbar, als in der Mathematik. Wenn 
man den Schülern die Geometrie gleichsam nur mit der 
Elle zumessen will, so werden sie in der Mathema
tik immer nur Stümper bleiben. Sollte denn eine Seite 
ciceronianiscb.es Latein für den Jüngling wirklich so 
sehr viel mehr Werth haben, als das Studium geo
metrischer Wahrheiten, auf denen das Weltsystem 
beruht? Er lieset in den höhern Gymnasialclassen den 
Aeschylus und Sophokles, während er sich eben dort 
kaum über die Anfangsgründe der Geometrie zu erhe
ben im Stande ist. Und doch ist grade dieses Jüng
lingsalter von 17—18 Jahren, bei einigermaassen 
günstiger Anlage, vollkommen befähigt, sich die Ana-
lysis des Unendlichen, Differentialrechnung und höhere 
Geometrie anzueignen, ja sich in diese Disciplinen 
mit Enthusiasmus zu vertiefen, wie jeder Mathemati
ker aus Erfahrung weiss. t 

Weit entfernt zu furchten, dass man meinem 
Werke eine Ueberladung an Stoff zum Vorwurf ma
chen könnte, weiss ich nur zu wohl, wieviel dem
selben noch fehlt. Um einen Begriff von Reichhaltig
keit bei einem Lehrbuch der Geometrie zu bekommen, 
sehe man van Swinden's Geometrie nach der trefflichen 
Bearbeitung des Professors an der Landesschule Pforta 
Jacobi (Jena 1834). Das Original hat 686, der An
hang 30, die Zusätze des Herausgebers 1154 Artikel. 
Wenn dieses Werk etwas übersichtlicher geordnet, 
die Zusätze etwas mehr begründet und entwickelt 

http://ciceronianiscb.es
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wären, so würde es unstreitig die erste Stelle unter 
den deutschen Lehrbüchern einnehmen. 

Dass die Mathematik in den Gymnasien eine so 
untergeordnete Stufe hat, daran sind wohl grössten-
theils die Schulmänner der altern Zeit Schuld, au 
deren Schulpläne und Ideen man mit geringen Abän
derungen bis auf den heutigen Tag gebunden ist. 
Nach ihnen sollte der Unterricht der Mathematik in 
den Schulen nur ein Vehikel der Logik seyn. Die 
Mathematik sollte nicht um ihrer selbst willen, son
dern nur um der Logik willen gelehrt werden. Sie 
beseitigten alles, was eine sogenannte practische Rich
tung hatte, weil sie wohl wussten, dass die praeti-
sehen Fragen, z. B. in der Astronomie, Mechanik, 
Physik u. s. w. zu allen Zeiten diejenigen waren, 
welche der Mathematik neuen Aufschwung gaben. 
Aus gleichem Grunde legten sie in der Mathematik 
auf die logische« Formen ein grosses Gewicht Sie 
waren zufrieden, in der Arithmetik bis zu den Pro
portionen, in der Geometrie etwa bis zum pythago-
räischen Lehrsatz zu kommen, nur musste alles gründ
lich logisch erörtert werden; поп muita sed miiltum, 
war ihr Wahlspruch. Dazu waren zwei bis drei wö
chentliche Lehrstunden völlig ausreichend. In diesem 
engen Kreise drehten sich geistreiche Mäimer ein 
volles Jahrhundert hindurch herum. Diess ist der alte 
Streit der Humanisten und Realisten. Was in Deutsc1 -
land einige hochbegabte Geister zur Ausbildung der 
Geometrie geleistet haben, war und ist noch den 
Schulen völlig fremd. 

Derjenige Schüler, welcher die Mathematik IIUÜ 
als eine Uebung um logischrichtige Schlussfolgen zu 
bilden, benutzt hat, welcher in ihr nur eine Reihe 
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einzelner Wahrheiten olme den hindurchgehenden 
rothen Faden der Wissenschaft sah, wird ernst, wenn 
er ins bürgerliche Leben tritt, von der erlernten Ma
thematik gar wenig Nutzen haben. Die Sätze werden 
vergessen seyn, und die sogenannten Denkübungen 
waren für ihn weiter nichts, als Reproductionen der 
vom Lehrer vorgetragenen Schlüsse. Aber jeder gut 
organisirte Kopf macht mit freiem Bewusstseyn logisch 
richtige Schlüsse, ohne dass er dieses erst durch die 
Mathematik zu erlernen braucht. Wenn man ihm sagt, 
dass darin das Wesen der Mathematik bestehe, so 
giebt man ihm die Schale statt des Kerns, man macht 
ihn zu einem einseitigen Pedanten und Halb wisser. 

Wenn ihm hingegen die Mathematik zur Schar-
fung des Verstandes, zur Anregung der combiniren-
den und producirenden Geistesthätigkeit, zur Forschung 
und Erfindung in selbstständigem wissenschaftlichem 
Gange dargestellt worden ist, so mögen immerhin die 
speciellen Wahrheiten der Vergessenheit anheim fal
len; die erworbene und gewonnene geistige Kraft wird 
fürs ganze Leben fruchtbar geworden seyn. 

Die Mathematik ist keinesweges, auch für die 
Schulen nicht, „eine practische Logik", sondern sie 
ist, ihrem innersten Wesen nach die Wissenschaft des 
Verstandes, der Forschung, der Erfindung, der Divi-
nation des Allgemeinen im Besondern. Haben denn 
etwa die Bernoulli, Euler, Lagrange, Laplace, Le-
gendre, Gauss, Steiner, Bessel, Abel, Jacobi um. 
andre grosse Mathematiker ihre bewundernswerthen 
Entdeckungen durch die Logik gemacht? Sicherlich 
nicht. Die Mathematik bedient sich allerdings der 
Logik, aber sie ist nicht die Logik selbst. Die Ma
thematik kann in hohem Grade als geistiges Bildung«-
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mittel wirken, aber nicht sowohl durch ihren Einfluss 
auf die immer vorhandene Thätigkeit der Urtheils-
kraft, als vielmehr dadurch, dass sie den Verstand 
schärft, die Ideen entwickelt, die Combinationsgabe 
übt. Auf diesem indirecten Wege reift die Urteils
kraft, erstarkt das Gedächtniss von selbst. 

Daher gehört es denn auch keinesweges zum 
Wesen eines guten Unterrichts in den untern Classen, 
dass man die Schüler das Besondre im Allgemeinen 
wahrnehmen lasse. Dieses kann erst in der hohem 
Geometrie geschehen, wo man von allgemeinem Stand-
puneten ausgeht Hingegen öflhe man dem Schüler 
der untern Classen das geistige Auge, welches ihn 
in dem besondern Falle den allgemeinen Satz ahnen, 
anschauen lässt. Kein allgemeiner Satz ist in der 
Mathematik jemals anders gefunden worden, als durch 
geistige Anschauung des Allgemeinen im Besondern. 
Die Mathematik ist immer und überall vom Einfachen 
zum Zusammengesetzten, vom Besondern zum All
gemeinen fortgeschritten, und so muss auch ihr Gang 
beim Unterricht seyn. 

Ich habe daher in meinem Buche von den logi
schen Formen der alten Schule keinen Gebrauch 
gemacht. Das Ganze ist nach fortlaufenden Sätzen 
geordnet, ohne Benennungen von Lehrsätzen, Auf
gaben, Grundsätzen, Zusätzen, Folgesätzen, Forde
rungssätzen, Erklärungen u. s. w. Ich halte die Form, 
in welcher eine Wahrheit vorgetragen werden soll, 
im Allgemeinen für unwesentlich; den Namen beizu
fügen ist vollends überflüssig, da die Abfassung selbst 
keinen Zweifel darüber lassen kann, ob der Satz ein 
Lehrsatz oder eine Aufgabe sey. 
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Die Ueberschriften habe ich so einzurichten ge
sucht, dass der Hauptgedanke scharf hervortrete, aber 
jede Wortüberladung möglichst vermieden werde. Dass 
die Ueberschrift des Satzes alles enthalte, was bewie
sen werden soll, scheint mir überflüssig. Man ver
wechsele nicht den mündlichen Vortrag des Satzes 
durch den Lehrer, mit dem Ausdruck, welchen der 
Satz im Buche hat. Diese Ueberschrift könnte ganz 
und gar fehlen, olme dass damit dem Beweise der 
mindeste Eintrag geschähe. Die Ueberschrift hat nur 
den Zweck, zu bewirken, dass sich der Satz dem 
Gedächtnisse leicht einpräge. Daher muss sie den 
Hauptgedanken scharf, ohne Unklarheit, aber auch 
ohne Breite im Ausdruck wiedergeben. Ueberschrift 
und Figur müssen einander gegenseitig ergänzen. 

Viel wichtiger war es mir, die Sätze so anein
ander zu reihen, dass jeder Satz eine aus dem Vor
hergehenden folgende, doch selbstständig bewiesene 
Wahrheit enthalte, zugleich aber auch die Divination 
der nächsten Sätze einleite. Im Laufe eines dreissig-
jährigen Unterrichts wurde das Werk vielleicht ein 
Dutzend Male umgearbeitet, ehe ich bei der gegen
wärtigen Abfassung stehen blieb. Es könnte getadelt 
werden, dass ich im III. Cursus nach dem Satz 51. 
welcher von der Tangente und beliebigen Secante 
handelt, im Satze 57 den speciellen Fall von der Tan
gente und Mittelpunctssecante folgen lasse. Aber b*nde 
Sätze waren an der Stelle, wo sie stehen, nothwendig. 
Jeder liefert eine Divination nach einer verschiedenen 
Richtung hin; jener zum Viereck im Kreise, dieser 
zur Verbindung des rechtwinkligen Dreiecks mit dem 
Kreise. Auch wird auf letztern gewöhnlich die Be
stimmung der mittlem Proportionallinie gegründet; da 
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aber diese ebenfalls durch den allgemeinen Satz be
stimmt werden kann, so musste jener diesem voran
gehen. 

Wie schwierig die Durchführung des Gedankens 
sey, die Geometrie übersichtlich und wissenschaftlich 
zugleich im oben angedeuteten Sinne zu ordnen, da
von geben unsre besten Lehrbücher genügsame Belege. 
Man schlage z. B. das vielgebrauchte Lehrbuch von 
Kries an der ersten besten Stelle auf: zuerst kommt 
ein Lehrsatz, dann fünf Zusätze, dann zwei Erklä
rungen , dann eine Aufgabe, und so geht es fort Oft 
ist eine Wahrheit, auf welche am häufigsten verwiesen 
wird, in einem Zusätze ohne Beweis enthalten. 

Die ersten sieben Curse meines Buchs enthalten 
zusammen 431 Sätze. Für zwei Schuljahre oder 
80 Wochen kommen auf jede Woche etwa 5 Sätze. 
Wem dieses zuviel scheinen sollte, dem schlage ich 
vor, folgende Sätze nicht in den Unterricht zu ziehen, 
sondern dem eignen Studium zu überlassen: 

I. 32. 
II. 32, 34, 36, 37, 40, 41, 51, 66, 67, 63. 

III. 1, 2, 5, 6, 7, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 27, 47, 
60, 61, 62, 70, 72, 73, 74. 

IV. 37, 38, 50, 53, 68, 69. 
V. 1, 2, 3, 7, 10, 14, 15, 18, 20, 21, 22, 93, 24, 

25, 26, 27, 28, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 
40, 42, 43, 44, 45, 48, 50. 

VI. 21, 22, 37, 38, 40, 41, 42, 43, 45, 46, 55, 56, 
57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 
69, 70, 71. 

Nach Weglassung dieser 116 Sätze, bleiben 315 
Sätze, also auf jede Woche der zwei Schuljahre 4 Sätze. 
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Vorrede zum Rechenbuch. 

Ich benutze diese Gelegenheit, um mich auch über 
meinen Leitfaden der Arithmetik (1841. Mitau, Lucas, 
zweite Auflage) mit Rücksicht auf die darüber bekannt 
gewordenen Urtheüe auszusprechen. Dieses Werk 
ist nicht zu einem Handbuch für die untern Schul-
classen, sondern nur zu einem Leitfaden bestimmt, 
welches den Lehrer nöthigt, einen bestimmten Gang 
festzuhalten, und dem Schüler die Repetition erleich
tert. Da es wohlfeil seyn sollte, um auch von dem 
ärmsten Schüler angeschafft werden zu können, so 
behandelt es die untern Theile der Arithmetik nur kurz. 
Denn für diese Theile sind geschickte Lehrer und gute 
Hülfsmittel in Menge vorhanden. Den vielen Lehr
büchern der Arithmetik für die untern Schulclassen 
ein neues hinzuzufügen, lag nicht in meiner Absicht. 
Die Einführung eines Leitfadens findet aber bei den 
Lehrern selbst den meisten Widerstand, weil jeder 
Lehrer seine eigenthümüche Mittheilungsart und Un
terrichtsform hat. Um also den Lehrern das Buch 
annehmlich zu machen, durfte ich bei den Erklärun
gen in den untern Regionen nicht zu ausführlich iseyn, 
und nur da eine Begründung anbringen, wo etwas 
Neues oder weniger Bekanntes zu erklären war. Auf 
diese Weise erlangte ich einen dreifachen Vortheil. 
Erstlich wird der Schüler genöthigt, schärfer nach
zudenken, und wo ihm der Gegenstand dennoch dun-
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kel bleibt, den Lehrer zu befragen. Das Buch regt 
also die Geistesthätigkeit des Schülers an. Zweitens 
wird der Lehrer zu einer gründlichen Vorbereitung 
auf den Unterricht genöthigt, da er stets gewärtig 
seyn muss, über schwierige Stellen zu Rathe gezogen 
zu werden. Die Fragen der Schüler geben ihm Ge
legenheit, auch die minder fähigen Köpfe geistig an
zuregen. Das Buch gewinnt so drittens Raum für die 
weniger bekannten Betrachtungen über die Zahlen. 
Nicht als ob diese alle vom Schüler gelernt werden 
sollten. Aber sie bieten einen Stoff dar, um den sonst 
so trocknen Unterricht in der Arithmetik zu beleben. 
Das Lebendige des Unterrichts besteht aber nicht darin, 
dass man Gegenstände des täglichen Lebens hinein
zieht, auch nicht darin, dass man durch logische De 
finitionen über die Natur der Zahlen, wofür die Sehn 
ler in diesem Alter ohnehin wenig Sinn haben, am 
ihre Urtheilskraft zu wirken sucht, sondern darin, 
dass man ihren Verstand entwickelt und beschäftigt, 
dass man jeden Umstand benutzt, welcher geeignet 
ist, ihnen einen Blick in die oft so geheimnissvolle 
Verknüpfung der Zahlen zu Öffnen, ihre Ideen zu 
bereichern, ihre geistige Wahrnehmung für Dinge zu 
entwickeln, welche ihnen bei dem gewöhnlichen Un
terricht völlig unbekannt geblieben seyn winden. Der
jenige Schüler weiss nur wenig, welcher seine Rech
nung nur auf eine einzige Art auszufuhren ver teht. 
Wenn die Arithmetik geistiges Bildungsmittel seyn soll, 
so kommt es nicht sowohl darauf an, dass der Schü
ler auf richtigem Wege ein richtiges Facit zu erlan
gen wisse, als vielmehr darauf, dass in ihm diejenige 
Geisteskraft geübt werde, welche ihn befähigt, das
selbe Resultat auf den verschiedensten Wegen wieder-
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zufinden, und in der Wahl des leichtesten Weges eine 
selmelle Prüfung seiner Rechnung zu erlangen. 

Um mich durch ein Beispiel verständlicher zu 
machen, so seyen 37 Quadratfuss in Decimalstellen 

37 
einer Quadratsaschen zu verwandeln, also -rg auf eine 

Decimalzahl zu bringen. Dividirt man auf gewöhn
liche Art 37 mit 49, so hat man nur ein Rechenexem-
pel mehr gemacht, ohne etwas Besonderes dabei 
gelernt zu haben. Ueberlegt man hingegen, dass 49 
in 100 die Zahl 2 zum Quotienten und 2 zum Rest 
giebt, so hat man nur nöthig, 37 doppelt zu nehmen 
= : 74, diese Zahl doppelt zu nehmen «=» 148 u. s. w.. 
diese Zahlen immer um zwei Stellen weiter rechts 
gerückt, zu addiren, so hat man mit einem Male nicht 
allein die ganze Reihe der Decimalstellen, sondern 
man erkennt auch dadurch den merkwürdigen Zusam
menhang, welcher die Stellen des Quotienten unter 
einander verknüpft. 

In diesem Sinne also muss mein Buch benutzt 
werden. Nicht eine todte Sammlung von Regeln, durch 
welche man mechanische Rechner bildet, soll es seyn, 
sondern ein Hülfsmittel, um Geist und Leben in den 
Unterricht zu bringen. Diese Regeln sollen keines-
weges auswendig gelernt werden. Eben so wenig 
braucht man sie alle auf einmal durchzugehen. Der 
Lehrer wähle in dem einem Jahre den e i n n , in dem 
andern Jahre einen andern Theil des Buchs, nach 
welchem er seine Schüler beschäftigt. 

Wenn man also sagt, mein Buch sey gut für 
Realschulen, wo es nur gelte, mechanische Rechen
fertigkeit zu bewirken, aber untauglich für Gymnasien, 
wo es auf logische Begründung ankomme, so kann 



XXI 

ich nur bedauern, dass man das Buch nicht begriffen 
hat. Findet der Lehrer in dem Buche keine Begrün
dung angegeben, so gebe er sie selbst dem Schüler. 
Aber in den schwierigem Gegenständen ist sie immer 
angedeutet, und mehr kann man billiger Weise von 
einem Leitfaden nicht verlangen. Einer meiner geehr
ten Recensenten bemerkte sehr richtig „er wünsche 
dem Buche geschickte Lehrer und fähige Schüler." 

Noch muss ich bemerken, dass ich auf einen 
Fehler S. 106 aufmerksam gemacht worden bin, wo 
irrig die Zahl 49 unter die Primzahlen gerathen ist. 

M i t a u , -— Januar 1842. 

Юег Verfasser. 



E r s t e r C u r e u е. 

C o n g r u e n z . 

Paucker Ocometrie l. 1 





D e r P n n o t . 
Wenn ein Naturkörper in immer kleinere Theile zerlegt wird, 
so ist dasjenige Theilchen desselben, welches durch kein me
chanisches Mittel mehr verkleinert werden kann, welches da
her für unsere Sinne ohne Ausdehnung ist, und nur noch bei 
der Beleuchtung dem Auge durch seine Farbe sichtbar wird, 
ein phytischer Punct. Wenn aber der Punct nicht bloss für 
unsere Sinne, sondern auch für unser Denkvermögen ohne alle 
Ausdehnung ist, d. h. wenn er keine Theile, und weder Länge 
noch Breite oder Dicke hat, so ist er ein geometrischer Punct. 
Ein solcher Punct ist nicht in der Natur, sondern nur in un 
serer Vorstellung vorhanden. 

D i e L i n i e . 
Die Bahn oder Spur, welche ein ohne Unterbrechung 

fortrückender physischer Punct beschreibt, heisst eine phy ti
sche Linie, Eine solche Linie hat eine für unsere Sinne un
merkbar geringe Breite oder Dicke, aber eine sichtbare Aus
dehnung nach der Länge. Die feinen Linien, welche der Kal
ligraph oder Lithograph, der Zeichner, Maler oder Kupfer
stecher, der practische Geometer u. s. w. mit der Spitze der 
Feder, des Blei- oder Metallstifts zeichnen, die Linien, .wel
che der Glaser mit der Demantspitze zieht, oder der Optikus 
in Glas ätzt, die Linien, welche der Sonnenstrahl in den Son
nenstäubchen abbildet, oder in den Lichtbildern auf der Me-
tallfläche darstellt, sind physische Linien. Wenn wir in unse
rer Vorstellung von der physischen Linie nur die Aul» lehnung 
in der Länge behalten, die Breite oder Dicke aber wegden
ken, so erhalten wir den Begriff einer geometriachen Linie, 
welche also auch nicht in der Natur, wohl aber in unserem 
Denkvermögen vorhanden ist. Anfang oder Ende, die Grenze, 
oder irgend eine bestimmte Stelle der geometrischen Linie ist 
also ein geometrischer Punct. Er entsteht da, wo zwei * geo
metrische Linien einander durchschneiden. Die Bahn eines 
geometrischen Puncts ist eine geometrische Linie. 

1* 
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D i e g r a d e L i n i e . 
Indem nun ein Punct bei seinem ununterbrochenen Fort

rücken oder bei seiner Bewegung eine Linie beschreibt, wel
che nur eine Ausdehnung nach der Länge hat, so kann bei 
derselben, abgesehen von der verschiedenen Geschwindigkeit 
der Bewegung, noch eine Verschiedenheit in der Richtung 
stattfinden. Wenn die Richtung der Linie sich beständig än
dert, d. h. wenn sie in jedem Puncte eine andere ist, so heisst 
die Linie eine krumme Linie. Bleibt aber die Richtung in 
allen Puncten unverändert dieselbe, 
so heisst die so gezogene Linie eine 
grade Linie. Um also bei einer krummen Linie die Aende-
ruug der Richtung wahrzunehmen, mnss man in jedem Puncte 
derselben eine grade Linie ziehen, oder sich denken. 

Zwischen zwei Puncten kann man unzahlige krumme 
Linien, abe>' nur eine einzige grade Linie denken. Dieses 
iebt ein Mittel, um die Richtigkeit einer graden Linie (z. B. 

,i> einem Lineal) zu erkennen. Denn wenn man die Linie 
m zwei ihrer festen Puncte wie um eine Axc sich drehen 

iässt, so werden ihre Puncte, wenn sie krumm ist, bei fort
gesetzter Drehung sich trennen. Dieses wird bei der graden 
uime nicht der Fall seyn. Also: 

Zwei grade Linien, welche zwei Puncte mit einander 
gemein haben, decken einander in allen übrigen Puncten, 
d. h. sie bilden nur eine einzige grade Linie, welche zwischen 
diesen beiden Puncten die kürzeste Entfernung oder die Ent
fernung überhaupt angiebt. Die grade Linie ist daher das 
Mittel, nicht bloss die Richtung zu erkennen, sondern auch' 
die Entfernung zu bestimmen, welche immer auf der graden 
Linie gemessen wird. 

D e r W i n k e l . 

Wenn zwei grade Linien ab, Ъ 
ас von einem Puncte a nach ver
schiedenen Richtungen gehen, so 
bilden sie einen Winkel. Der 
Punct a heisst die Spitze des а 
Winkels; die Linien ab, ac heis-
sen die Schenkel oder Seiten des 
Winkels. Der Winkel selbst wird 
entweder bloss durch den Buchstaben a der Spitze bezeich-
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net; oder indem man diesen Buchstaben in die Mitte setzt: 
bac oder с ab. 

Die Grösse des Winkels bac hängt bloss von der Nei
gung der Linien ab, а с zu einander ab, d. h. er ist kleiner 
oder grösser, je nachdem die Richtungen ab, а с näher zu
sammen fallen oder weiter auseinander rücken. Da die Seiten 
des Winkels unbegrenzt verlängert gedacht werden können, 
ohne dass dadurch die Richtung derselben geändert wird, so 
hängt die Grösse des Winkels nicht von der Länge der Sei
ten ab. 

Wenn zwei grade Linien ab, 
cd, welche nach verschiedenen Rich
tungen gehen, einander immer nä
her rücken, so dass sie zuletzt bei 
gehöriger Verlängerung in einen ein
zigen Punct f zusammentreffen wür
den, so heissen sie convergirende 
Linien; wenn sie aber immer weiter 
auseinander gehen, so heissen sie divergirende Linien. 

Gleichheit der Winkel . 
Zwei Winkel bac, dfg können ein

ander gleich »eyn. 
Um dieses zu erkennen, denkt man 

die Winkelspitze f auf die Winkelspitze а 
gelegt, und einen Punct der graden Linie**" 
fg in die grade Linie ac fallend. Dann 
müssen beide Linien fg, а с einander de
cken, d. h. nur eine einzige grade Linie 
bilden. Wenn in diesem Falle auch die graden Linien /'</, 
ab einander decken, so sind die Winke] dfg, bac einander 
gleich. 

D a s D r e i e ck. 

Wenn je zwei von drei nicht 
in grader Linie liegenden Punc-
ten a, b, с durch grade Linien 
verbunden werden, so entsteht 
eine Figur, welche ein Dreieck 
heisst. Die drei Puncte a, b, с 
heissen die Winkelpuncle, Spi
tzen oder Ecken des Dreiecks. Auf 

\ 

\ . 



6 

den unbegrenzten Verbindungslinien abd, bcf, cag heissen 
diejenigen Stücke, welche zwischen den Ecken des Dreiecks 
gemessen werden, nämlich a ö, bc, ca, die Seiten des Dreiecks. 
Die Winkel саб, abc, bca heissen die Innern Winkel des 
Dreiecks. Die Winkel, welche jede Seite des Dreiecks mit 
der Verlängerung der andern Seite bildet, nämlich bag, cbd, 
acf heissen die Aussemcinkel des Dreiecks. 

Ein Dreieck, in wel
chem bloss zwei Seiten ab, 
ac einander gleich sind, 
heisst ein gleichschenkliges 
Dreieck, jene beiden Seiten 
heissen die Schenkel, die 
dritte Seite bc, welche den 
Schenkeln nicht gleich ist, 
heisst die Grundlinie oder Ваш. Ein gleichseitigen Dreieck 
ist ein solches, in welchem alle drei Seiten ab, bc, ca ein
ander gleich sind. 

D i e E b e n e . 

j . Wenn sich eine grade Li- f. 
nie df längs den Seiten eines 
Winkels Ь ac ununterbrochen 
fortschiebt, so dass sie sich bei 
dieser Bewegung fortwährend 
auf die Seiten ha, а с stützt, 
d. h. dass einer ihrer Puncte d 
immer in der graden Linie ab, 
ein anderer ihrer Puncte immer 
in der graden Linie ac liegt, jA 

so beschreibt die grade Linie 
eine Ebene. Der Winkel bac& 
liegt in dieser Ebene, und jede andere grade Linie, welche 
auf dieselbe Art wie df ununterbrochen fortrückt, indem sie 
sich auf die Linien ab, ac stützt, beschreibt dieselbe Ebene 
wie df. Die Lage dieser Ebene ist also durch den Winkel 
bac völlig bestimmt, d. h. durch diesen Winkel kann keine 
zweite Ebene gedacht werden, welche von der ersten ver
schieden wäre. 

Da die Richtung der graden Linie ab durch die Puncte 
a und b; die Richtung der graden Linie а с durch die Puncte 
a und с bestimmt ist, so ist auch der Winkel bac durch die 
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drei Puncte «, s, с bestimmt. Folglich bestimmen auch drei 
Puncte die Lage einer Ebene, d. h. grade Linien, welche 
sich bei ihrer Bewegung auf die graden Linien ab, ue, oder 
auf die graden Linien ab, be, oder auf die graden Linien ac, 
be, stützen, beschreiben immer dieselbe Ebene. 

Ferner, da zwei Puncte eine grade Linie bestimmen, so 
ist die Lage einer Ebene auch durch einen Punct und eine 
grade Linie völlig bestimmt, d. h. durch einen Punct und eine 
grade Linie kann immer eine Ebene, und zwar nur eine ein
zige Ebene gelegt werden. 

Eine Ebene ist nichts anders, als der geometrische Ort 
aller derjenigen Puncte, welche in graden Linien liegen, die^ 
sich auf je zwei von dreien ein Dreieck bildenden graden 
Linien stützen* 

Wenn zwei Puncte einer graden Linie in einer Ebene 
liegen, so liegen auch alle übrigen Puncte dieser graden Linie, 
so weit man dieselbe auch verlängern mag, in derselben Ebene. 

Wenn also aus dem Puncte 
a eine grade Linie ah so gezo
gen werden soll, dass sie in der 
Ebene bac liege, so hat man 
nur zu bewirken, dass sie durch 
irgend einen Punct d gehe, wel
cher in einer graden Linie fg 
liegt, die sich auf die gradena 

Linien ab, ac stützt. 

1. 

Wenn in zwei Dreiecken zwei Sei- a^ 
len und der eingeschlossene Winkel ge- / il 
genseitig gleich sind, so decken die Drei- / / 
ecke einander. —-/ -v 

D. h. alsdann sind auch die dritte Seite .̂ \ , 
und die beiden andern Winkel gegenseitig ^ 
gleich. 

Es sey ab = df, be = fg, {_ abc = dfg. 
Die Winkel dfg, abc lassen sich so zusammenlegen, dass 

die Spitze / auf b, die Richtung der Seite fg auf b с fallt. 
Da nach der Annahme ^ / = b, so muss dann auch die 
Richtung fd auf be fallen. Ausserdem ist nach der Annahme 
fg = be, ab = df Also fällt bei dieser Zusammenlegung 
der gleichen Winkel / , b, auch der Punct g auf c, der Punct 
d auf a. Also fallen die Ecken rf, / , g gegenseitig auf die 
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Ecken а, 67 с. Also decken die zwischen ihnen lügenden Seiten 
einander. Also ist die Seite dg = ac, [^ g =~c , /̂ d = a. 

2. 
Wenn in zwei Dreiecken eine 

Seite und die beiden anliegenden Win
kel gegenseitig gleich sind, so decken 
die Dreiecke einander. 

D. h. alsdann sind auch die beiden 
andern Seiten und der dritte Winkel 
gegenseitig gleich. * 

Es sey öe t=*fg, L b = / , L с = g. 
Man nehme an, df sey <^ als a b, mache b h = <i/, und 

ziehe eh. Dann ist in den Dreiecken dfg, hbc, df=hb, 
fg — öe , ^ft=tb, also (I. 1.) decken die Dreiecke hbc, 
dfg einander, also [^ heb = dgf. Aber £ rfg/ = a«?ö, 
also [^ heb = aoö. Dieses ist aber unmöglich, also kann 
nicht df < als ab seyn. 

Man nehme an, df sey grosser als a b, mache bk=*df und 
ziehe с /?. Dann ist in den Dreiecken dfg, kbc,df=zkb, fg — 
i'f, /f~ b, also (Г. 1.) decken die Dreiecke & £ c, dfg einander, 
A o £ kсb = dgf. Aber^ dgf=acb, also ist [_ kcb = acb. 
Dieses ist aber unmöglich, also kann nicht df > als a b seyn. 

Da df weder <^ noch ^> als ab seyn kann, so muss 
df = ab seyn. Aber auch bc *=* fg und ^ b t=»/. Also 
decken die Dreiecke abc, dfg einander. Also ist ausser ab 
== d / und £ с ess g , auch ac = dg und ^ а = d. 

3. 

/я einem gleichschenkligen Dreiecke sind 
die Winkel an der Grundlinie einander gleich. 

D. h. wenn ab?=ac, so ist auch [^abc 
=s acb. 

d r e i e r B e w e i s . 
Man bringe das A abc in die umge

kehrte Lage acb. Da [_ а = a, ab = ; ас, ас = s «£ , 
so decken die А « £ c , acb einander, der Punct с fällt auf 
b, und s auf с (I. 1.) also ist der ^ b = c, und /_ с = b. 

Zweiter Beweis. 
Man verlängere ab, а с nach </, /', und mache bd = 

c/, und ziehe erf, £/1 In den A aed, abf ist ac =s ab, 
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ad =з а/, £ а = a, also (I. 1.) A aed = * « £ / , also 
cd = з £/", ^ aed =* abf, [_adc = а/Я. In den b\ bde, 
cfb ist cd = 6/, sii --- c/, ^ £</c == c / £ , also (I. I.) 
A bde = <?/6, also ^ bed =3 cbf, also ^ «Cti— £cd 
= abf — cb/j also ^ « s c = ao6 . 

4. 
Wenn die Winkel an der Grundlinie 

eines Dreiecks einander gleich sind, so 
ist das Dreieck gleichschenklig. 

D. h. wenn l^ abc = acb, so ist 
e i = а с . 

Denn es sey a b <^ als а с. Man mache ^ 
cd = ab, ziehe bd. In den A dcbf ab с ist de = ab, 
bc = bc, [^ deb = abc, also (I. 1.) A deb = abc. 
Dieses ist unmöglich, also kann nicht ab <^ als а с seyn. 

Es sey ab ^> als аc. Man mache cft=*ab, ziehe bf. 
In den £\fcby abc ist fc = « £ , 6c = bc, ^feb *=? 
в а с , also (I. 1.) A / c £ == abc. dieses ist unmöglich 
also kann nicht ab > als а с seyn. 

Da a b weder grösser noch kleiner als а с seyn капь 
so ist a b = s а с. 

5. 

Wenn in zwei Dreiecken die 
drei Seiten gegenseitig gleich sind, 
so decken die Dreiecke einander, 

D. h. wenn df w ab, fg = 
bc, gd = ca, so ißt ^ d = «, 

Kreter Beweis. 
Man lege / g auf bc, und bringe den Punct d in die 

Ebene des A abc, nach der Richtung von a, so fällt d ent
weder innerhalb des A a b с in h, oder oberhalb des Puncts 
e in A, oder seitwärts von a in L 

Wenn d in h fällt, so ist b h ----- H a , с А . = с «, also 
(I. 3.) ^ bah==bha, [_ с ah = САЙ, also [_bac =.b ha 
•f- с A a, was unmöglich ist; also fällt rf nicht in A. 

Wenn d in к fallt, so ist bk = £ а, с к = с а, also 
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(I. 3.) [_ b к а =* b а к, /^ с к а = с ак, also j^ Ь к с = 
Ьак -\- сак, was unmöglich ist; also fällt d nicht in k. 

Wenn d in / fällt, so ist bl = ba, cl—ca, also (l. 3.) 
l^bal = £ /a , £cal =^ da. Da ^ cla^> als £ / a , so ist 
auch ^ с a l ^> als 6 i«. Da ^ #/« = 6 «/, so ist auch 
^ c e / > als £ a / , was unmöglich ist. Also fällt </ nicht in l. 

Also kann c? nirgends anders fallen, als in a, also decken 
die A dfg, abc einander. 

Zweiter Beweis. 
Man lege fg auf bc, und 

bringe den Punct d in die Ebene 
des Dreiecks abc, auf die entgegen
gesetzte Seite von bc, so dass der 
Punct d in m fällt. Alsdann ist 
bm •= Ьа, cm = ca, also (I. 3.) 
1^ bma *==* bam, und £ ста = 
cam, also £ £mc oder/d?g = £«c. 
Also (I. 1.) Д o k = dfg. 

(3. 

Der Kreis ist eine krumme 
Linie, welche ganz in einer 
Ebene, liegt, und deren Puncte 
von einem in derselben Ebene 
liegenden festen Puncte gleich-
weit entfernt sind. 

Der feste Punct с heisst der 
Mittelpunct oder das Centrum, 
die gleiche Entfernung der Puncte 
des Kreises vom Mittelpuncte, ca, 
cd, cf, cg, cb, ch, heisst der 
Halbmesser oder Radius, die 
krumme Linie adfgbha, als Länge betrachtet, heisst der 
Umfang, die Peripherie oder Circumferenz, ein Theil der
selben zwischen zwei Puncten, z.B. dfg, heisst der Bogen; 
die grade Linie dg, welche die Endpuncte des Bogens ver
bindet, heisst die Sehne odtr Chorde; der Winkel deg, wel
chen die nach den Endpuncten des Bogens gezogenen Halb-
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messer mit einander im Mittelpuncte bilden, heisst der Mittel-
punctswinkel oder Centralwinkel, eine grade Linie acb, welche 
durch den Mittelpunct gezogen wird, heisst der Durchmesser 
oder Diameter und ist doppelt so gross als der Halbmesser. 
Der Durchmesser theilt den Kreis in zwei gleiche Theile, 
welche Halbkreise heissen. 

7. 

lieber eine Grundlinie 
ein gleichschenkliges Drei- ,-"' 
eck zu beschreiben. 

Die gegebene Grund
linie sey a b, die gegebene / 
Länge der Schenkel sey a d 
= b g. Wenn die Ebene, 
in welcher das Dreieck lie- '-. \ \ 
gen soll, gegeben ist, so \ 
beschreibe man in dieser *•- '.'•#:' ' 
Ebene, aus a als Mittelpunct 
mit dem Halbmesser a d, aus b als Mittelpunct mit dem НаІЫ 
raesser bg, zwei Kreise. Wenn diese Halbmesser grösser als 
'/2 a b sind, so durchschneiden die Kreise einander in c. 
Dann ist (I. 6.) а с «=з ad, Ъс = bg\ aber nach der Vor
aussetzung ad = r bg, also а с = bc, also A ab с gleich
schenklig. Wenn die Ebene nicht gegeben ist, so wähle man 
einen beliebigen Punct / , wodurch man die Ebene a bf erhält, 
ziehe in dieser die Halbmesser afd = £ / g , und beschreibe 
die Kreise in dieser Ebene. 

8. 
Einen Winkel einem gegebenen 

Winkel gleich zu machen. /' 
Der gegebene Winkel sey bac. * ' 

Aus a als Mittelpunct beschreibe man 
einen Kreis mit einem beliebigen Halb
messer, welcher die Winkelseiten in ö, F. 
с schneidet. Man ziehe bc. Es sey // 
in der graden Linie, an welcher der '/ 
Winkel zu zeichnen ist, der Punct d /l "•• . 
als Spitze des Winkels gegeben, so <z \ l 
beschreibe man aus d als Mittelpunct 
einen zweiten Kreis mit demselben Halb- v .. / 
messer df = ab = ac. Aus/ als 



12 

Mittelpunct beschreibe man einen dritten Kreis mit dem Halb
messer Ьс, welcher den zweiten Kreis in g schneidet. Man 
ziehe dg, so ist der l^fdg = Ь а с. 

Denn fg — bc, dg = df = ab = ac, also (I. 5.) 
ist das A f dg = bac, also L f dg = bac. 

9. 

Ein Dreieck einem gegebe
nen Dreiecke gleich zu machen. 

Man mache eine grade Li
nie fg = 6 c, beschreibe in 
einer beliebigen Ebene, aus f 
als Mittelpunct mit dem Halb
messer 6 а, aus g als Mittel-
PÜN et mit dem Halbmesser с «, 
Preise, welche einander in d 

schneiden, so ist (I. 6.) fd = 
i «, gd = ca, fg «=. bc, 
-üso (I. 5.) Л dfg = abc. 

/ \ 

d,-' 

а 

10. 

Einen Winkel in die Hälfte 
zu theilen. 

Der gegebene Winkel sey bac. 
Man beschreibe aus der Spitze des 
Winkels a als Mittelpunct einen 
Kreis, welcher die Winkelseiten in 
b, с schneidet, ziehe bc, und 
beschreibe über bc als Grundlinie 
in der Ebene 6 а с ein gleichschenk
liges Dreieck bde (I. 7.), ziehe die grade Linie ad, so theilt 
sie den [^ bac in die Hälfte. Denn da ab — ac, bd = 
cd, ad == ad, so ist (1.5.) Д bad = с ad, also [^bad 
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11. 
""Же 

_ _ : 6 

'U 

.Еілв grade Linie in die Hälfte zu 
theilen. 

Die gegebene Linie sey ab. Ueber 
dieselbe als Grundlinie beschreibe man in 
der nämlichen Ebene zwei gleichschenk
lige A abc, abd (I. 7 ) . Man verbinde 
cd, so schneidet diese grade Linie die / 
gegebene Linie ab in /^, so dass die a\ 
Theile af, bf einander gleich sind. 

Denn da. ac = bc, a d => b d, 
cd = cd, so ist (I. 5.) A aed = 
bed, also 2, <*> cd = з bed, oder J^ aef 
= bcf. Aber auch а с = bc, cf = с/', also (I. 1.) 
Д e c / = k / , also af = bf 

12. 

Nebenwinkel sind Winkel, welche у 
an einer graden Linie neben einan- / 
der liegen, und eine gemeinschaft
liche Seite haben. 

[_bac, da с sind Nebenwinkel, b * d 

da sie an der graden Linie bd liegen und die gemeinschair 
liehe Seite а с haben. 

/ 

13. 

Ein rechter Winkel ist ein Winkel, 
welcher seinem Nebenwinkel gleich ist. 

Der Winkel с ab sey seinem Neben
winkel с ad gleich, so heisst er ein rechter 
Winkel. Die Linie с a heisst auf badT% 
senkrecht, lothrecht (perpendikulär, nor
mal), oder auch das Loth (Perpendikel, 
Normallinie). 

1 4 

Die Summe zweier Neben
winkel, und überhaupt die Summe 
mehrerer Winkel, welche an einer 
graden Linie in einer Ebene ne
ben einander liegen, ist gleich 
der Summe zweier rechten Winkel. 

а 
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Auf der graden Linie bad sey а с senkrecht, und in der 
Ebene bacd seyen die Linien a/, ag, ah gezogen, so ist 
(1. 13.) 2І bac — eaci — R, und (I. 12.) j_ baf, daf 
sind Nebenwinkel. Aber [_ baf = bac -\- caf = R -j-
с а / , 2l t i«/ =3 e«ti — caf z=z R — caf, also j_ baf + 
г/я/ = 2 Ä . 

Da ^ £«/* = ÄÖÄ - j - Aag -f" 3 « / , s o »st auch die 
Summe der Winkel bah + hag + gaf + /«</ = 2 iJ. 

* 

15. 

Die Summe aller Winkel, 
welche in einer Ebene um einen 
Punct herum liegen, ist gleich der 
Summe von vier rechten Winkeln. 

In einer Ebene seyen die Li
nien ab, ac, ad, af, ag, ah, 
aus einem Puncte a gezogen. Man 
verlängere Ьа nach k, so ist (I. 14.) 

bac + с ad ~\- daf -j- fak = 2 JR, 
_ # « £ + # « Ä H - Ä л £ = 2Ä. 

Da aber £fak + g « H - - - / « ^ , so folgt 
/ . öae -}- c«rf + daf - j - / a ^ + g«Ä + hab = 

16. 

Wenn zwei in einer Ebene lie
gende Winkel, welche eine gemein-
schaftliche Spitze und Seite haben, 
zusammen zwei rechte betragen, so 
liegen die andern beiden Winkel-
seiten in grader Linie. 

Es sey [_ bac -f- с ad 

\R. 

f 
2 R. Wäre bad keine 

grade Linie, und man verlängerte K «' nach / , so würde (I. 14.) 
[_ bac - j - caf = 2 / i , also [^ bac -f- с ad = bac + с af, 
also [^ cad-= caf seyn, was unmöglich ist, da ac, ad, baf 
in einer Ebene liegen; also muss bad eine grade Linie seyn. 

17. 

Alle rechte Winkel sind ein
ander gleich. Oder auf eine grade 
Linie Ulsst sich aus einem ihrer 
Puncte in einer Ebene nur eine 
einzige senkrechte Linie ziehen. 

If 

а 
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Es seyen auf ab in einer Ebene zwei rechte Winkel dab, 
fab gesetzt, und es sey ^ dab <C als fab. Da ^ dab^^R, 
so ist (I. 13.) [^ dab я dac, also £ dac < als / a ö . 
Da £ / a ö — /2, so ist (l. 13.) ^ fab = fac. Also 
^ б/«с <C a l s/«с . Dieses ist unmöglich. Also kann l^dah 
nicht kleiner als / « ö seyn. Ehen so beweiset man, <lass [_dab 
nicht grösser als fab seyn kann. Also sind die rechten Win
kel dab, fab einander gleich, und die Lothe ad, af fallen 
zusammen. 

18. 

Scheitelwinkel oder Verticalwin-
kel, welche entstehen, wenn zwei 
grade Linien einander durchschnei
den, sind einander gleich. 

Wenn die graden Linien ab, cd 
einander durchschneiden, so sind die an ihrem Durchschnitts-
puncte einander entgegengesetzten Winkel / , g und h, к Schei
telwinkel. Aber (I. 14.) / + * = 2 J2, h + g = 2 Ä, 
also / + Ä =t h + g, also f = g. Ferner g + к = 2 K 
also h -j- g = g + к, also Л =r ^. 

19. 

Auf eine grade Linie aus einem 
ihrer Puncte eine senkrechte Linie zu 
errichten. 

Die gegebene grade Linie sey bc, 
ihr gegebener Punct sey a. 

А 

а 

- , , f l 

Starte Art. Гь~ 
Man schneide aus a auf bc zwei \ 

gleiche Stücke ab, ab s=i а С (I. 6.), 
errichte über b c als Grundlinie ein 
gleichschenkliges Dreieck bde (I. 7.), 
ziehe ad, so ist ad lothrecht auf bc. 
Denn abe=ac, bd==cd, ad==ad, 
also (1.5.) A ab d = а с d, also 
£ bad = carf, also £ bad =* R 
(I. 13.) 

Zweite Art« 
Man setze an к in a zwei gleiche Wiukel baf = cag 

an (T. 8.), theile den Lfag durch ad m die Hälfte (I. 1С), 

l-Av ••У 

« 
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so ist ad lothrecht auf bc. Denn (I. 14.) [^baf + fag - l-
eag — 2 R, [_baf' = c a g , LfaS === ^ fach also 2 s a / 
+ 2 /a<i = 2 # , also £ baf + fad = R, a lso^Äeo = Ä. 
Auf diese Art verfahren die Feldmesser, um auf dem Felde, 
wo sich die erste Art nicht anwenden lässt, senkrechte Linien 
zu ziehen. Mit Hülfe eines einfachen Instruments, welches 
Diopterkreuz heisst, tragen sie einen Winkel, welcher einem 
rechten Winkel sehr nahe kommt, auf beiden Seiten des Puncts 
a auf die Linie bc, und theilen den kleinen Zwischenraum 
fg in die Hälfte. 

Auf eine grade Linie aus einem 
außerhalb derselben gegebenen Pun
cto eine senkrechte Linie zu fällen. 

Die gegebene grade Linie sey 
6c, der ausserhalb gegebene Puuct ' ^ 
sey a. Aus a als Mittelpunct be- * '*•*."zu
schreibe man einen Kreis (I. 6.), wel- "*.д 
eher die gegebene Linie in Ь und с 
schneidet. Ueber 6 c als Grundlinie 
errichte man (I. 7.) ein gleichschenkliges Dreieck 6cf in'der 
Ebene des Dreiecks абс, man verbinde af, so schneidet af 
die 6c in d, und ad ist senkrecht auf 6c. Denn da а6 = 
ас, 6f — cf, af — afy so ist (I. 5.) Д a6f = aef, 
also ^ 6af = caf, oder £ 6 ad = с ad. Aber «ö - <»o, 
ad ^= ad, also (I. 1.) A a5d =z aed, also / adb — ade, 
also (I. 13.) / . «eis — Ä. 

21. 

Г/m еш Dreieck einen 
Kreis zu beschreiben. 

Das gegebene Dreieck sey 
abc. Man theile (l. 11.) ab 
in g, 6 c in cf, in die Hälfte, 
errichte (I. 19.) auf ab in A 
auf 6 c in df senkrechte Linien 
in der Ebene des A abc, so 
dass diese senkrechten Linien, 
gehörig verlängert, die Seiten 
des A abc schneiden. Der 
Durchschnittspunct m der bei
den senkrechten Linien ist der Mittelpunct des umschriebenen 
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Kreises. Denn da ag = bg, mg a=s mg, J^ agm — £g«i 
= R, so ist (T. 1.) Д «gm = £gzw, also am = bm. 
Da bd = cd, md = md, ^ 6 dm aar с dm aar /?, so ist 
(T. 1.) Д ödm = cdm, also öm = cm. Also am = öm 
аа= cm, also (I. 6.) m der Mittelpunct des umschriebenen 
Kreises. 

22. 

An einem Dreiecke ist der 
Aussenwinkel grösser ah Jeder 
von den innern Gegenwinkeln. 

Das Д abc hat in с die 
Aussenwinkel acd= bcf(\. 18.), 
die innern Gegenwinkel sind bac, 
abc. Man theile а с in g in die 
Hälfte (I. 11.), ziehe bg, verlän- \/ 
gere sie nach h, so dass gh = 
bg sey, verbinde ch, so ist a g = cg, bg = gA, 

> 

cgÄ (I. 18.), also (I. 1.) / \ agb == cgh, also 
bag a=s s a c . Aber ^ « c d > als лсЛ, also 
bac. 

Man theile £c in к in die Hälfte (I. 11) , ziehe а к, 

/, ach 
acd L 
ver

längere sie nach l, so dass kl = ak, verbinde cl, so ist 
bk aar o/?, «^ aaa £/ , £ a^ s e=s ckl (I. 18.), also (I. 1.) 
Д akb = ckl, also ^ bei = ab к aas a s o . Aber £ bef 
> als Koi, also ^ bef > als a 3 c, nnd 
als а £ с 

23. 

Aber 
auch [^ acd > 

Gegen-
Wenn in zwei 

zwei Winkel und eine 
seite gegenseitig gleich sind, so 
decken die Dreiecke einander* 

D. h. alsdann sind auch der 
dritte Winkel und die beiden an
dern Seiten gegenseitig gleich. 

Es sey ab = df, ^abc^zzdfg, j^acb^ dg/. Wäre 
/ g < C als bc, so mache man bhz=fg, verbinde ah, so ist ab 
= df, bh =fg, iabh = dfg, also (I. 1.) £abh = dfg, 
also ^ ahb = dgf. Aber £ dg/ aaa acb, also [^ ahb = 
acb, was unmöglich ist, da (1. -22.) ^ ahb "^ als ÖCÄ. 

Wäre fg > als öe , so mache man bk=fg, verbinde 
a £ , so ist ab=zdf, bk=fg, [_ abk*=dfg, also (T. 1.) 
Д abk ar- <//g, also £ a ä ö aar d g / . Aber ^ d g / 

Paucker Geometrie. I. 2 
aeö, 
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also [^ akt> = acb, was unmöglich ist, da (I. 22.) j_ acb 
^> als akb. 

Da fg weder kleiner noch grosser als Ь с seyn kann, so 
i s t/g = bc. Da nun auch ab =3 rf/, ^ a£e = <//g, so ist 
(I. 1.) A a b с = з dfg, also auch ^Ьас =fdg, und « 0 =3 rfg. 

24 
Гом einem Puncte, welcher ausser

halb einer graden Linie Hegt, lusst sich 
nur eine einzige senkrechte Linie auf 
die grade Linie /allen. 

ah 

Denn es seyen «<i, af zwei verschie- b ü f с 
dene senkrechte Linien, so bilden sie ein Д adf in welchem 
(\. 22.) [^ adb ^> als «/5. Dieses ist aber unmöglich, da 

db=*R, L afb *=: Ä, also (I. 17.) Ц adb » a / s ist. а 
Also können die beiden senkrechten Linien ad, af, kein Drei
eck mit einander bilden und fallen also zusammen. 

2 5 -
In einem Dreiecke hat die grössere Лч 

Seite den grossem Gegenwinket, / ^ v , 
Es sey in dem A abc die Seite а с 

^> als ab. Man mache ad t=» a ö , ziehe 
Äd, so ist in dem А 6 dc der [_ adb > ^ 
als acb (I. 22) . Aber (I. 3.) /_ abd=z adb, also £ « Ы 
^> als « C Ä , also um so mehr ^ abc > als ac#. Es liegt 
aber l^ abc der grössern Seite ac, und ^ acb der kleinern 
Seite «6 gegenüber. 

26. " 
In einem Dreiecke hat der grössere / \ 

Winkel die grössere Gegenseite. / 
Es sey in dem A aöo der Winkel / Ч ., 

b ^> als c. Wäre ab =3 ac, so müsste / -^ 
(I. 3.) l_ b *=» с seyn, also kann nicht^ c 

ab =3 ac seyn. Wäre aö > als e c , so müssfe (I. 25.) 
[_ с > als ö seyn. Also kann nicht ab > als а с seyn. 
Da also а с weder gleich ab noch kleiner als a£ seyn kann, 
so muss а с grösser als ab seyn. Es liegt aber а с dem 
grössern Winkel 6, und ab dem kleinem Winkel с gegenüber. 
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. 2 7 ' . К 
In jedem Dreiecke ist die .'">''«.. 

Summe zweier Seiten grösser als : \ ' а 
die dritte Seite. \ \ /" \ ^ 

In dem A abc seyen ab, ас \ / \ 
die kleinern Seiten, bc die grössere \г_ — ~̂ -
Seite. Man verlängere с a nach d, Ь 
und mache a r f » ab, so ist cd gleich der Humme der Sei
ten ab, ac. Da ad=*ab, so ist (I. 3.) jf^cdb :=» abd; 
aber £ cbd > als a # d , also ^ <?öli > a l s ockö, also (I. 26.) 
o<i > öe , also ab + «c > se. 

28. 
CT 

Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten 
gegenseitig gleich, die Zwischenwinkel aber 
ungleich sind, so hat der grössere Winkel 
die grössere Gegenseite. 

ES sey in den A abc, dfgt die Seite 
ab i=i df, а с = dg, aber [^ бас ^> als 
/"tig. In der Ebene des A dfg mache 
man (I. 8.) den [_ fdh — bao und dh & 
c= ac, so ist auch dh =t dg, und (I. 1.) 
A/efA = * bac, also/Ä = £c. Da <//* t==s dg , so ist (I. 3.) 
L dgh = dÄg; aber £ / g A > dgA, also ifgh > al« 
</Ag; aber [^ dhg > als l_fhg, also um so mehr J^fgh 
> / Ä g , also (I. 26.) fh > a l s / g , also auch bc > a i s / g . 

29. 

Лм« dfret gege-
öe«e« graden Linien 
ein Dreieck zu bilden. 

Die gegebenen gra
den Linien seyen D, 
E, F. Man mache • 
bc=sD, u. beschreibe • 
aus с als Mittelpunet • 
mit dem Halbmesser \ 
E , aus b als Mittel-
punct mit dem Halb
messer F Kreise, wel
che in einer gemein-

£ ; 

/['• 4 

E 
ö w , 

.) * 



20 

schaftlichen Ebene liegen. Wenn diese Kreise einander in а 
durchschneiden, und man ab, а с zieht, so ist abc das ver
langte Dreieck, weil (T. 6.) ab = F, с а « E isi. 

30. 
Wenn zwei Kreise einan

der durchschneiden, so ist die 
Summe ihrer Halbmesser grös
ser als die Entfernung der 
Mittelpuncte, und der Unter
schied ihrer Halbmesser klei
ner als die Entfernung der 
Mittelpuncte. 

Wenn die Kreise, deren 
Mittelpuncte b, с sind, einander 
in a durchschneiden, und man 
ab, a o , bc zieht, so entsteht 
ein Dreieck abc, in welchem 
ab, а с die Halbmesser, Ь с die 
Entfernung der Mittelpuncte ist, 
in welchem also (I. 27.) ab -f* 
а с > als bc, und а с <£ ab 
-J- bc, also auch ac — ab 
<^ als bc ist. 

31 

Wenn zwei Kreise ein
ander in einem Puncte durch
schneiden, so durchschneiden 
sie einander noch in einem 
zweiten Puncte, 

Die Kreise, deren Mittel
puncte Ь, с sind, durchschnei
den einander in a. Man fälle 
aus a auf bc die senkrechte Linie ad (I. 20.), verlängere sie 
nach/ , und mache df = ad. Da auch bd= bd, [^adb^z 
bdf = R, cd =5 cd, [^ ade = cdf = R, so ist (l. lf) 
A adb = £<//, A ade =» <?<i/, also bf= ab, cf=. ac, 
also liegt (Г. 6.) der Punct / im Umfange beider Kreise^ eben 
so wie der Punct a. 

32. 
Wenn zwei Puncte gegeben sind, mehrere andere Puncte 
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im 

in derselben graden Z,inie, durch 
//losse Kreisdurchschnitte ohne 
Lineal^ zu finden. 

Die gegebenen Puncte sey^ti 
Ö, b. Aus diesen Puncten als 
Mittelpuncten beschreibe man mit 
beliebigen ungleichen H a l b m e s - ( c t х ^ ^ " і тл \^ 
sern Kreise ra einer Ebene, wel-; v /••''*•../V\T"7 ' 
che einander in c, d durchschnei- •?>•- " >\->/ -̂  
den. Da с а == da, с Ь = db, l. /\A 
ab = ab, so ist (I. 5.) А асб > ' \ 
= adb, also £cab = bad. 
Wenn cd, ab у einander in n durchschneiden, so ist also [_сип 
= dan, ca = c?a, an = an, also (1. 1.) A cew = </««, 
also cn = dn und ^ е л а * = - с ? я а = Ä (f. 18.). 

Aus c , ci, als Mittelpuncten beschreibe man in der Ebene 
aebd mit beliebigen gleichen Halbmessern Kreise, welche 
einander in/", g durchschneiden. Da о я'=dn, cfz=? dft 

fn = fn, so ist (I. 5.) A cfn = dfn\ aiso-1^ cnf === ihi'f 
s=» R. Da cw = 3 dn9 cg ==»'_ <?g, gw ч=з g # , , s o ist (J. 5.) 
A eng ===» dngy also /„eng t=^ dng =z= ti. t)a JJ.cnf 
t=* Ri L cng"'t==* R, so liegen (1. 1 6 . ) d i e JVracte f, n, g 
in grader Linie. Da [^ cnf = R, [_ enä ----- /£, so liegen 
(I. 17.) die Puncte a, / , n in grader Linie. Da [_ cng = 
R, Jm cnb t=^ R, so liegen die Puncte b, g , n in grader 
Linie. Also hegen die Puncte / , g in der ßraden Linitz а b. 

Um noch mehrere Puncte au finden, besej^r^ibe man ans 
/ , g , als Mittelpuncten mit beliebigen ungleichen Halbmessern 
in der Ebene aebd Kreise, weiche diei .beide» voiigen Kreise 
in A, k und /, m durchschneiden. p a / / A s==a//c, cf =• df\ 
ch =* dk, so ist (I. 5.) A cfh = a dfk, also ^ c/A •===* 
dfk. Aber (l. 14.) £ cfn + c/A, + Д/> ===== 2 Я, ^ d / « 
-j- ei//: -j- kfa~^ % R-,, also J^ cfn -$~ cfh •+* А/а ===» 
dfn + dfk -\- Jcfa. Aber ^ cfnz=idfn>Jm cfh = dfk. 
also ^ Л / а = i #/«• Eben so wird bewiesen, dass [_ Igb 
=smgb. Da nun / Л ===s/A, gl = gi», so werden Л&, Im 
von aö senkrecht halbirt. Also kann man sich der Puuete /,, 
к und /, m, wie der Puncte c, ck, bedienen. 

33. 
/;i eineni rechtwinkligen Dreiecke ist jeder der beiden 

andern innern Winkel kleiner als rechter. 

http://JJ.cn
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Oder wenn man von einem Pim-
cte nach einer graden Linie eine senk
rechte und eine schiefe Linie zieht, 
so ist von den beiden ungleichen 
Nebenwinkeln der schiefen derjenige, 
dessen Oeffnung dem Lothe zuge
kehrt ist, der kleinere, und derje- ~ ' 
nige, dessen Oeffnung vom Lothe abgekehrt ist, der grössere. 
Jener heisst spitz, dieser stumpf. 

Denn es sey £ ab с = * а b d = R. Aber (I. 22.) 
[_ acb < abd, und £ acf^> als abc, also ^ acb <C Rf 

und ^ Й С / > R. 

34. 
Das Lotk ist die kürzeste Ent-

fernung eines Punctes von einer gra
den Linie. 

Es sey ab senkrecht auf dg, Л Ъ c f 9 
so ist (I. 33.) £ acb < R, £ a/õ < R, also ist (I. 26.) 
in dem Д abc die Seite ab <^ als ac, und in dem A ab/ 
die Seite ab <C als a/ Auch ist (I. 33.) £ acf > R. 
Da nun £ ê <? < Ä , so ist ^ o c / > o/V, also (I. 26.) 
die Seite а с <^ a/1 

35. Г ' ' 

Bei dem Schnitte eines Kreises 
durch eine grade Linie, oder in einem 
gleichschenkligen Dreiecke, entstehen 
Dreiecke, in denen zwei Seiten und 
der eine Gegenwinkel gegenseitig 
gleich sind, welche einander aber 
nicht decken. 

Wenn der Kreis с die grade Linie bf, та, b durch
schneidet, so entstehen zwei ungleiche Dreiecke cfa, cfb, in 
welchen aber zwei Seiten und der eine Gegenwinkel gegen
seitig gleich sind, nämlich c / = c / , cat=*cb, ^с/а=зс/Ь. 

In dem gleichschenkligen Dreiecke ab с entstehen zwei 
ungleiche Dreiecke ade, bde, in welchen ebenfalls zwei Seiten 
und der eine Gegenwinkel gegenseitig gleich sind, nämlich 
cd === cd, с а = cb, [_ ead = ebd. 

36. 
Wenn in zwei ret tkligen Dreiecken die Hypotenuse 
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ч 
und eine Kathete gegenseitig gleich a 

sind, so decken iie einander. 
D. h. die zweite Kathete und die 

beiden andern Winkel sind dann eben
falls gegenseitig gleich. 

Die Seite, welche dem rechten 
Winkel gegenüber liegt, heisst die Hy+ 
potenuse, die Seiten, welche den rechte» ' •• •• »— -̂ дг-
Winkel einschliessen, heisscn die Ä'aM«- ^ 
ten* In den Д ube, dfg$ ist j^ b =*f*=*R, e c « dfy ab>=ad/\ 

Es. sey fg <^ als bc. Man mache bh = * fgf ziehe 
ah, so ist ab =*=*<*/, bh..*=»/£* / , b =*f*=* R, also (I. 1.) 
Л e^A =5 <Vg> also ah =i dg. Aber rfg = * е е , also 
ah = a c , was unmöglich ist, da (I. 34.) ah < als а с seyn 
muss. Also kann nicht fg < als bc seyn. 

Es sey fg > als £c. Man mache 6k = / g , ziehe а к, 
so ist «Ä = j df bh s=3 / g , £ b => f = R, also (I. 1.) 
А <*£& = <//"g, also a£ s=> </g. Aber rfg- «=* «c. Also 
ak = a c , was unmöglich ist, da (I. 34.) ak ^> als ac seyn 
muss. Also kann nicht fg ^>>«U so seyn. 

Da / g weder kleiner noch grösser als s с seyn kann, so 
ist fg = bc. Aber auch ab £= df/, ^ b =* f =: R, also 
(1. 1.) A aÄc = J «?/g, also auch £ а =* d und / с =* g. 

37. 
Wenn in zwei Dreiecken zwei 

Seiten und der eine Gegenwinkel 
gegenseitig gleich sind, der andere 
Gegenwinkel aber in beiden kleiner 
oder in beiden grosser als ein rechter 
ist, so decken die Dreiecke einander.^ 

D. h. die dritte Seite und die/ 
beiden andern Winkel sind dann 
ebenfalls gegenseitig gleich. 

In den A abc, dfg ist ab 
— df ac = dg, /_ abct=idfg.c 

Man falle (I. 20.) aus a auf bc 
oder ihre Verlängerung die senk
rechte Linie ah, aus d au f /g oder 
ihre Verlängerung die senkrechte 
Linie dk, so ist ab =» df ^ b g 
= / , ^ h ^ k ^ R , also (I. 23.) ^ L _ 
A abh s= {//4-, also ö/l •=* fk, f 
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ah == dk. Da ас t=i </g, «Л <----, dk, £ h *=> к == R, 
so ist (I. 36.) A ach ==з c?g&, also ck=s gk, und /̂ acA 

Der andere Gegenwinkel der Dreiecke abc, d/g ist a<?s, 
dgf. Dieser W;nkel ist entweder der Nebenwinkel des Win
kels ach, dgk (L), oder «r ist ihm selbst gleich (II. und III) . 
Vermöge der Voraussetzung aber, soU, wenn а с Ь der Neben
winkel von ach ist, auch dgf der Nebenwinkel von dgk 
seyn, und wenn ^ ach t=a ach ist, auch ^ dgf*=*dgk seyn. 
Aber es ist bewiesen worden, dass £ ach =̂> dgk ist. Folg
lich ist in allen obigen Fällen auch ^ а с Ь «=* «?#/". Aber 
auch [_ аЪс — rf/#, und ab с=з <i/. Also (I. 23.) Д abc 
=з dfg. 



Zweiter Cur su». 

Parallellinien uns Aehnllchkeit. 



1. 

In einem Dreiecke beträgt die Summe der 
beiden innern Winkel weniger als zwei 
rechte, und die Summe der beiden Augen
winkel mehr als zwei rechte Winkel. 

Wenn bс von abd, acf durchschnit
ten wird, so ist (I. 22.) [_ acb <^ cbd, 
also 21 abc -f- acb < abc + ebd. 
Aber (I. 14.) I abc + с У = 2 А , 
also ^ e i c -f « е й < 2 Ä. 

Ferner ist (I. 22.) £ cbd > acb, also ^ cbd + bef 
> acb + bcf. Aber (I. 14.) £ « C Ä + s o / = 2 Ä, 
also / . ose? + ö e / > 2 Ä. 

2. 
Wenn die innern Winkel zusam

men zwei rechte betragen, oder wenn 
die Wechselswinkel oder Seitenwinkel 
einander gleich sind, so sind^die in 
einer Ebene liegenden graden Linien 
parallel. 

Die graden Linien ab, cd liegen 
in einer Ebene und werden von der 
graden Linie fgh so durchschnitten, 
dass die innern Winkel afg + cgf 
dgf = 2 / 2 , oder dass die Wechselswinkel afg t=t dgf 
cgf = bfg, oder dass die Seitenwinkel afg = cgh, bfg 
« dgh. Würden nun ab, cd einander irgendwo auf der 
Seite von а с durchschneiden, so müsste (IL 1.) afg + cgf 
< 2 R, bfg + dgf>2R oder (I. 22.) afg < dgf 
cgf < bfg, afg < cgh, bfg > dgh seyn, was der 
Voraussetzung widerspricht. Würden ab, cd einander irgendwo 
auf der Seite von bd durchschneiden, so müsste (IL 1.) afg 
+ cgf > 2 R, bfg + dgf < 2 R, oder (I. 22.) afg 
> dgf, cgf > bfg, afg > cgh, bfg < dgh seyn, 

oder bfg + 
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bindung mit den Diagonallinien ad, bf, cg, die Abschnitte 
am, dm, bm, fm, cm, gm. Nun berechnet man (V. 10.11.) 
dieTransvcrsallinie df als Diagonallinie des A ead oder Ьcf; 
die Transversallinie fg als Diagonallinie des A abf oder cag; 
die Transversallinie gd als Diagonallinie des Д abd oder bcg. 

Beispiel. Es sey ab 'e= 46, bc «*= 56, ca = 39, 
H</ ---, 24, cd = 32, cf ===== 18, a / = 
«g = 28, ĝ- s= 18, und hieraus 
ad2 t=* 1093, bf2 s=a 2287TV» c g 2 ^ 
«d «=> 33,06055, Д/ ю 47,82500, cg 
«w = 24,17861, dm = 8,88194 > 
<5m ----- 27,83845, fm --- 19,98655, 
cm = 30,70454, gm *==» 14,01726, 
df2 = 677f i , / g * ^ 1060i4J,, .gJ». 

= 21 , so ist: 

- 2000^5, 
= з 44,72184, 

-.;• ' ••' /1 

= 274Д., • 
< / / = : 26,03548, / g = 32,56981, gd = 16,56214. 

28. 
An einem ebenen Vierecke ver- p 

halten sich die Abschnitte der Dia- А 
gonallinien oder verlängerten Sei
ten wie die Nebendreiecke. 

Das Viereck sey ad cd, die 
Diagonallinien ac, bd schneiden ein
ander i n / , die verlängerten %iten 
ab, cd in g; bc, da in h. Мал 
fälle ak, cl auf bd, und cm, dna 

auf aö senkrecht, so ist 
CJ 
af 

cl 

ah 

A bed 

A dab7 

ebenso 

dh __ 

ah 

df 
bf 

A erf« 
A abc9 

A öcck 
А «£c 

«g 

29. 

cm 

dn 
А 6 v e/ 

A abc 

A t/«H' 
VÄ ^ А 

A cda bh А 
<?</« 

dab' 

An einem Kreisvierecke 
verhalten sich die Abschnitte 
der Diagonallinien oder ver
längerteu Seiten wie die Recht- а 
ecke der Nebenseiten. 

Die Diagonallinien ac, bd 
schneiden einander in f; die 
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verlängerten Seiten ab, cd in g; bc, da in h. Da A afd 

ro bfc, so ist df 

ab 
cd 

°/ 
da 

bc~' 
af 

ab 

cd 

Al 
ac 

Da A cfd со bfa, so ist — . 

Aus beiden Proportionen folgt: - ~ === 
cf bc 

T7u . , , . , bf ab . bc bg db 
Eben so wird bewiesen, dass — = -H = — 

df cd • da ag da 
cg bc'ca ch ac - cd dh cd • db 
dg bd • da' bh ab • bd' ah с а • ab* 

Sind also zwei Abschnitte einander gleich, so sind auch 
die Rechtecke der Nebenseiten einander gleich. Z. B. wenn 
bf <= df, so ist ab • bc = cd • da; wenn af = cf, so 
ist da • ab = bc • ccf. 

30. 
Ли einem Kreisvierecke ist das 

Rechteck der Diagonallinien gleich 
der Summe der Rechtecke der (Уе-
genseiien. 

Man mache die Sehne ak == 
bc. Wenn ca, dk einander in m 
schneiden, so ist (III. 38.) f^adh 
= з adm s=i bdcf ^-dam s=a dac 

dbc, [_ adb «=3 mele, [^ db а dc а 

Д dam со dbc, A dem со dba, 
cd bd 

also 
da 

dm 
bd • am = #c . rf<z, —— 

cm 
aus beiden folgt ac * bd 

ab 
ab 

31. 

oder £</'•• 6 m 

dem, also 

oder 

> cd; 

cd -\- bc * da» 

An einem Kreisvierecke verhallen 
sich die Diagonallinien wie die Sum* 
men der Rechtecke der Nebenseiten. 

Man mache die Sehnen а к = з bc, 
Ы : = : da, so ist auch с к = ab, dl 
z=t ab, cl = s <Z&. Aber (V. 30.) J) 
«c . J& e=s a& • cdf + da • ck t=» 
bc • cd •+• da »ab, bd • c/ «==: ci/ . 
Äc + crf . bl =3 ab > bc -\- cd • da, 

also — 
bd 

da * ab + bc • cd 

ab • bc -\- cd * da 



28 

was der Voraussetzung widerspricht. Es können daher ab, 
cd einander weder auf der Seite von «<?, noch auf der Seite 
von bd durchschneiden. Sie durchschneiden einander also nir
gends, und da sie in einer Ebene liegen, so heissen sie parallel. 

3. 

Wenn die Linien parallel sind, 
so ist die Summe der innern Winkel 
gleich zwei rechten, und die Wech
selswinkel, so wie die Seitenwinkel 
sind einander gleich. 

Parallellinien können auf dreierlei 
Art erklärt werden: 

1) Grade Linien, welche in einer 
Ebene liegen und, soweit man 
sie auch verlängern mag, nirgends 
zusammentreffen, heissen Paral
lellinien, Siehe Euklides Ele
mente, erstes Buch, 3 5 ste Erklärung. 

2) Grade Linien, welche in einer Ebene liegen und überall 
gleichweit von einander entfernt sind, heissen Parallellinien. 

3) Grade Linien, welche in einer Ebene liegen, und welche 
an einer andern graden Linie innere Winkel bilden, deren 
Summe gleich der Summe von zwei rechten Winkeln ist, 
heissen Рагаііеіііпіе , 

Die beiden Hauptlehrsätze der Parallellinien sind: 
a) Wenn zwei in einer Ebene liegende grade Linien an 

einer andern Linie innere Winkel bilden, deren Summe 
gleich 2 R ist, so durchschneiden sie einander nirgends^ 
so weit man sie auch verlängern mag. 
Dieser Lehrsatz d) ist in IL 2. strenge bewiesen worden. 

b) Wenn zwei in einer Ebene liegende grade Linien an 
irgend einer Linie innere Winkel bilden, deren Summ» 
gleich 2 R ist, so bilden sie auch an jeder andern 
Linie innere Winkel, deren Summe gleich 2 R ist. 

Es ist den Mathematikern aller Zeiten nicht gelungen, 
einen Grundsatz von hinreichender Einfachheit, d. h. einen 
Satz, welcher an und für sich selbst einleuchtend, keinen wei
tern Beweis erfordert, zu finden, durch welchen sich dieser 
zweite Lehrsatz b) beweisen lasst. Euklides nahm als Grund
satz (Elemente erstes Buch l l r Grundsatz) das Umgekehrte 
oder die Converse von ІІ. i. au, nämlich: 
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c) Wenn zwei in einer Ebene liegende grade Linien an 
einer andern Linie innere Winkel bilden, deren Summ« 
kleiner als 2 R ist, so durchschneiden sie einander an 
dieser Seite. 

Durch den Satz c) wird der Satz 
b) folgendermaassen bewiesen: 

Es sey afg -, cgf = 2 K, so 
schneiden (II. 2.) ab, cd einander 
nirgends. Es sey fkl eine beliebige 
grade Linie. Wäre nun afk + ckf 
< 2 / 2 , so würden nach Satz c) ab, 
cd einander oben schneiden, also (II. 1.) 
afg + csf < 2 / i seyn. Wäre aber 
afk + ekf> 2 R, also bfg+ dgf Ъ 

<^ 2 / i , so würden nach Satz c) ab, cd einander unten 
schneiden, also (II. 1.) afg -J- cgf ^> 2 R seyn. Beides 
widerstreitet der Annahme, dass afg -f- c g / « 2 Ä ist. 
Also ißt auch afk -\- ckf s=» 2 Ä , wenn «/"g- -s- cgf «= 
2 ^ ist. 

Da aber der Satz c) nicht einfach genug ist, um als 
Grundsatz zu gelten, so nimmt man gewöhnlich folgenden 
Satz als Grundsatz an. (Siehe meine ältere Geometrie, Kö
nigsberg 1823, Seite 29, XXI, und Kries' Geometrie § 39. 4.) 

d) Wenn eine grade Linie und ein Punct gegeben sind, 
so lässt sich in ihrer Ebene nur eine einzige grade 
Linie ziehen, welche die gegebene Linie nirgends schnei
det, so weit man sie auch verlängern mag. 

Durch den Satz d) wird der Satz 
Ä) folgendermaassen bewiesen: 

Es sey afg + cgf = 2 R, so 
schneiden ab, cd einander nirgends. 
Es sey fkl eine beliebige grade Linie. 
Wäre nun afk -\~ ckf<C 2 R, so lässt 
sich in der Ebene ab к die Ь so ziehen, 
dass afk + okf = s 2 R ist. Also 
würde (II.2.) ко die ab nirgends schnei
den. Also niüsste es in der Ebene ab к 
zwei grade Linien kc, ко geben, wel
che die ab nirgends schneiden, was dem Satz d) widerstreitet. 
Wäre aber afk -\- ckf ^> 2 R, so lässt sich in der Ebene 
ab к die kp so ziehen, dass afk + p kf я 2 / i ist. Also 
würde (II. 2.) kp die ab nirgends schneiden. Also müsste 
es in der Ebene ab к zwei grade Linien &c, kp geben, wel-
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che die ab nirgends schneiden, was dem Satze d) wider
streitet. Also ist ßfk + °kf weder grösser noch kleiner 
als 2 R. Also ist afk + с kf e= 2 R, wenn afg -|- с gf 
= 2/2 ist. 

Ich nehme noch folgenden Satz als Grundsatz an: 
f) Wenn zwei Grossen auf eine solche Art von einander 

abhangen, dass mit der einen auch die andre wächst, 
und dass beide eine gemeinschaftliche Grenze haben, 
so muss, wenn die eine von ihnen diese Grenze erreicht, 
auch die andre dieselbe Grenze erreichen. 

Durch den Satz' /) wird der Satz */•• 
b) folgendermaassen bewiesen: 

Es sey afg + cgf = 2 R, 
und fkl eine beliebige grade Linie. 
Man nehme auf ab beliebige Puncte 
m, n an, und ziehe mg, mk, ng, nk. 
Man bezeichne die Summe der beiden 
innern Winkel an fg durch A9 an 
fk durch B, so ist: 
für den Punct m: А = afg -f- mgf, В » a/fc + »Ar/, 
für den Punct n: A f=* afg - j - wg/, /? «=* a/J t -{- «ifc/. 

Wenn fn grosser als fm ist, so ist offenbar ngf grosser 
als mgf, und nkf grosser als mkf. Wenn also fm grösser 
wird, so wird sowohl A grösser, als В grösser. Also hängen 
die beiden Summen А, В so von einander ab, dass, wenn 
die eine zunimmt, auch die andre zunehmen muss. Aber so 
lange sich der Punct m noch irgendwo auf der graden Linie 
af befindet, ist (IL 1.) sowohl А < 2/2, als auch В < 
2 R. Also ist 2 R die gemeinschaftliche Grenze von A und 
B. Also wird nach Satz / ) , wenn А = * 2 R ist, auch В «=* 
2 R seyn. Wenn also e/g + cgf *=> 2 /l ist, so ist auch 
afk + ckf = . 2 Ä. 

4 
Grade Linien, welche auf ei

ner andern graden Linie senkrecht 
stehen und in einer Ebene liegen, 
8ind parallel. 

[_abd = R, l_cdf==cdb 
=3 /i, also J_abd + cdb = 2 / i , 
also (IL 2.), ab <^> cd. 

d 
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5. а 

Wenn zwei grade Linien einer drit
ten parallel sind, so sind sie einander 
parallel. 

Es wird angenommen, dass die gra-
den Linien ab, cd, fg in einer Ebene 
liegen, und dass sowohl ab als cd der I 
Linie fg parallel sey. Da až ^ fg, j 
so ist (II. 3.) iabg + fgb = 2 R. l 

D a c r f f ^ fg, so ist (II. 3.) £cdg + / g 5 e 2 R. 
lieh ist £ abg => с dg. Da diese Winkel Seitenwinkel 
so sind (II. 2.) ab ^=^ cd. 

Folg
sind, 

6. 

/ 

Aus einem Puncte eine grade 
Linie einer andern graden Linie 
parallel zu ziehen. 

Der gegebene Punct sey a, j ^ - ^ j — 
die gegebene Linie b c. Man ver
binde ab, ac, beschreibe aus a mit dem Halbmesser bc, 
aus с mit dem Halbmesser a b Kreise, und zwar in der Ebene 
des A abc. Da ab + bc "> ac (I. 27.), so betragen die 
Halbmesser der beiden Kreise zusammen mehr als die Ent
fernung der Mittelpuncte ac, also (I. 30.) durchschneiden die 
Kreise einander in d, und es ist (I. 5. 9.) Д aed = с ab, 
also ^ с ad =» acb» Da nun diese Dreiecke a cd, с ab, 
also auch die graden Linien ad, bc in einer Ebene liegen, 
so dass ac, bd einander i n / schneiden, und die Wechsels
winkel с ad ев* acb sind, so sind (II. 2.) ad <я̂  bc. 

7. 
In einem Dreiecke ist die Summe 

der innern Winkel gleich der Summe 
von zwei rechten Winkeln. 

Man ziehe dcf<f=b ab, so 
(IL 3.) /_ abc + deb --- 2 
oder [^ abc + acb -{- dca 
2 R. Aber (II. Ъ.) L dca =* 
bac, also [^ abc + acb + bac 
=> 2 Л. 
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8. 
An einem Dreiecke ist der Aus-

senwinkel gleich der Summe der 
beiden innern Gegenwinkel. 

Man ziehe cf ^^ ab, so ist 
(II. 3.) ifcd= abc, lacf^ 
bac, also [^ acd =» ab с + Й О С Л 

9. 

Ля einem gleichschenkligen Dreiecke 
ist der Aussenwinkel an der Spitze dop
pelt so gross als jeder Winkel an der 
Grundlinie. 

Nach (II. 8.) ist £ с ad «=» abc 
-f- acb. Aber ab s=a « c , also (I. 3.) 
^ abc s=j «oö , also ^ cad = <2. a#c 
---« 2. acÄ. 

10. 

/m rechtwinkligen Dreiecke 
machen die beiden spitzen Winkel 
zusammen einen rechten Winkelaus. 

Nach (II.8.) ist^acd^abc 
+ bac. Aber ^ acd =* acb 

6 « d 
/?, also l_abc -\- bac=i R. 

11 « 

/я jedem Vielecke, dessen Winkelpuncte alle in einer 
Ebene liegen, ist die Summe aller innern Umfang&winkel 
so viel mal zwei rechte Winket, als das Vieleck Seiten hat, 
weniger vier rechte Winkel. 

Die Anzahl der Seiten des Vielecks 
sey'N, die Summe der innern Umfangs- \ 
Winkel abc + bсd u. s. w. =a S. Man 
wähle einen beliebigen Punct m im Innern 
der Figur, verbinde diesen Punct mit den 
Ecken a, b, с u. s. w., so ergeben sich 
soviel Dreiecke als das Vieleck Seiten hat, 
nämlich jV. In jedem Dreiecke ist die 
Summe der Winkel = 2/2 (II. 7.). Also ist die Summe der 
Winkel aller Dreiecke N. 2 R. Die Summe der Winkel an 
den Grundlinien der Dreiecke ist c=» S. Die Winkel an den 
Spitzen der Dreiecke liegen um den Punct m herum, und 



33 

betragen also (I. 15.) 4 Ä. 
4 R, also S « N. 2 Ä -

Demnach ist N. 2 
4 /e. 

Ä = Ä + 

12 

Ля jedem Vielecke, dessen 
Winkelpuncte alle in einer Ebene 
liegen, ist die Summe der Aussen-
winkel gleich vier rechten Winkeln. 

Man ziehe cn <^> 6h, со <^ 
ag, cp <?=ь/т, so ist (II. 3.) ^ hcn 
= J cbh, l_ neo = J bagf /_ oep 
=ä afm, [^ ped c=sfdl. Aber 
(I. 15.) 2. de к -\- ken -j- neo -{- oc^7 -{- ped 
also auch ^ </cA; -j- CÄÄ -{- £«g - j - afm ~\-fdl 

13. 

4 Ä , 
4 R. 

Der innere Umfangswinkel ei
nes regelmässigen ebenen Vielecks, . 
dessen Seiten und Winkel alle ein-by 
ander gleich sind, ist gleich zwei-
rechten Winkeln weniger dem Quo- [ 
tienten, welcher aus der Division \ 
von vier rechten durch die Seiten
zahl entsteht. 

Die Summe aller Aussenwinkel 
ist (II. 12.) =5 4 R; da alle Aussenwinkel des regelmässigen 

Vie.ecks einander g.eich sind, so ist jeder - ± * Jeder 

Aussenwinkel macht mit dem innern Umfangswinkel 2 R, also 
4 R 

ist der innere Umfangswinkel gleich 2 R N 
Z. B. beim Dreieck £ R 

eck -f 
beim Viereck R, beim Fünf-

R, beim Sechseck -| R, beim Siebeneck '^ R u. s. w. 

14. 

Ein Parallelogramm, d. h. ein 
ebenes Viereck, dessen Gegenseiten 
parallel sind, wird von seiner Dia
gonallinie in zwei gleiche Dreiecke 
getheilt. 

Da a i ^ erf, so ist (II. 3.) 
Paucker Geometrie. I. 
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bc <?*> da, so ist [_ cbd == adb. Nun ist bd *=% bd, also 
(F. 2.) A abd = cdb. 

15. 

/w einem Parallelogramm sind 
die Gegenwinkel einander gleich. 

Da «H ^ ^ cd, so ist (Fl. 3.) 
[^ abc -f- £ с d р=з 2 7?. Da Ь с 
^^ da, so ist ^bcd-j-cda^t^R. 
-\- bcd ==» ^eci -J- <?</«, also [^ abc -
ist ^ ÄCf/ = 3 rf«Ä. 

!6- „„ с 
/w einem Parallelogramm sind 

die Gegenseite?! einander gleich, oder 
Parallellinien zwischen Parallelli
nien sind einander gleich. 

Da ab ^ > cd, bc ^ > da, so ist (IF. 14.) A abd 
•• cd, bc = da. 

_ / u 

Also ist [_ abc 
с da. Eben so 

cdb, also ab 

17. 
^-/ *-

/я einem Parallelogramm hal* 
biren die Diagonallinien einander. 

Wenn von zwei Puncten Par
allellinien nach einerlei Richtung 
gehen, so heissen ihre Endpuncte gleichnamig; wenn sie »der 
nach entgegengesetzten Richtungen gehen, so heissen sie tcech-
selnamig. So sind auf den Parallelumen ab, de die Puncte 
b, с gleichnamig zu den Puncten a, d und umgekehrt; aber 
die Puncte b, d wechselnamig zu den Puncten а, с und um
gekehrt. Die Diagonallinien sind also die Verbindungslinien 
der wechselnamigen Puncte. 

Da ab <=^ cd, bc ^=^ da, so ist (IL 3.) J^ baf = de/, 
l_abf=icdf, und (FI. 16.) ab=*cd. Also (1. 2.) Л « £ / = 
с df, also bft=3 df= bbd, und af= cf = ? ac. 

18. 

Zwischen Parallellinien sind ~ 
alle senkrechten Linien einander 
gleich. 

Jede dieser senkrechten Li
nien heisst daher der Abstand der / h l 6 
Parallellinien, oder auch die Höhe der Parallelogramme oder 
Dreiecke, welche zwischen den Parallellinien liegen. 
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Es sey ab ^ cd; auf ab seyen die senkrechten Linien 
fg, hk, Im errichtet. Da (^ gfh t=» /?, J^ khf' B==S R, so 
ist L gfh + khf =s Ъ R, also (II. 3.) fg ^ hk, also 
fhkg ein Parallelogramm, also (II. 16.) fg = hk und (II. 15.) 
I к * = , / « Ä, £ g « Ä « Ä. 

Eben so wird bewiesen, dass auch Im *=* hk = fg, 
und dass ^ » s=s Ä. 

/ 

7 

19. 

Wenn zwei grade Linien par
allel und einander gleich sind, so 
sind auch die Verbindungslinien ih-
rer gleichnamigen Endpuncle paral
lel und einander gleich. 

Es sey ab ^ cd, so ist (II. 3.) [_ abd = <?ti6. Aber 
auch ab tz=* cd und b d =i bd, also (1. I.) /\ abd = cdb, 
also da ==i bc und ^ cbd= bda, also (II. 2.) da ^^ bc. 

20. 
Wenn an einer graden Li- d 

nie mehrere einander gleiche Par-
aliellinien liegen, so ist die Ver
bindungslinie ihrer Endpuncte 
eine grade Linie, welche der ^ 
Grundlinie parallel ist. 

Es sey ab <?=* cd, und fg <=̂  = hk <s=5s =s Im, so 
ist (II. 19.) kg <^fh, mk ^ hl, also (II. 3.) .£ fhk - f 
A£g = 2Ä. Aber auch ^ fhk + khl «=i 2 R, also 
^ A&g =3 khl. Aber auch /̂ АЛ/ -j- А£от = 2/Ž, also 
l_ hkg -f- /i^m «=» 2 R, also (I. 16.) gkm eine grade Linie. 

21. 
Parallelogramme auf ei- -

nerlei Grundlinie und von glei
cher Höhe sind einander an 
Inhalt gleich. 

Die Parallelogramme abcd, 
abfg, abhk 

I 

haben einerlei а 
und liegen zwischen Grundlinie ab und liegen zwischen Parallellinien ab, dh, 

haben also gleiche Höhen (IL 18). In abcd ist (II. 10.) 
ad = bc und ab *=* cd. In e £ / g ist ag =i bf und / g 
= a£. In abhk ist а Л ==» £A und hk = «ö. Also ist 

3* 
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cd == fg == ЛЛг. Wenn man von cd, fg das Stück cg 
nimmt, so ist gd ===== fc. Wenn man zu cd, hk das Stück 
с к hinzulegt, so ist kd s=« hc. Also (I. 5.) ist Д agd = 
s/o und A «/?ii = 1 £Лс. Wenn man zu den Д agrf, 
s/t? das Trapez abcg hinzufügt, so ist abсd =» abfg. Wenn 
man von den Dreiecken akd, bhc das gemeinschaftliche А 
clk wegnimmt und zu den Trapezien alcd, blkh das A abi 
hinzufügt, so ist abcd = abhk. 

22. 
Parallelogramme auf einerlei d 

Grundlinie und von gleichem In
halt haben gleiche Höhe. 

Die Parallelogramme abcd, 
abfg sollen vermöge der Voraus
setzung gleichen Inhalt haben. Da 
с d <=̂  а Ь, fg ^> ab у so müssen 
cd, fg entweder zusammenfallen oder (II. 5.) parallel seyn. 
Wenn cd, fg nicht zusammenfallen, so verlängere de nach 
kh, dann ist (II. 21.) abcd = abhk. Aber auch abcd=* 
abfg, also abfg ----- abhk, was unmöglich ist, da sie um 
das Parallelogramm gfhk unterschieden sind. Also müssen 
cd, fg zusammenfallen. 

23. 
Parallelogramme auf gleichen & 

Grundlinien und von gleicher Höhe 
sind an Inhalt gleich. 

Es wird angenommen, dass ab 
===== fg sey. Da A/; ^ t=a fg, so 
ist hk*^ = ab, also (II. 19.) abhk 
ein Parallelogramm, also (II. 21.) 
abcdt=*abhky abhk==./*ghk, also 
abcd t=» fg h k. 

24. 
Parallelogramme von gleichen 

Grundlinien und gleichem Inhalt ha
ben gleiche Höhe. 

Es wird angenommen, dass ab 
— fg sey, dass ab, fg in grader Li
nie liegen, und dass an Inhalt abcd = а 
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fghk sey. Da hk ^ / g , fg ^ cd, so ist (II. 5.) hk <=̂  
cd. Wenn man de nach ml verlängert, so ist (II. 23.) 
а öed = f glin. Also ist fghk ==» fglm. Dies ist un
möglich, wenn nicht hk, Im zusammenfallen. Also muss hk 
in der Verlängerung von de liegen. 

25. 

Parallelogramme von gleicher d 

Höhe und gleichem Inhalt haben 
gleiche Grundlinien. 

Es wird angenommen, dass 
abcd = fghk sey, und dekh 
eine grade mit ag parallele Linie a /tf 19 
sey. Wäre ab nicht » / g , so sey ab = fl. Man ziehe 
Im <«s fk, so ist (II. 23.) abcd =^ flink, also auch fghk 
==s flmk. Dieses ist aber unmöglich, wenn nicht l in g 
fällt. Also ist ab = fg. 

26. 
Dreiecke auf einerlei Grund- e f д * 

linie und von gleicher Hohe haben 
gleichen Inhalt. 

Es wird angenommen, dass 
cd ^=> ab sey. Man ziehe bf <?=^ 
ac, ag 4=ь bd, so ist (II. 14.) 
Д abc = £ abfc, A abd = 
7 abdg, und (11.21.) л й / с « abdg, also Д a£c «ö</. 

27. 
Ein Dreieck ist an Inhalt die 

Hälfte eines Parallelogramm* von 
gleicher Grundlinie und Höhe. 

Es wird angenommen, dass ab 
«=» df und dass с hg eine grade der 
af parallele Linie sey. Man ziehe « bd f 
bk *=ъ ас, so ist (II. 14.) Д abc = * £ «£ßc und ( i t 23.) 
ab к с = э dfgh, also ist Д a k = { dfgh. 

28. 
Dreiecke auf einerlei Grundlinie und von gleichem In

halt haben gleiche Höhe. 
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Es wird angenommen, dass die £ 
A abc, abd an Inhalt gleich sind 
und in einer Ebene liegen. Ware cd 
nicht ^ a b, so sey cf <-̂> ab, folglich 
(II. 26.) Д abc = abf also A ab/ 
= «5«?, was unmöglich ist. Also ist 
cd <s=̂  «#. 

29. 
Dreiecke auf gleichen с *. у * • 

Grundlinien und von gleicher 
Höhe sind an Inhalt gleich. 

Es wird angenommen, dass 
ab=. df, and dass сg eine 
grade der af parallele Linie 
sey. Man ziehe bh <̂ > acr 

dk < = ^ / g , so ist (11.14.) A abc^r=i abhc, &dfg?~x 
-J- dfgh, und (IL 23.) abhc = dfg%, also A abc = d/g. 

Dreiecke auf gleichen 
Grundlinien und von glei
chem Inhalt haben gleiche 
Höhe. 

Es wird angenommen, 
dass ab = df sey, dass %. 0 Ы J 
die A Ä £ C , dfg an behalt gleich seyen um} , in einer EJbene 
liegen. Wäre cg nicht <я̂  л/, so sey CÄ =̂̂  л/. Dann 
ist (II. 29.) A abc = dfh. Aber auch A abc = dfg. 
Also A dfh = dfg, was unmöglich ist. Also ist cg =̂̂  af 

31. 

Dreiecke von gleicher Höhe undc 
gleichem Inhalt haben gleiche Grund
linien. 

Es wird angenommen, dass сg 
eine grade der «/"parallele Linie sey, 
und dass an Inhalt А « к = dfg 
sey. Wäre ab nicht — df so sey 6 l i 
ab = rfA, und gÄ gezogen. Dann ist (II. 29.) А а 
dhg. Aber auch A abc = df/g. Also Д dhg = 
was unmöglich ist. Also ist d / = aö. 

hf 
bc = 
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32 
Wenn die Seiten eines Winkeln durch 

Parallellinien geschnitten werden, so sind 
die wechselnamigen Dreicke an Inhalt 
gleich. 

Es sey bd <?=^ cf, so ist (II. 26.) 
£\bdf = bdc. Addirt oder subtrabirt 
man das A abd, so ist A abf=adc. 

33. 
Wenn von drei in grader Linie lie

genden Puncten drei Paare von ParaU 
lellinien in einer Ebene gezogen гсегавщ 
so sind die an diesen Puncten liegenden 
Parallelogramme an Inhalt gleich. 

Die Puncte a, b, с Hegen in 
grader Linie, und af t^s bk &=ь 
ch, ah <^> bl^^cf. Also (IS. 14.) 
A abg = abd, A ach = t e c / , 
/\bcl = Ьск, also ach—abg — 
bclz=acf—abd-—#c&, d.h. 
blgh = bkfd. Ferner л с А — bei а 
-j- abd =a= aef •*-* bek 4* abg, d. b. adlh = : agkf. 
Ferner ach — abg + Ьск = aef — abd + bei, d. b. 
chgk = с/<//". 

34. 
Parallellinien schneiden in а....?........^л...,**.,.. |» 

Dreiecken von gleichen Grund
linien und Höhen gleiche Stücke 
ab. 

D. h. wenn bc = df, und 
gl t^ if^ so ist auch gh = kl. 
Denn wenn man über bc, df die 
Parallelogramme vollendet, so ist 
(II. 33.) aomh = aqsc, арпк Ь F"! с «; ' «t e 
= artd. Aber (II. 23.) äomhzx apnk, also äqsc = J arid, 
also (II. 25.) «o = <ii. Aber (II. 16.) kä = gA, rf/ » 
И , also gh == kl 

35 

Parallellinien schneiden nuf beliebigen Transversallinien 
gleiche Stücke ab. 
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D. h. wenn die Parallellinien а Ъ, 
с d, fg, Л к von den Transvers allinien 
ah, bk geschnitten werden, und а с 
= fh ist, so ist auch bd == g&. 
Denn wenn man ad, ag, ak, und 
bc, bf, bh zieht, so ist (II. 26.) ä c f h 
Л bac = abd, A baf = abg, А Д«А = a^/?, also 
A bfh = «g£. Aber ec — / A , also (II. 29.) A k c = 
Ä/A, also auch A abd — agk, also (II. 31.) bd = gk. 

36. 
Wenn grade Linien, welche 

in einer Ebene liegen, fit gleiche 
Theile gelheilt werden, und zwei 
Verbindungslinien der Theilpuncte 

parallel sind, so stW «мсА rfte w£rt- e 

Se« Verbindungslinien der Theilpuncte parallel. 
Es sey ab = bc = cd und / g = gh = hk. Wenn 

nun я/" <-̂  £g , so ist auch « / t=^ cA, und a / <-̂  d£. 
Denn man ziehe/Ä, / C , fd und a g , aA, «Ar, so ist (II. 26.) 
Afab = afg. Aber (IL 29.) A fab = fbc = fcd, 
und A ff./*g = agh = лАА, also Afac = a/A, A fad 
= a/&, also (IL 28.) af -t^ ch und «/ ^ </&. 

37. 
! ^ 

7/ JBJ «; « M »;/ 

O: »• » i 
l 

K Eine grade Linie durch Dia
gonallinien in gleiche Theile zu 
theilen. 

Die zu theilende Linie sey ab. 
Man ziehe eine beliebige Linie ac, 
und aus с eine Linie parallel ab; 
auf dieser nehme man soviel gleiche .' / : 
Stücke cd, df, fg u. s. w. als ab / j \ 
Theile erhalten soll. Den letzten с""£ f д h " І 
Punct к verbinde man mit a, ziehe Ы <=̂  а с an ak, und 
Iq <я̂  kcy so ist (IL 16.) Iq = ab. Da cd = df — fg 
u. s. w., so ist (IL 34.) qp = po = õn u. s. w. 

38. 
.Etwe grade Linie durch Parallellinien in gleiche Theile 

:u theilen. 
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р ь Die zu theilende Linie sey a b. Man а l m « 
ziehe aus a eine grade Linie in beliebi
ger Richtung und nehme darauf soviel 
gleiche Stücke ac, cd, df u. s. w. als ab 
Theile erhalten soll, den letzten Punct к 
verbinde man mit #, ziehe mit kb Paral-
lellinien durch die Theilpmicte von «Ä, 
so theilen diese Parallellinien auch ab in 
gleiche Theile. Denn da а с = cd = *' 
df u. s. w. und cl ^ s dm <?=̂  fn u. s. w., so ist (II. 35.) 
al = Im = >»n u. s. w. 

39. 
•Etwe grade Linie durch zwei a 

Parallellinien in gleiche Theile zu 
theilen. 

Die zu theilende Linie sey ab. 
Man ziehe aus а, Ь in beliebiger 
Richtung zwei Parallellinien ac, bd7$ 
und nehme auf denselben soviel gleiche 
Stücke als а Ъ Theile erhalten soll 
weniger eins. Wenn man nun den 
ersten Punct с mit dem letzten o, 
den zweiten f mit dem zweitletzten " 
m u. s. w. verbindet, so theilen diese Linien die ab auf die 
verlangte Art. Denn da cf <^ = оm, fh ^ 5 = mk u. s. w., 
so ist (II. 19.) 00 ^ / m <?=̂  Л& u. s. w., also (II. 35.) 
ap = pq = qr u. s. w. 

:P iq * 

l 

l-'d 
9 

m 

40. 
Eine grade Linie durch 

Parallellinien in eine unbe
stimmte Anzahl gleicher 
Theile zu theilen. 

Die zu theilende Linie 
sey ab. Man ziehe aus а 
eine beliebige grade Linie a l , 
nehme auf derselben eine be
liebige Anzahl gleicher Stücke 
ac, cd, df u. s. w., ziehe 
durch die Theilpuncte nach 
einer beliebigen Richtung am 
Parallellinien, beschreibe aus 

d f ff h e t 
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a mit dem Halbmesser ab einen Kreisbogen, so wird der 
Halbmesser an = ab durch cb (H. 35.) in 2 gleiche Theile, 
ao = ab durch cb, dn, in 3 gleiche Theile, ap = ab 
durch cb, dn, fo in 4 gleiche Theile u. s. w. getheilt. 

41. 
Parallellinien auf dem 

Felde in gleiche Theile zu 
theilen. 

Die gegebenen Parallel
linien seyen А А, В В, man в ^ 
soll auf denselben mehrere 
gleiche Stücke durch Visiren 
ansetzen. Man wähle ausser
halb der Parallellinien in ihrer A <* 
Ebene einen Punct a, und ziehe al t=^ A t=^ В von belie
biger Länge. Man verbinde ab, welche die В in с schnei
det, Ic, welche die A in d schneidet, ad, welche die В in 

f schneidet, //, welche die A in g schneidet, ag, welche 
die В in h schneidet, Ih, welche die A in k schneidet u. s. w., 
so ist bd = dg = gk n. 8. w. und cf =± fh u. s. w. 
Denn wenn lb die В in m schneidet, so ist (II. 32.) A aed 
= leb. Aber (II. 26.) Л aed — lfd, А ісй s= Imd, 
also А //</ = Imd. Zieht man mn <?=ъ ldi fo <-̂  i</, 
so ist (II. 26.) A Imd = /я</, А //</ = /öe/, also ist 
A /od =s Ind, also (IL 31.) ock --- nd, also (II. 16.) 
cf =r om, also (II. 34.) dg = £</, also (II 34.) cf =~ 
fh u. s. w. 
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42. 
Einen tausendtheiligen Maass-

Stab zu verfertigen, und darnach 
grade Linien auszumessen. 

Die Einheit des Längenmaasses 
ist der russisch-englische Fuss von 
12 Zoll. Dieser Fuss wird in 10 
gleiche Theile getheilt, welche man 
neben einander aufträgt. Das erste 
Zehntel ab wird wieder in 10 gleiche 
Theile getheilt, jeder Theil ist also 
T^rtr Fuss. Im Anfangspunkt a er
richtet man auf ab eine senkrechte 
Linie а с von beliebiger Länge, wel
che man ebenfalls in 10 gleiche Theile 
theilt. Durch die Theilpuncte von 
а с zieht man Parallellinien mit ab. 
Die Linie cd, welche der ab parallel 
und gleich ist, wird in 10 gleiche 
Theile getheilt, auch werden parallele 
Transversallinien von b nach dem 
ersten Theilpunct von cd, von dem 
ersten Theilpunct von ab nach dem 
zweiten Theilpunct von cd u. s. w. 
gezogen. Die erste Transversallinie 
bf bildet mit b d ein А Ъ df, ht wel
chem die durch die Parallellinien ab
geschnittenen Stücke respective ^ . , 
•jHg., TV u. s. w. von df, oder ^ . , 
TVTJ» Tuv von eÄ, oder Г Д 7 7 , Т1^Г1Т9 

•t 0
3
ü u des ganzen Fusses sind. Passt 

nun die zu messende Linie auf einer 
der Parallellinien z. B. von k bis lt 

so giebt die Bezifferung von b nach 
к die Zahl 2, von b nach a die Zahl 
6, von a nach с die Zahl 4, zu
sammen also тУЙг oder 0,264 Fuss, 
d. h. 3,168 Zoll. 
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43. 
Ein Quadrat ist ein ebenes Viereck, 

dessen vier Seiten einander gleich sind, 
und dessen vier Winkel rechte Winkel 
sind. 

Man errichtet nämlich ad, bc senk
recht auf ab in einer Ebene, so ist (II. 4.) 
ad ^> bc. Man macht ad = bc = 
ab, so ist (II. 16.) cd 4-̂> = ab, also 
das Viereck abcd ein Quadrat. 

Wenn die Seite des Quadrats ab ist, so wird der Inhalt 
des Quadrats durch аЬг bezeichnet. 

44. 
Das Quadrat der Diagonallinie 

eines Quadrats ist doppelt so gross 
als das Quadrat selbst. 

Das Quadrat sey abcd, man 
verlängere die Seiten ad, cd nach 
f, g, mache df= dg = ad — cd, 
so ist acfg ebenfalls ein Quadrat, 
und acfg = 4. A aed, abcd = 
2 Д aed, also acfg = 2 abcd, oder а с 2 = 

45. 
//л rechtwinkligen Drei

ecke ist das Quadrat der Hy
potenuse gleich der Summe 
der Quadrate der Katheten. 

Kreter Beweis. 
Es sey abc das recht

winklige Dreieck, a der rechte 
Winkel, ab, а с die Katheten, 
bc die Hypotenuse. Heber 
diese drei Seiten seyen die 
Quadrate abdf, acgh,bckl 
beschrieben. Man ziehe die 
Diagonallinien ak, al, bg, 
cd, und die grade Linie amn 
senkrecht auf b с oder к l. 
Alsdann ist in den Dreiecken 
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abi, dbc, 
abc, also 
(I. 1.) А 
Л dbc — 
gcb ist ^ 
£ ach = 
A ecÄ; — 
A gcb = 
cmnk = 
also ÄcArZ 

der ^ abl = R + « s o , der ^ dbc = 72 -f* 
^ abl = eise,' auch a s = db, bl = bc, also 
<Ш = dbc. Aber (II. 27.) A abl = i bmnl, 

-j- abdf, also bmnl — abdf. In den А «с А;, 
я с А; = /i + «oö, £ gcb = Ä -f- aoö , also 
gc# ; auch ac •=. gc, с Je = bcy also (I. 1.) 
: gcb. Aber (II. 27.) A ach = ^ cmnh, 
^ aegh, also cmnh = aegh. Also bmnl -f-

abdf + aegh. Aber bmnl + cmnh = behl, 
— abdf + aeghj oder й с 2 = a ö 2 + « c 2 . 

Zweiter Beweis. 
Man beschreibe über a £ , 

ÄC die Quadrate abdf, behl, 
fälle Arg, A/w senkrecht auf 
e a ; Arm senkrecht auf Arg, so 
ist (II. 1 0 ) , /_ bca = ghe 
— fArm, also (I. 2, 23.) А 
aöo = gcA; = m/Ar, also 
o« sss Arg = Arw, also hghm 
= e c 2 . Ferner (IL 10.) 
lmdbn^^abo} also (I. 2, 23.) 
A <is« = «so, also bn = 
#o, also с я = /о, also (I. 
2, 23.) A cnf=loh. Aber 
bchlz^= abo -\- abnf -f* с и / 
+ gcA: + Ärgo/. Aber «#o 4" abnf = <iö« + abnf •=• 
abdf, und С Й / -f~ A^A: -f- A;go/ = JoA -f- Ihm + Ärgo/. 
Also H<?A?i — abdf -+* hghm, oder £ c 2 = a # 2 + « e 2 . 
Hieraus ersieht man, wie ein Quadrat in fünf Stücke zerlegt 
werden kann, aus denen sich zwei Quadrate bilden lassen; 
und wie umgekehrt bei zwei Quadraten das kleinere in zwei, 
das grössere in drei Stücke zerlegt werden kann, aus denen 
sich ein Quadrat zusammensetzen lässt. 

46. 
Wenn in einem Dreiecke das Qua

drat der grossem Seite gleich der Summe 
der Quadrate der beiden kleinem Seiten 
ist, so ist das Dreiech rechtwinklig, und e. 
die grössere Seite die Hypotenuse. 

JLsseybc2=ab2*\-ac7. In der Ebene des A abc 
errichte man auf а с die Senkrechte ad = ab, so ist (IL 45.) 
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cd2 = ad2 -}- ас2, also c d 2 = « Ä 2 + ac2, also cd* 
= be2, also с6? — 5c. Aiso (I. 5.) A ade = я £ с , also 
^ (lae = bac, aber J^ dac = R, also auch ^ bac = R. 

47. 
/n einem gleichseitigen Dreiecke ist 

das Quadrat der Höhe gleich dem drei
fachen Quadrat der halben Grundlinie, 
oder -i des Quadrats der Grundlinie. 

Es sey ab = be = ca, so ist, 
wenn man die Senkrechte ad fället, A adb 
= ac d, also bd = сd, also ab = 2 bd. & 
Aber (11.45.) «Ä* = «tf2 -f- bd2, also 
4 6e/2 ____ adz _|_ Ä r f 2 j a i s o ^ ^ 2 __ 

Auch ist jeder der Winkel а ==• b = 
3 bd2 = ±bc2. 
c = \R (II. 7.). 

48. 
Wenn von den Seiten eines 

Winkels zwei Paare von Parallel
linien ausgehen, so sind die Ver
bindungslinien der wechselnamigen а 
Durchschnittspuncte ebenfalls parallel. 

Es sey bf 4=*s ch, bd «=^ cg, so ist fg <?=* dh. Man 
verbinde nämlich be, dg, fh, so ist (II. 32.) A adg = 
abc, A abc = afh, also A adg = afh, also A /g r f 
= fgh, also (IL 28 . ) /g- ^ tfA. 

49. 

Wenn drei in einer Ebene 
liegende grade Linien in einem 
Puncte zusammentreffen, und 
von der ersten zur zweiten ein 
Paar Parallellinien, von der 
zweiten zur dritten ein Paar 
Parallellinien ausgehen, so sind 
die Verbindungslinien der gleich
namigen Durchschnittspuncte der ersten und dritten eben
falls parallel. 

Es sey bd ^ ^ cf dg ^ fh, so ist bg t=^ ch< Denn 
da die Puncte b, g in den Linien bd, ag liegen, so ist, 
wenn man bk t=^ gd an ag, und gl ^ ba an bd zieht, 
auch (TI. 48.) kl -^> adf. Wenn also kl, cf einander in m 
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schneiden, so ist (IL 16.) Im — df. Wenn hl die Paral
lellinien dg, fh in n, о schneidet, so ist (IL 16.) df= по. 
Also ist Im = по. Da gl <^ь Ьс, so ist (IL 26.) Д cbg 
= cbl. Da сш ^ ^ 61, so ist (IL 26.) A cbl = m£/. 
Also ist A cbg = mbl. Da Zw = wo, so ist (IL 29.) 
A mbl = я£о. Also ist A cbg = «Ao. D a # & ^ A o , 
so ist (IL 26.) A bkh === bko. Da ŝ ? ^ gw, so ist 
(IL 26.) A bieg — bkn. Also ist A bgh = nbo. Also 
ist A cbg = žgÄ. Also ist (IL 28.) bg ^ ^ cÄ. 

50. 

Wenn zwei grade Linien von ihrem gemeinschaftlichen 
Maasse nach denselben ganzen Zahlen ausgemessen werden, 
icie zwei andere grade Linien von ihrem gemeinschaftlichen 
Maasse, so sind die beiden ersten Linien den beiden andern 
Linien proportionirt. 

Man drückt das Verhältnis zweier Linien M, N arith
metisch aus, indem man sie neben einander setzt, nämlich 
M: N. Schreibt man die erste über die zweite, indem man 

M 
setzt — = At so bedeutet A eine Zahl, und heisst der Werth 

N 
oder Exponent des Verhältnisses M : N. Zwei Verhältnisse 
von gleichem Werthe geben eine Proportion. Es seyen näm-

M P 
lieh bei vier Linien M, N, P, Q, — = A, und — = A, 

M P 
so hat man die Proportion M: N = P: Q oder '— = •—. 

N Q 
Auch können zwei Dreiecke oder Parallelogramme von 

ihrem gemeinschaftlichen Maasse, welches dann ebenfalls ein 
Dreieck oder Parallelogramm seyn muss, nach denselben gan
zen Zahlen ausgemessen werden, wie zwei grade Linien von 
ihrem gemeinschaftlichen Maasse. Dann sind jene Dreiecke 
oder Parallelogramme diesen Linien proportionirt. 

Wenn zwei grade Linien von ihrem gemeinschaftlichen 
Maasse nach ganzen Zahlen ausgemessen werden, d. h. wenn 
das gemeinschaftliche Maass in jeder Linie eine ganze Anzahl 
Male enthalten ist, so haben diese graden Linien ein ratio
nales Verhältniss zu einander, und zwar das Verhältnis jener 
ganzen Zahlen. 

Es giebt aber Fälle, v/o zwei grade Linien von keinem 
gemeinschaftlichen Maasse jemals in ganzen Zahlen vollkommen 
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genau ausgemessen werden können. Dann haben sie ein ir
rationales oder incommensur alles Verhältniss zu einander. 

Z. B. die Seite und Diagonallinie eines Quadrats stehen 
zu einander in dem irrationalen Verhältniss von 1 : ^/2 (II. 44.). 
Die Höhe und Grundlinie eines gleichseitigen Dreiecks stehen 
zu einander in dem irrationalen Verhältniss von j / 3 : 2 (II. 47.). 
Jedoch lassen sich immer ganze Zahlen finden, deren Ver
hältniss dem irrationalen Verhältniss der Linien je weiter desto 
genauer entspricht (V. 3.). 

Z. B. die genäherten Verhältnisse für die Seite und Dia
gonallinie eines Quadrats sind 1 : 1 ; 2 : 3 ; 5 : 7 ; 12 : 17; 29 : 
4 1 ; 7 0 : 9 9 ; 169:239; 408:577 u. s. w. Die genäherten 
Verhältnisse für die Hohe und Grundlinie eines gleichseitigen 
Dreiecks sind 1 : 1 ; 6 : 7 ; 13 : 15; 84 : 97; 181 : 209; 
1170 : 1351 u. s. w. 

51. 

Wenn zwei rationale Linienverhältnisse einander gleich 
sind, so ist das Rechteck oder Product der ersten und vier
ten gleich dem Rechteck oder Product der zweiten und dritten. 

Nimmt man an, dass zwei Linien durch ihr gemein
schaftliches Maass gemessen, die Zahlen M, N; und zwei 
andre Linien durch ihr gemeinschaftliches Maass gemessen, 
die Zahlen P, Q geben, und dass diese vier Linien propor-
tionirt seven, auch dass die Zahl A der Exponent ihres Ver-

M P 
hältnisses sey, so ist (II. 50.) — = з —- = з A, also M = з 
А .N, А . Q = : Р. Hieraus folgt durch Multiplication A.M. Q 
» A.N.P, und hieraus folgt: M.Q =a N. P. Aber die 
Zahlen, welche sich durch Messung der vier proportionirten 
Linien ergaben, waren M, N, P, Q. Folglich ist das Pro
duct der ersten und vierten Zahl gleich dem Product der 
zweiten und dritten Zahl, oder die Producte der Wechsel-
namigen Glieder sind einander gleich, wie bei jeder Zahlen
proportion in der Arithmetik. 

Bildet man aus den beiden gemeinschaftlichen Maassen 
ein Rechteck, so zeigt das Product M.Q an, wie viel Mal 
dieses Maassrechteck in dem Rechteck der ersten und vierten 
Linie enthalten sey; so wie das Product N.P anzeigt, wie 
viel Mal dieses Maassrechteck in dem Rechteck der zweiten 
und dritten Linie enthalten sey. Folglich ist auch das Recht
eck der ersten und vierten Linie dem Rechteck der zweiten 
und dritten Linie an Inhalt gleich. Wenn zwei grade Linien 
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dasselbe irrationale Verhältnis* (IL 50.) wie zwei andre grade 
Linien zu einander haben, so lassen sich ähnliche Dreiecke 
bilden 7 deren gleichnamige Seiten diese Linien sind, und an 
denen nach II. 49. bewiesen wird, dass das Rechteck der 
ersten und vierten Linie dem Rechteck der zweiten und drit
ten an Inhalt gleich sey. Dieses wird in II. 55. geschehen. 

52. 
Dreiecke oder Parallelo

gramme von gleicher Höhe ver
halten sich dem Inhalte nach 
wie ihre Grundlinien. 

Bei den Parallelogrammen 
abcd, fbgh, so wie bei den 
Dreiecken ade, dfc sind die 
Grundlinien in grader Linie, die 
Höhen gleich. Wenn die Grund
linien ein rationales Verhältniss 
zu einander haben, so werden 
sie (II. 50.) von ihrem gemein
schaftlichen Maass nach ganzen 
Zahlen gemessen, d. h. das b f 
Maass wird eine ganze Anzahl Male in ihnen enthalten seyn. 
Durch die Theilpuncte ziehe man Parallellinien mit den Seiten 
der Parallelogramme, oder grade Linien nach den Spitzen der 
Dreiecke, so sind (II. 23. 29.) die einzelnen kleinen Paralle
logramme oder Dreiecke einander an Inhalt gleich, also das 
gemeinschaftliche Maass dieser Parallelogramme oder Dreiecke. 
Also werden diese Parallelogramme oder Dreiecke von ihrem 
gemeinschaftlichen Maass nach denselben ganzen Zahlen gemes
sen, wie die Grundlinien von ihrem gemeinschaftlichen Maasse. 

Also I. abcd : fbsh «=» ab : fb oder-——— = —— J b , fbgh fb 

II. A abc : dfc =s bc : fc oder ——— = : —— 
dfc fc 

Wenn die Grundlinien ein irrationales Verhältniss zu einander 
haben, so werden dieselben genäherten Verhältnisse, welche 
man nach und nach für die Grundlinien findet, auch für die 
Flächen der auf ihnen ruhenden Parallelogramme oder Drei
ecke von gleicher Höhe gültig seyn. Alsdann haben diese 
Parallelogramme oder Dreiecke von gleicher Höhe dasselbe 
irrationale Verhältniss zu einander, wie ihre Grundlinien, und 
sind also ebenfalls den Grundlinien proportionirt (II. 51.). 

Paucker Geometrie. 1. 4 
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53. 
Wenn die Seiten eines Winkels von 

Parallellinien geschnitten werden, so sind 
die gleichnamigen Abschnitte und Abstände 
proportionirt, und die Parallellinien ver
hallen sich wie die Abstände von den 
Winkelspitzen. 

Es sey bc 4=^ df, man ziehe die Dia

gonallinien cd, bf, so ist (11. 52.) ——--
2 7 cb d 

ab cab ac . /лл л / > ч A , , _ „ . 
- - - < — , -г—В^—?, a b e r (И- 26.) Л cbd = bcf, also 

bd bcf cf 
cab cab . a b ac . , , , „ 

s=s ——-, also ——- == —— oder ab : bd =» а с : cf. 
cbd bcf* bd cf J 

-^ ,тт ^^v с ad ad baf af . , ,__ rtft. 
Ferner (IL 5 2 . ) — - = — , ^-L^^L. Aber (U. 26.) 

cbd bd bcf cf 
Л cbd — bcf und (II. 32.) Л ead t=t baf, also — -

£ « / « d « / • • c 6 r f 

e 7 ^ also ^ ^ ^ ' oder a d : bd ~ a / : c / 

Ferner (II. 52.) 5 5 ^ ^ ~ « ^ , aber (IL 32.) 

А , . . . cab cab . a b «o . 
A c e r f = 6 c / , also . — -—-, also •—- s=* —- oder 

cad baf ad af 
ab : ad t=t а с : af. 

Man ziehe bg <?=ь af so ist ans demselben Grunde in 
dem l_ d, welcher durch die Parallellinien bg, af geschnit-

. , ab fs , „ , . a b 6c . 
ten wird, —- = 3 ^ - ^ , aber fg = i oc, also —~ --;—-^ oder 

e d df a d df 
ab : ad = bc i df Man ziehe ch «ÄS ad, so ist aus 

demselben Grunde in dem ^ / , welcher durch die Parallelli

nien ch, ad geschnitten wird, ——==-—. Aber dh => #c? 
а с о с 

also —- = —— oder ас : аУ *=» öe : li/ . 
af df J J 
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54. 

Wenn die Seiten eine* Winkels 
von Parallellinien geschnitten werden, 
so sind die Parallelogramme der wech-
selnamigen Seiten einander an Inhalt 
gleich. 

Es sey bc -я=* df so ist (II. 32.) 
Л abf = acd. Zieht man also fg 
^^ ab, bg <T^ af, ch 4=^ ad, dh 
^> ac, so ist (И. 14.) abgf -----
2. Д abf, achd == 2 Д acd, also abgf 

: ' \ ' 55. , 
Wenn die Seiten eines 

Winkels von Parallellinien 
geschnitten werden, so sind 
die Rechtecke der Wechsel-
namigen Seiten einander an 
Inhalt gleich. 

Es sey b с ^=^ df. № n 
errichte in der Ebene von 
adf die ah senkrecht auf 
ad, und mache ag ==» ac, 
aA = i af. Man verlängere 
с a nach m, so ist (II. 9.) 
^ g « » i = 2. aeg, L gam 
=> 2 afh, also ist /̂ acg =« afh, also (It. 2.) cg <̂ > fh. 
Aber auch so ^-^ df, also (II. 49.) #g <я̂  «?A, also (II. 54.) 
ablh e=» adkg.. Per Inhalt eines Rechtecks wird geschrie
ben, indem man die beiden anliegenden Seiten neben einander 
setzt und durch das Multiplicationszeichen verbindet, also statt 
ablh =3 adkg setzt man ab.ah== ad.ag, oder ab . af 
=== ad. ac. 

Arithmetischer Beweis. DA bc ?ы> df, so ist (II. 53.) 

—, = — . Es sey A der Werth dieser Verhältnisse, so ist 
ad af 
ab 
ad "3 af 
also A. af .ab 

а с 
А. —_ — A, also ab ==i А. ad, ас = A. af 

A. ad. ас, also af.ab ----- ad.ac.t 

4* 
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56. 
Wenn auf den Seiten eines Winkels die 

gleichnamigen Abschnitte proportionirt, oder 
die Rechtecke der wechselnamigen Abschnitte 
gleich sind, so sind die Verbindungslinien 
der gleichnamigen Puncte parallel* 

_, аб ас л ' -
Es sey —- « —- oder ab . af J ad af J ac 

ac 

ad. Wäre df nicht <?=ъ bc, so sey dg^bc, 

dann ist (II. 53.) —- с=з — und (II. 55.) ab. ast 
ad ag 

ad. Aus beiden folgt af = t eg. Also müssen die Puncte 
/ , g zusammenfallen, und da dg =̂̂  bc, so ist auch df<^> bc. 

57. 

Wenn zwei Linienverhältnisse 
einem dritten Linienverhältniss gleich 
sind, so sind sie einander selbst 
gleich. 

Man trage die in Verhältnis 
stehenden Linien auf drei Linien, die 
in einer Ebene von einem Punct а 

, -г, ab ad . ad 
ausgehen. Es sey — = —- und — , 

ac af af ah 
ab .af = ac . ad und ad. ah = * af. ag, so folgt (II. 
bd <=̂  cf, dg <F^fh, also (II. 49'.) bg^=^ cA, also (II. 
— — - ^ , oder (II. 55.) ab .ah «=» ue. ag. 

as : 
—Ц- oder es sey 

56.) 
53.) 

ac ah 

58. 

Wenn vier Linien in Proportion к 
stehen, so bleibt die Proportion richtig, 
wenn man die innern Glieder vertauscht. 

_ ab ac . . 
Es sey —i = t —., oder ab . af = J ad af* J 

ac.ad, so ist (II. 56.) bc ^ df. Man 
mache ag = ac, ah t=t ad, und ver
längere сa nach k, so ist (II. 9.) [^ dak 
= * 2. aeg, [^ dah £=s 2. ahd, also 
^acg=^ahd, also (II. 2.) cg ^ - dh. 
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Aber auch cb 
ab ah 

df also (II. 48.) bh -^ fg, also (IL 53.) 

"5 

, ab ad 
— , oder — — —т.-
«/ а с aj 

59. 
In ähnlichen Dreiecken sind 

die gleichnamigen Seiten propor-
tionirt. 

Aehnliche Dreiecke sind solche, 
deren Winkel gegenseitig gleich sind. 
Wenn in den A abc, d/g, £ а 
*=* d, L b ===== /, £ с = g ist, 
so ist A abc r«o dfg. Gleich
namige Seiten sind diejenigen, wel
che gleichen Winkeln gegenüber liegen. In den ähnlichen 
Dreiecken abc, dfg sind also die gleichnamigen Seiten ab 
und df; а с und dg; bc und fg. Man mache ah = df, 
ak t=3 dg; da nun auch [^ a і=з d, so ist (I. 1.) A ah к 
=» dfg, also £ h == / und hk --==- / g . Aber . £ f =* 6, 
also ^ A :== Ä, also (II. 2.) Л£ -я*> £c , also {II. 53.) 
ah ak hk , , df ds fs 

t=t — , also auch -^ ^ _5 —- • !» . 

df ab df ab dg а с 
dg ас' fg bcfg bc 
==» dg . ab, df. bc t=« / g . a ö . 

«ö ac £c 

Hieraus folgt auch (II. 58.) 

60. 

Ferner (II. 55.) df.ac 
dg Л с = = = / g . « c . 

In ähnlichen 
Dreiecken sind 
die Umfange 
den gleichna
migen Seiten 
proportionirt. 

Essey £\abc 
<^dfg. Äufder J% K с Jb 
Verlängerung von bc mache man bh «=« ab, с к == ас, auf 
der Verlängerung von fg mache man fl = df, gm ----- dg, 
so sind hk, Im die Umfange der Dreiecke abc, dfg. Nadi 
II. 9. ist l b = 2 h, L с = 2 к, L f « 2 /, /. g. == 
2 m, aber ^ £ = / , / . o ----- g , also £ h = l, [ткг=іт, 

also A «AK г"о dlm, also (II. 59.) —- = —-. Aber auch 
im dl 

—•« 
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Л abh с*> dfl, also (II. 59.) ~ = ~ . Also (II. 57.) 
hk __ ab _ Äc «£ <" « / 
//л " " df~~~fg dg' 

Arithmetischer Beweis. Das Verhältniss der gleichnami
gen Seiten sey durch die Zahl A ausgedrückt (II. 50.), so 
ist ab === А. df, bc ==* A .fg, ас = A. dg, also ab -j-

ab -\- bc -{- ac 
bc + ac = A (df + fg + dg), also 

ab 

df 
bc 

/8 

ac 

¥ 
df + fg + dg 

61. 
Wenn die gleichnamigen Seiten ^ ^ 

proportionirt sind, so sind die Drei
ecke einander ähnlich. 

In den Dreiecken abc, dfg sey 
ab bc ac . , 
— === —- ==з —-. An к setze man 
df fg dg ö 
(I. 8.) /_ hbc « / , '£ heb = * g , so ist auch (II. 7.), 
[^ bhc = i d, also Л ÄÄctv <//g, also (II. 59.) - - - - - - — 

hc df fg 
--> - p Also (IL 57.) hb *==> ab, hc ----- ac, also (I. 5.) 
Д ЛАС ----» abc. Aber Л A£с <XJ df/g? also А a k < ^ J/g. 

62. 
Wenn ein Winkel gegenseitig 

gleich und die Nebenseiten proportio
nirt sind, so sind die Dreiecke ähnlich. 

In den Dreiecken abc, dfg sey 

/ b = / , und —- -----—. Man mache ъ' 
df fg 

£ bch e=sa g, so ist ^ A c= «?, also /\ hbc es) dfg, also 

(11.59.) ^ r--. ^ , also (II. 57.) Ad => ab, also (I. I> 
df fg 

Д Ase ssa « s o , aber Д AÄc <̂> <//g, also Л abc <v> rf/g. 

63. 
Rechtwinklige Dreiecke, in denen die Hypotenuse und 

eine Kathete gegenseitig proportionirt sind, sind einander 
ähnlich. 
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In den Д a b с, dfg sey 6 = * / a 

— R und - — = = — - . Man mache den 
df dg 

Inhalt = d, so ist А а і Л ( dfg, . , 

also (H. 59.) ^ « — , also (II. 57.) 6 
аЛ а с rf/ dS 
~— c=s — , also а А ж» а с , also (1. 36.) A a#Ä = аде. 
dg dg 
Aber Л а й t v dfg, also Л а і с fv dfg. 

64. 

Wenn zwei Seiten proportionirt 
und der eine Gegenwinkel gegenseitig 
gleich, der andere Gegenwinkel aber 
in beiden Dreiecken kleiner oder in 
beiden grösser als ein rechter ist, so 
sind die Dreiecke ähnlich. 

In den Dreiecken abc, dfg sey / b=f, und . . 
df dg 

Man mache £ bah s=a d, so ist (II, 7.) [_ h =s g, also 

Л abh oo dfg, also (II. 59.) ~ *=? ~ , also (II. 57.) 

а с <V <i/ ah 

dg dg' 
aber Д «ÄÄ (v rf/g, also Д a k i v dfg. 

also а А = ас, also (I. 37.) Д а£Л = a s e , 

65. 

Zu drei graden Linien die 
vierte Proportionallinie durch Par
allellinien zu finden. 

Die gegebenen Linien seyen a 

А, В, С Man trage auf eine grade b 
Linie von einem Punct а aus ab с 
t=x А, ас = В, ad = С, ziehe in beliebiger Richtung ag, 
verbinde bg, ziehe ch <^ bg, verbinde dg, ziehe hf 4=^ dg, 
so ist (II. 53.) a£ : ac = a g : aA, ag : ah ^=з ad : a/, 
also (II. 57.) aö : а с = aa* : af also а/" die gesuchte 
vierte Proportionallinie. 

66. 

Xu drei graden Linien die vierte Proportionallinie bloss 
durch Kreisdurchschnitte zu finden. 
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A L . 

В 

Die gegebenen Linien seyen 
А, В, C. Ueber die Grundlinie 
be S=3 В beschreibe man (I. 7.) 
ein gleichschenkliges A abc, so 
dass ab г=з ас ==J A. Aus a als 
Mittelpunct beschreibe man mit dem 
Halbmesser С einen Kreisbogen, 
wähle darauf einen beliebigen Punct 
d, fasse den Abstand bd in den 
Zirkel, und aus с als Mittelpunct 
beschreibe man mit dem Halbmes
ser bd einen Kreisbogen, welcher 
jenen Bogen in f schneidet, so ist 
df die gesuchte vierte Proportio
nallinie. Denn da ab --- ac, ad ==» af bd t=i cff so ist 
(I. 5.) A bad e=» caf also ^ bad = ca/ , also L bac 
=3 </«/, also A bac <^> daf also (II. 59.) aÄ : ÄC = 
ad : df oder А : В = С : df. 

67. 
Zwischen zwei Pun-

cten die Mitte bloss durch 
Kreisdurchschnitte zu 
finden. 

Die gegebenen Pun-
cte seyen a, b. Aus die
sen Puncten als Mittel-
puncten mit dem Halb
messer a b beschreibe 
man zwei Kreise, wel
che einander in с durch
schneiden, so ist abc ein gleichseitiges Dreieck, also (11.47.) 
[^ b е=з -| R. Denselben Halbmesser ab trage man von с 
nach ti, von d nach/", so ist (I. 16.) abf eine grade Linie. 
Aus dem Mittelpunct f mit dem Halbmesser fa = 2 a b 
beschreibe man einen Kreis, welcher den Kreis а in g , h 
schneidet, so sind die gleichschenkligen Dreiecke fa g =*fa h, 
also l_ fag ===== fah, also (II. 7.) [^ gah -|- afh «= 2 R. 
Den Halbmesser ab trage man von g nach &, von Ж ьасіі /, 
von l nach 7«, so ist gam eine grade Linie, also (I. 14.) 
[_ gah + mah = 2 K, also ^ mah =safh], also A wa А 

„. . ,„ »^ ^ ma «А .. «А , , wA 
^^ «*/A, also (II. 59.) —- = —-. Aber —- = -f, also 

a A af af ah 
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i 
а > 

т 

oder wtA = 4- л Л = 
(Т. 9.) über ah ein Д «яЛ = 
von a s. 

68. 
£ше grade Linie nach 

denselben Verhältnissen zu 
theilen, wie eine andere grade 
Linie. 

Die gegebenen Linien a s , 
с d liegen in einer Ebene. Eine / 
von ihnen z. B. ab, sey in /..•** 
/ , g beliebig getheilt. Man £ j 
verbinde ac, 5c, bd. Man 
ziehe fh <^> gk f=^ ac, so 
ist (II. 53.) af : fg : gb = ch : A£ 
hl 4=ь km 6-5 öck, so ist (II. 53.) ch 
Im : ml/. 

4- ab. Man beschreibe 
= hma, so ist n die 

also 
Mitte 

Ь k. Man 
hk : kb = 

Also (II. 57. 58.) af : fg : gb z= clilm: 

ziehe 
cl : 
md. 

69. 

/я ähnlichen ebenen Viel-
ecken sind die gleichnamigen 
Seiten und Diagonallinien pro-
portionirt. 

Aehnliche Vielecke sind sol
che, welche durch gleichnamige 
Diagonallinien in ähnliche Drei
ecke getheilt werden. Es sey 
abcdf das gegebene Vieleck, 
man ziehe (I.) aus einer Ecke 
a nach den übrigen die Diago
nallinien ac, ad. Die der ab 
gleichnamige Seite a h des zwei- Ь 
ten Vielecks setze man auf ab, 
ziehe hk <?=* bc, kl t^ cd, 
In ^ df, so ist (IL 49.) hl 
^^ bd, kn ^^ cf, b ^ bf, 

l /TT ко \ a h ЛАг kl 
also (IL 53.) — — — --- —_ 

ab bc cd 
In an ak al hl hn kn 

^~ df af а с a~d = = 3 Td ^ bf = = cf' 
Oder (II.) man wähle einen beliebigen Punct m innerhalb oder 

ausserhalb in der Ebene der Figur abcdf ziehe aus m nach 
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та 
u. s. w. 

mb mc md 

allen Ecken derselben grade Linien, ma, mb, mc, md, mf. 
Die der Linie та gleichnamige Linie mg des zweiten Vielecks 
setze man auf та, ziehe gh - ^ ab, hk <^ bc, kl ^^ cd, 
In <«s df, so ist (II. 49.) hn 4=^ bf, gk ^ ас u. s. w. 
^ . „, , „ „ ,т_ „ A ч w# WÄ »lA; mf 
Hieraus folgt ebenfalls (IL 53.) —f 
»l« hn gh gn 
mf bf ab af 

Anmerkung. Durch Kombination wird bewiesen: wenn 
die Anzahl der Ecken eines Vielecks t=»n, so ist die Anzahl 
der Linien, d. h. der Seiten und Diagonallinien zusammen 

= ———-—, die Anzahl der Diagonallinien — 

>, der Vierecke Dreiecke 

der 
t . 2 

n(n—\){n—2) (я—3) 

1 . 2 . 3 ' 1 . 2 . 3 . 4 
u. s. w. Die Anzahl der Durchschnittspuncte der Seiten und 

oder dreimal so Diagonallinien 
n ( n — I ) (»—2) (w—3) 

8 
gross, als die Anzahl der Vierecke. 

70. , 
In ähnlichen ebenen Vielecken sind die а 

Umfange der gleichnamigen Seiten und 
Diagonallinien proportionirt. 

Die in der Ecke f angelegten ähnli- ^ 
chen Vielecke seyen abcdf, ghklf. Man 
mache bm t=* bc, ziehe fm, welche die 
gh in n schneidet, so ist kg <я=̂  ca, gn 
<Ä> am, also (IL 49.) nk <=̂  mc, also** 
hn = s hk. Man nehme auf der verlänger
ten bc die со e=a сd, ziehe fo, welche die 
verlängerte hk in p schneidet, so folgt eben- g 
so, dass kp =* kl. Man mache bq *=» bo, 
ziehe fq, welche die verlängerte gh in r 
schneidet, so folgt ebenso hr t=x hp. Die
ses Verfahren setzt man bis zur letzten Seite 
der Vielecke fort. Wenn au der Umfang 
des Vielecks abcdf ist, und fu gezogen * 
wird, welche die gh in v schneidet, so folgt 
auf die angezeigte Art, dass gv der Um- u 

fang des Vielecks ghklf ist. Also (IL 53.) 
gv fe sh 
— , = ^ * = I £ ~ u. s 
au ja ab w. 

:•* 
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Arithmetischer Beweis. Das Verhältniss der gleichnami
gen Seiten oder Diagonallinien sey durch die Zahl A aus
gedrückt (II. 50.), so ist ab ----- A.gh, bc ----- A.hk, cd 
----- A.kl, dft==t A.fl,fa = A.fg, also durch Addition 
ab + bc -f cd + df + fa = А . (gh + hlc + kl -|- / / + / g ) 

ай + йс -r* cd -4- df-\-fa . ab bc 
also ' , . . ~r J ~rs _ , ^ ,_. u s f 



Dritter Cursns. 

Flächeninhalt gradliniger Figuren, einfache 
Eigenschaften des Kreises. 



1. 

у ; 

Der Flächeninhalt eines Qua
drats ist das Product der Seite mit 
sich selbst. 

Den Inhalt einer Figur giebt man 
durch die Anzahl der in derselben 
enthaltenen gleichen Quadrate an, de
ren Seite das Maass ist, mit welchem 
die Linien der Figur ausgemessen wer
den. Diejenigen Figuren, welche 
durch rechte Winkel begrenzt werden, * 
wie das Quadrat und Rechteck, können unmittelbar durch 
Quadrate ausgefüllt werden. Die übrigen Figuren müssen 
durch geometrische Sätze in rechtwinklige Figuren verwandelt 
werden. 

Wenn man die Seiten eines Quadrats durch das Maass 
eintheilt, und durch die Theilpuncte Parallellinien mit den 
Seiten zieht, so erhält man soviel Quadrate des Maasses wie 
afgh neben und über einander, soviel mal das Maass in der 
Seite enthalten ist. Diese Zahl multiplicirt man mit sich selbst. 

Wenn die Seite des Quadrats in д 
der Linie af das Maass A mal, und 
in dem Stück bf = з В einen Theil 
des Maasses enthält, so ziehe man 
fl <^s b c, und durch den Punct g, 
wo fl die Diagonallinie а с schneidet, 
hk ^^ ab, so ist (II. 33.) hgld s=s 
bfgk, also abcd=s afgh -f- 2 bfgk 
+ ghlc => af2 -f 2 af. bf+ bf* 
оаег(Л + В)*=*Аг + 2А.В + В2.а 

7\ 

i 
Da ein Faden 6 Fuss, eine Ruthe 12 Fuss, eine Saschen 

7 Fuss, ein Fuss 12 Zoll, eine Arschin 28 Zoll oder 1 tt Wer-
schok, ein Faden 72 Zoll, eine Saschen 84 Zoll, eine Meile 
7 Werst, eine Werst 500 Saschen oder 1500 Arschin oder 



falls wie die Quadrate der Halbmesser та, mf, oder der 
Seimen ad, fk verhalten (III. 64.), so müssen sich auch die 
Kreissegmente abcd, fghk, welche gleichen Mittelpuncts-
winkeln entsprechen, wie die Quadrate der Halbmesser та, 
mf, oder der Sehnen a d, fk verhalten. 

Derselbe Satz muss nun auch für die ganzen Kreise gül
tig seyn. Demnach verhalten sich die Umfange der Kreise 
wie ihre Halbmesser oder Durchmesser, oder wie ihre, glei
chen Mittelpunctswinkeln entsprechenden Sehnen; und die Flä
chen der Kreise wie die Quadrate ihrer Halbmesser oder 
Durchmesser, oder ihrer, gleichen Mittelpunctswinkeln ent
sprechenden Sehnen. 

54. 
Einen Kreis durch concentrische Kreise in gleiche 

Theile zu theilen. 
Es sey der Kreis in n 

gleiche Theile zu theilen. Man 
theile seinen Halbmesser та in 
gleiche Theile in ö, с u. s. w., 

mb 1 mc 2 
та n та n 

u. s. w., beschreibe über та 
einen Halbkreis, errichte auf m а 
in den Theilungspuncten senk
rechte Linien, welche den Halb
kreis in d} f schneiden, so ist 

/ T T t „ « ^ ч Я 1 ^ 2 mb 1 
(Hl. 56. 58.) 

та" та n 

Man beschreibe mit den Halbmessern m d, mf u. s. w. con

centrische Kreise, so ist (V. 53.) —— — -' = —, 
Kreis mf __ mf " Kreis m« та n 
Kreis 

тпЬ ___ J_ mf^ _ 

та 
mc 
та 

2 

n 
U. 5. W. 

U. S. W. 

та та 
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55. 
Einen Kreisring durch co/icentrische Kreise in gleiche 

Theile zu theilen. 
Die zwischen zwei concen-

trischen Kreisen, z. B. zwischen 
den Kreisen ma, mb enthaltene a 

Fläche heisst ein Kreisring. Man 
ziehe von einem beliebigen Pun-
cte a des äussern Kreises an den 
Innern Kreis die Berührende a b. 
Soll der Kreisring in n gleiche 
Theile getheilt werden, so theile 
man ab in c, d u. s. w. in n 
gleiche Theile, errichte in den 
Theilungspuncten auf ab senkrechte Linien, welche den über 
a b beschriebenen Halbkreis in f, g u. s. w. schneiden, mache 
bh== bf* bk = bg u. s. w., beschreibe concentrische Kreise mit 
den Halbmessern mh, mk u. s. w., so leisten diese das Verlangte. 
Denn mh2 — mb2=r. bh2 = bf2,mk2 — mb2 = bk2 = bg\ 

mh2 — mb2 __ bf2 _bc 1_ 

- mb2 ab2 ab та mb2 = ab2, 

mh2 — mb2 bg2 

та — mb ab 
2 Kreis m h 

also 
та 

bd 
ab n 

Aber (V. 53.) 
Kreis 

n 
7ii а 

та mh2 Kreis mк 

mb 
Kreis in а 

Kreis m b 
- Kreis m b 

m b 
7na2 

2» 

also 

Kreis mb 
mh2 — 7nb2 

mo 
Kreis m h 

Kreis m b 
mb2 Kreis mh 

Kreis m b 
m к 

also mb2' 
— Kreis m b 

Kreis mk 
mb2 

— Kreis 7/i b 
Kreis mb 

mk2 — mb 

Kreis 7ii b 
Kreis m b 

mb 
m h m b 

Kreis m а 
Kreis mk 

• Kreis 7П b 
Kreis mb 7JI 

та 
к2 -

7ПЬ2 

mb2 2 

Kreis та — Kreis mb 7/i а m b 

n 

u, s. w. 
n 
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3500 Fuss hat, so ist ein oFaden ----- 36 QFuss, QSaschen 
= 49 üFuss, DRuthe = 144 aFuss, GFuss = 1 4 4 aZoll, 
üArschin == 784 aZoll = i 256 aWerschok, a F a d e n ^ 5184 
aZoll, aSaschen » 7056 aZoll, aMeile - = 49 G Werst, 
aWerst ----: 250000 aSaschen ----- 12250000 QFuss. 

B e i s p i e l e . 

1) Die Seite eines Quadrats sey 203 Fuss 9 Zoll, wie 
gross ist der Inhalt? 

Man multiplicirt 203 mit sich selbst «=> А2, man mül-
tiplicirt 203 mit 2 mal 9, und dividirt mit 12, um QFuss 
zu haben. Den Rest multiplicirt man mit 12, um nZoll zu 
haben. Dann multiplicirt man 9 mit sich selbst — ^ ' 

QFuea GZoll 
A2 . 4 1 2 0 9 — 
1A.B 304 72 
B2 81 

41514 «Г 
2) Die Seite eines Quadrats sey 15 Saschen 0 Fuss* 

wie gross ist der Inhalt? 
aSaecben QFuee 

Аг 225 — 
AA.В 25 35 
6 ' 36 

~ 2 5 1 22~ 
3) Die Seite eines Quadrats sey 9 Faden 3£ Fuss, wie 

gross ist der Inhalt? 
Gnaden O^nsa ' 

A2 81 — 
2 ^ . F . . . . 1 0 18 
B2 - - - 12j 

~~91 3 0 i ~ 

2. 
Die Quadratwurzel aus dem Flächeninhalt giebt die 

Seite des Quadrats. Die Seite des Quadrats mit i/2 = 
1,41421356 multiplicirt, giebt die Diagonallinie; die Dia
gonallinie mit fä = 0,707106781 multiplicirt, giebt die 
Seite des Quadrats. 

Der erste Theii des Satzes folgt aus III. 1. Der zweite 
und dritte Theil folgt aus II. 44. 
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B e i s p i e l e . 
1) Der Inhalt eines Quadrats ist 45796 OFuss, wie 

gross ist die Seite? j/45796 = 214 Fuss. 

2) Der Inhalt eines Quadrats soll 95 QSaschen seyn, 
wie gross ist die Seite? 

föb = 9,7468 Saschen = 98 5' 2 | " 
3) die Seite eines Quadrats ist 214 Fuss, wie gross ist 

die Diagonallinie? 
1,41421356 X214--- 302,6417 Fuss = 302' 7",7 
4) Die Diagonallinie eines Quadrats sey 302 Fuss, wie 

gross ist die Seite? 
0,70710678 X 302 = 213,546 Fuss = 213' 6^" 

5) Die Diagonallinie eines Quadrats sey 18 Fuss 7 Zoll, 
wie gross ist die Seite? 
18 '7" = 223" 0 ,707106781X223" — 157",68 = 13' 1^" 

3. 
Der Inhalt einen Rechtecks ist das Product der Grund

linie mit der Höhe, oder der Länge mit der Breite. 
Die längere Seite ab heisst die rf с 

Grundlinie oder Länge, die kürzere ....|....L..":....-....L..L. 
Seite b с oder a d heisst die Höhe oder 
Breite. Wenn man diese beiden Sei- ! : j 
ten durch das Maass eintheilt und "";""• •:•'":"":"":"' 
durch die Theilpuncte Parallellinien . - : • : • • • • • • • • : • . • 
zieht, so erhält man an jeder Seite «*'—=—'—:—-—' ' sb 
so viel Quadrate neben oder über einander, so viel mal das 
Maass in dieser Seite enthalten ist. Diese Zahlen multiplicirt 
man also mit einander. 

Wenn die Länge ab in af 
eine ganze Anzahl der Maasse 
= A und einen Theil des Maas-
ses bf = B; die Breite bc in 
b к eine ganze Anzahl der Maasse 
= С und einen Theil des Maasses a f 
с к = D enthält, so besteht das ganze Rechteck abcd aus 
den Theilen afgh = A.C, ghdl = A.D, bfgk = C.B, 
gkcl = B.D. 

B e i s p i e l e * 
1) Eine Tafel sey 8 Fuss 9 Zoll lang, 7 Fuss 5 Zoll 

breit, wie gross ist der Inhalt? 
г 

Paucker Geometrie, f. «-' 
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Das Product von Fuss mit Zoll wird mit 12 dividirt, um 
QFUSS, und der Rest mit 12 multiplicirt, um GZoll zu haben. 

DFues GZoll 
A.C 56. — 
A.D 3 48 
C.B 5 36 
B.D 45 

64 129 

2) Eine Wand sey 45 Fuss 8 Zoll lang, 10 Fuss 7 Zoll 
hoch, wie gross ist der Inhalt? 

QFaes DZoll 
A.C 450 — 
A.D 26 36 
C.B 6 96 
B.D 56 

483 44 

3) Nach meiner Ausmessung 1836 enthielt eine Mauer
fläche von 1 rheinl. QFaden 268 Ziegel. Hiernach muss 
l DSaschen 345 Ziegel enthalten, nach der Annahme bei 
Bauanschlägen aber 480 Ziegel. Eine Mauer, welche nach 
rheinl. Maass 45 ' 8" lang, 10' 7" hoch, nach russischem Maass 
47' 0 | " lang, 10' 10 | " hoch ist, wie viel Ziegel enthält sie? 

45' 8" --- 7,6111 13,425 DFaden 
10' 7" ---- 1,7638 268 

13,425 DFaden 3598 Ziegel. 

47' 0 1 " = ! 6,7172 10,455 DSaschen 
10' 10* t=31,5565 345 

10,455 GSaschen 3607 Ziegel. 

10,455 DSaschen 
480 

Nach den Bauanschlägen 5018 Ziegel. 

4. 
Aus den Seiten eines Rechtecks die Diagonallinie zu 

finden. 
Nach II. 45. zieht man die Quadratwurzel aus der Summe 

der Quadrate der beiden anliegenden Seiten. 

B e i s p i e l e . 
1) Das Rechteck sey 8 Fuss 9 Zoll lang, 7 Fuss 5 Zoll 

breit, wie lang ist die Diagonallinie? 
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А2 64 
ЪАВ 12 13 ! GFuss 82 nZoll 
В2 81 

А* 49 131,5694 
ЪАВ 5.120 QW. 11,469 Fuss 
Я* 25 oder 11 Fuss 5,6 Zoll. 

131.82 
2) Ein Rechteck sey 45 Fuss 8 Zoll lang, 10 Fuss 

7 Zoll hoch, wie lang ist die Diagonallinie? 
A2 2025 
ЪАВ 60 2197 DFuss 65 DZoll 
B2 64 — 
A* 100 2197,4514 
ЪАВ 11.96 QW. 46,877 
B2 49 oder 46 Fuss 10,5 Zoll. 

"~2І97.65 

5. 
Den Inhalt der Aecker und Wiesen nach Dessätinen, 

Loofstellen und Tonnstellen *zu berechnen. 
Die Dessätine ist 80 X 30 --- 2400 DSaschen oder 

560 X 210 =3 117600 QFuss. 
Man dividirt also die Anzahl der OSachen mit 2400, 

der Quotient giebt die Dessätinen, der Rest die Quadratsaschen. 
Oder man multiplicirt die Anzahl der QSaschen mit 0,0004, 

und addirt 4£ Procent hinzu. 

B e i s p i e l . 
Wie viel Dessätinen enthält ein Feld von 529 Saschen 

Länge, 374 Saschen Breite? 
529 Saschen 197846 
374 0,0004 

197846 DS. 79,1384 
8 2 0. 1046 GS. f | ^1зі9 

Dessätinen 82,4358 
Die Aecker und Wiesen werden nach Ketten = 25 Ellen 

— 50 Fuss == 100 Quartier vermessen. Die beiden ersten 
Decimalstellen der Kette sind also Quartier. 

Eine lief-kurländische Loofstelle ist = 16 GKetten c= 
10000 GEllen = 40000 DFuss. Ein Kapp ist = 400 QElleii 

5* 
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= 1600 QFuss —- 0,64 DKetten, eine DKette ist 1-& Kapp, 
eine Kette ist 1£ Kappseite. 

Eine Loofstelle ist =s 25 Kapp, eine Tomistelle s=» 35 
Kapp. 

Eine ehstländische Loofstelle ist == 9 QKetten =s 5625 
QEllen » 22500 DFuss = I4TV Kapp. Eine Tonnstelle 
ist 3 Loofstellen =s 27 QKetten = . 16875 üEllen — 67500 
QFIISS = 42TV Kapp. 

Auch sind nach obigen Bestimmungen 
100 Dessätinen = 294 Hef.-kurl. Loofstellen 
900 » = 4704 ehstl. Loofstellen. 

Man multiplicirt also die Anzahl der Dessätinen mit 3, 
und zieht vom Product 2 Procent ab, so hat man die ent
sprechende Anzahl der lief-kurländischen Loofstellen. 

Man multiplicirt die Anzahl der Dessätinen mit 5 , und 
addirt 22z Procent hinzu, so ergiebt sich die entsprechende 
Anzahl der ehstländischen Loofstellen. 

B e i s p i e l e * 
1) Eine Wiese sey 20 Ketten 7 | Ellen lang, 5 Ketten 

12 Ellen breit, wie viel lief-kurländische Loof- und Tonnstellen 
enthält sie? 

20 .7^ = 20,30 111 mit 1 6 . . .6.15,2440 
5 . 1 2 = 5,48 2440 mit 4 . . . 6 . 1 5 . 6 1 0 

DKetten 111,2440" 6 Loofst. 15 DK. 610 OFuss. 

A n d r e A r t : 
2 0 . 7 | = 507,5 mit 10000. . .6,95275 

5.12 = 137 95275 mit 1 6 . . .6.15,2440 
DEllen 69527,5 2440 mit 4 . . .6 .15 . 610. 

N o c h a n d e r s: , 
20 .7^ = 507,5 Ellen = 25,375 Kappseiten 

5.12 = 137 » = 6,85 » 

173,81875 Kapp. 
mit 25 div 6 Loofst. 23,8 Kapp. 
mit 35 div 4 Tonnst. 33,8 Kapp. 

2) Wie viel ehstländische Loof- und Tonnstellen enthält 
dieselbe Wiese? 

20 .71 = 20,30 mit 9 . . . 1 2 Loofst 3,2440 DK. 
5 . 1 2 = 5,48 mit 2 7 . . . 4 Tonnst. 3,2440 » 

111,2440 
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3) Wie viel Loofstellea enthält ein Feld von 720 Dessä 
tinen 450 QSaschen? 

6 
4 

3) 

9° 

720.450 
75 
1875 

720,1875 

2160,5625 
43,21125 

5) 

20$ 

i о 

720,1875 

1*600,9375 
144,0375 
14,40375 
4,80125 

2117,35125 
lief-kurl. Loofst. 

3764,18 
ehstl. Loofst. 

6. 
Ein gleichseitiges Dreieck zu berechnen. 

Diese Berechnung beruht auf II. 47. Hiernach ist, wenn 
ilie Seite е=з s, die Höhe = h, der Flächeninhalt = F, 

h t=3 s 
8 e=a h 
F = s2 

F =* h2 

h t=<j/F 
8 e=s l/JP 

j / i - л*. 
^ 3 « i/F. 

0,866025403 
1,154700538 
0,433012701 
0,577350269 
1,316074012952 
1,51967137130 

B e i s p i e l e « 

1) Die Seite sey 28 Zoll, wie gross ist die Höhe? 
0,8660254 

28 

Höhe = 24,2487 Zoll. 

2) Die Höhe sey 24£ Zoll, wie gross ist die Seite? 
1,1547 

24,25 

Seite = з 28,0015 Zoll. 

3) Die Seite sey 28 Zoll, wie gross ist der Inhalt? 
0,4330127 

28 X 28 = . 784 

339,48 DZoll. 

4) Die Höhe sey 24^ Zoll, wie gross der Inhalt? 
0,57735 

241 X 24^ = 588,0625 

339,518 DZoll. 
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5) Der Inhalt sey 339£ DZoll, wie gross die Höhe? 
1,316074 

j/339,5 -== 18,42552 

Höhe ^ 2 4 , 2 4 9 Zoll. 

C) Der Inhalt sey 400 QFuss, wie gross die Seite? 
1,519671 

^400 ----- 20 Fuss 

Seite------ 30,393 Fuss. 

7) Der Inhalt sey 324QFaden, wie gross die Höhe und 
Seite? 

1,316074 1,519671 
f/324 ---. 18 18 

Höhe ----- 23,689 Faden; Seite «----. 27,354 Faden. 

7. 
Der Inhalt eines 

gleichschenkligen Drei
ecks ist das Product der 
halben Grundlinie mit 
der Höhe. Die Höhe 
aber ist die Quadrat
wurzelaus dem Product 
von der Summe und dem 
Unterschied des Schen
kels und der halben 
Grundlinie. 9. 

Da ab =sacj und 
a d senkrecht auf b c, so 
ist bd == cd. Beschreibt man also über cd das Rechteck 
cdaf, so ist A örfi = o / a , also Д e k =» с da f. 
Aber (III. 3.) cdaf = cd * ad, also Д abc -----> cd * ad 
==== bd • ad ==3 -J- bc . ad. 

Man beschreibe über ab das Quadrat abgk, ziehe die 
Diagonallinie bg, mache bk = bd, ziehe km 5-^ bh, welche 
die bg in l schneidet, ziehe durch l die np 5-^ ab, mache 
op ==3 ol c=» bd, pq -̂̂ > ----- NA, so ist bklo ==- bd2, 
ab2 — bd2 =s abgh — bklo ----- ngho -\- akin ----> ngho 
-{- /itt^,^ ===3 ngqp == np ' ng. Aber np t=\ ab + H</, 
ng t=* ak =* ab — ^ck, und (IL 45.) л</г === ab2 — bd2, 
also ad2 =3 ( я £ -f- Ä«f) • ( # £ — sei), also Д Ьс = 
И («H . ö<i + £ d 2 ) . («£ . bd — ö l / ' ) . 
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B e i s p i e l e « 
1) Die Grundlinie sey 40 Fuss, die Höhe 2! Fuss, was 

ist der Inhalt? 
i 40 « 

2) Die Grundlinie sey 
ist der Inhalt? 

5 . 96 -

=я 20 
21 

420 DFuss. 

96 Fuss, die Höhe 55 Fuss, 

= 48 
55 

was 

2640 üFnss. 

3) Die Grundlinie sey 40 Fuss, die Seite 29 Fuss, was 
ist der Inhalt? ^ . 40 --- 20. 

29 580 980 
20 400 180 

580 980 176400 
400 180 QW = 420 DFuss. 

4) Die Grundlinie sey 96 Fuss, die Seite 73 Fuss, was 
ist der Inhalt? 

48 3504 5808 
73 2304 1200 

3504 5803 6969600 

2304 1200 Q W = = 2 6 4 o GFuss. 

5) Die Grundlinie sey 30 Zoll, die Seite 17 Zoll, was 
ist der Inhalt? 

15 255 480 
17 225 30 

255 480 14400 
225 30 QW = 120 DZoll. 

6) Die Grundlinie sey 120 Fuss, die Höhe 24 Fuss, 
V'p gross ist die Dachlinie, d. h. die Summe der beiden 
Schenkel? 

120 48 14400 
120 48 2304 

14400 2304 16704 

Dachlinie ----- 129,24 Fuss. 
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7) Bei derselben Grundlinie von 120 Fuss, aber den 
Höhen von 30 und 35 Fuss, wie viel betragen die Dachlinien? 

134,16 und 138,91 Fuss. 

8) Bei der Grundlinie von 48 Fuss, und 16 und 48 Fuss 
Höhe, wie viel betragen die Dachlinien? 

57,68 und 107,33 Fuss. 

8. 
Der Inhalt eines Dreieck» ist das g....? * У?. 

halbe Product der Grundlinie mit der 
Höhe, 

Es sey ad senkrecht auf 6c, und *{., 
das Rechteck bcfg vollendet, so ist 
/\abd=: l

Tbdag, Д acd=^^adcf, 
also A abc ===== ̂ bcfg ===> \bc * ad. b1 

Theilt man ab, а с in die Hälfte in p, q, so ist (II. 36.) 
pq <-̂  bc, A apr => bph, Д e y r s = a cqk, also A abc 
----- bchk ----- bc . </r, rfr ----» 7«c/, A bpl==apo, А суш 
----- лдги, also A abc ==» Imno ----- im • «ii, im ----- ^bc. 

Wenn statt der Höhe ack die a 

Seiten ab, а с gegeben sind, so fin
det man die Höhe auf folgende Art: 
Nach II. 45. ist ac2 = ad2 + 
cd2, ab2 ----, ad2 + bd7, also 
ac2 — ab2 t=*cd2 — bd2. Macht 
man df *=* bd, so ist crf2 — bd2 

*=» cdnp — bdgk £==» cdnp — b 

+ gmnh ----- gmpl ----« ß i . i/, -----
£ с . с/". Also а с 2 — а # 2 = bc » 
с f. Da а І , « с , öo gegeben sind, 

so findet man cf ----- ac2 — ab 
Tc 

Da. bс f==! cd-{-bd, cf=^cd—bd, 
b с I с f It о ' с г 

so ist cd --- , und bd «= • • Dann ist ad2 

ac cd2, oder ad2 = ab2 — bd2. 

B e i s p i e l e . 

1) Die Grundlinie sey 66 Fuss, die Höhe 40 Fuss, was 
ist der Inhalt? 
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2) Die Grundlinie 
ist der Inhalt? 

66 
20 

1320 DFuss. 

sey 28 Fuss, die Hohe 15 Fuss, was 

15 
14 

3) Die Grundlinie 
was ist der Inhalt? 

210 QFuss. 

sey 66, die Seiten 50 und 104 Fuss, 

104 
50 
154 
54 

154 
54 , 
8316 / 

div. 66 / 

7 66 

192 
60 
96 
30 QW 

104 
96 
200 
8 

1600 
= 40 

33 

50 
30 
80 
20 
1600 

4) Die Grundlinie 
was ist der Inhalt? 

Inhalt = 1320 DFuss. 

sey 44, die Seiten 17 und 39 Fuss, 

39 
17 

56 
22 

28 
44 

39 
36 

17 
8 

56 1232 
22 div. 44 

72 
16 

75 
3 

25 
9 

36 
8 

225 225 
QW = 15 

22 
Inhalt = 330 GFuss. 

9. 
Der Inhalt eines Parallelo- g rf 

gramms ist das Product der Grund
linie mit der Höhe, 

Es ist nämlich, wenn ag, 6f 
senkrecht auf ab sind, abcd —abfg a 

= ab . bf. Wenn die Höhe nicht unmittelbar gegeben ist, 
so berechnet man sie, wie in III. 8. aus der Grundlinie ab, 
der Seite ad, oder bc, und der Diagonallinie bd oder ac, 
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B e i s p i e l e * 
1) Die Grundlinie sey 14 Fuss, die Höhe 12 Fuss, was 

ist der Inhalt? 
14 
12 

Inhalt = 1 6 8 DFuss. 

2) Die Grundlinie sey 28 Fuss 9 Zoll, die Hohe 15 Fuss 
7 Zoll, was ist der Inhalt? 

QFuss GZoll 
А . В 420 
А - D 16 43 
В . С 11 36 
В . D 63 

Inhalt ----- 448 3 

3) Die Grundlinie sey 14, die Seite 13, die Diagonal
linie 15 Fuss, was ist der Inhalt? 

15 2 8 / 4 15 13 
13 2 / 14 9 5 
28 56 / 18 24 18 

2 div. 14 / 10 6 8 

9 144 144 
5 QW = 12 

14 
Inhalt ---- 168 DFuss. 

10. 
Der Inhalt eines Trapeziums m ..£. 

«st das Product der Hohe mit der 
mittlem Transversallinie, oder der ff; 
halben Summe der beiden Paral
lelseiten, а д & 6 

Es sey ab <-->> cd, und es 
sey ad in /, bc in g halbirt, so ist (II. 36.) / ^ <?-̂  aö ^ 
cd, A afh == dfm, A bgk = cgi, also abcd — hklm 
= fg . kl. Aber fg = cd + cl + dm,fg = ab — 

ab -f- cd 
ah — bk, also 2 / g - ab + cd, oder fg = . 
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B e i s p i e l e 
1) Eine Wiese sey 20 Ketten 

20 Fuss lang, an dem schmälern Ende 
8 Ketten 9 Fuss, an dem breitern 
Ende 15 Ketten 32 Fuss, was ist der 
Inhalt? 

8,18 11,91 
15,64 20,40 
23,82 242,9640 DKetten 

11,91 oder Loofst. 15 2 GKetten 2410 DFuss. 

2) Eine oben schräge gezogene Mauer sey 42 Fuss 7 Zoll 
lang, an dem niedrigem Ende 8 Fuss 9 Zoll hoch, an dem 
höhern Ende 11 Fuss 7£ Zoll hoch, was ist der Inhalt? 

\ QFuse QZoll 
8 

11 
9 

10 4 

А 
А 
С 
В 

С 
D 
В 
D 

420 
, 7 

5 
126 
120 

Inhalt = 433 II75 . 

3) Eine Giebelwand sey 42 Fuss / 
lang, an den Seitenlinien 35 Fuss hoch, J... . / _ ; * 
die Höhe der Spitze über der Grund- : 
linie sey 56 Fuss, wie gross ist der^ 
Inhalt? 

ad = be = 35 Fuss 
f g =ss 56 
Mittel . . . 45,5 * 
ab = 42 

Inhalt = 1 9 1 1 DFuss. 

Der Inhalt einer 
unregelmässigen Figur 
ist gleich der Summe der tg 
vorwärtsgehenden Tra-

pezten weniger der 
Summe der zurückge
henden Trapezien, wenn 
man eine beliebige grade 
Linie zur Grundlinie 
wählt. а m 0 khd В 
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Man fällt von allen Winkelpuncten senkrechte Linien auf 
die Grundlinie, und berechnet zwischen den beiden äussersten 
Ecken a,/die Summe der vorwärtsgehenden Trapezien aabbf 

bbcc, ccdd, ddff, wovon man die Summe der zurück
gehenden Trapezien ffgg, gghh, hhkk, fckll, llmm, 
mm а a abzieht. 

Ecke 

1 
2 
3 
4 
5 

6 
7 

Vorwärtsgehend 
Höhe 

15 
26 
23 
24 
40 
19 
184 

Mittel 

205 
24^ 
234 
22 
194 
1 8 | 

Breite 

17 
3 

11 
5 

4 
2 

424 

Product 

348І 
734-

2584-
110 

8 7 : 
374 

9154 

Ecke 

7 
8 
9 

10 
1 

Zurückgehend 
Höhe 

184 
5 
8 
4 

15 

Mittel 

1H 
4 
6 

Breite 

7 
10 
13 
121 

424 

Inhalt — 

Product 

82^ 
65 
78 

1 1 8 | 

344 
9 1 5 | 

: 5 7 1 | 

12. 
Ein Dreieck oder Par

allelogramm in ein andres 
von gleichem Inhalt und ge
gebener Grundlinie zu ver
wandeln. 

Das Dreieck abc oderß« 
das Parallelogramm abcd sey 
in ein andres zu verwandeln, dessen Grundlinie bf seyn soll. 
Man ziehe af, und cg ^ a / , so ist (II. 32.) A gbf = 
abc, also auch gbfh = abcd. Oder man ziehe fk - ^ ab 
bis an die verlängerte ad, verbinde bk, welche die cd in l 
schneidet, ziehe durch l die gh ^^ bf, so ist (IL 33.) gbhj 
= abcd, also auch A gbf = abc. 

13. 

Ein Parallelogramm in 
ein andres von gleichem In
halt zu verwandeln j dessen 
Grundlinie gegeben, und der 
gegebenen parallel ist. 

Das Parallelogramm abcd i -: 

sey in ein andres zu verwan
deln, dessen Grundlinie gh gegeben und der bс parallel sey. 
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Man ziehe gl ^ ab bis an 6 o , und hm ^^ ab bis 
an ad, verbinde Im, ziehe по <=^ Im bis an cd, dann durch 
о die f'k <я^ gA, so ist fghk *=s abcd. Denn wenn gA, 
oli einander in j», und £ c , Ä& einander in q schneiden, so 
ist А про ("о Iqm, also np : op ?=* Iq : qm, oder At? : fg 
= gA : «A, also (II. 5G.) abcd =fghk. 

Man kann auch g s ^-^ ab bis an l ia , und hq - ^ ab 
bis an bc ziehen, qs verbinden, pr <^> qs bis an ab ziehen, 
durch r die fh <?=* gh ziehen. 

m q n r 

Ein ebenes unregelmässiges Vieleck in ein Dreieck von 
gleichem Inhalt zu verwandeln. 

Man ziehe bk <я^ ас bis an ot i , so ist äke = abc, 
also acd — äke =3 aed — abc, also akd =» abcd. 
Man ziehe kl <?=ъ ad bis an/W, so ist ald = akd == abcd, 
also al/ == abcd/. Man ziehe /m -я^ «/* bis an g/, so 
ist a m / ' -->«//'---- abedf, also amg r==t abedfg. Man 
ziehe AM <̂ > « g bis an /^g, so ist « g w :=? «gA, also 
A amn = abedfgh. Soll zuletzt das А amn in ein 
andres verwandelt werden, dessen Spitze in p ist, so ziehe 
aq <Ä> pia, ar ^=^ pn, so ist «wiy = apq, also ш « 
==i apqn, pna =pnr, also pqr=*apqn, also влія =pqr. 
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15. 

Ein Dreieck aus einem Puncte 
der Grundlinie in gleiche Theile zu 
theilen. 

Das Dreieck abc sey aus d zu 
theilen, z. B. in 4 gleiche Theile. Man 
theile к in 4 gleiche Theile in g, h, 
k, ziehe gk, hl, km mit da parallel, ^ 
und dann dk, dl, dm, so theilen diese Ь 
das Л abc auf die verlangte Art Denn Д kbd «= 
akdl = agh, Л Idm = «A&, Л »«tio = * aAc. 

«Äi?-, 

16. 

Ein Dreieck 
aus einem innern 
Puncte in gleiche 
Theile zu theilen, 
so dass die erste 
Theilungslinie eine 

vorgeschriebene 
Richtung hat. 

Es sey z. В. я ь f h b c l 
abc in 4 gleiche Theile zu theilen, so dass df die erste 
Linie sey. Man verbinde af, ziehe dg 4=^ bc bis an aß 
Man nehme fh ----- \bc, verbinde gh, ziehe а к ^ gh, 
verbinde dk, so ist Л dfk ----- gfk ----- а/Л ----- \abc. 
Man nehme /;/ ----- /H. Fällt i innerhalb des Dreiecks «60 , 
so ist </i die Theilungslinie. Fällt / ausserhalb, so verbinde 
man de, ziehe Im ^ de bis an ac, so ist А а*с»г *=- dcl, 
also dkem <---> dkl ~ dfk =<\abc. 
und wenn 
ziehe и о 

ausserhalb 
db bis an 

dobf *=* dnf = <//£ 

Äc liegt, 
«ö , so 

so 
ist 

Man nehme/n = / / : , 
verbinde man ciö und 
Д <i«ö c== «Zo£, also 

\abc. 

Ein Parallelogramm oder 
Trapez in gleiche Theile zu 
theilen, so dass die Thei-
lungslinien von Puncten aus
gehen, die in einer der Par
allelseifen liegen. 
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Z. В. abcd soll in 4 gleiche Theile getheilt werden, 
und die Linien sollen von / ausgehen. Man ziehe die mitt
lere Transversallinie gh, welche die Seiten bc, da halbirt, 
und theile diese in 4 gleiche Theile in k, l, m, ziehe fkn, 

flo,fmp, so ist fdan * = fno =» fop = ±abcd. Fällt 
p ausserhalb der Figur, so verbindet m a n / 6 , ziehtpr t^fb, 
und dann die Theilungslinie / r , so ist A fbr =*fbp, also 
fobr = fop t=j \abcd. 

18. 

'*.y. 

Ein ebenes 
Viereck aus ei
nem in einer\ 
Seite gegebe
nen Puncte in ' ... 
gleiche Theile 
zu theilen. 

Das Viereck abcd 
theilen. Man ziehe ag 
Man theile also cg in 4 

sey aus / in 4 gleiche Theile zu 
<?=ь bd, so ist A beg е=з abcd. 
gleiche Theile in h} k, l, und ziehe 

Aw, kn, lo mit bf parallel, so ist A cfm = bch = 
?H<?A =5 \abcd, befn 

befo bei beg 
bek 

\abcd. 
beg = \abcd, 

JEW ebenes Vieleck aus einem in einer Seite gegebenen 
Puncte nach einem gegebenen Verhältnisse zu iheüen. 

Es sey das Vieleck abedfg aus h so zu theilen, dass 
sich die Theile wie die gegebenen Linien wo, op verhalten. 

file:///abcd
file:///abcd
file:///abcd
file:///abcd
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Man ziehe dk <̂ > hc bis an bc, so ist hbcd =» hbk. Man 
ziehe Jcl ̂  hb bis an ab, so ist hrbcd *=* hrl. Man ziehe 
/*#г <«> Ag* bis an ag, so ist hagf=: kam. Man ziehe »гю 
<г=̂  A« bis an #«, so ist kragf = Arw. Um also den 
Punct r zu bestimmen, wohin die Theilungslinie gezogen werden 

. , , hrasf hm rn по 
MUSS) ziehe man or <^>pl, so ist -—-^— =3 -—-. = —- = : — 

hrbcd hrl rl op 
20. 

In einem Kreise gehören zu glei
chen Mittelpunctswinheln gleiche Bögen. 

Es sey l^amb *=» bmc, so kann 
man den £ bmc so auf amb legen, 
dass bm auf am, cm auf Ъm kommt. 
Zieht man zwei Halbmesser md, mf, 
so dass 2I amd = bmf, so wird" 
dann auch fm auf dm fallen. Da die- <* 
ses für alle zwischenliegende Puncte 
gilt, so decken die Bögen bc, ab einander, und sind also 
einander gleich. 

21. 

In einem Kreise gehören zu glei
chen Sehnen gleiche Bögen. 

Wenn die Sehnen ab =* bc, so 
decken die /\amb, bmc einander, also 
sind die Mittelpunctswinkel amb = 
bmc, also (III. 20.) sind die Bögen 
ab = bc. 

22. 
In einem Kreise verhalten sich 

die Bögen wie die Mittelpunctswinkel. 
Denn wenn die Mittelpuncts

winkel amb, bmc ein rationales Ver-
hältniss zu einander haben, so giebt 
es einen kleinern Winkel dmd = « ' 
fmf, welcher sowohl in amb als d \ 
in bmc eine ganze Anzahl Male ent- ^ 
halten ist Also sind auch (III. 20.) ^ _ ^ -
die Bögen ad, dd, bd, bf, ff, cf fffff 
einander gleich. Also ist jeder derselben das gemeinschaftliche 
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Älaass der Bögen ab, b c. Dieses Bogenmaass ist so viel mal 
in den Bogen ab, be enthalten, als das Winkelmaass in den 
Winkeln amb, Ътс, also ist Bogen ab : Bogen be «=з 
/̂ amb : [^ bmc 

23. 
In einem Kreise gehören zu 

gleichen Bügen gleiche Mittelpuncts-
winkel. 

Es sey Bogen ab?=bc. Wäre 
nun [^ amb nicht = bmc, so sey 
l^ amb — bmd, also (III. 20.) а 
Bogen ab =~ bd, also Bogen bd 
----- be, was unmöglich ist. Also 
muss l_ amb *=я bmc seyn. 

24. 
/ я . einem Kreise gehören zu 

gleichen Bögen gleiche Sehnen: 
Es sey Bogen ab s=i be, so 

ist (III. 23,) [_ arnb ----, bmc, also 
Sehne ab в= Je. 

t/wi emew Winkel in gleiche 
Theile zu theilen, theilt man den 
entsprechenden Bogen in gleiche 
Theile. 

Es sey z. B. der /_ amb in 
4 gleiche Theile zu theilen, so be
schreibt man aus der Winkelspitze # 
m als Mittelpunct mit einem belie
bigen Halbmesser ma einen Kreis
bogen zwischen den Winkelseiten, 
und theilt denselben in 4 gleiche Theile, d. h. man sucht, 
entweder geometrisch oder durch Versuche, eine Sehne ac, 
welche sich in den Bogen ab in c, d, f, b 4 mal eintragen 
lässt. Dann sind auch die ^ amc, cmd, dmf,fmb einan
der gleich. 

Pauckrr Georaeirie. I. 6 
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Der 90ste Theil eines 
rechten Winkels heisst ein 
Grad, und ist das Maass 
aller übrigen Winkel. Un-
eigentlich nennt man auch 
wohl denjenigen Theil des 
Kreisumfangs, welcher ei
nem Grad entspricht, eben
falls einen Grad. Hiernach 
hat der Viertelkreis oder 
Quadrant 90", der Halb
kreis 180°, der ganze Kreis 
360°, zwei Nebenwinkel so e 
wie die drei Winkel eines Dreiecks machen 180°, die um 
einen Punct herum liegenden Winkel 360°. Der Grad wird 
weiter in 60 Minuten, die Minute in 60 Sekunden, die Se
kunde in Zehntel und Hundertel getheilt. Da der Winkel 
eines gleichseitigen Dreiecks 60° hat, so heisst diese Einthei-
lung die Sexagesimaltheilung. Ein Winkelmaassstab, auf wel
chem der rechte Winkel in 90°, der Halbkreis in 180° getheilt 
ist, heisst ein Transporteur. 

In den Quadranten ab trägt man den Halbmesser von 
b nach c, von a nach d} wodurch man die Puncte von 30° 
und 60° erhält. Ferner die Seite des Zehnecks, die sich 
durch eine leichte Construction finden lässt, von a nach ff 

von Ь nach g u s . w. Hierdurch ergeben sich alle Theil-
puncte von 6° zu 6°. Theilt man den Quadranten bei A in 
die Hälfte, so erhält man den Theilpunct von 45°, und da
durch alle Theilpuncte von Ъ* zu 3°. 

26. 

Eine Otts dem Mitlelpuncte des 
Kreises auf eine Sehne gefällte senk
rechte Linie theilt sowohl die Sehne 
als den Bogen in die Hälfte. 

Denn es sey с ein rechter Winkel, 
so ist (I. 36.) A mca t=i mcb, also 
ac =» de und [^ amd t=» bmd, also 
(III. 20.) Bogen ad = bd. 
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27. 

Einen Kreisbogen in die Hälfte zu theilen. 
Man beschreibe über und unter die Sehne 

ab gleichschenklige Dreiecke abf, abg, ver
binde fg, so theilt diese Linie die Sehne 
ab in с senkrecht in die Hälfte, und theilt 
also auch (III. 26.) den Bogen ab in d in 
die Hälfte. 

Wenn man zu dieser Theilung bloss den 
Zirkel allein, ohne Lineal, anwenden will, so 
beschreibe man aus den Mittelpuncten л, b 
mit dem Halbmesser des gegebenen Bogens 
zwei Bogen, die einander 
in dem Mittelpunkte m des 
gegebenen Bogens schnei
den, trage aus m die Seh
nen mf == mg e=a ab 
ein, so ist (I. 16.) /mg 
eine grade Linie, also 
(III. S.)fb2 — bg2 « . - . 

fg .fm = 2//«', also f %f~ 

•m 

Я 
&.-

9 

+ « 
fb2 — fm2 =* bg' 
fm2 = 3 « ^ -f- fm2. Man beschreibe also über die Grund
l in ie /g ein gleichschenkliges Zsfgh, dessen Schenkel fk = 
gh =3 fb, so ist mh2 => mb2 + /4»*« Man beschreibe 
über die Grundlinie /"g ein zweites gleichschenkliges Dreieck 
fdg, dessen Schenkel fd = gd = iw/t, so ist /< / 2 = /wtu 

+ mJ2 , also wA2 =tfm2 + . тоJ2. Aber WIA2c==sfm2 -j-
w£2, also »i</ =a mb. Also liegt der Punct d sowohl in 
m h als im Bogen а h, und theilt also den Bogen a b in die 
Hälfte. 

28. 

Eine grade Linie, welche den 
Mittelpunct des Kreises mit der Mitte 
der Sehne oder des Bogens verbindet, 
ist auf der Sehne senkrecht. 

Denn wenn а с *=* bcy so ist 
(I. 5.) Д mca s== mcb, also j^mca 
=a m с Ь t=> R. Wenn a d «== b d, so 
ist [_ amd = J £m</, also ^ «wie 
==s b c , also (I. 1.) А тис« == mcb, ?lso ^ »ісд 
МРЙ = /?, 
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29. 
Eine grade Linie, welche in der 

Mitte der Sehne senkrecht auf die
selbe in der Ebene des Kreises errich
tet wird, theilt den Bogen in die 
Hälfte und geht durch den Mittelpunct 
des Kreises. 

Denn wenn а с ==* Ьс, cd^=* cd, 
^ acd =5 bcd == R, so ist (I. I.) 
A acd = öed, also ad «=» bd, also (III. 21.) Bogen 
ad = od. 

Wenn der Mittelpunct m nicht in der Senkrechten c/", 
sondern seitwärts läge, so wäre а с ----- bc, ma = mb, 
mc ===== mo, also А тс а ==* mcb, also (I. 5.) ^ шел = * 
mcb *=і R, aber auch l^fca -=- /Ž, also ^ ш е л = fca, 
was unmöglich ist. 

30. .. ^ 
£twe grade Linie, welche / \ 

durch irgend einen Punct des Um- f \ 
fangs senkrecht auf den Halb- I \ 
messer oder Durchmesser in der l • I 
Ebene des Kreises gezogen wird, \ > / 
berührt den Kreis. N. / 

Eine grade Linie, welche in ^ ^ \\\^*' 
der Ebene des Kreises nur einen aeä ö 
Punct mit demselben gemein hat, in allen übrigen Puncten 
aber ausserhalb des Kreises liegt, heisst eine Berührungslinie 
oder Tangente. Wenn nun [^ mab == R, so kann ab kei
nen zweiten Punct d mit dem Kreise gemein haben. Denn 
alsdann wäre ad eine Sehne des Kreises, welche sich in с 
halbiren Hesse, also wäre (III. 28.) j^ mca =» mcb ===== /?, 
was unmöglich ist (I. 24.), weil J^ mac J==J mab =* R. 

31. 
In einem Puncte des Umfangs 

kann nur eine einzige Berührungs
linie an den Kreis gezogen werden. 

Es sey l_ mab == R, so ist 
(III. 30.) ab eine Berührungslinie 
in a. Wenn es nun möglich wäre, 
in der Ebene des Kreises noch eine 
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zweite Berührungslinie ас aus a an den Kreis zu ziehen, so 
dass [_ mac <^ mab, also auch [^ mac <^ R wäre, so 
könnte man aus m auf а с eine Senkrechte md fällen. Da 
[_ mad <C R, L mda =t R, so wäre (I. 26.) md < та 
d. h. ein Punct von а с läge innerhalb des Kreises, also wäre 
а с keine Berührungslinie. Würde [_ mac ^> mab angenom
men, so ergäbe sich auf der andern Seite von a derselbe Beweis. 

32, 
Die Berührungslinie ist im 

Puncte der Berührung auf dem 
Halbmesser oder Durchmesser 
senkrecht. 

Wenn ab den Kreis in а 
berührt, der /_ fab = R wäre, 
und der Mittelpunct m nicht in af 
läge, so könnte man von m auf 
ab eine Senkrechte md fällen, dann wäre [^ mad<^mda, 
also md <C та, also läge ein Punct von ab innerhalb des 
Kreises, also wäre ab keine Berührungslinie. 

33. 
Der Mittelpunct des Kreises 

liegt in der graden Linie, welche 
auf eine Berührungslinie im Be-
rührungspuncte, in der Ebene des 
Kreises senkrecht errichtet wird* 

Die Linie ab berühre den 
Kreis in a, undfa sey senkrecht 
auf ab. Läge der Mittelpunct m 
nicht in fa, so würde doch (Ш. 32.) ^ mab = R s'/n. 
Es ist aber unmöglich in einer Ebene in einem Puncte auf 
eine grade Linie zwei verschiedene senkrechte Linien zu 
errichten (I. 17.), also liegt m in af. 

34. 
Wenn zwei Kreise einander berühren, so liegt der 

Berührungspunct in der graden Linie der Mittelpuncte. 
Zwei Kreise berühren einander, wenn sie in einer Ebene 

liegen, einen Punct des Umfangs mit einander gemein haben, 
und alle Puncte des kleinern Kreisumfangs innerhalb oder aus
serhalb des grössern Kreisumfangs liegen Jene Berührung 

( 1 
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heisst die innere, diese die äussere. Es 
seyen а, Ь die Mittelpuncte des grössern 
und kleinern Kreises, с der Berührungs-
puoct. Läge Ъ nicht in der graden Li
nie ac, so würde die gehörig verlängerte 
grade Linie ab die Kreise b, a in ck, 
/ ' so schneiden, dass bei der innern 
Berührung ad <C af, bei der äussern 
ad ^> af wäre. Es ist aber (1. 27.) 
bei der innern ab - j - bc ^> ac, d. h. 
ab 4~ bd > af, was unmöglich ist; 
bei der äussern ac -\- bc"^> ab, d. h. 
af + ^d > a s , was ebenfalls unmög
lich ist. Folglich muss in beiden Fällen 
der Mittelpunct b in der graden Linie 
а с liegen. 

<; I 

35. 
Alle Vmfangswinkel, welche im 

Halbkreise auf dem Durchmesser 
ruhen, sind rechte Winkel. 

Umfangswinkel heissen diejeni
gen, deren Spitze im Umfange des а 
Kreises liegen. Der Umfangswinkel acb ruht auf dem Durch
messer ab, die Д arnc, bmc sind gleichschenklig, !so 
(II. 9.) l^amc = J 2mcb, [_ bmc = s 2mca, aber /^ arnc 
-{- bmc = 2/l, also ^ /»e?s -f- mca ==* R, oder /̂ acb=^ R. 

36. 
Wenn die Schenkel eines reck

ten Winkels auf einer graden Li
nie ruhen, so ist sie der Durch
messer eines Halbkreises, welchera{ 

durch die Spitze des treckten Winkels geht. 
Es sey acb ein rechter Winkel, und über ab ein Halb

kreis beschrieben. Würde mm с nicht im Umfange liegen, 
so würde bc den Umfang in d schneiden, und j^ bca > bda 
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seyn. Dies ist aber unmöglich, weil /_ bca ----- R, und nach 
(Ш. 35.) auch [_ 6 da == R. Also liegt die Spitze des rechten 
Winkels с im Halbkreise. 

37. 
Auf eine grade Linie einen rech

ten Winkel zu setzen. 
Man beschreibt über ab ein be

liebiges gleichschenkliges Dreieck abm, 
aus m mit dem Halbmesser m b e=» m а 
beschreibt man einen Halbkreis, wel
cher durch a geht und von der ver-^ ^ —y# 
längerten bm in с geschnitten wird, 
so ist (III. 35.) £ bac « R. 

Oder man macht a b == 
4 Theilen, und beschreibt 
aus a mit dem Halbmesser 
ac «=ä 3 Theilen, aus b mit 
dem Halbmesser Ho ----- 5 
Theilen, Kreise, welche ein- t z 
ander in с schneiden. Da 
nun 3 2 -f 4* « 9 + 16 = 
e c J = bc\ also (П. 46.) Ц bac 

Wenn aber der rechte Win
kel auf dem freien Felde, wo keine 
Kreisdurchschnitte gemacht werden 
können, errichtet werden soll, so 
misst man auf der Grundlinie ein 
beliebiges Stück ab aus, steckt 
eine zweite Linie Ь d nach belie
biger Richtung ab, macht mit der* 1^ 
Kette oder Schnur bd = ab, \ 
steckt die Linie ad ab, und misst '-. 
sie aus. Den Unterschied der ge
messenen Linien ad — ab oder 
ad — bd trägt man mit der Kette oder Schnur nach bf 
und bg, und steckt die Linie fg ab, worauf man fh = ab 
aufträgt. Da af = ad, fh = ab, und [_ hfa = bad, 
so ist (I. I.) Д afh — dab, also ah =bd, also ah =>fh. 
Man trägt also fh auf Ac, so ist (Ш. 35.) ^ с ab = R. 

а 
25 = 5 

: R. 
SO ist ab2 -f-
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38. 
Alle Umfangswinkel, welche 

im grössern Kreisabschnitte auf 
einer Sehne ruhen^ sind dem hal
ben Mitlelpunctswinkel gleich, da- $ 
her einander gleich. 

Wenn der Mittelpunct m in 
bc Hegt, so ist (1Г. 9.) [^ acb 
= ^ amb. Wenn m zwischen 
ad, bd liegt, so ist £ adg =s 
}amg, [^ 6 dg = -^6 mg, also ^ 
[^ adb = \amb. Wenn m ausserhalb a / ö hegt, so ist 
£ л/А = 4 a w А , [^ bfh = -^#mА, also 2, « /ö = { c m Ä . 
Also £ acb = «cib = л/Ä. Da der ganze Bogen ab 
das Maass des Mittelpunctswinkels amb ist, so ist der halbe 
Bogen ab das Maass des Umfangswinkels. 

39. 
Der Umfangswinkel ist gleich 

demWinkel, welchen die Berührungs
linie mit der Sehne bildet, auf wel
cher der Umfangswinkel ruht. 

Man ziehe einen Durchmesser 
bc, so sind alle Umfangswinkel auf 
ab = [^ bca. Es sey bd eine 
Berührungslinie, so ist (III. 32.) 
£ cbd = R. Aber auch (II. 10.) 
/^acb-^-abc^zzR, also ^ acb 
-J- abc = cbd, a l so£acb = abd. 

40. 
Kreisviereck machen die 

Gegenwinkel zusammen zwei 
der Aussenwinkel ist 

Im 
beiden 
rechte, odei 
dem Gegenwinkel gleich. 

Es sey acb der Winkel im 
grössern Abschnitt, so 5ind um soa 

mehr acd, bcd Winkel im grösser» 
Abschnitte, also (III. 38.) [_ acd 
= abdy £ bcd = bad, also 
[^ acb = abd *\* bad, also 
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/_ асЬ -j- adb = ab d -j-

41. 

6«6? + «t/ö^ also (II. 7.) 

Alle Umfangswinkel, welche 
im kleinern Kreisabschnitte auf 
einer Sehne ruhen, sind einander 
gleich. 

Denn (III. 40.) ^ acb + afb 
- 2 / Ž , /_ adb + afb = 2 /?, 
also ^ «dö = «</£. 

42. 
Wenn in einem Viereck die 

auf einer Seite nach einerlei Rich
tung liegenden Winkel gleich sind, 
oder die Gegenwinkel zusammen 
zwei rechte Winkel betragen, so 
ist das Viereck ein Kreisviereck. 

Im Viereck abcd sey ^ acb 
= adb, oder ^ ade + abc 
= 2 /?. Man beschreibe um das 
A abc einen Kreis (I. 21) . Wenn 
nun d nicht im Umfange dieses Kreises läge, und ad den 
Umfang in/schnitte, so würde (111. 38. 41.) [_ afb = acb, 
und (III. 40.) [^ afc + аЪс — 2 /i seyn, also würde 
[_ adb = afb und £_ ade = л / с seyn, was unmöglich ist, 
weil (I. 22.) I adb > afb, £ ade > Ö / C ist. 

43. 
Veber eine grade Linie einen 

Kreisbogen zu beschreiben, welcher 
einen gegebenen Winkel in sich fasst. 

Die gegebene grade ^.inie sey 
a b, der gegebene Winkel sey d. Man 
setze (I. &.) an «s den [_ abg = d, 
errichte in b auf bg, in « auf ab 
senkrechte Linien, welche einander in 
с schneiden, beschreibe über bc als 
Durchmesser einen Kreis, so ist die
ser der verlangte. Denn wenn f ein 
beliebiger Punct des Umfangs ist, so 

У 
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ist (Ш. 38. 41.) L afb ~ acb. 
= R. Da nun auch 2, oö^ = / i , 
also ^ а/й =r abg = d. 

44. 

Aus einem ge
gebenen Puncle an 
einen gegebenen Kreis 
die beiden Berüh
rungslinien zu ziehen. 

Der gegebene 
Punct sey a, der Mit-öJ 
telpunct des Kreises 
seyjw. Man beschreibe 
über am als Durch
messer einen Kreis, .. 
welcher den gegebe
nen in b, с schneidet, und ziehe 
ab, ac, so berühren sie den 
Kreis m. Denn (III. 35.) ^ abm 
— acm = R, also (III. 30.) 
sind ab, а с Berührungslinien. 

Oder man nehme auf та 
die m d = 2 m b, beschreibe 
über m a ein Д m af, so dass a 

af=ma, mf=md = '2mb, 
verbinde mf, welche den Kreis 
in b schneidet, so ist (I. 5.) 
Д abf = ahm, also j^ abm 
— R, also (III. 30.) ab eine 
Berührende. 

45. 

Aber (Ш. 35.) I_ bac 
so ist [^ ach = abg, 

f " 

An zwei Kreise, welche in einer Ebene liegen, die bei
den gemeinschaftlichen Berührungslinien zu ziehen. 

Die Mittelpuncte der gegebenen Kreise seyen a, b, ihre 
Halbmesser A, B. Man beschreibe aus b mit den Halbmes
sern bc = В -\- A, bd = - В — A concentrische Kreise, 
ziehe aus a an diese concentriseben Kreise die Berührungs 
Hnien (III. 44.) ac, ad, so ist (III. 32.) £ acb — adb = R. 
Man verbinde bc, bd, welche den gegebenen Kreis in f, g 
schneiden, ziehe f h <?=* ac, gk <-̂> ad, fälle aus a auf/Л, 
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g k die Senk
rechten ah, ah, 
so ist (IL 18.) 
ah = cf, а к 
= dg; aber 
cf=dg==:J1 

also ah = ah 
= ^ , also lie
gen die Puncte 
Л, /? im Umfange 
des Kreises a, 
also sind, we-
gen der rechten Winkel/, g, h, h die Linien/A, g£ (III. 30.) 
gemeinschaftliche Berührungslinien beider Kreise. 

46. 
In ein Dreieck einen 

Berührungskreis zu be
schreiben. 

In dem gegebenen 
Dreieck abc theile man 
zwei Winkel «, 5 in die 
Hälfte (I. 10.) durch grade 
Linien am, hm, welche 
einander in m schneiden, 
so ist m der Mittelpunct des 
gesuchten Kreises. Denn 
wenn man aus m auf die Ь 
Seiten be, ca, ab die 
senkrechten Linien md, mf, mg fället, so ist ma = ma, 
[_ mag = maf, [_ g = / = R, also (I. 23.) mg = mf. 
Kerner mb = mb, [^ mbd = mbg, [^ d = g = Л, 
also (I. 23.) md = mg. Also sind wirf, wi/, mg Halbmesser 
eines Kreises, und wegen der rechten Winkel d, f, g wird 
dieser Kreis (HI. 30.) von den Seiten be, ca, ab berührt. 
Der dritte Winkel с wird durch die Linie me ebenfalls in 
die Hälfte getheilt. Denn da me = me, md = mf, [_ d 
= f = R, so ist (I. 36.) Д med —- mcf, also £ med 
= me f. 

47. 
Einen Winhel im freien Felde, wo heilte Kreisdurch

schnitte gemacht werden können, in die Hälfte zu theilen. 
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Wenn es möglich ist, die Spitze " 
a des Winkels zu erreichen, so steckt 
man auf den Winkelseiten mit der 
Kette oder Schnur gleiche Stücke ab 
= ac, ad = af ab, zieht die gra-
den Linien bf с </,• welche einander 
in g schneiden, und zieht ag, welche 
den Winkel a in die Hälfte theilt. 
Denn da ab = « с, af = ad, [_a 
= а, so ist (I. 1.) A abf = acd, 
also [_ b = c, und ^ d = f aber 
auch bd = cf also (1. 2.) /\ bdg 
— cfg, also tfg = / # , öZ = <?g, 
also (I. 5.) A adg = afg, A abg 
= Äcg, also /̂ bag = cag. 

Wenn es nicht möglich ist, die Spitze a zu erreichen, 
so ziehe man zwischen den Winkelseiten zwei beliebige grade 
Linien hk, Im, theile auf die angezeigte Art die Winkel А, к 
und i, m in die Hälfte durch grade Linien, welche einander 
in я , о schneiden, so muss (III. 46.) sowohl an als а о den 
Winkel a in die Hälfte theilen, also muss die grade Linie 
õn gehörig verlängert, durch den Punct a gehen, und den 
Winkel in die Hälfte theilen. 

48. 
In und um einen Kreis jj. 

ein regelmässiges Sechseck zu 
beschreiben. 

Die Seite des eingeschrie- д 
benen Sechsecks ist dem Halb
messer gleich. Denn wenn man 
ab = та = mb macht, so 
ist j / amb = % R, also 3 . 
amb = 1R, 6. a m й = 4 JR. 

In den Winkelpuncten des ein- p 
geschriebenen Sechsecks «, 6, 
с u. s. w. errichtet man Senk
rechte />A, AAr, kl u.s.w.,wel
che (III. 30.) den Kreis be
rühren. Da mh = mh, та = mb, £ л ,== b ==-• R, so 
ist (I. 36.) A mah — mbh, also J_ bmh = | R. Eben 
so beweiset man, dass [^ bmk = \R. Also A bmh — 
bmk, also ah = bh = 6A u. s. w. 
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üld 
2 R 

i/g = \ R, 

49. 
In und um einen Kreis ein 

regelmässiges Dreieck zu be
schreiben. 

Man zieht einen beliebigen 
Durchmesser ac, theilt den Halb
messer та in b in die Hälfte, 
errichtet in b auf m a eine Senk
rechte df, so ist sie die Seite 
des eingeschriebenen Dreiecks. \jg 
Denn da mb = ab, bd = bd, b = R, so ist А 
= mbd, also « d === m<i s = та, also ^ bmd =r. 
eben so ^ йот/ = -} R, also £ cmd = сmf = •£- /2 = 
dm/", also cd = df = fc. Errichtet man in c, rf, / auf 
die Halbmesser mc, md, mf Senkrechte, so bilden sie das 
umschriebene Dreieck, Denn da / bmd = J / 2 , so ist 
[_ mdb = от/ö = \R, also ц bdg 
also </g i = / g = rf/ u. s. w. 

50. 

In und um einen Kreis ein f 
Quadrat zu beschreiben. 

Man zieht zwei auf einander 
senkrechten Durchmesser ab, cd, 
so erhält man das eingeschriebene 
Quadrat al cd, und wenn man in 
den Ecken desselben senkrechte 
Linien auf die Durchmesser errich
tet , so ergiebt sich das umschrie
bene Quadrat fghk. Um die Seite * 
des eingeschriebenen Quadrats ohne Anwendung des Lineals 
zu erhalten, trägt man den Halbmesser in al, In, nb, wodurch 
sich b ergiebt. lieber ab beschreibt man mit der Oeffnung 
«o = an, bo = bl ein gleichschenkliges Dreieck aob, 
wodurch sich der Punct о ergiebt. Dann ist а с = то. 
Denn da a « 2 = bl2 = 3ma2 (II. 47.), so ist ao2 — bu" 
= 3 W Ö 2 . Da ao = bo, und am = bm, so ist (l . 5.) 

Д amo = bmo, also [_ am о = R, also mo2 = ao2 — 
та2 = 2 та2. Also (11. 44.) а с = то. 

5 1 . 

Wenn aus einem Punkte an den Kreis eine Berüh
rungslinie und eine Transversallinie gezogen wird, so ist 
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das Quadrat der Berührenden gleich 
dem Rechteck der Abschnitte auf 
der Transversallinie. 

Die Berührende sey ad, die 
Transversallinie acd, so ist (TIT. 39.) 
1^ ah с = adb, [_ dbf = bcd 
also [_ dba = bca, also A abca 

<ro adb, also (II. 59.) а с : ab = 

/ - / 

aö : ad* oder ab== ca ad. 

52. 

Wenn aus einem äussern Pün-
cte zwei Transversallinien an den 
Kreis gezogen werden, so sind die~ 
Rechtecke der Abschnitte auf den
selben einander gleich. 

Denn (III.38.) /_acd = afb, 
j^ cdf^= cbf, also [_ eda^zfba, 
also A aed oo afb. Ferner (TIT. 40.) 
l_ adb — aef, also A abd oo afc. 
(IL 58. 59.) а с : af= ad : ab, also c?a 

/. abd = afc, 
Aus beiden folgt 

a s = </a . af. 

53. 

Wenn an dem Durchschnitis-
punet der Gegenseiten eines Vier
ecks die Rechtecke der Abschnitten •:: 
einander gleich sind, so ist es ein 
Kreisviereck. 

Es sey ba*ac =r da»af. Man 
beschreibe um das A bcd einen 
Kreis. Wenn derselbe nicht durch f gehen, sondern die Seite 
df in g schneiden würde, so müsste (Ш. 52.) 6 a. а с = 
da • ag, also da . af = da » ag, also af = ag seyn, was 
unmöglich ist. Also geht der Kreis auch durch den Punct f. 

54. 

Wenn durch einen innern Punct 
zwei Transversallinien des Kreises ge
hen , so sind die Rechtecke der Ab
schnitte auf denselben einander gleich. 

Denn (ITT. 38.) £ ued = afb, 
[_ с da = fb а, also Д e e r f t v afb. 
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Ferner (III. 38.) [^ abd = afc, £ adb = acf, also A abd 
^o afc. Aus beiden folgt (IL 58. 59.) а с : af = ad : ab, 
also с а . ab = da . a f. 

55. 

Wenn an dem Durchschnittspuncte 
der Diagonallinien eines Vierecks die 
Rechtecke der Abschnitte einander gleich 
sind, so ist es ein Kreisviereck. 

Es sey ba-ac = da * af. Man 
beschreibe um das Д bcd einen Kreis. 
Wenn derselbe nicht durch /gehen, son
dern die Diagonallinie df in g schneiden würde, 
(III. 54.) ba . а с = da • ag, also da . af = da 
af = ag seyn, was unmöglich ist. Also geht 
auch durch den Punct f. 

so müsste 
» ag, also 
der Kreis 

56. 

Wenn aus einem Puncte 
Umfangs auf den Durchmesser oder 
aus der Spitze eines rechtwinkligen 
Dreiecks auf die Hypotenuse eine 
senkrechte Linie gefället wird, so a d о 
ist sie die mittlere Proportionallinie zwischen den beiden Ab
schnitten des Durchmessers oder der Hypotenuse. Auch ist 
jede Sehne oder Kathete die mittlere Proportionallinie zwi
schen dem unter ihr liegenden Abschnitte und dem Durch
messer oder der Hypotenuse. 

Denn da [_ acd -f- bcd = R, [_ acd -f- cad = R, 
lmbcd-\-cbd = R, so ist ^ acd = cbdt /mbcd = cad, 
also A acd rv> cbdf A acd cv; abc, A cbd rsj abc 

ad cd ad ac bd bc 

cd bd' ac ab1 bc ab1 also и и UU Uli , , , 

— — . — — -—, oder cd* = 

ad db, ac1 = da* ab, bc2 = ab.bd. 
Die beiden letzten Gleichungen enthalten auch den Be

weis des pythagoreischen Lehrsatzes (II. 45.), denn ihre Addi
tion giebt ac% + bc* = da • ab -f- ab • bd = ab*. 

57. 

Wenn aus einem äussern 
Puncte des Durchmessers eine Be
rührende an den Halbkreis gezogen 



9 6 

wird, so ist sie die mittlere Proportionallinie zwischen den 
Abschnitten des Durchmessers. 

Denn (III. 39.) [_ de а = dbc, £ b cf = lac, also 

/ bed = cad, also Д dca ĉ o t/He, also — = — , oder 
*~ cd bd1 

cd2 = a J • i/^. 

58. 
Wenn eine Linie die mittlere Proportionallinie zwischen 

zwei andern ist, so verhält sich das Quadrat der kleinern 
zum Quadrat der mittlem, oder das Quadrat der mittlem 
zum Quadrat der grossem, wie die kleinere zur grössern. 

А С Аг 

Denn wenn — = -^ ist, so ist C2 = : А . В. also — 
\J в С 

А2 А . С2 А.В ___ А^ 

В1 ~~ # ' 
ad2 ad cd2 ad 

Td2 ^ Td' TT2 ~ Yd 
i /irr к е ч а&г а ° г ad bd2 bc2 bd und (III. 56.) = — - = — , = =a= —-. 

А . С2 

JTB = ^ ' u n d W 
Daher ist auch (III. 56. 57.) 

ac ab ab1 bc ab ab 

5)9. 

Zwischen zwei Linien die mittlere Proportionallinie zu 
finden, oder ein Rechteck in ein Quadrat zu verwandeln. 

Die gegebenen Linien seyen die kleinere = A, die gros
sere = B, die gesuchte mittlere — C, so dass А : С = e С: В, 
oder С2 = A^B. 

I. Mache ad = A, bd = /?, 
beschreibe über ab = А -\- В einen 
Halbkreis, errichte in <i auf «£ eine 
Senkrechte cd bis an den Halbkreis, 
so ist (III. 56.) cd = C. 

II. Mache «6 = yf, а с 
beschreibe aus dem Mittel-
punet m einen beliebigen 
Kreisbogen, welcher durch 
die Puncte b, с geht, ziehe 
?n«, und darauf с?/senkrecht, 
so ist (III. 54.) da . af = 
ba • ac und (III. 26.) eia =• 
o/*, also da = af = C. \m 
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III. Mache ad = A9 ab = 
beschreibe über ab einen Halbkreis, 
errichte in d eine Senkrechte de auf 
ab bis an den Halbkreis, so ist (III. 56.) 
а с = С. 

IV. Mache ad = A, ab =z 
В, beschreibe aus dem Mittelpuncte 
m einen beliebigen Kreisbogen, wel
cher durch die Puncte a, b geht, 
fälle aus d auf am die Senkrechte 
dg, welche den Kreis in c, f schnei
det , so ist а с = af = С. Denn 
(III. 26.) cg = fg, ac = af, 
und (III. 38. 41.) £ abc = а/с 
— a o / , ^ a ö / = Й С / = л/с , 
also /\ aed c^> abc, /\ afd c>̂> 
a s / , also a o ' = da • ab, und 
«/ 2 = da - ab. 

V. Mache c?« «=» Л, <lö ----- /?, 
beschreibe über a s einen Halbkreis, 
ziehe daran (III. 44.) die Berüh
rende <io, so ist (III. 57.) dct=*C.d 

VI. Mache а с ----- А, 
adt=sB, beschreibe einen 
beliebigen Kreisbogen, wel
cher durch die Puncte c, d 
geht, ziehe daran (III. 44.) 
die Berührende ab, so ist 
(III. 51.) «5 ---- 6. 

VII. Die mittlere Pro-
portionallinie lässt sich ganz 
ohne Anwendung des Lineals 
bloss durch Kreisdurchschnitte 
auf folgende Art finden: Gege
ben sind die Puncte a, b, so 
dass ab = • B. Aus a be
schreibt man einen Kreis mit / / ' • / \ 
dem Halbmesser ac=* A. Aus i; : • \ . 
b beschreibt man mit einem be-cS. „ [....; • ф 
liebigen Halbmesser einen Во- • ' \ a \j$ : 
gen, welcher den Kreis a in ^'"""'h''. 
r/, / schneidet. Man theilt den '--. \У 
Bogen t//in dieHä!fte(III.27.) ' ' ""f\ 

P a n d e r Geometrie. I. < 

:.M 

V * 
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N с, so Hegen die Puncte b> а, с in grader Linie. Man theilt 
die Entfernung be in die Hälfte (II. 67.) in g, beschreibt aus 
a mit dem Halbmesser ag einen Halbkreis, und tragt in den
selben den Halbmesser nach h, k, l, so ist (III. 48.) / in der 
graden Linie а с Man beschreibt aus g mit dem Halbmesser 
hg =3 \bc einen Halbkreis und aus / mit demselben Halb
messer einen Bogen, welcher jenen in m schneidet, so ist 
Img ein gleichschenkliges Dreieck, also am senkrecht auf be, 
also (III. 56.) «»i 2 ----- ca»ab, am ----- C. 

Ш. Arithmetisch. Man multiplicirt die Maasse der Li
nien А, В mit einander (III. 3.) und zieht aus dem Producte 
die Quadratwurzel, wodurch man die mittlere Proportionallinie 
С erhält. Z. B. die Grundlinie eines Rechtecks sey 78 Fuss 
------ JB, die Höhe 24 Fuss ------ A, wie gross ist die Seite С 
eines Quadrats von gleichem Inhalt? д 

6 ----- 78 Fuss 
А ==, 24 » 

А . В = 3 1872 DFuss 

С ----- 43,26 Fuss. 

60. 
Ein Quadrat in zwei gleiche Quadrate 

zu theilen. 
In dem gegebenen Quadrat abcd ziehe 

man die Diagonallinien ac, bd, welche ein-" 
ander in f schneiden, beschreibe über af, 
cf die Quadrate afbg, cfdh, so ist (II. 
43.) afbg ----- cfdh ----- abd ------ bcd. 

61. 

so§ 

Ein Quadrat in fünf 
gleiche Quadrate zu theilen. 

Die Seiten des gegebenen 
Quadrats abcd theile man in 
die Hälfte in / , g, h, к, 
sind die A abk ----- bef -----
с dg ----- dah, also ^bka —-
dha; aber ^ c?«A ~J- dha -----
/?, also ^ dah -\~ bka= R, 
oder ^ kal + aklt=aR7 also 
^ / ==i R. Eben so »i r== n 
---- o ----- /? D a « / = { « Ä , 
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so ist lm -
also lm s=s 
lm, mn u. 
A afp t= 
bmnq 

= {i/, eben so mn ----- \cm, aber Ы = cm, 
mn, also lm no ein Quadrat. Beschreibt man über 
s. w. die Quadrate almp, bmnq u. s. w., so ist 

bfm, also A abi ===== ulmp, A lern 

u. s. w. 

62. 

Ein Quadrat in drei gleiche Quadrate zu theilen. 

Man theile die Seite des gege
benen Quadrats abcd in 3 gleiche 
Theile, so dass af == ^abf er
richte in f auf ab eine Senkrechte, 
welche den über ab beschriebenen 
Halbkreis in g schneidet, so ist 
(111.58.)>ag2*==>iab2,bS

2=:lab2. 
Man errichte auf ag in a die Senk
rechte ah t=» « g , ziehe gA, wel
che die ab in k schneidet, so ist 
[_ agh => ahg ==« |*/J. Man" 
errichte auf gA in g eine Senkrechte 
/w, so ist [_ agl =3 #gm === «Ag 
== yjK, und da auch ^ £«A ===» lag, 
so ist A kah=i lag, also al=* ak. 
Man macht also aus dem Vierecke a/g& das halbe Quadrat 
gah. Man fälle £я, #o auf gh, Im senkrecht, so ist A bgn 
==j bgo, also bn =3 öo, und da auch ^Icbn = : mbo, so ist 
A A;ÄW «----, w b , also bm t==: bk, cm «== «7- = al. Man 
macht also aus dem Viereck bkgm, das Quadrat bngo. Da 
#/* = 2 a/ , so ist Äg2 t=j 2 «g z , also A g«A = gnb = 
gob. Das Viereck с mld ist dem Viereck almb gleich, und 
man kann also cmld eben so in drei gleiche halbe Quadrate 
theilen wie almb. 

Man kann auch unmittelbar die Puncte к, l, m finden, 
indem man auf der Diagonallinie ac den Abschnitt 

al macht, und ak 

A akh со bkg, so 

ak * ac = bk • bc. Addirt 
(ас -\- Ьc) c=i ab • bс 

cm 
. . ak 
,siTk 

----- ap 
ah 

ah 
man zu 

nimmt. 

= ÜÜÜ* = 

beiden « Ar. 
Aber ÜH. 7 

CA 

da 

«c^ — £ r2 = (/7 г -j- b с) . (л с — Ь б), also « /с 

ep = 
Denn 
£c , 
— , also 
ас 

bc, so 
8.) аЬг = 
ас — bc 

ist 

7* 
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63. 
Quadrate zu bilden, welche 

zu einem gegebenen Quadrat ein 
gegebenes Verhältnis» haben. 

Z. B. die zu bestimmenden 
Quadrate sollen ~, ~, -f-, -f- des 
gegebenen Quadrats abcd seyn. 
Man theilt ab in 5 gleiche Theilen 
in f, g, h, k, errichtet in diesen 
Puncten Senkrechte auf ab, wel
che den über ab beschriebenen 
Halbkreis in /, ?«, n, о schnei
den, so ist (III. 56.) al* t=* 

m 

af 
ab c= 
\ab 
Man 

ah 

аог 

2 2 

, an 

am - =J ag» 
ab == 

macht also 
a£ = \ab 

P Л ч r 

J 
l 

ap = al, 
= «w, e r = an, as 
und beschreibt über ap, aa, ar, 
as Quadrate, deren Ecken in 
der Diagonallinie а с liegen. 

Wenn sich das gesuchte 
Quadrat zu dem gegebenen 
abcd wie af : ag verhalten 
soll, so lege man agf in be
liebiger Richtung an ab, ver
binde gb, ziehe fh <?^ gb, 
beschreibe über a h einen Halb- a 

kreis, welcher die Seite bc 
in к schneidet, so ist ah die 
Seite des gesuchten Quadrats 

ab2 

ahlm. Denn (III. 58.) — -~? 
, а к 

ab ag 
ah af 
Arithmetisch. Man multiplicire die Seite des gegebenen 

Quadrats mit der Quadratwurzel aus der Verhältnisszahl. 

B e i s p i e l e . 
1) Ein Quadrat zu bestimmen, welches ,-f- eines Quadrats 

von 450 Fuss Seite sey. |/T~— 0,8944271 
450 

Seite Ä 402,49 Eu5S. 
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2) Ein Quadrat zu bestimmen, welches das 3flache eine; 
Quadrats von 450 Fuss Seite sey. 

|/з£ = 1,8708287 
450 

Seite ~ 841,87 Fuss. 

64. 
Die Flächen ähnlicher Dreiecke 

verhalten sich wie die Quadrate ihrer 
gleichnamigen Seiten. 

Es sey A bac <%J da/, so ist 
öe <--5 df. Beschreibt man über « c , 9 

af die Quadrate acht, afgh, so ist 
cl < ^ / Ä , also (IL 49.) Ы ^ dh. 
Man ziehe bm f=^ de, so ist (II. 49.) 
auch ml <?=*> ch, also (II. 55.) amnh . 
— achl. Aber (II. 32.) Л bac 
= dam. Also A bac : daf = 
dam : d a / = am : a / = amnh : 
afgh = achl: afgh = ac2 : af*.h 

Arithmetisch. Man fället die Hö-
. . a c ab ab 
nen 0£, с/л, so ist —- = — —-

ad ad 

ö , dh, so ist —- = af 
Mui-= % also 01.57.) — = ^ -

dÄ' v 7 a / dÄ 
tiplicirt man auf beiden Seiten mit dem а 

ас \ ас und bemerkt man, dass (III. 8.)' Verhältniss von — == 
af ±af* 

±ac . bg = A bac, ^ Ö / . dh =• A d ö / , so ist 
A Ä a c 

ne 

A d ö / 

Oder man zieht cd, so ist (II. 52.) 
a c i z u г- ^ Ä bac а с 

— «Пел /IT 1 7 » 
' ^ = — „Iso (II. 57.) 
ad af L\ dac 
A dao 

«/ 

" ^ ) * 

А 
> А 
Aber 

11 IM 

bac 
dac 
auch 

« / 

— 

oi. 

2 

«6 
ad 
52.) 

A d a / " 
A b а с 
A da/ = a/^ 

« с 

ас 

Multiplicirt mau beide Verhältnisse, so ist 
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Beispiel, bc = 145 Ketten 22 Fuss = 145,44, ca 
.-- 198 Ketten 39 Fuss == 198,78v 

öe 

36°U' 

M 27 

2,16268 
2,29838 

"9^86430 
9,86418 

tt ==* 36°1 144' 
~ 360J1',44, 

19. 

Um in einem rechtwinkligen Dreiecke aus der Kathete 
und Hypotenuse die andre Kathete trigonometrisch zu be
stimmen, sucht man zuerst aus ihnen den Winkel (VI. 17.), 
dann aus der Kathete und dem Winkel die andre Kathete 
(VI. 16.)) oder aus der Hypotenuse und dem Winkel die 
andre Kathete ( V h l 41). J ( 

T V — 1 - 1 c u , , . 
JNamlicn —- = cos а. с а • tg а = b с, ab * sin а = bc. 

ab 
Zur Probe ist bc2s^p ab2— c « 2 = (ab —- cd) (ab -Jr ca). 

- 3,7ier, ab 

Probe. 

ab 4,853 
c ^ 3,716 

Beispiel, с a =t^ 3 Werst 358 Sascheii 
= 4 Werst 426 Säschen === 4,852. * v 

с а 0,57008 
\mb 0,68592 

е^/Г 9,88̂ 16 

'S'ig а 9,92404 
sin а 9,80820 

bc 0,49414 

а' = 4Ö°0',9 
&*»=* 3,1198 

3 Werst 59,9 Saschen ab 
ab - j - ca 

1,136 
8,568 

0,05538 
0,93288 

bc2 0,98826 

bc 0,49413 

20. 

Um in einem rechtwinkligen Dreiecke 
aus den beiden Katheten die Hypotenuse 
trigonometrisch zu bestimmen, sucht man 
zuerst aus ihnen den Winkel (Vi. 18.), 
dann aus der einen oder andern und dem 
Winkel die Hypotenuse (Vl. 1 5 ) . c 

bc ,. bc 
Nämlich 

Probe ist ab" 
ca 

bc" + 

ab =z 
с а 

sm а cos а 
Zur 

ca 
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t-, ab 
Jus scy = 

ad 
^7., so ist (II. 56.) 
af 
bc - ^ df. Man 
beschreibe über «#, 
a d die Quadrate 
abghy adkl9 so ist 
b h <^> <//". Aus bei
den folgt (II. 49.) 
ch ^=ь fl. Man 
beschreibe über а с, 
af die Quadrate 
aemn, afop, so 
ist c# <z=*fp. Aus 
beiden folgt (II. 
49.) hn ^ /j». 
Man ziehe bq <^> 
dh. Da auch £c 
<?-̂  <//, so folgt 
(II. 49.) cq^fh. 
Man ziehe e r <-̂  

/ я . Aus beiden 
folgt (II. 49.) qr < 

e r 
yr 

A it. Da auch А я <я̂  /JO, so ist (II. 5.) 

^ ^ . Also (II. 53.) 

adsq ar aftr 

fL2 
ap 

Aber (II. 52.) aq 
al 

also (II. 57.) 
adsq aftr 

Da 
adkl7 ap afop' K ' ' adhl afop 

bq <̂ > rfA, und er 4=^ fn, so ist (IL 55.) «</sy = abgh, 

und a / / r = aemn. Also ist 
abgh 
adkl 

aemn 
afop 

oder 
ad* 

af 
67. 

«cA Z)ie Flächen ähnlicher ebener Vielecke verhalten 
wie die Quadrate ihrer gleichnamigen Seiten. 

Die Vielecke aghfcl, ab cd/ sind einander ähnlich, also 
(II. 70.) gh ^ Ьс, kk <^ cd, kl ^ df u. s. w. und 
äke, akd, alf u. s. w. grade Linien. Ziehe / m ^^ ad, bis 
аь c</, /ли ^^ лс bis an £c, so ist (III. 14.) abcdf = 
A ab п. Ziehe /o <?=* fm bis an am. Da hl <?=* cf, so 
ist (II. 49.) ho ^^ ciw, und da auch hk 4=^ c?n, so liegt 
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о in hk. Ziehe op <=^ mn bis an 
an. Da g / ^ bf /о <=^ / ' m , so 
ist (II. 49.) go t=^ hm. Da auch 
op ^=^ mn, so ist (II. 49.) gp <=^ 
ö«. Da auch gh >^ bn, so liegt 
der Punct p in gÄ. Also ist (III. m. 

iii л i ash kl 
14.) aghkl= Aagp, also ) 

A < W AU А У 9? 
= ~т 7^-. Aber Д « # » r o « £ M , J fo 

/ \ abn ' 
a I s o (II. 6 4. ) A _ £ ! f £ = f f ! , also l 

(II. 57.) 
aghkl ag 

abcdf * ab2 

Arithmetisch. (III. 64.) 

A e g A a g 2 

а д 

А «&/ я& 2 А ahk 

А a^c? "~~ « б 2 

2 

/\adf adv /\ acd 

Aber (II. 53.) ^ = ^ = 

a c 2 ' 

also 

ag (III. 66.) ^ - = Z1L. = 

a d 2 a с * ab2 

ad ac ab^ 

Bezeichnet man diese ein

ander gleichen Verhältnisse durch A} so ist А а к l = А * а <//̂  
А аЛ£ = . 4 . «се/, А a g ö = А • abc, also durch Addition 

1/7 л i J* i aghkl ag2 

aghkl = A'abcd/, oder — — -
« ö e rf/^ а 6 

68. 
Wenn auf den Seiten ei

nes rechtwinkligen Dreiecks 
ähnliche ebene Vielecke be
schrieben iverden, so verhal
ten sich die Figuren auf den 
Katheten zu einander und zu 
der Figur auf der Hypote
nuse, wie sich die durch das 
Loth des rechten Winkels auf 
der Hypotenuse gebildeten ent
sprechenden Abschnitte zu ein
ander und zu der ganzen Hy
potenuse verhalten. „ » т 

Denn (III. 67.) 
о спор 
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ас7 ucklm ас2 bcnop bc 

Ьс2 а bfgh 
Aber (Ш. 58.) 

acklm 
ab2 a bfg Л аЬг 

ас2 ad асг ad Ьсг bd 
Ic^^Td1 'аТт=== ab' a~b2== ab1 a s o ^ ' * ') ^ ^ 

ad acklm ad bcnop bd 
bd1 abfgh ab abfgh ab 

acklm -f- bcnop = abfgh. 

P 

Also ist auch 

69. 
Ein Dreieck durch grade 

Linien, welche mit einer Seite 
parallel sind, in gleiche Theile 
zu theilen. 

Das A abc sey z. B. durch , 
grade Linien, welche mit bc par- • 
alle! sind, in 5 gleiche Theile zu 
theilen. Man theile eine der an
liegenden Seiten, z. B. ab in eben 
soviel, also in 5 gleiche Theile in «i, f g, Ä, errichte in die
sen Theilungspuncten auf ab senkrechte Linien, welche den 
über ab beschriebenen Halbkreis in &, / , m, я schneiden. 
Man trage die Sehnen ak, al, am, an auf ab auf, nach 
«o, ap, aq, ar, ziehe os, pt, qu, rv mit bc parallel, so 
sind sie die verlangten Theilungslinien. Denn da die Dreiecke, 
welche sie in a bilden, dem A abc ähnlich sind, so ist 

А aos (III. 64.) A , 
v J A abc 
A aqu aq2 

~~ aT2 

ak2 

ao 2 ak2 A apt 

A abc 

(111. 58.) 

1 
6 ' 

ab* 

also (II. 57.) 
А 

аЬг 

am 2 

' ab2 ' A abc 
ad t al2 _ 

a~b~~' T* «I*' ~ 
A aos 

ab2' A abc 
A arv ar2 

= ab1 

ab 
A apt 

ap 

ab 

al 
ab2" 

Aber 

т > 

arv 
A abc 

i 

а» A abc 

an * 
aT2 

am2 ag 
ao l ab 

A aqu 
A ab с 

4 

/\ abc 
Arithmetisch. Des Д abc Grundlinie sey bc = 450 

Fuss, Höhe aw = 375 Fuss, und es sey in 5 gleiche Theile 
zu theilen. Man ziehe die Quadratwurzeln aus den Brüchen 

nämlich: 
^ Г " = 0,4472136 j / | ~ = 0,6324555 

VY= 0,7745906 \/f=z 0,8944271 

"6» 
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Mit diesen Quadratwurzeln multiplicirt man die Grund
linie und Höhe, und erhalt dadurch die Parallellinien os, pt 
u. 5. w. und die Abstände ах, а у u. s. w. Um die Probe 
zu machen, multiplicirt man die Unterschiede der Abstände 
mit dem Mittel der Parallellinien, die Producte müssen ein
ander gleich seyn, hier = : 16875 QFuss. 

Parallellinien. 

201,2461 
284,6050 
348,5685 
402,4922 
450, 

Auslände. 

167,7051 
237,1708 
290,4737 
335,4102 
375, 

Unterschied 
der Abstände. 

167,7051 
69,4657 
53,3029 
44,9365 
39,5898 

Mittel der Par
allellinien. 

100,6230 
242,9255 
316,5867 
375,5303 
426,2461 

Product. 

16875 
16875 
16875 
16875 
16875 

70. 
Ein Dreieck durch grade Linien, welche einer gegebe

nen Linie parallel sind, in gleiche Theile zu theilen. 
Durch die Spitze des « 

A abc sey eine gegebene 4f 
grade Linie ad gezogen. / / W 
Durch Linien, welche der
selben parallel sind, soll /II- I sJo 
das Dreieck z. B. in 5 glei
che Theile getheilt werden. 
Man theile die Grundlinie 
bс in 5 gleiche Theile in./ 

f-Pj 9qdT. A; f 
ал 

& 

f, g, h, k, und errichte in '. 
diesen Theilungspuncten 
auf bc senkrechte Linien, 
welche die über die Ab
schnitte bd, cd beschriebenen Halbkreise in i, w, w, о schnei
den. Man trage die Sehnen bl, bm des einen Halbkreises 
nach bp, bq, und die Sehnen cn, со des andern Halbkreises 
nach crt es, ziehe a u s ^ , q, r , s Paralieiiinien mit ad, so 

_ A bpt bp* 
Denn ~r —• sind sie die gesuchten Theilungslinien 

Ы* bf A bda bd 
also 

A bda 
A bpt _^bf 

~ bc 

bd 

bd* bd' A bca bc' """ A b$a 
Eben so wird der Beweis für die übrigen Dreiecke geführt. 

Arithmetisch. Des A abc Grundlinie bc sey = i 450 
Fuss, die gegebene Linie H<i — 375 Fuss, die Abschnitte 
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bd c = 14U Fuss, cd =3 310 Fuss. Der 5te Theil von £c 
ist 90 Fuss, Also kommt auf bd ein Abschnitt H/ ----- 90, 
auf cd drei Abschnitte, ck ~ 90 , CÄ « я 180, cg ^=: 270 
Fuss. Man zieht nun die Quadratwurzeln aus den Verhält-
nisszahlen dieser Abschnitte zu ihren respectiven Durchmessern, 
nämlich 

l/^ e Vi^ e 0,7620007 
" cd T 310 ' 

V ? 5 e 1/̂ =0,9332564 
" crf ' 310 

Mit diesen Quadratwurzeln multiplicirt man die Abschnitte 
Od, cd, und die Linie ad, wodurch man die Linien bp, pt; 
с8, aw u.s .w. erhält. Wenn man mit ad eine Linie ex <?=^ 
= ad zieht, so ist A ab с => ^r^o, also muss sich verhalten 
,.„-.. A bpt bp-pt Abpt bp-pt 

(HI. 65.) -x—~- s=» / ^ , oder -x—^— e=» ^ — ~ . Eben 
Axbc bc*cx /лаЬс Ос * ad 

А С 8 IT С 8 • S 10 
SO -г — с = з 11. S. W. 

A ab с be . adf 
Hier ist be .ad *=* 450. 375 == 168750 

0,8017837 0,5388159 0,7620007 0,9332564 

140 310 310 310 

375 375 375 375 

112,2497 167,0329 236,2202 289,3095 

300,6689 202,0560 285,7503 349,9"I2 

33750 33750 67500 101250 

71. 
Ein Trapezium, oder eine ebene trapezoidi^chs Figur, 

deren Diagonallinien in einen Punct zusammentreffen, durch 
grade Linien, die den beiden parallelen Seiten parallel sind, 
in gleiche Theile zu theilen. 

Wenn ab, cd die parallelen Seiten sind, und ad, 6c in 
./ zusammentreten, so beschreibe man über die grössere Par
allelseite ab einen Halbkreis, trage in denselben die kleinere 
Parallelseite cd с=з bg :=* bh, fälle aus Л auf ab die senk-
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IL 
58°59',3 

115°42',2 

5°18',5 

180° 

II. 
ca 3,54728 

sin с 9,95475 
sin b 9,93301 

Probe. 
6о 2,58048 

cosb 9,71199 

2,29247. 196,1 

ab 3,56902 
sina 8,96621 
sin с 9,95475 

ca 3,54728 
cos а 9,99814 

3,54542.-3510,9 

bc 2,58048 
sin b 9,93301 
sin а 8,96621 

ca 3,54728 

aö - - 3707 

I. 
Ь с = 3439,1 

= з 491 Saschen 2,1 Fuss. 

II. 
bc = 380,6 

54 Saschen 2,6 Fuss. 

27. 

Der Inhalt eines Dreiecks ist gleich 
dem halben Product des Sinus eines Win
kels und seiner beiden Nebenseiten. 

Nach III. 8. ist der Inhalt F = 
vrbc*ad; aber (VL 14.) ad = ab • sin b = 
а а . sin с у also 
F = з 4-ab • bc » sin b «==» 4-bс • ca • sin с 

28. 
In einem Dreieck ist das Quadrat 

einer Seite gleich der Summe der Qua
drate der beiden andern Seiten, weniger 
dem doppelten Product dieser Seiten und t 
des Cosinus ihres Zwischenwinkels. 

Nach VI. 23. 24. sind die Grundgleichungen 
bc . ein b «=» с а . sin а 
bc • cos b = 3 ab — с а • cos а. 

•2 * + cos* b = 1 

d c 

^ca • ab sin a. 

Aber (VI. 2.) sin2 b 
sin2 а + cos1 а = I. 

cos" b 
.2 

Wenn man also die obigen Gleichungen ins Quadrat 
erhebt und die Quadrate addirt, so ergiebt sich: 

bc 

ca 

=a c a + ab — 2ca • ab . cos a} 

= ab2 + b c2 — 2ab • bc • cos b, 
ab2 = s bc2 + ca2 — 2 s o • с а • cos с. 

Wenn der Winkel stumpf ist, so ist (VI. 5.) dessen Cosi
nus negativ, und das dritte Glied muss daher addirt werden. 
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Die Producte der mittlem Transversallinien mit den Höhen 
geben für alle drei Trapezien (III. 10.) den Inhalt 53125. 

72. 

Ein Dreieck zu machen, welches einem gegebenen Drei
eck ähnlich sey, und einen gegebenen Inhalt habe. 

Es sey ein Dreieck dbf 
zu machen, welches dem 
A gbc ähnlich, und dem 
A abc an Inhalt gleich sey. 
Man ziehe ah *=̂  bc, und 
bestimme (III. 59.) zwischen 
bg, bh die mittlere Propor
tionallinie bd, ziehe dft^ 
gc, so ist A dbf'e=* ab c. 

A dbf bd* 
Denn 

bh 
A gbc 
A hbc 

bg-
A abc 

bg Agbc Agbc 
also A dbf ----- abc. Oder man ziehe hl <?=̂  gc, und 
bestimme zwischen bl, bc die mittlere Proportionallinie bf, 
. , . . ^ A dbf bp Ы A gbl 

ziehe fd я ^ cg. Denn ———- ==s —— = — =» ——2—-
A gbc bc% bc A gbc 

A hbc A abc , A , , „ 
=3 — — = -r — , also A dbf ==j abc. Oder man 

A gbc A gbc 

ziehe In <^ bg, bestimme zwischen gn, gc die mittlere Pro

portionallinie go, ziehe of <^ gb, fd <?=$ cg. ^ — 

gc2 

A abc 

6 " 
sc 

Denn 

gn A gbn Äss / ' 
gc A g^c A gbc 

A gbc 
A hbc 
A gbc 

also A dbf z=s abc. 

450, bh ----- 250, und es 

soll seyn Demnach ist lg bc 

A gbc' 

Arithmetisch. Es sey bc 
bd bg 5 
Tf ~~ І^ ~~ T* 

562,5, 
Й/ 2 = 450.200 = 90000. Also ist bd = 375, bf — 
300. Die Probe geschieht nach (III. 45), nämlich bd*bf = 
112500, und bh.bc = 112500, also bd-bf= bh-bc. 

,„, bd2 = 250 . 562,5 = 140625, £Z = ±bh — 200, 
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/ , 

73. 
Ein unregelmässiges ebenes 

Viereck in ein Trapezium von 
gleichem Inhalt und gleicher 
Grundlinie zu verwandeln. 

Es sey das "Viereck al cd 
in ein Trapezium abgh zu ver
wandeln. Man ziehe с к <^> dl 
<̂ v ab, und km -я^ bc, so dass 
Im = с к sey. Man bestimme 
zwischen lm, Id (III, 59.) die 
mittlere Proportionallinie loy ziehe 
oh <̂=> bc, hg <-̂  ab, so ist 
gh = lo, und abgh = abcd. 

A fghgh2 Іог __ *»»__ c ^ _ _ / £ A / t f c 
Л fld~Td7~~ W~*7d~~ Trf ~~/7~~ A //rf' 

also A / g A = fdc. Zieht man beide vom £± fab ab, so 
ist üb gh = abcd. f 

Denn 

Fon einem unregelmäs
sigen ebenen Viereck durch 
eine mit der Grundlinie par
allele Iransversallinie ein ge
gebenes Stück abzuschneiden. 

Vom Viereck abcd soll 
durch die Linie я о <?=̂  a Ä 
ein Stück abgeschnitten wer
den. Man ziehe öS - ^ öti, 

und nehme #A so, dass — 
. g« 

sich verhält, wie das abzu
schneidende Stück zum gan
zen Viereck. Wenn nun по 
die Seite cd schneiden wird 
(I.), so ziehe man hk ^ bd. 
kl <=s ab, bestimme zwischen 
cl, cb die mittlere Proportio
nallinie cn, ziehe по •^ аЬ.„ 
Denn wenn man dr <я̂  ab 
. , . /\ cno cn* 

zieht, so ist -г = 
A crd сгг 



— 1 1 1 

cl . сЬ A crd 

сгг А cbd 
cl • сЬ cl ck 

er 

со 

= 

А 
ab 

< 

В к 
Kä' 

cdd 

cd 

сгг 

иг • сЬ 
also 

Aber А с 

А 
А 

gbd 

gab 

А 
А 

bd 

спо 

cbd 

= 5 
3ck 

g« 

s</, 

also 

er • cb er cd 

abcd = A gab, also 

= -- . Wenn по die Seite <ia schneiden wird (II.), 
abcd ga 

so ziehe man hk <^> ab, hl <?=*- Ъс, bestimme zwischen ab, 
bl die mittlere Proportionallinie bp, ziehe po ^=^ bc, õn <^> 

n A fno пог Ьрг bl hk fh 
ab. Denn J = - — = -?- = — = — = J— = 
A fhh A jba ab* ab2 ab ab ja 

у—, also A fno = fhb, also cdno = cdhb = 

A ghb, also — — = 5 — = 5- . 
abcd gab ga 
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1. 

rr enn die Grundlinie eines Dreiecks durch eine Diagonal-
linie aus der Spitze in zwei Abschnitte getheilt wird, deren 
Quadratunterschied gleich dem Quadratunterschied der über 
ihnen liegenden Seiten ist, so ist die Diagonallinie auf der 
Grundlinie senkrecht. 

Es sey cd2 — bd2 = ac2 

— ab2. Man beschreibe über 
а с einen Halbkreis, trage darin 
die Sehne cf = cd, und ver
längere cf nach g, so dass fg 
— db, also cg = cb. Da 
/mf = R, so ist ac2 — ag2 

= cf2 —fg2 — cd2 —bd2 

= ac2 — ab2, also ag = ab. 
Aber auch cg — cb, ac = ac, also A aeg = acb, also 
j ^ aef = aed; aber auch cf = cd, ac = a c , also 
A afc = a r fc , also j _ ade = e / c — / i . 

2. 
Wenn zwei Ebenen einander durchschneide , so liegen 

alle Puncte ihres Durchschnittes, welcher die Kante der 
Ebenen heisst, in einer graden Linie. 

Denn sonst raüsste es möglich seyn, dass drei Puncte, 
welche nicht in grader Linie liegen, in beiden Ebenen zugleich 
lägen. Da aber durch drei nicht in grader Linie liegende 
Puncte nur eine einzige Ebene gelegt werden kann (I. Erklä
rung der Ebene), so müsste diese Ebene mit den beiden als 
verschieden angenommenen Ebenen zusammenfallen, was un
möglich ist. 

Wenn drei in einer Ebene liegende grade Linien von 
einem Puncte ausgehen, und in diesem Puncte eine vierte 

8 * 
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38. 

Aus zwei Seiten und dem Zwischenivinkel das Dreieck 
nach der zweiten Art zu berechnen. 

Man berechnet die dritte Seite nach VI. 28., und hieraus 
die beiden Winkel durch VI. 23. 

Beispiel 1. ab — 7312, ca == 5634, а = 72°4',21. 

2 = 0,3010300 
ab 3,8640362 
ca 3,7508168 

cos а 9,4883420 

7,4042250 

25364423 
ab2 53465344 
ca2 31741956 

bc2 59842877 

bc2 7,7770124 а = 72° 4,21 
ö o ' ^ 8 8 8 5 0 6 2 

sin а 9,9783788 

D 3,9101274 
ca 3,7508168 
ab 3,8640362 

sinb 9,8406894 
sine 9,9539088 

b = 43°51',749S 
с = 64° 4',0407 

180° 

bc s 7735,817 
D ----- 8130,69 

Beispiel 2. ab 

2 = t),3010300 
ab 3,8640362 
ca 3,7508168 

= 7312, ca = 5634, a— 107°55 ,,79. 

bc2 8,0436441 

bc 4,0218220 
sina 9,9783788 

а =п 107°55',79 
b = 30°38',9076 
с = 41°25',3033 

osa 9,4883420 
7,4042250 

25364423 

ab2
 53465344 

ca2
 31741956 

bc2
 110571723 

D 4,0434432 
ca 3,7508168 
ab 3,8640362 

sinb 9,7073736 
sine 9,8205930 

180" 

bc = 10515,309 

D = 11052,06 

39 

Aus zwei Seiten und dem Zwischenwinkel das Dreieck 
nach der dritten Art zu berechnen. 

Durch Anwendung der Sätze VI. 29. 30. 

Man setzt (ab + cd) sin ^a = A, (jib — сa) cos 

; dann ist bc = . oder bс = , та — # , tgx 

und h s=3 X -
в 

\a7 c = 2 Ä 
sin X 
Jr а — x. 

cos X 

8* 
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grade Linie auf zweien derselben senkrecht ist, so ist sie 
auch auf der dritten senkrecht. 

Es seyen ab, ac, ad in einer Ebene, und f 
/_ fab — /t, [^ faс = R. Man nehme auf \ 
ad einen beliebigen Punct d an, und errichte 
in d auf ad in der Ebene bac eine Senkrechte, 
welche die graden Linien a b, а с in b, с schnei
det, so ist / 6 2 ~fa* -(- ab2,fc2 = fa2 

-\- ac2, also fb 2 — f c 2 = е й 2 — ас2.а 
Aber ^ «t/6 — ade = R, also auch e £ 2 —• 
ac2 = £ d 2 — c d 2 . A l s o / Ä 2 — / c 2 = 
/>tf* — cd2, also (IV. I.) / . / 6 s =fdc = R, 
a l s o / Ä 2 = / d 2 + st/2 aber auch fb2 = /а2 + a ö ' , 
also / a 2 + « ö 2 — / t l 2 -f- bd2, also / а 2 -f- ab2 — 
öt / 2 =fd2. Aber « б - _ Ä r f 2 __ Л ( ^ a\S0fa2 _|_ „ ^ ' 

= / < * ' . Also (II. 46.) l f a d = R . 

4. 

Wenn drei grade Linien von einem Puncte ausgehen, 
und eine vierte auf jeder von ihnen senkrecht ist, so liegen 

jene drei in einer Ebene. 

Es sey l fab = R, i fac= R, *\ 
^ fad = R. Wenn nun ad nicht in 
der Ebene bac läge, so würden die Ebe
nen b а с, fa d einander in einer graden 
Linie ag schneiden (IV. 2.), welche nicht ^ 
mit a d zusammen fiele. Dann aber würde 
(IV. 3.), weil Lfab = R, ^fac — R, 
auch [^ fag = R seyn. Es ist i er 
[_ fad = / i , die Winkel fad, fag lie- с 
gen in einer Ebene, also müsste es möglich seyn, dass zwei 
rechte Winkel von verschiedener Grösse wären. Da dieses 
unmöglich ist (I. 7.), so fallen die Linien ad, ag zusammen, 
d. h. ad liegt in der Ebene bac. 

5. 

Wenn eine grade Linie eine Ebene durchschneidet, so 
schneidet sie sie nur in einem einzigen Puncte. 

Denn wenn sie no<:h einen zweiten Punct mit der Ebene 
gemein haben könnte, so müsste sie (I. Erklärung der Ebene) 
ganz mit der Ebene zusammenfallen. 
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6. 
Wenn eine grade Linie in dem Puncte wo sie eine 

Edene schneidet, auf allen Linien, welche durch diesen Punct 
in der Ebene gezogen werden können, senkrecht ist, so heisst 
sie senkrecht auf der Edene. 

Damit also eine grade Linie auf einer Ebene senkrecht 
sey, ist es hinreichend, wenn sie (IV. 3.) nur auf zwei gra-
den Linien, welche aus ihrem Fusspunct in der Ebene gezo
gen werden, senkrecht ist. 

Zwei Ebenen heissen senkrecht aufeinander, wenn zwei 
grade Linien, welche in den Ebenen aus einem Puncte ihrer 
Kante auf die Kante senkrecht gezogen werden, aufeinan
der senkrecht sind, 

Esseyen abc, abd die Ebe
nen, ab ihre Kante, f ein Punct 
der Kante, fg in der Ebene 
abc senkrecht auf ab; fh in der 
Ebene abd senkrecht auf ab. 
Wenn nun gfh ein rechter Win
kel ist, so heisst die Ebene abc 
auf abd, oder die Ebene abd 
auf abc senkrecht. 

8. 
Wenn von einem Puncte drei aufeinander senkrechte 

grade Linien ausgehen, so sind auch ihre Ebenen aufein
ander senkrecht. 

Es sey j / bac = bad = с ad 
= R. Da ab die Kante der Ebe
nen bac, bad ist, und in der Ebene 
bac die а с auf ab senkrecht, in der 
Ebene bad die ad auf ab senkrecht 
ist, so ist (IV. 7.) die Ebene bac 
auf bad senkrecht. Aus gleichem 
Grunde ist an der Kante а с die Ebene 
bac auf с ad, und an der Kante ad 
die Ebene bad auf с ad senkrecht. c 

9. 
Wenn zwei Ebenen auf einander senkrecht sind, und 

es wird aus einem Puncte ihrer Kante in der einen Ebene 
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eine Senkrechte auf die Kante gezogen, so ial sie auf der 
andern Edene senkrecht 

Die Ebenen abc, abd seyen 
aufeinander senkrecht, und es sey 
in der Ebene abc die fg senk
recht auf a b. Man ziehe in der 
Ebene abd die fh senkrecht auf 
ab. Da die Ebenen abc, abd 
aufeinander senkrecht sind, so ist 
(IV. 7.) /_ gfh — Я; aber auch 
[_ gfa = R, also (IV. 3. 6.) gf senkrecht auf der Ebene abd. 

10. 
Wenn zwei Ebenen aufeinander senkrecht sind, und es 

wird aus einem Puncle der ersten Ebene eine senkrechte 
Linie auf die zweite gezogen, so liegt sie in der ersten Ebene. 

Die Ebenen abc, abd seyen 
aufeinander senkrecht, und es sey 
gk senkrecht auf der Ebene abd. 
Man fälle gf senkrecht auf die 
Kante ab, so ist gf (IV. 9.) senk
recht auf der Ebene abd. Wenn 
nun gf, gk nicht zusammenfielen', 
so Hesse sich durch dieselben eine 
Ebene legen, welche (IV. 2.) die 
Ebene abd in einer graden Linie fk schneiden würde. Da 
sowohl gf als gk auf der Ebene abd senkrecht sind, so sind 
(IV. 6.) die Winkel gfk = gkf = R. Diess ist aber (I. 24.) 
unmöglich. Also fällt gk mit gf zusammen, d. h. gk liegt 
in der Ebene abc. 

11. 
In einem in einer Ebene befindlichen Punct kann nur 

eine einzige senkrechte Linie auf die Ebene errichtet tcerden. 
In der Ebene abc befinde sich der 

Punct d, und es sey in demselben die 
grade Linie df senkrecht auf der Ebene 
abc. Wenn es nun möglich wäre, in 
d noch eine zweite Linie dg auf der 
Ebene, abc senkrecht zu ziehen, so 
Hesse sich durch die beiden verschie
denen graden Linien df, dg eine 
Ebene hkl legen, welche die Ebene 
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abc in der graden Linie hk (IV. 2.) durchschnitte. Also 
müssten (IV. 6.) beide Winkel ^ hdf = hdg = R seyn. 
Da es aber unmöglich ist (I. 17.), in einer Ebene auf eine 
grade Linie zwei verschiedene senkrechte Linien zu errichten, 
so müssen df, dg zusammenfallen. 

12 
Von einem Puncte, welcher sich ausserhalb einer Ebene 

befindet, lässt sich nur eine einzige senkrechte Linie auf 
die Ebene fällen. 

Ausserhalb der Ebene abc befinde 
sich der Punct ck, und es sey von dem
selben die grade Linie df senkrecht 
auf die Ebene ab с gezogen. Wenn 
es nun möglich wäre, von d noch eine 
zweite Linie dg senkrecht auf die 
Ebene abc zu ziehen, so Hesse sich 
durch die beiden verschiedenen graden 
Linien df dg eine Ebene hkl legen, 
welche die Ebene abc in der graden Linie hk durchschnitte. 
Also müssten (IV. 6.) beide [^ hfg = hgf = R seyn. 
Da es aber unmöglich ist (I. 24.), von einem Puncte auf eine 
grade Linie zwei verschiedene senkrechte Linien zu ziehen, 
so muss dg mit df zusammenfallen. 

13. 
Wenn eine grade Linie auf einer Ebene senkrecht ist, 

so ist jede Ebene, welche durch diese grade Linie gelegt 
wird, auf jener Ebene senkrecht. 

Auf der Ebene abc sey die grade 
Linie «//"senkrecht. Durch df sey eine 
beliebige Ebene hkl gelegt, welche 
die Ebene abc in hk schneidet. In 
der Ebene abc ziehe man dg auf hk 
senkrecht. Da fd auf der Ebene abc 
senkrecht ist, so sind (IV. 6.) [_fdg 
— l^fdh = R. Aber auch £ gdh 
= R. Also (IV. 7.) die Ebene hkl auf der Ebene abc senkrecht. 

14. 
Durch eine grade Linie, welche in einer Ebene liegt, 

kann nur eine einzige Ebene auf jene Ebene senkrecht ge
legt werden. 
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In der Ebene abc sey die grade 
Linie hk gezogen, und durch dieselbe 
eine Ebene hkl gelegt, welche auf der 
Ebene abc senkrecht sey. In der Ebene 
abc sey dg senkrecht auf hk, und in 
der Ebene hkl sey df senkrecht auf 
hk gezogen, so ist (IV. 7.) ^fdg 
= R. Wenn es nun möglich wäre, 
durch hk noch eine zweite Ebene hkn 
auf die Ebene abc senkrecht zu legen, so sey in dieser Ebene 
hkn die grade Linie dm senkrecht auf hk gezogen. Dann 
muss auch (IV. 7.) [^ mdg = R seyn. Da aber [_ hdf 
= hdm = hdg = R, so liegen (IV. 4.) die graden Linien 
df, dm, dg in einer Ebene. Es ist aber unmöglich (I. 17.), 
in einer Ebene auf eine grade Linie zwei verschiedene senk
rechte Linien zu errichten. Also muss die Ebene hkn mit 
der Ebene hkl zusammenfallen. 

einer Ebene senkrecht 
15. 

Wenn zwei grade Linien auf 
sind, so sind sie parallel. 

Es seyen die graden Linien df, 
gh auf der Ebene abc senkrecht. Also 
sind (IV. 13.) die Ebenen /ck^, hdg 
auf der Ebene ab с senkrecht. Da 
beide senkrechte Ebenen fdg, hdg 
durch dieselbe grade Linie dg gehen, 
so (IV. 14.) fallen sie zusammen. Also 
liegen die graden Linien df, gh in 
einer Ebene. Da beide auf der Ebene 
abc senkrecht sind, so (IV. 6.) ist ^fcg = hgd — R. 
Hso (II. 4.) ist df ^ gh. 

16. 
Wenn zwei grade Linien paral

lel sind, und eine von ihnen auf einer 
Ebene senkrecht ist, so ist auch die 
andre auf derselben Ebene senkrecht. 

Es sey df ^ gh, also dfkg 
eine Ebene; auch sey df auf der 
Ebene abc senkrecht, also (IV. 6.) 
[_ fdg = R, und da df <--̂  gh, so 
ist auch (II. 3.) £ dgh = R. Man 

/ 

d 

• 

h 

b 

. / 
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ziehe in der Ebene abc die gk senkrecht auf die Kante dg. 
Die Ebene dfhg geht durch eine grade Linie df welche auf 
der Ebene abc senkrecht ist, und ist also (IV. 13.) auf die
ser Ebene abc senkrecht. Also (IV. 7.) [^ hg к = R. Aber 
auch /_ dgh = R> Also (IV. 6.) gh auf der Ebene abc 
senkrecht. 

17. 

Wenn zwei einander schneidende Ebenen auf einer drit
ten Ebene senkrecht sind, so ist auch ihre Kante auf die
ser dritten Ebene senkrecht. 

Es seyen auf der Ebene abcd 
die Ebenen acfg, bdhk senk
recht, ihre Kante sey Im. In 
der Ebene abcd ziehe man In 
auf bd, und lo auf а с senkrecht. 
Da die Ebene bdhk auf abcd 
senkrecht ist, so ist (IV. 9.) 
In auf der Ebene bdhk senk
recht, also [_ min = R. Da 
die Ebene acfg auf abcd senk- " n 
recht ist, so ist (IV. 9.) lo auf der Ebene acfg senkrecht, 
also ^ mlo = R. Da [_ min = ml о = JR, so ist (IV. 
3. C.) Im auf der Ebene abcd senkrecht. 

18. 

In einem Puncte, welcher sich in einer Ebene befindet, 
eine senkrechte Linie auf diese Ebene zu errichten. 

In der Ebene abc sey der Punct 
d gegeben. Man nehme in der Ebene 
eine beliebige grade Linie a b an, und 
fälle auf dieselbe die Senkrechte dg. 
Man lege durch a b eine andere Ebene 
abh in beliebiger Richtung, und man 
errichte in dieser Ebene in g auf ab 
eine Senkrechte gf. Die graden Li
nien dg, fg bilden eine dritte Ebene. 
In dieser errichte man in d aaf dg 
eine Senkrechte df, so ist sie senkrecht auf der ersten Ebene 
abc. Denn da ^ dg а = fga = R, so ist ag senkrecht 
auf der Ebene dgf. Man ziehe gk t=^ df] so ist gk in 
der Ebene dgf und [_ kgd - = / r f g — /l Da £ dga — 
fga = /?, so ist auch (IV. 3.) ^ kga — R. Da /_ k-a 
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Beispiel, ab s=a 7312, 

ab 
be 
ca 

А 
В 
С 

о — ab 
ca 

cos X 

tg X 
i 

т 
? — ab 

В 
sin \b 

3,86404 
3,88852 
3,75082 

7,61486 
7,75256 
7,63934 

3,80743 
3,87628 
3,81967 

2,62737 
3,75082 

8,87665 

1,12221 
9,69897 
2,62737 
3,87628 

9,57227 

{b = 21°55',84 

122 

be — 7736, ca 

ab — с а 3,22479 
be 3,88852 

5634 

be 

COS X 

tg X 
t 

T 

— ca 
А 

9,33627 

0,65326 
9,69897 
3,22479 
3,80743 

sin Ъа 9,76959 

z « ---: 36°2',12 

— с а 3,32263 
ab 3,86404 

COS X 

tg X 
1 

ЧГ 

— ca 
€ 

9,45859 

0,52268 
9,69897 
3,32263 
3,81967 

sin 

±c 

t 9,72461 

32°2',° 

46. 
Aus den drei Seiten des Dreiecks die Winkel nach der 

siebenten Art zu berechnen. 
ba 

Man wendet VI. 32. an, und setzt 

dann Ist cos ia 
Beispiel, a b 

ab 3,86404 
be 3,88852 
ca 3,75082 

^sm X 

7312, 

ab + ca 
ab + с а / 

V < ca ab 
А 

be = 7736, ca 

be 3,88852 

cos X, 

t=i A. 

5634. 

А 
В 
С 

7,61486 
7,75250 
7,63934 
3,80743 
3,87628 
3,81967 

ab + ca 

COS X 

sin X 

ab -J-

cos 

ia 

i 
T 

ca 
А 

la 

4,11213 

!>,77639 
9,90407 
9,69897 
4,11213 
3,80743 

9,90774 

36°2',3 
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fbc die graden Linien fg auf ab, und fh auf bc senkrecht. 
In der Ebene abc errichte man in g auf ab, in h auf bo 
senkrechte Linien, welche einander in d schneiden. Man ver-
binde fd, so ist fd auf der Ebene abc senkrecht. 

Denn man ziehe gk, hl senkrecht auf der Ebene abc 
(IV. 18.), so sind die Ebenen kgd, Ihd (IV. 13.) senkrecht 
auf der Ebene abc. Da f_ kg a t=*fga == dg а s = R und 

der Ihb fhb « dhb = R, so liegen (IV. 4.) / g i n / 
iL. 

Ebene kgd, und/A in der Ebene Ihd. Also liegt der Punct 
/ in den Ebenen kgd, Ihd. Aber auch der Punct d liegt 
in den Ebenen kgd, Ihd. Also ist fd die Kante der Ebe
nen kgd, Ihd. Diese Ebenen sind aber auf der Ebene abc 
senkrecht, also (IV. 17.) ist auch fd auf der Ebene abc 
senkrecht. 

21. 
Der Neigungswinkel einer schiefen Linie gegen eine 

Ebene, ergänzt den Winkel, welchen die schiefe mit der 
senkrechten bildet, zu einem rechten Winkel. 

Vom P u n c t e / sey (IV. 20.) nach 
einer Ebene abc eine senkrechte Li- fj 
nie fd, und eine schiefe Linie fg 
gezogen, die Durchschnittspuncte der
selben auf der Ebene abc seyen d, 
g, so liegt dg in der Ebene abc, 
und der Winkel fgd heisst der N e i - ^ it rb 
gungswinkel der schiefen Linie gegen 
die Ebene ab с Da fd auf der Ebene abc senkrecht ist, 
so ist die Ebene des Neigungswinkels fgd (IV. 13.) senk
recht auf der Ebene abc, und (IV. G.) J^fdg = R, also 
l/gd + dfg = R. 

Die Ebene des Nei
gungswinkels oder Kan
tenwinkels zweier Ebenen 
ist auf der Kante dieser 
Ebenen senkrecht. 

Die Kante der Ebe
nen ab с у Ь с d ist die grade 
Linie bc. Durch einen e 
beliebigen Punct g dieser 
Kante ziehe man in der 
Ebene ab с die grade Linie 
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gf auf die Kante bc senkrecht, und in der Ebene bcd die 
grade Linie gh auf die Kante bc senkrecht, so heisst der 
L fgh ^ e r Neigungswinkel oder Kantenwinkel der Ebenen 
übe, bcd. Da [_ bgf — R, und /_ bgh = R, so ist (IV. 
II. 6.) die Kante bgc auf der Ebene fgh senkrecht. In dem 
Puncte g errichte man (IV. 18.) gk auf die Ebene abc senk
recht, und gl auf die Ebene bcd senkrecht, so ist (IV. 6.) 
^ bgk — bgl = R, also liegen (IV. 4.) die Linien gk, gl 
in der Ebene fgh, und der Winkel к gl, den diese senkrech
ten Linien mit einander bilden, ergänzt den Kantenwinkel 

fgh zu zwei rechten Winkeln. 

23. 
Zwei grade Linien, welche einer dritten nicht in ihrer 

Ebene liegenden graden Linie parallel sind, sind einander 
parallel. 

Die Linie ad sey den Linien bf, 
ch parallel, und liege nicht in ihrer 
Ebene. Von einem beliebigen Puncte а 
der Linie a d fälle man auf bf die Senk
rechte ab, auf ch die Senkrechte a o , 
so ist [^ abf = ach = R. Da. ad 
-я^ bf, so ist auch [^ dab = R. Da 
ad <я^ ch, so ist auch ^ dac = R.t 

Da [_ dab = e dac = R, so ist (IV. 3. 
6.) ad auf der Ebene abc senkrecht. Da ad <?=*• bf, und 
ad •^ ch, so sind auch (IV. 16.) bf, und ch auf der Ebene 
abc senkrecht, also (IV. 15.) bf <?=ъ ch. 

24. 
Die Kante zweier Ebenen geht durch den Punct, wo 

eine grade Linie, welche in der einen Ebene liegt, die an
dere Ebene schneidet. 

Die grade Linie bf sey die Kante 
zweier Ebenen cbf, dbf, und in der 
Ebene dbf sey eine grade Linie da 
gezogen, welche die Ebene cbf in 
dem Puncte a schneidet. Der Punct 
a liegt also zugleich in der graden 
Linie da und in der Ebene cbf Da 
die grade Linie dam der Ebene dbf liegt, so liegt der Punct 
a zugleich in der Ebene dbf und in der Ebene cbf also 
liegt er in ihrer Kante bf 
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Wenn eine grade Linie einer andern graden Linie par
allel ist, so ist sie der Ebene parallel, in welcher diese 
grade Linie liegt. 

Die grade Linie df sey der / _ ^ 
graden Linie ab parallel, welche \ "•.. \ •.. 
in der Ebene abc liegt. Die bei- \ > f 7 r 

den graden Linien df, ab liegen \ / \ / 
also in einer Ebene dba, und die \ / \/ 
grade Linie ab ist die Kante der а 6 

Ebenen cba, dba. Wenn nun df die Ebene abc schneiden 
könnte, so müsste dieser Durchschnittspunct (IV. 24.) in der 
Kante ab liegen. Diess ist aber unmöglich, da df -я^ ab. 
Also schneidet df die Ebene abc nirgends. Wenn aber eine 
grade Linie, welche nicht in einer Ebene liegt, dieselbe gehörig 
verlängert nirgends schneidet, so heisst sie derselben parallel. 

26. 
Wenn zwei Ebenen auf einer graden Linie senkrecht 

sind, so sind sie einander parallel. 
Es sey die grade Linie b d auf den / 

Ebenen a b с, adf senkrecht. Wenn л ^-
diese Ebenen einander in einer graden 
Linie schneiden würden, so sey a ein 
beliebiger Punct dieser graden Linie, , 
welcher also in beiden Ebenen liegt. / 
Man ziehe ab, ad, so liegt ab ma 

der Ebene abc, und ad in der Ebene adf Da bd auf 
beiden Ebenen senkrecht ist, so ist (IV. 3. 6.) /_ abd = R, 
[^ adb = R. Da es aber unmöglich ist, õn einem Punct 
auf eine grade Linie zwei verschiedene senkrechte Linien zu 
ziehen, so können die beiden Ebenen abc, adf keinen Punct 
mit einander gemein haben. Solche Ebenen aber, welche 
gehörig erweitert, einander nirgends durchschneiden, heissen 
parallel. 

27. 

Wenn zwei parallele Ebenen von 
einer dritten Ebene geschnitten wer- 9 ^ 
den, so sind die Kanten parallel. ' 

Die parallelen Ebenen abc, gdf / 
werden von der Ebene b с df geschult- /_ 
ten. Die Kanten sind bc, df Wären 

V 
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diese Kanten nicht parallel, so müssten sie, da sie in einer 
Ebene liegen, einen Punct mit einander gemein haben. Die
ser Punct würde zugleich in öe und df, also zugleich in den 
Ebenen abc und gdf liegen. Also würden diese Ebenen einen 
Punct gemein haben, was der Voraussetzung, dass sie parallel 
sind, widerspricht. Also sind die Kanten bc <=^ df. 

28. 
Wenn zwei Ebenen parallel sind, so sind die zwischen 

Urnen gezogenen Parallellinien einander gleich. 
Die Ebenen abc, gdf seyen par

allel, und es seyen zwischen ihnen die , —дГ 
Parallellinien sei, cf gezogen. Diese / / X 
Parallellinien liegen in einer Ebene, A \ \ 
deren Kanten auf den Ebenen abc, \ \ 
gdf die graden Linien öe, df sind. / \ / 
Also (IV. 27.) bc ^ df Aber auch a/_ \/b 

bd ^ cf Also b с df ein Parallelo
gramm. Also (II. 16.) bd = cf 

29. 
Wenn eine grade Linie auf einer von zwei parallelen 

Ebenen senkrecht ist, so ist sie auch auf der andern senkrecht. 
Die Ebenen abc, gdf seyen par- j f 

allel, und es sey db auf der Ebene / / 
abc senkrecht. Man ziehe in der g^ (d 
Ebene abc zwei beliebige Linien ab, 
bc, so ist (IV. 6.) l_ dba = R und 
[_ dbc = R. Die Ebene gdf werde 
von den Ebenen dba, dbc in dg, df 
geschnitten, so ist (IV. 27.) dg -^>ba, 
df ^ bc. Also L bdg = R, und ^bdf = R, also (IV 
3. 6.) bd senkrecht auf der Ebene gdf 

30. 
Parallele Ebenen bilden an einer fr~, —-r 

sie durchschneidenden Ebene gleiche / •• , /t 

Kantenwinkel. 
Die Ebenen abc, dgf werden 

von der Ebene befg durchschnitten. 
Die Kanten sind b c, fg, also (IV. 27.) z 

bc t^ fg. Von einem beliebigen Pan-
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ete g der Kante fg fälle man (Г . 20.) die да senkrecht auf 
die Ebene abc, und von a die ab senkrecht auf bc. Man 
verbinde gb, so ist (IV. 19.) auch gb senkrecht auf bc, also 
die Ebene gab (IV. 13.) senkrecht auf den Ebenen abc, 
befg und (IV. 22.) [_ gba der Kantenwinkel der Ebenen 
abc, befg. Da bc t^>fg und bc senkrecht auf der Ebene 
gab у so ist auch (IV. 16.) fg senkrecht auf der Ebene gab. 
Die Ebene gab durchschneide die Ebene fgd in der graden 
Linie gd, so ist (IV. 27.) gd ^=^ ab. Da fg senkrecht auf 
der Ebene dg ab ist, so ist (IV. 6.) /mfgd = R. Da fg 
-я^ 6с, und [_ gbc = R, so ist auch £_ fgb = R. Da 
/_ fgd = fgb = /Ž, so ist (IV. 22.) £ <fy£ der Kanten
winkel der Ebenen dgf befg. Aber gd <^> ab, also (II. 3.) 
I_ gba = dgb. Also bilden die parallelen Ebenen abc, dgf 
gleiche Kantenwinkel an der Ebene befg. 

31. 
Wenn die Seiten zweier in verschiedenen Ebenen lie-i 

genden Winkel parallel sind, so sind die Winkel gleich. 
Die Winkel abc, gdf liegen 

in verschiedenen Ebenen, und es 
sey gd <?=>> ab, df<?=b bc. Man^N 
mache von beliebiger Länge gd 
= ab, df = bc, so ist (II. 19.) 
да <-̂ > = db, fc =̂5s r = db, 

also (IV. 23.) да <z=* = /<?, also 
(II. 19.) gf^ — ас, also (I. 5.) 
Д gdf = abc, also ^ F t i / = abc. 

32. 

Wenn die Seiten zweier in verschiedenen Ebenen lie
genden Winkel parallel sind, so sind die Ebenen parallel. 

Die Winkel abc, gdf liegen in / yf 
verschiedenen Ebenen, und es sey gd 

ab, df t^ bc. Man ziehe dht # 

*'^-"' —-4, 

, -,, — -
senkrecht (IV. 20.) auf die Ebene" 
abc, und von h in der Ebene abc 
die hk ^^ ab, hl - ^ bc, so ist (IV. 
23.) hk ^ gd, hl ^ tff. Aber 
(IV. 6.) I dhk = dhl = " /2, olso 
£ hdg = hdf = R, also (IV. 3. 6.) </A senkrecht auf 
der Ebene gdf, also (IV. 26.) die Ebenen abc, gdf parallel. 



128 

legen, 

33. 
Wenn drei in verschiedenen 

Ebenen liegende grade Linien par
allel und einander gleich sind, so 
sind die Ebenen, welche ihre End-
puncte verbinden, parallel. 

Es sey ga -я^ = db <=̂  = 
fc, so ist (IL 19.) gd <?=* ab, 
df ^ bc, also (IV. 32.) die Ebe
nen gdfy abc parallel. 

34. 
Durch einen gegebenen Punct eine Ebene 

welche einer gegebenen Ebene parallel sey. 
Der gegebene Punct sey d> 

die gegebene Ebene sey abc. 
Man ziehe in derselben zwei be
liebige grade Linien ba, bc. In & 
der Ebene dba ziehe man dg 
<?=5s ba, und in der Ebene dbc 
ziehe man df<^ bc, so ist (IV. 
32.) die Ebene gdf der Ebene 
abc parallel. « 

35. 
Durch eine gegebene grade Linie eine Ebene zu legen, 

welche auf einer gegebenen Ebene senkrecht sey. 
Die gegebene grade Linie sey df, die gegebene Ebene a b c. 

Man wähle in der graden Linie 
zwei beliebige Puncte d, f fälle 
von denselben (IV. 20.) senk
rechte Linien da, fc auf die 
Ebene abc, so sind sie (IV. 15.) 
parallel und liegen also in einer 
Ebene, welche durch die gege
bene grade Linie geht, und wel
che (IV. 13.) auf der Ebene abc 
senkrecht ist. 

36. 
Durch eine grade Linie, welche einer gegebenen^ßbene 

parallel ist, eine Ebene zu legen, welche mit Jener Ebene 
einen gegebenen Kantenwinkel bildet. 

L 
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Die gegebene grade Linie sey 
<i/, die gegebene Ebene abc. Man 
fälle von zwei beliebigen Puncten 
der graden Linie df senkrechte L b 
nien dg, fc auf die Ebene abc, 
so ist (IV. 35.) die Ebene dfcg 
auf der Ebene abc senkrecht, und cg ihre gemeinschaftliche 
Kante. Es sey c g <^ df, so ist (IV. 25.) df der Ebene 
abc parallel. In der Ebene abc errichte man in с auf cg 
die senkrechte Linie cb, so ergiebt sich eine Ebene fcb. In 
dieser ziehe man die Linie fb so, dass sie mit cb einen 
Winkel bildet, welcher dem gegebenen Kantenwinkel gleich 
ist, so ergiebt sich eine Ebene dfb. In dieser ziehe man 
ba <?=* df Da auch df^^s cg, so ist (IV. 23.) ba ^^ cg, 
also liegt ba in der Ebene abc, und ist also die Kante der 
Ebenen abcg, abfd. Da fc senkrecht auf der Ebene abc, 
so ist (IV. 6.) Lfcb = R. Aber auch [^ gcb — R, also 
(IV. 3. 6.) bc auf der Ebene dfcg senkrecht. Aber £ dfc 
= R, also (IV. 19.) L dfb = ^ Aber ba ^ df, also 
[_ abf = dfb = Jß. Ferner ba >^z> cg, also £ abc = 
gc.Ä = Ä. Also (IV. 22.) ^ /Ho der Kantenwinkel der 
Ebenen abcg, abfd. 

37. 
Durch eine grade Linie, welche einer gegebenen Ebene 

nicht parallel ist, eine Ebene zu legen, welche mit jener 
Ebene einen gegebenen Kantenwinkel bildet. 

Die gegebene grade Linie 
sey df, die gegebene Ebene 
abc. Man falle von zwei be
liebigen Puncten der graden 
Linie df senkrechte Linien 
dg, fc auf die Ebene abc, 
so ist (IV. 35.) die Ebene 
dfcg auf der Ebene abc senk
recht, und cg ihre gemein
schaftliche Kante, welche der 
graden Linie df nicht par
allel sey. Man ziehe dh <я̂  
cg bis an fc in der Ebene 
dfcg* Man beschreibe ein rechtwinkliges Dreieck über die 
Kathete// i , in welchem der Gegenwinkel von fh dem gege
benen Kantenwinkel gleich sey, so erhält man die «-weite 

Paucker Geometrie. I. «J 
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Kathete Л к dieses Dreiecks. Da dh CS so ist auch 
(IV. 25.) dh der Ebene abc parallel. Man lege also (IV. 34.) 
durch d oder h eine Ebene der gegebenen Ebene abc par
allel. In dieser Ebene beschreibe maa ein rechtwinkliges Drei
eck, in welchem dh die Hypotenuse, dich der rechte Winkel, 
und die Kathete hk der zweiten Kathete des vorigen recht
winkligen Dreiecks gleich sey. Man ziehe fk. Da fh auf 
der Ebene abc senkrecht ist, so ist (IV. 29.) fh auch auf 
der parallelen Ebene dkh senkrecht, und da 2, dkh = • R, 
so ist (IV. 19.) £ dkf = R, also (IV. 22.) £ fkh der 
Kantenwinkel der Ebenen dkf, dkh. Vermöge der Constru-
ction durch die Katheten fh, hk., ist aber [^ fkh dem gege
benen Kantenwinkel gleich. Also bilden die Ebenen dkf 
dkh einen Kantenwinkel, welcher dem gegebenen Winkel 
gleich ist. In der Ebene dkf verlängere man fk bis zur 
Ebene abc in b, ziehe in der Ebene dkf die da t^-fb, 
ba ^ dk, so liegt (IV. 27.) ba in der Ebene abc. Aber 
die Ebene dkh war der Ebene abc parallel gezogen, also 
(IV. 30.) bildet die Ebene dfba auch mit der gegebenen 
Ebene abc den gegebenen Kantenwinkel. 

38. 
Auf zwei nicht parallelen und nicht i;i einer Ebene lie

genden graden Linien die Puncte ihres kürzesten Abstandes 
zu finden. 

Die gegebenen д .•• 
graden Linien seyen .••?' 
ab, cd. Man nehme 
auf ab einen belie
bigen Punct a, auf 
cd einen beliebigen^ 
Puncte. In der Ebene 
aed ziehe manaht=^ 
cd, inderEbene с ab 
ziehe man с к t=*ab, 
so sind (IV. 32.) die Ebenen bah, kcd parallel. Man lege 
(IV. 35.) durch die grade Linie ab eine Ebene bal senkrecht 
auf die Ebene kcd, und durch die grade Linie cd eine Ebene 
dem senkrecht auf die Ebene bah, so ist sie auch (IV. 30.) 
senkrecht auf der Ebene kcd. Wenn nun die grade Linie 
ab die Ebene dem i n / , und die grade Linie cd die Ebene 
bal in g schneidet, so sind / i n ab, und g in cd die Puncte 
des kürzesten Abstandes. 
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Denn d a / g die Kante der Ebenen bal, dem ist, und 
diese Ebenen auf der Ebene kcd senkrecht sind, so ist (IV. 
17.) auch fg auf der Ebene kcd senkrecht. Aber al ist auf 
der Ebene kcd senkrecht, also (IV. 15.) al ^ fg. Da 
а b - ^ с к ist, so ist (IV. 25.) ab der Ebene kcd parallel. 
Da lg die Kante der Ebenen bal, kcd ist, und ab der 
Ebene kcd parallel ist, so ist (IV. 25.) auch ab t^ lg, 
also (II. 16.) al = fg. Aber al auf der Ebene kcd senk
recht, also (IV. 6.) [^ alc = R, also « c 2 = al2 -J- el*, 
al = fg, also ac% = fg2 -j- el2, also fg kleiner als ac, 
d. h. der kürzeste Abstand. 

39. 
Wenn drei Ebenen einander je zwei durchschneiden, so 

treffen ihre Kanten entweder in einen Punct zusammen, 
oder sie sind parallel. -

Es sey cf die Kante der Ebenen А 
befd, aefg, und ag die Kante der / i[ 
Ebenen ab dg, aefg, so liegen beide 
Kanten cf, ag in der Ebene aefg. 
Wenn sie also nicht parallel sind, so 
treffen sie gehörig verlängert in einen 
Punct A zusammen. Da dieser Punct 
h in cf liegt, so liegt er in der Ebene 
befd; da er in ag liegt, so liegt er 
in der Ebene ab dg; da der Punct ha* 
in beiden Ebenen bcfd> ab dg liegt, 
so liegt er in ihrer Kante bd. Dieser Punct Л ist also der 
gemeinschaftliche Durchschnitt der drei Kanten ag, bd, cf 
Er ist auch (IV. 24.) der Durchschnitt jeder Kante mit der 
gegenüberliegenden Ebene, also von ag ^\it befd, von bd 
mit aefg, von cf mit ab dg. Wenn also zwei Kanten z. B. 
ag, cf parallel sind, so muss auch die dritte Kante bd ihnen 
parallel seyn. 

40. 
Eine Zusammenstellung von drei oder 

mehrern Ebenen, welche einen Punct mit 
einander gemein haben, in welchen auch 
ihre Kanten zusammentreffen, heisst eine 
Ecke oder ein körperlicher (solider) Winkel. 

Z. B. die Ebenen bac, с ad, dafbi 
fag, gah, hab bilden in a eine Eck?. 

9 

а 
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Die Kanten ba, ca, da, fa, ga, ha, welche in der Ecke 
zusammentreffen, heissen Endkanten, und die Flächen, welche 
die Ecke bilden, heissen Endflächen. Nach der Anzahl der 
Endkanten oder Endflächen heisst die Ecke eine dreikantige, 
vierkantige, fünf kantige u. s. w. oder eine dreiflächige, vier
flächige, fünfflächige u. s. w. Eine Ecke schliesst keinen 
Kaum ein. 

41. 

Wenn ein Raum von allen Seiten durch Ebenen begrenzt 
oder eingeschlossen wird, so heisst er ein Körper, ein Viel-
flächner oder Polyeder. 

Wenn die Ebenen, welche den 
Körper begrenzen, um gewisse ein
ander im Mittelpuncte durchschneidende 
grade Linien regelmässig und gleich-^ 
förmig vertheilt sind, so heisst der 
Körper ein Krystall, und jene Linien 
heissen die Axen des Krystalls. Gehen 
die Axen durch zwei gegenüberstehende 
gleiche Ecken, wie ab, cd, fg, so i? 
heissen sie Eckenaxen. Gehen die Axen durch die Mittel 
puncte gegenüberstehender und paralleler Endflächen oder 
Kanten, so heissen sie Flächenaxen oder Kantenaxen. Die
jenigen Kanten und Flächen des Krystalls, welche in die End-
puncte einer Hauptaxe zusammentreffen, heissen Endkanten 
und Endflächen. Z. B. ca, da,fa, ga, und cb, db,fb, 
gb sind Endkanten. Ferner caf, dag, cag, daf, und cbf, 
dbg, cbgy dbf sind Endflächen, in Bezug auf die Haupt
axe ab. 

Diejenigen Kanten, welche in die Endpuncte der Ncben-
axen zusammentreffen, heissen Seitenkanten, Randkanten oder 
Grundkanten. Solche Kanten sind z. B. cf} dg, cg, df in 
Bezug auf die Nebenaxen с d, fg. 

42. /£ 
Wenn die Endflächen einer Ecke / / • А 

durch eine Ebene durchschnitten wer- / / \ \ 
den, so heisst der Körper eine Pyra- / I : X 
inide. $/„..../,.... L i \ 

Die durchschneidende Ebene heisst \ / " ^ Д с С * ^ \ 
die Grundfläche der Pyramide. Nach \ / •" * ^ * ^ ^ ^ А d 
der Anzahl der Ecken an der Grund- f 
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flache heisst die Pyramide eine drei
eckige, viereckige u. s. w. Die Ecke, 
welche der Grundfläche gegenüber liegt, 
heisst die Spitze, die von der Spitze 
auf die Grundfläche gefällte senkrechte 
Linie am heisst die Höhe der Pyra
mide. Eine dreieckige Pyramide wird 
von vier Flächen begrenzt, und heisst deshalb auch ein Vier, 
flächner oder Tetraeder. 

43. 

Ein Körper, dessen Grundflächen parallel, und dessen 
Endkanten parallel Hind, heisst ein Prisma» 

Die parallelen Grundflächen 
sind aaa... und bbb..., die par
allelen Endkanten sind ab, ab 
и. s. w. Diese parallelen End
kanten sind (IV. 28.) alle ein
ander gleich, ab = ab u. s. w.; 
daher sind die Endflächen des 
Prisma ab ab Parallelogramme, . 
und die gegenüberliegenden Rand
kanten einander gleich und par
allel а а <«> = b b. Folglich sind die Grundflächen des Prisma 
congruent, aaa... = ЬЬЬ... Die von irgend einem tuncte с 
der einen Grundfläche auf die andre Grundfläche senkrecht 
gezogene grade Linie ist auch (IV. 29.) auf jener Grundfläche 
senkrecht und heisst die Höhe des Prisma. Alle Höhen sind 
(IV. 15.) parallel und (IV. 28.) einander gleich. Daher sind 
auch die parallelen Endkanten ab, ab u* ier gleichem Winkel 
gegen die Grundfläche geneigt (IV. 21. 31.). Wenn dieser 
Winkel ein spitzer oder stumpfer ist, so heisst das Prisma 
ein schiefes Prisma, wenn aber die Endkanten auf der Grund
fläche senkrecht, also der Höhe gleich pind, so heisst es ein 
senkrechtes Prisma, oder eine Säule. Nach der Anzahl der 
Randkanten oder Endkanten heisst das Prisma ein dreiseitiges, 
vierseitiges, fünfseitiges u. s. w. In jedem der Grundfläche 
parallelen Querschnitte ddd... sind die Kanten des Querschnit
tes (IV. 27.) den Randkanten parallel und gleich dd^^ = bb, 
daher jeder parallele Querschnitt der Grundfläche congruent ist. 

Wenn die Endkanten zwar parallel aber nicht einander 
gleich sind, so dass die Grundflächen zwei gegen einander 
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geneigte Ebenen sind, so heisst der Körper ein prismatischer, 
oder ein schief abgestumpftes Prisma. 

44. 
Ein Prisma, dessen Grundflächen Parallelogramme sind, 

heisst ein Parallelepipedum. 
Ein Parallelepipedum abcdfghk wird also von sechs 

Parallelogrammen begrenzt, von 
denen je zwei gegenüberliegende 
congruent sind, nämlich abcd = 
fghk, bchg — adkf, abgf= 
dchk. Ein Parallelepipedum hat 
12 Kanten, von denen je vier ein
ander gleich und parallel sind. 
Wenn aber alle 12 Kanten ein
ander gleich sind, so wird das 
Parallelepipedum von lauter Rhom- а 
ben begrenzt, und heisst alsdann 
ein Rhomboeder. 

Wenn die Endkanten eines Par-
allelepipedums gegen die Grund
fläche unter spitzen oder stumpfen 
Winkeln geneigt sind, so heisst es ein schiefes, sind sie aber 
senkrecht auf der Grundfläche, so heisst es ein senkrechtes 
Parallelepipedum. 

Im schiefen Parallelepipedum sind je zwei gegenüberlie
gende Diagonallinien, wie öd, gk9 parallel und einander gleich, 
und eine durch dieselbe gelegte Ebene 6 dkg theilt das Par
allelepipedum in zwei dreiseitige Prisme* abdfgk und bcdghk, 
welche symmetrische Prismen heissen, weil sie zwar von con-
gruenten Flächen begrenzt werden, sich aber nicht das eine 
in das andre hineinstellen lassen. Denn indem man das A hkg 
auf das congruente A abd (I. 5.) bringt, so fällt h auf a, 
к auf #, g auf d, und das A cdb kommt in die Lage Imo. 
so dass die von den Puncten f, g, к auf die Grundfläche 
abcd gefällten senkrechten Linien fp, gq, кз gehörig ver
längert in die Puncte l, m, о treffen. Die beiden Prismen 
ab dfgk und hkg cdb = abdlmo haben also auf den ent
gegengesetzten Seiten ihrer gemeinschaftlichen Grundfläche 
abd gleiche Lage, Richtung und Grösse. 
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45. 

Ein senkrechtes Varallelepipedum, dessen Grundflächen 
und Endflächen Quadrate sind-, heisst ein Würfel, Cubus, 
Hexaeder, Sechsflächner ( t e s s e r a , t e sse l l a ) . 

Alle 12 Kanten des Cubus sind 
einander gleich, und auf den End
flächen senkrecht (IV. 8.). Wenn man 
durch je zwei gegenüberliegende Kan-' 
ten wie «Л, fc eine Ebene legt, so 
durchschneidet sie die Hexaederflächen 
abcd, fghk in ihren Diagonallinien 
«c , fh senkrecht. Je zwei solcher 
Diagonalflächen acfh, bdgk durch
schneiden einander in einer graden Li
nie op, welche (IV. 17.) auf den Hexaederflächen abcd, 
fghk in ihren Mittelpuncten о, p senkrecht ist. Die sechs 
Diagonalflächen schneiden einander also in drei graden Linien 
op, In, qr, welche einander in dem Mittelpuncte m des Cu
bus rechtwinklig durchschneiden und halbiren, und den Kanten 
des Cubus gleich sind. Sie sind Flächenaxen des Hexaeders, 
und heissen Octaederaxen. 

Die Diagonallinien, welche je zwei gegenüber liegende 
Ecken verbinden, af, bgt ch, dk, sind einander gleich und 
heissen Hexaederaxen. Da ch2 ==s «Ä* + асг, йс* = аЬг 

-j- Ьсг, und ah = ab = bc, so ist асг ass 2 a h 2 , ch* 
= 3 a/**. Fället man au senkrecht auf сÄ, SO ist (Ш. 56. 
к п ч см асг 2 , n . „ ... 
58.) — = —-5 = —-, also mu = \am. Die Hexaederaxe 

hu ah 1 
ist also gleich der Kante multiplicirt mit z/tz = 1,732050807569, 
und die Winkel, unter welchen sich dL Hexaederaxen durch
schneiden, sind gleich dem Winkel eines rechtwinkligen Drei
ecks, dessen Kathete 1 der Hypotenuse, also = 70°31',7267. 
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46. 
In jeder dreiflächigen Ecke beträgt die Summe der bei

den kleinern gradlinigen Winkel mehr ah der dritte. 
• Es seyen bac, с ad die beiden klei

nem, bad der grössere Winkel. In der 
Ebene des letztern mache man £ baf = 
bac, af = ac, ziehe bfd und verbinde 
cd, so ist (I. 1.) Д baf = bac, also 
bf = bc. Aber (I. 27.) bc + cd > r f 

als bd, also bc -^ cd ^> bc -\- fd, also 
cd > fd. Aber ad — ad, «/ = a c , 
also (I. 28.) l^cad > fad, also £ bac 
-{• cad^> bac -\- fad. A b e r ^ Ä a c = 
ö«/*, also £ bac -(- cad "^> bad. 

47. 
/я Увс/er ei/'ee - ocke/' mehrflächigen Ecke beträgt die 

Summe der von den Endkanten gebildeten gradlinigen Win
kel weniger als die Summe von vier rechten Winkeln. 

Man durchschneide die Ecke 
a durch eine Grundfläche bcdfg 
in beliebiger Richtung, und nehme 
in derselben einen beliebigen Punct 
m an. Die Anzahl der Endkanten 
oder Endflächen, oder der Drei- / / £!•• X . - ' / / 
ecke um den Punct m sey = N, b< 
so ist die Summe aller gradlini
gen Winkel in den Endflächen 
= N. 2 R, und die Summe der 
Winkel in den Dreiecken, welche um den Punct m herum 
liegen, ebenfalls = N*%R. Die erste Summe besteht aus 
den Winkeln an a, = A, und ans den Winkeln in den End
flächen an den Randkanten = B. Die zweite Summe besteht 
aus den Winkeln am Umfange der Grundfläche = G, und 
aus den Winkeln um den Punct m, = AR, also ist A -f» В 
= N-2R, und G + 4 R = JV. 2 Я , also А + В = G 
+ 4 Ä. Aber (IV. 46.) # > G, also Л < 4 tf. 
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48. 
In jeder drei - oder mehrflächigen Ecke beträgt die 

Summe der Innern Kantenwinkel mehr als die Summe der 
innern Umfangswinkel eines ebenen gradlinigen Vielecks von 
soviel Seiten als die Ecke Endflächen hat. 

Man errichte auf jeder Endfläche in dem Eckpunct eine 
senkrechte Linie nach Aussen zu, so macht der gradlinige 
Winkel zweier nächsten Lothe mit dem innern Kantenwinkel 
der Endflächen (IV. 22.) zusammen 2Ä. Es sey also die 
Summe der gradlinigen Winkel der Lothe = Ay die Summe 
der innern Kantenwinkel der Endflächen = C, so ist А + С 
= 2V.2Ä. Aber (IV. 47.) А < 4Ä , also С > І . 2 Я 
— 4Ä. Es ist aber (II. 11.) І .2/2 — AR die Summe 
der innern Umfangswinkel eines ebenen gradlinigen Vielecks 
von N Seiten. 

49. 

Die Seitenfläche d. h. die Summe aller Endflächen einer 
Säule ist gleich dem Product des Umfangs mit der Höhe. 

Denn die Endflächen 
sind (IV. 43.) Rechtecke, 
deren Höhe gleich der 
Höhe der Säule, deren 
Grundlinien die Rand
kanten ab, be, cd u. 
s. w. der Säule sind. 
Trägt man also die Rand
kanten auf eine grade 
Linie auf, und errichtet 
man in den Theilungs-
puneten senkrechte Li
nien, welche der Höhe 
der Säule gleich sind, so 
sind die einzelnen Recht
ecke den Endflächen der 
Säule gleich, und das 
ganze Rechteck hat den _ 
Umfang der Säule zur a 

Grundlinie. 

У) 
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50. 

Die Seitenfläche d. h. die Summe aller Endflächen einen 
schiefen Prisma ist gleich dem Product des Umfangs des 
senkrechten Querschnitts mit der Endkante des Prisma. 

In der Endkante 
ag nehme man einen 
beliebigen Punct n an, 
und errichte in dem
selben auf ag in den 
Ebenen aghb, agmf 
die senkrechten Linien 
no, nr у so ist (IV. 3. 
(i.) die Endkante ag 
auf der Ebene mo 
senkrecht. Wenn diese 
Ebene, gehörig erwei
tert, die übrigen End
kanten in o, p, q, r 
durchschneidet, so sind 9 
sie (IV. 16.) auf die
ser Ebene senkrecht, 
und die Winkel noh, 
poh, opk, kpq u.s.w. 
sind rechte Winkel. 
Man trage also die 
Randkanten dieses 
senkrechten Quer
schnitts no, op u.s.w. 
auf eine grade Linie, 
errichte in den Thei-
lungspuncten senkrechte Linien, und nehme auf denselben die 
Abschnitte na, ng; ob, oh u. s. w. gleich den entsprechen
den Abschnitten auf den Endkanten des Prisma, so sind die 
entstehenden Parallelogramme ab hg, bckh u. s. w. gleich den 
entsprechenden Endflächen des Prisma. Da alle Parallelo
gramme von gleicher Höhe und Grundlinie gleichen Inhalt 
haben, so ist die Summe aller Endflächen gleich dem Recht
eck agga, d. h. gleich dem Product des Umfangs nn des 
senkrechten Querschnitts nopqrn mit der Endkante des 
Prisma ag. 
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51. 

Ein Cylinder ist ein Prisma, dessen Grundfläche ei; 
Kreis oder eine andre krumme Linie ist. 

Die beiden parallelen 
Grundflächen des Cylinders 
sind also (IV. 43.) congruente 
krumme Linien. Die von ir
gend einem Puncte p der 
obern Grundfläche auf die 
untere Grundfläche gefällte 
senkrechte Linie p q ist auch 
auf der obern Grundfläche 
(IV. 29.) senkrecht, undheisst 
die Höhe des Cylinders. Alle 
Höhen pq, gr u. s. w. sind 
(IV. 15.) parallel und (IV. 
28.) einander gleich. Die 
grade Linie я/ , Я #, ch, dk, 
welche je zwei entsprechende Puncte der beiden Grundflächen 
verbindet, liegt ganz in der Seitenfläche des Cylinders und 
heisst die Seitenlinie. Alle Seitenlinien sind (IV. 43.) par
allel und einander gleich, die durch je zwei Seitenlinien af, 
b g gelegte Ebene durchschneidet die Seitenfläche des Cylin
ders in einem Parallelogramm. Jede andere Ebene, welche 
die Seitenlinie in einem Puncte durchschneidet, muss auch alle 
andern Seitenlinien durchschneiden. Diese Durchschnittspuncte 
bilden auf der Seitenfläche des Cylinders eine krumme Linie. 
Wenn die schneidende Ebene den Grundflächen parallel ist, 
so bildet der Querschnitt auf der Seitenfläche eine krumme 
Linie Imno, welche den Grundflächen cc igruent ist (IV. 43.). 

52. 

Die Seitenfläche eines 
senkrechten Cylinders ist 
gleich demProducte des Um-
fangs der Grundfläche mit 
der Hohe. 

Wenn man in der Ebene 
der Grundfläche abedf in 
einem Puncte a eine grade 
Linie dad zieht, welche die 
krumme Linie berührt, d. h.ck 
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nur diesen Puact a mit ihr gemein hat, in allen übrigen Pun-
cten aber ausserhalb derselben liegt, so wird eine durch diese 
Berührungslinie a d und die Seitenlinie ag gelegte Ebene die 
krumme Seitenfläche des Cylinders in der Linie ag berühren. 
Da alle Seitenlinien des Cylinders parallele grade Linien sind, 
so wird sich die Seitenfläche des Cylinders bei der Umdrehung 
desselben auf dieser Ebene abwickeln und bei einer ganzen 
Umdrehung des Cylinders wird die durch die Abwickelung auf 
der Ebene erzeugte Figur der ganzen Seitenfläche des Cylin
ders gleich seyn. Bei einem senkrechten Cylinder sind alle 
Seitenlinien auf der Grundfläche senkrecht. Zieht man also 
in der Berührungsebene die graden Linien dad, Igl senkrecht 
auf ag, so fallen bei der Abwickelung des Cylinders die Pün-
cte der krummen Linien der beiden Grundflächen in die Grund
linien dieses Rechtecks, und die Länge der Grundlinien dd, 
11, ist also dem Umfange der krummen Linien der Grund
flächen gleich. 

53. 
Die Seitenfläche eines schiefen Cylinders ist gleich dem 

Producte des Umfange des senkrechten Querschnitts mit der 
Seitenlinie. 

Durch einen belie- JW*L^ ••/ 
bigen Punct n der Sei- / • N \ *'-. k 
tenlinie ag des schiefen f 
Cylinders, lege man eine 
auf dieseSeitenlinie senk
rechte Ebene, welche die 
Seitenfläche des Cylin
ders in einer krummen 
Linie nopqr durch
schneidet. In dieser d 
Ebene ziehe man an die 
krumme Linie eine be
rührende grade Linie qnq, und lege durch diese berührende 
Linie und die Seitenlinie ag eine Ebene, so berührt dieselbe 
die Seitenfläche aes Cylinders in der Linie ag. Bei der Um
drehung des Cylinders wickeln sich die Puncte des senkrechten 
Querschnitts nopqr in der graden auf ag senkrechten Linie 
qnq ab, die Puncte der congruenten schiefen Grundflächen 
abcdf, ghklm aber wickeln sich auf der Berührungsebene 
ddll in congruenten krummen Linien ab, so dass die Ab
wickelung der untern Grundfläche abcdf gegen die untere 
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Grundlinie dd des Rechtecks dieselbe Lage und Entfernung 
hat, wie die Abwickelung der oben» Grundfläche ghklm 
gegen die obere Grundlinie IL Folglich ist die auf der Be
rührungsebene bei der Abwickelung des Cylinders erzeugte, 
zwischen den graden Linien dl, dl und den krummen Linien 
dcbufd, l к hg ml enthaltene, der Seitenfläche des schiefen 
Cylinders gleiche Figur, an Inhalt dem Rechteck dlld gleich, 
dessen Grundlinie dd = qq = / / dem Umfange des senk
rechten Querschnitts und dessen Höhe der Seitenlinie des 
Cylinders gleich ist. 

54. 

Die Seitenfluche, d. h. die Summe aller Endflächen 
einer regelmässigen Pyramide, ist gleich dem halben Pro-
duct des Umfangs der Grundfläche mit der Höhe der End
fläche. 

Wenn man auf einer 
Ebene Dreiecke med, mdn, 
mno u. s. w. nebeneinander 
setzt, welche den Endflä
chen der Pyramide aed, 
adf, afg u. s. w. gegen
seitig congruent sind, so 
werden diese Dreiecke von 
den Endflächen der Pyra
mide bei der Abwickelung 
derselben gedeckt werden. 
Die Linie rqcdnop ist 
also der Umfang der Grund
fläche hbcdfgh, und der f 
Inhalt der Figur rqcdnop 
der Seitenfläche der Pyra
mide gleich. Bei einer regelmässigen Pyramide ist die Grund
fläche ein regelmässiges Vieleck, und die Endkanten ab, ac, 
ad u. s. w. sind alle einander gleich. Also sind in der ab
gewickelten Figur alle Dreiecke mrq, mqc, med u. s. w. 
gleiche gleichschenklige Dreiecke, deren Höhe mh gleich der 
Höhe а к der Endfläche ist. Aber (III. 8.) Д acd = -^cd*aJc 
oder Д med = ^cd* mk. Also ist auch die Seitenfläche 
der regelmässigen Pyramide gleich dem Product der halben Um-
fangslinie bcdfgh oder rqcdnop mit der Höhe ak oder mk. 
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55. 
Die Seitenflache einer abgestumpften regelmässigen Py

ramide ist gleich dem Product der halben Summe der Um-
fangslinien mit der Höhe der Endfläche» 

Eine abgestumpfte Pyra
mide heisst der Körper, wel
cher zwischen der Grund
fläche einer Pyramide und 
einem ihr parallelen Quer
schnitt enthalten ist. Die 
Endflächen bklc, clmd u. 
s. w. sind also Trapezien, 
und die Endkanten bk9 cl, 
dm u. s. w. treffen gehörig 
verlängert in einen Punct а 
zusammen. Die in der Ebene 
der Endfläche cd ml, zwi
schen den Randkanten cd. 
Im gezogene senkrechte Li
nie rq ist die Höhe der Endfläche. Wenn auf einer Ebene 
Trapezien neben einander beschrieben werden, welche den 
Endflächen der abgestumpften Pyramide congruent sind, so 
werden sie bei der Abwickelung der abgestumpften Pyramide 
von den Endflächen derselben gedeckt, und die Seitenfläche 
der abgestumpften Pyramide ist daher der Summe der Trape
zien in der Ebene gleich. Bei einer regelmässigen abgestumpf
ten Pyramide sind alle Trapezien congruent, also alle Höhen 
einander gleich. Aber der Inhalt eines Trapeziums ist (TIT. 10.) 
gleich dem Product der halben c amme der beiden Parallel
seiten mit der Höhe. Also die Seitenfläche gleich dem Pro
duct der halben Summe der Umfangslinien bcdfgh, к lm пор, 
oder der Umfangslinie des mittlem Querschnitts mit der Höhe rq. 

56. 
In ähnlichen Pyramiden sind die 

gleichnamigen Kanten, Diagonalli
nien und Hohen proportioairt, die 
Endflächen, Grundflächen, Seiten
flächen und Oberfluchen verhaltenд 
sich wie die Quadrate der gleich-
namigen Kanten, Diagonallinien und 
Höhen. 
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Wenn eine Pyramide, deren Spitzt a, deren Grundfläche 
bcdfg ist, durch eine der Grundfläche parallele Ebene 
geschnitten wird, so entsteht eine neue Pyramide, deren Spitze 
a, deren Grundfläche der Querschnitt hklmn ist. Diese bei
den Pyramiden heissen einander ähnlich, weil alle Kanten und 
Flächen der einen, unter denselben Winkeln gegen einander 
geneigt sind, wie die gleichnamigen der andern (IV. 27. 30.) 
und daher die einzelnen Flächen der einen den gleichnamigen 
der andern Pyramide ähnlich sind. Z. B. 
hh <?=̂  bc, nh - ^ gb, hn -Я* cg7 A ahh eo abc, 
A ahn со abgy A ahn со aeg u. s. w. Daher ist denn 

_ а Д hh ak nh an nm 

ab bc ас cg ag gf 
u. s. w. == A. 

Da hk = А • bc, kl = А * cd, lm = А • dfl, tnn = 
A */g, nh = А • gby so ist hh -\~ hl -\* lin -J-іяя + яА 
= А. (b с -j- с d + df -f- fg + g Ä) d. h. die Umfange 
der Grundflächen verhalten sich wie die gleichnamigen Seiten. 

Tvr , TTT с л . . A ahk л г АйН . , 
Nach III. 64. ist — — = A\ =̂ л Ä1 u. s. w., 

A abc A aed 
also ahh + ahi + aim + атя + «»А = 
Л г {abc -j- «<?«l -f" ««?/* + afg + а8*>)і d. h. die Sei
tenflächen verhalten sich wie die Quadrate der gleichnamigen 
leiten. hklmn 

Nach III. 67. ist -——- = A\ d. h. die Grundflächen 
b с dfg 

verhalten sich wie die Quadrate der gleichnamigen Seiten. 
Die Summe der Seitenfläche und Grundfläche macht die ganze 
Oberfläche der Pyramide, also verhalten sich auch, die Ober
flächen wie die Quadrate der gleichnamigen Seiten. 

57. 

An ähnlichen von Ebenen begrenzten Körpern sind die 
gleichnamigen Kanten und Diagonallinien proportionirt, die 
Endflächen und Oberflächen verhalten sich wie die Quadrate 
der gleichnamigen Kanten und Diagonallinien. 

Nimmt man innerhalb oder ausserhalb eines von Ebenen 
begrenzten Körpers einen beliebigen Punct an, von welchem 
man nach allen Eckpuncten grade Linien zieht, so erhält man 
Pyramiden, die diesen Punct zur gemeinschaftlichen Spitze 
haben, und deren Grundflächen die Endflächen des Körpers 
sind. Zieht man eine Ebene, welche einer der Endflächen 
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parallel ist, und von den graden Linien, welche nach den 
£ckpuncten dieser Endfläche gezogen sind, durchschnitten 
wird, so erhält man eine neue Pyramide, welche denselben 
angenommenen Punct zur Spitze hat, und deren Grundfläche 
der mit der ersten Endfläche parallele Querschnitt ist. Diese 
Pyramide ist der ersten Pyramide (IV. 56.) ähnlich. Durch 
die verschiedenen Randkanten des parallelen Querschnitts legt 
man Ebenen, welche den Endflächen, die der ersten End
fläche angrenzen, parallel sind. Hierdurch erhält man um die 
erste Pyramide herum eine Reihe von Pyramiden, die den 
gleichnamigen Pyramiden des angenommenen Körpers ähnlich 
sind, und fährt so fort. .Auf diese Weise erhält man einen 
zweiten Korper, welcher aus Pyramiden besteht, die den gleich
namigen Pyramiden des ersten Körpers ähnlich und auf ähn
liche Art zusammengestellt sind. Diese beiden Körper sind 
also einander ähnlich, und da der vorige Satz für die einzel
nen Pyramiden, aus denen sie bestehen, wahr ist, so gilt er 
auch für die ganzen einander ähnlichen Körper. 

58. 

Die Seitenfläche einer Pyramide durch mit der Grund
fläche parallele Ebenen in gleiche Theile zu theilen. 

Nach IV. 55. verhalten sich 
die Seitenflächen ähnlicher Pyra
miden wie die Quadrate gleich
namiger Kanten. Soll also die 
Seitenfläche n gleiche Theile er
halten, so bestimmt man auf einer 
Endkante ab die Theilungspunct 
w, /, ky h u. s. w. so wie bei der 
Theilung der Endfläche abc durch* 
Parallellinien (III. 69.), indem man 

am = ab Al— > al — ^ — 

ak = ab •%/-—, ah = ab \l— u. s. w. macht, und durch 
У я f n 

diese Theilungspuncte parallele Ebenen mit der Grundfläche 
(IV. 34.) zieht. 

59. 

Die Seitenfläche einer abgestumpften Pyramide durch 
mit den Grundflächen parallele Ebenen in gleiche Theile zu 
theilen. 
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m Die Endkanten einer abgestumpf
ten Pyramide treuen (IV. 55.) gehö
rig verlängert in einen Punct zusam
men. Die parallelen Ebenen bilden 
also ähnliche Pyramiden, deren ge
meinschaftliche Spitze dieser Durch-
schnittspunct ist Die durch parallele 
Ebenen auf den Endflächen der ab-' 
gestumpften Pyramide, welche Tra-
pezien sind, abgeschnittenen Stücke 
verhalten sich also wie die Unter
schiede der Quadrate der parallelen 
Transversallinien. Man verfährt daher wie bei der Theilung 
eines Trapeziums (III. 71.), indem man auf einer Endfläche 
be Ich die parallelen Transversallinien opy qr, st u. s. w. für 
n gleiche Theile so zieht, dass 

2 = hk2 + — (be2 
op 

qr' 

hk2) 

= hk 

st2 — hk 

n 

+ — (be2 

n 

+ — (be2 

n 

— hk2) 

— hk2) u. s. w 

60. 
Ein Kegel ist eine Pyramide, deren Grundfläche ein 

Kreis oder eine andere krumme Linie ist. 
Die von der Spitze nach dem Mittel- а 

punct der Grundfläche gezogene Linie а i 
heisst die Axe, die auf die Grundfläche 
gefällte senkrechte Linie an die Höhe 
des Kegels. 

Jede grade Linie, welche von der 
Spitze nach einem Punct des Umfangs der 
Grundfläche gezogen wird, heisst die Sei-} 
tenlinie des Kegels, wie ab, ac, ad, 
und liegt ganz in der Seitenfläche dessel
ben. Jede Ebene, abc, ebd, welche e d 
durch die Spitze des Kegels und zwei Puncte des Umfangs 
der Grundfläche gelegt wird, durchschneidet die Seitenfläche 
des Kegels in zwei graden Linien, welche Seitenlinien sind. 
Eine Ebene, welche durch eine Seitenlinie, und durch eine 
Beriihrungslinie des Umfangs der Grundfläche gelegt wird, 

Pauckcr Geometrie. I. 1 0 
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berührt die Seitenfläche des Kegels in der Seitenlinie. Eine 
Ebene, welche nicht durch die Spitze des Kegels geht, durch
schneidet die Seitenfläche des Kegels in einer krummen Linie, 
welche ein Kegelschnitt heisst. Eine Ebene, welche der 
Grundfläche parallel ist, durchschneidet die Seitenfläche des 
Kegels in einer krummen Linie fg h, welche der Grundfläche 
b с d ähnlich ist. Wenn die Grundfläche des Kegels ein Kreis 
ist, so ist auch jeder parallele Querschnitt ein Kreis. Denn 
(IV. 27.) / o 5-5> Äw, go ^ cm>fg <*=*. bc, also (IV. 31.) 
Ä / o g cv> bmc; wenn also mb = mc, so ist auch of=:og. 

Ein Kegel kann angesehen werden als entstanden durch 
die Bewegung einer graden Linie ab, längs einer nicht in 
ihrer Ebene liegenden krummen Linie bcd, wobei sie immer 
durch einen gegebenen festen Punct a geht. 

Wenn die Grundfläche des Kegels ein Kreis und die 
Axe am senkrecht auf der Ebene des Kreises ist, also mit 
der Höhe an zusammenfällt, 5о sind alle Seitenlinien ab, ac, 
ad einander gleich. Alsdann heisst der Kegel ein gleichsei
tiger , im Gegentheil aber ein ungleichseitiger Kegel. 

61. 
Die Seitenflache eines gleichseitigen Kegels ist gleich 

dem halben Product des Umfange der Grundflache mit der 
Seitenlinie. 

Da bei dem gleichseitigen Kegel 
die Axe auf der Grundfläche senkrecht, 
und die Grundfläche ein Kreis ist, so 
sind alle Seitenlinien einandi. gleich 
ab = а с == ad u. s. w. Lei der 
Abwickelung des gleichseitigen Kegels 
auf einer Ebene beschreiben die Puncte 
des Umfangs der Grundfläche einen 
Kreisbogen, dessen Halbmesser der Sei-&< 
tenlinie des Kegels gleich ist. Bei einer 
ganzen Umwälzung des Kegels ist der 
Bogen dieses Kreises an Länge dem 
Umfange der Grundfläche des Kegels, 
und der Inhalt des Kreissectors der 
Seitenfläche des Kegels gleich. Da der gleichseitige Kegel 
als eine regelmässige Pyramide angesehen werden kann, deren 
Grundfläche ein Kreis ist, und (IV. 54.) die Seitenfläche einer 
regelmässigen Pyramide gleich dem Product des halben Um-
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fangs der Grundfläche mit der Höhe der Endfläche ist, wie 
gross auch die Anzahl der Seiten ohne Randkanten der Grund
fläche seyn mag, so gilt dieser Satz auch für den gleichseiti
gen Kegel, wobei sich die Linie, welche bei der Pyramide 
die Höhe der Endfläche, d. h. die von der Spitze auf die 
Randkante gezogene senkrechte Linie war, in die Seitenlinie 
des Kegels verwandelt. 

62. 
Ein abgestumpfter Kegel ist eine abgestumpfte Pyra

mide, deren parallele Grundflächen Kr ehe oder andere 
krumme Linien sind. 

Ein abgestumpfter Kegel ist das .,*. 
Stück eines Kegels, welches zwischen 
der Grundfläche desselben und einem \ 
parallelen Querschnitt enthalten ist. 
Alle Seitenlinien desselben bf9 c g , &^—/•••^>>\ft 
dh u. s. w. treffen gehörig verlängert / \ 
in einen Puact zusammen. Eine durch /• Г . А 
je zwei Seitenlinien bf, cg gelegte x ^ ^ ' V --——^ ̂  
Ebene geht durch denselben Punct с 
und schneidet die parallelen Grundflächen in graden Linien 
bc, fg, welche (IV. 27.) parallel sind. Die Grundflächen sind 
daher ähnliche krumme Linien, und alle den Grundflächen 
parallele Ebenen schneiden die Seitenfläche des abgestumpften 
Kegels in ähnlichen krummen Linien. Wenn durch eine Sei
tenlinie eine Ebene so gelegt wird, dass ihr Durchschnitt auf 
der einen Grundfläche dieselbe berührt, so berührt auch ihr 
Durchschnitt auf der andern Grundfläche ^iese letztere, und 
die Ebene selbst berührt die Seitenfläche ш der Seitenlinie. 

63. 
Die Seitenfläche eines abgestumpften gleichseitigen Ke

gels ist gleich dem Product der halben Summe der Umfangs-
linien der Grundflächen mit der Seitenlinie. 

Der abgestumpfte gleichseitige Kegel ist eine abgestumpfte 
regelmässige Pyramide, deren Grundflächen bcd,fgh Kreise 
sind. Da die Seitenfläche der abgestumpften regelmässigen 
Pyramide (IV. 55.) gleich dem Product der halben Summe 
der Umfangslinien der Grundflächen mit der Höhe der End
fläche ist, wie gross auch die Anzahl der Seiten oder Rand
kanten der Grundflächen seyn mag, so gilt dieser Satz auch 
für den abgestumpften Kegel, wobei sich die Linie, welche bei 

10* 
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tl er abgestumpften Pyramide die ;A' 
Höhe der Endfläche ist, beim ab
gestumpften gleichseitigen Kegel in 
die Seitenlinie desselben verwan
delt. Beim abgestumpften gleich
seitigen Kegel sind alle Seitenlinien 
einander gleich, unter gleichen Win
keln gegen die Grundflächen ge
neigt, und treffen gehörig verlän
gert in einen Punct zusammen. 6 
Die Linie, welche die Mittelpuncte 
der kreisförmigen Grundflächen ver
bindet, trifft gehörig verlängert in 
denselben Punct, und ist auf den ,t . 
Grundflächen senkrecht. Da bei а 
der abgestumpften regelmässigen Pyramide die halbe Summe 
der Umfangslinien der beiden parallelen Grundflächen, der 
Umfangslinie des mittlem Querschnitts gleich ist, so gilt der
selbe Satz auch für den abgestumpften Kegel. Man theilt 
also eine Seitenlinie bf in к in die Hälfte, legt durch k eine 
den Grundflächen parallele Ebene, welche die Seitenfläche des 
abgestumpften Kegels in einem Kreise durchschneidet Das 
Product des Umfangs klm dieses mittlem Querschnitts mit 
der Seitenlinie bf giebt ebenfalls die Seitenfläche des ab
gestumpften gleichseitigen Kegels. Bei der Abwickelung des
selben auf einer Ebene beschreiben die Puncte des Umfangs 
der Grundflächen concentrische Kreisbögen, deren Halbmesser 
die Entfernung von der Spitze a des ganzen Kegels ist, und 
die an Länge den Umfangslinien d r Grundflächen gleich sind. 
Der Inhalt des zwischen diesen concentrischen Bögen enthal
tenen Flächenstücks ist der Seitenfläche des abgestumpften 
gleichseitigen Kegels gleich. 

64. 
An ähnlichen Kegeln sind die gleichnamigen Seitenlinien, 

Durchmesser, Halbmesser, Axen, Höhen u. s. to. den Um
fangslinien der Grundflächen proportionirt, die Seitenflächen 
und Grundflächen verhalten sich wie die Quadrate derselben. 

Wenn ein Kegel von beliebiger Form durch eine der 
Grundfläche parallele Ebene geschnitten wird, so entsteht ein 
zweiter dem vorigen ähnlicher Kegel afgh ^ abcd. Denn 
diese beiden Kegel haben zusammenliegende Seitenlinien af 
in ab, ag in %c, ah in ad u. s. w. Jede durch die gemein-
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schaftliche Spitze a gelegte Ebene 
durchschneidet die parallelen Grund
flächen fgh, bcd in parallelen gra-
den Linien fg ^ öo, go ч*=̂  cm, 
hp ^=s dn u. s. w., und bildet also 
in beiden Kegeln ähnliche Dreiecke 
afg eo abc, ago со acm> ahp со З^^Ын'Рё^ 
adn, afh cv abd u. s. w. Bezeich- / '8І 
net man also das Verhältnis der gleich
namigen Seiten durch A, so ist wie 

bei ähnlichen Pyramiden А = — = ^ ^ ^ 
ag c 

^ = ^ = ^ = — = ^ = ^ = r ^ = ^ u . s. w. 
bc а с cm am an dn ad bd 
Und da bei ähnlichen Pyramiden, welche Form auch die 
Grundfläche haben mag (IV. 56.), die Umfangslinien der 
Grundflächen sich wie die gleichnamigen Seiten, die ßrund-
flächen, Seitenflächen, Oberflächen sich wie die Quadrate der 
gleichnamigen Seiten verhalten, so gilt derselbe Satz auch 
für die ähnlichen Kegel, und es ist 

Umfang fgh Inhalt fgh 2 

Umfang bcd ' Inhalt bcd 
Seitenfläche afgh .2 Oberfläche afgh .% 

Seitenfläche abcd 9 Oberfläche abcd 

65. 

Die Seitenfläche eines Kegels durch /nit der Grund
fläche parallele Ebenen in gleiche Theile ru theilen. 

Man verfährt in Gemässheit des 
vorigen Satzes wie bei der Einthei- а 
lung eines Dreiecks durch Parallel- А 
linien mit der Grundlinie (III. 69.). / \ 
Soll also die Seitenfläche n gleiche / \ 
Theile erhalten, so bestimmt man fA^iil^Ah 
auf einer beliebigen Seitenlinie ab / & \ 
die Theilungspuncte f к u. s. w., k/i^}'•'•'••'"••<i^Am 

i .. / -t/T , / t V 
so dass aj = ab \—, ak = «z^.-. .^^rAp 

ab Y —, an = ab у — u. s. w. A ^ - d 

und legt durch diese Theilungspuncte Ebenen, welche der 
Grundfläche bcd parallel sind. 



150 

66. 
Die Seitenfläche eines abgestumpften Kegels durch mit 

den Grundflächen parallele Ebenen in gleiche Theile zu theilen. 
Es seyen bf, dh zwei belie- Ä 

bige Seitenlinien, so Hegen sie 
(IV. 62.) in einer Ebene, welche 
durch die Spitze a des vollen 
Kegels geht, und welche die par- ' * 
allelen Grundflächen fgh, bcd 
in parallelen graden Linien fh, 
b d durchschneidet (IV. 27.). Eine 
durch einen beliebigen Punct k, * 
welcher in einer Seitenlinie liegt, y ^ ^ - ' " " ^ 
den Grundflächen parallele gelegte . / — ... 
Ebene Ulm у wird von der Ebene Г ^ \^A 
abd in einer graden Linie km nL. • ••• '.".'."!!."!"!".*.'; ; A« 
geschnitten, welche ebenfalls den /*^—--- — 
Linien /Ä, bd parallel ist. Also ^^^"•••••'•"•••••-•••'••••:^rf 
ist (IV. 64.) с — 

Seitenfläche afgh _fh2 Seitenfläche fghb с d _ bd2 —fh2 

Seitenfläche abcd bd2* Seitenfläche abcd bd2 

Seitenfläche aklm к тг Seitenfläche/^ h к lm к m2 — f h 2 

Seitenfläche abcd bd29 Seitenfläche abсd bd2 

. Seitenfläche fghkIm km* — f h 2 

Seitenfläche fghb с d bd2 — f h 2 

Man verfährt also wie bei der Theilung eines Trapeziums 
(III. 71.). Soll die Anzahl der Theile gleich n seyn, so be
stimmt man in dem Trapezium fbdh die Parallellinien km, 

np u. 8. w., so dass km2 = fh2 + — {bd2 — fh2), 

np2 =fh2 H- - - (bd2 — fh2) u. s. w. und legt durch 
n 

die Theilungspuncte der Seitenlinie bf parallele Ebenen mit 
den Grundflächen. 
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67. 
Die Kugel ist ein runder Körper, an welchem alle 

Puncte der Oberfläche pon einem innem Puncte gleichweit 
entfernt Bind. c 

Bei der Kugel kommen 
also dieselben Benennungen 
vor, wie beim Kreise. Der 
innere feste Punct heisst der . . . . 
Mittelpuiict oder das Cen- / ... / ' .•• 
trum, die überall gleiche Ent- et". I :j..л". i \ j 0 

fernnng der Puncte der Ober- v ^ J , ^ . ' /: 
fläche vom Mittelpunct heisst \ fV /••: ••••^••.Jp 
der Halbmesser oder Radius. v \ . ?..••*''7 
Eine grade Linie, welche von *^C^W.""'"":i ""y^f u 

einem Puncte der Oberfläche Г~ = ч ^ ^ j 
durch den Mittelpunct zum / £.•'"<* / 
entgegengesetzten Puncte der $ * • •'* £ 
Oberfläche gezogen wird, 
heisst der Durchmesser oder Diameter, und ist dem doppelten 
Halbmesser gleich. Jede durch den Mittelpunct gelegte Ebene 
schneidet die Kugel in einem Kreise, welcher der grösste Kreis 
der Kugel heisst, weil der Halbmesser und Durchmesser dieses 
grossten Kreises dem Halbmesser und Durchmesser der Kugel 
gleich sind. Der Umfang des grossten Kreises ist also auch 
dem Umfange der Kugel gleich. Jeder grösste Kreis der Kugel 
theilt dieselbe in zwei einander gleiche Halbkugeln, deren 
gemeinschaftliche Grundfläche dieser grösste Kreis ist. Jede 
andre Ebene, welche nicht durch den Mittelpu» ;t geht, schnei
det die Kugel ebenfalls in einem Kreise knop, welcher ein 
kleinerer Kreis heisst. Denn wenn man vom Mittelpuncte der 
Kugel auf diese Ebene eine senkrechte grade Linie ml fället 
(IV. 20.), so sind (IV. 3. 6 ) die Winkel ml к = mln = 
ml о = mlp = R. Da die Halbmesser der Kugel mk, mn, 
mo, mp einander gleich sind, so sind auch (I. 36.) die recht
winkligen Dreiecke ml к, mln, ml о, mlp congruent, also lk 
= /M = ZO = //J Halbmesser des Kreises knop, dessen 
Mittelpunct l ist. Da aber (II. 15.) mk2 = ml2 + lk2, 
so ist lk <C mk, also der Kreis knop kleiner als der grösste 
Kreis afhg. Der kleinere Kreis theilt die Kugel in zwei 
ungleiche Segmente, welche zusammen die ganze Kugel aus
machen, und diesen Kreis zur gemeinschaftlichen Grundfläche 
haben. Dieser kleinere Kreis ist auch die Grundfläche eines 
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gleichseitigen Kegels, dessen Spitze der Mittelpunct der Kugel 
ist, dessen Seitenlinie dem Halbmesser der Kugel gleich ist, 
dessen Höhe die vom Mittelpuncte der Kugel auf die Ebene 
des kleinern Kreises gefällte senkrechte Linie m l ist. Dieser 
Kegel macht mit dem kleinern Segment der Kugel zusammen 
denjenigen Theil der Kugel aus, welcher der Kugelsector 
heisst. Ein grösster Kreis afbg heisst in Beziehung auf einen 
kleinern Kreis knop9 dessen Ebene der seinigen parallel ist, 
der Aequator, und der kleinere Kreis heisst sein Parallelkreis, 
und das Stück der Kugel zwischen dem Aequator und einem 
Parallelkreise, oder zwischen zwei Parallelkreisen heisst eine 
Zone. Die grössten Kreise cad6, cfdg, deren Ebenen auf 
der Ebene des Aequators afbg senkrecht sind, heissen Me
ridiane. Ihre gemeinschaftliche Kante cd ist ebenfalls (IV. 17.) 
auf dem Aequator senkrecht, und heisst die Axe, ihre beiden 
Endpuncte c, d heissen die Pole, und sind von allen Puncten 
des Aequators gleich weit entfernt, с а = cf = cb = cg 
z= da = df = db = dg. Eine Kugel kann also auch 
durch die Umdrehung eines grössten Halbkreises um seinen 
Durchmesser als Axe entstehend gedacht werden. Der Kan
tenwinkel zweier Meridiane oder grössten Kreise cadb, cfdg 
ist (IV. 22.) der Winkel amf, den die Ebenen derselben auf 
dem Aequator im Mittelpunct der Kugel abschneiden und des
sen Maass der entsprechende Bogen af = bg des Aequators 
ist. Dieser Winkel ist auch gleich dem Winkel qdr, welchen 
zwei grade Linien dg, dr an einem der Pole d bilden, wenn 
diese Linien in der Ebene eines jeden dieser grössten Kreise 
an dieselben berührend gezogen werden. Eine Ebene gtuv 
berührt die Kugel, wenn sie in eLem ihrer Puncte d auf 
den Durchmesser senkrecht gelegt wird. Denn wenn man in 
derselben irgend einen Punct q annimmt, und nach demselben 
vom Mittelpunct m eine grade Linie mq zieht, so ist mdq 
ein rechter Winkel, also mq ^> md. Folglich liegen alle 
Puncte dieser Ebene ausserhalb der Kugel, und sie hat nur 
den Punct d mit der Kugel gemein. 

68. 
Ein sphärisches Dreieck wird auf der Oberfläche einer 

Kugel durch drei Bogen grösster Kreise gebildet. 
Es seyen b, c, d drei Puncte auf der Oberfläche einer 

Kugel, a der Mittelpunct der Kugel, so schneiden. (IV. 67.) 
die durch abc, abd, aed gelegten Ebenen die Oberfläche 
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der Kugel in grössten Kreisen, deren 
Bögen be, bd, cd die Seiten des 
sphärischen Dreiecks heissen. Die 
Winkel des sphärischen Dreiecks 
werden durch die Winkel der Berüh
rungslinien angegeben, welche man/-
an die Seiten des sphärischen Drei
ecks zieht. Es sey nämlich in der Ebene abc, bf senkrecht 
auf ab, also bf eine Berührungslinie des Bogens be, und 
in der Ebene abd, bg senkrecht auf ab, also eine Beruh 
rungslinic des Bogens bd; so ist der Winkel /bg der 
Winkel des sphärischen Dreiecks in b. Man kann auch in 
den Ebenen abc, abd die Bögen be, bd bis zu dem Aequa-
tor verlängern, wovon der Punct b der Pol ist, so ist der 
Bogen des Aequators das Maass des sphärischen Winkels b. 
Auch kann man den Mittelpunct a der Kugel als den Eck 
punct eines körperlichen Winkels ansehen, welcher durch drei 
Ebenen abc, abd, aed gebildet wird, deren Kanten die 
Halbmesser ab, ac, ad sind, deren gradlinige Winkel bac, 
bad, с ad durch die Seiten be, bd, cd des sphärischen Drei
ecks, und deren Kantenwinkel durch die Winkel des sphäri
schen Dreiecks gemessen werden. 

69. 

Um eine dreiseitige Pyramide oder ein Tetraeder eine 
Kugel zu beschreiben. 

Das Tetraeder sey abcd, 
die vier Endflächen sind bed, 
acd, abd, abc. Man bestimme 
in den Ebenen derselben die Mit-<|, 
telpuncte (I. 21.) der umschrie-
benen Kreise f, g, h, k, errichte 
in diesen Puncten auf den Flä
chen senkrechte Linien, welche 
in einen Punct m zusammentreffen, 
welcher der Mittelpunct der umschriebenen Kugel ist. Denn 
man halbire bd in l Da bf — fd, bl = dl, fl = / / , 
so ist Л blf — dlf, also l blf = dl/ = R. Da bh 
= dh, bl = dl, hi — hi, so ist A blh = dlh, also 
L blh — dlh — R, also ist (IV. 3. 6.) die Kante Ud 
auf der Ebene hlf senkrecht. Also ist die Ebene hlf auf 
den Ebenen (IV. 13.) ebd, abd senkrecht. Also (IV 10.) 
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liegen die in f auf cbd, in h auf abd errichteten Lotlie in 
der Ebene hl f. Also müssen diese Lothe einander in m 
schneiden. Da fb =fc =s/d, so sind die A mfb, mfc> 
mfd congruent, also mh = ntc a » J . Da. hb = hd 
= Aa, so sind die A mhb, mkd, mha congruent, also 
mb •=•• md = та. Hieraus folgt, das» die in g auf acd, 
in k auf abc errichteten Lothe ebenfalls in m zusammen
treffen müssen« 
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1. 
Rechtwinklige Dreiecke zu bilden, deren Seiten rationale 

Verhältnisse haben. 
Man nehme zwei beliebige Zahlen a, b als Grundzahlen 

an. Das doppelte Product derselben stellt eine Kathete, der 
Unterschied der Quadrate die andre Kathete, die Summe der 
Quadrate die Hypotenuse dar. Denn wenn 2a - Ь «---, Ar, 
аг ~ b2 « i, a2 + Ьг *= h ist, so ist 4 . a 2 . b2 = k\ 
a* — 2 a ' . ö ' + 6* = . l', «» + 2 a « . ö ' + £* == Л», 
also к2 + /2 e Äa. 

Z. B. die Grundzahlen seyen 5 und 6, so ist к =» 
2 . 5 .6 <--, 60, / ----, 36 — 25 ---- 11, Л =* 36 + 25 
----- 61. Hier ist 60 2 == 3600, 1 1 2 = * 121, 6 1 ' ---, 3721. 
Hiernach ist folgende Tafel berechnet worden: 

Grundzahlen 

2, 1 
3, 2 
4, 1 
4, 3 
5, 2 
5, 4 

6, 1 
6, 5 
7, 2 
"> 4 
7, 6 
8, 1 

8, 3 
8, 5 
8, 7 

kl. Kath. 

3 
5 
8 
7 

20 
9 

12 
11 
28 
33 
13 
16 

48 
39 
15 

gr. Kath. 

4 
12 
15 
24 
21 
40 

35 
60 
45 
56 
84 

! 63 
55 
80 

112 

i 

Hypot. 

5 
13 
17 
25 
29 
41 

37 
61 
53 
65 
85 
65 

73 
89 

113 

Grundzahlen 

9, 
9, 
9, 

10, 
10, 
10, 

10, 

U , 
11, 
U . 
11, 
1 1 , 

1 2 

12 
12 
12 

2 
4 
8 
1 
3 
7 

9 
2 
4 
6 
8 

1 0 

1 

> 5 

> 7 

> 1 1 

kl. Kath. 

36 
65 
17 
20 
61 
51 

19 
44 
88 
85 
57 
21 

24 
119 

95 
| 23 

gr. Kath. 

77 
72 

144 
99 
91 

140 

180 
117 
105 
132 
176 
220 

143 
120 
168 
264 

1* 

HjpoL 

85 
97 

145 
101 
109 
149 

181 
125 
137 
157 
185 
221 

145 
169 
193 

1 265 



2. 
Dreiecke zu bilden, deren Seiten und Höhen rationale 

Verhältnisse haben. 
Man bilde nach der vorigen Aufgabe zwei rechtwinklige 

Dreiecke, deren Seiten rationale Verhältnisse haben, multipli-
cire in beiden Dreiecken die eine Kathete mit solchen Zahlen, 
wodurch sie einander gleich werden, und verbinde dann die 
andre Kathete durch Addition und Subtraction. 

Z. B. Man nimmt aus der vorigen Tafel die beiden ersten 
Dreiecke 3 , 4, 5 und 5, 12, 13 

Seiten 
Grundlinie 

3, 4, 5 
5, 12, 13 

15, 20, 25 
15, 36, 39 

Höhe 15 
25, 39 

16 oder 56 

3, 4, 5 
12, 5, 13 
12, 16, 20 
12, 5, 13 

Höhe 12 
20, 13 

11 oder 21 

4, 3, 5 
5, 12, 13 

20, 15,-25 
20, 48, 52 

Höhe 20 
25, 52 

33 oder 63 

4 , 3 , 5 
12, 5, 13 
12, 9, 15 
12, 5, 13 
Höhe 12 

15, 13 
4 oder 14 

Wenn die Seiten und eine Höhe rational sind, so sind 
auch (III. 8.) die andern beiden Höhen rational. Das Drei
eck, dessen Höhe 12, Grundlinie 14, Seiten 13, 15 sind, ist 
dadurch bemerkenswerth, dass es schon in den ältesten Zei
ten von den Indern, Griechen, Arabern u. s. w. als Beispiel 
angewendet worden ist (Chasles Geschichte der Geometrie, 
Leipzig 1839. 484). 

Für zwei grade Linien, 
welche ein irrationales Ver-
hältniss (II. 50.) zu einan
der haben, deren Quadrate 
aber in rationalem Verhält
nisse stehen, genäherte Zahl-
Verhältnisse zu finden; oder 
die Quadratwurzel geome
trisch auszuziehen. 

Man nehme alle Linien 
als durch eine gemeinschaft
liche Linieneinheit gemessen an, 
so dass alle Linien als Zahlen 9 c e А 
oder Verhältnisse vorgestellt werden. Die Zahl, ans 
die Quadratwurzel ausgezogen werden soll, sey A. 

Л 

welcher 
Man 
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beschreibe einen Halbkreis, dessen Halbmesser die gesuchte 
Quadratwurzel sey, also ab2 «===» е е 2 = af% =» A. Man 
nehme als ersten genäherten Werth ad = B, so dass B2 

kleiner als A, aber grösser als \A sey, also ad^> bd. Man 
errichte in d auf ab eine senkrechte Linie df bis an den 
Halbkreis, so ist df « « / 2 — ad* P=* Л — ß 2 = #. 
Da v4 und / i gegeben sind, so ist auch df2 ----- / i gegeben. 
Nimmt man nun auf а с einen Punct g an, zieht gf\ und 
darauf/Ä senkrecht, so ist (III. 56.) dg-dh =» d/21=» /?, 

also Ö*Ä ===» —-, und дА C=J a«? + a*A =3 /? -{- —-. Die 
dg dg_ 

ser Werth von ah ist ein genäherter Werth der j/л. Man 
kann damit anfangen ag = В zu setzen, dann ist e*g == 2 B. 
Den hieraus gefundenen Werth von ah nimmt man als neuen 
Werth von a g an, findet hieraus einen folgenden Werth von 
ah n. s. w. Auf diese Weise nähert man sich der gesuchten 
tfÄ immer mehr. Denn da cd-db = s df\ und gd.dh 

=3 df\ so ist cd' db =* sd ' dh, also ~ ----- — , also —-
ih bh dh bd , c d , d , A cd 

C=J -—, also — ----- — - = = - — . Da aber nach der Voraus-
dh cg cd gd 

setzung bd < ad, so ist um so mehr bd < gd, also bh 
<C cg. Folglich ah näher als ag dem Werth von ab =s yA. 
Wenn ag < /^4, so ist ah ^> yA, und umgekehrt. Die 
gefundenen Quadratwurzeln sind also abwechselnd zu gross 
und zu klein. 

1. Beispiel. Das Verhältniss der Diago^dlinie eines Qua
drats zur Seite oder У2 zu finden (IT. 44.). Hier ist A «== 2; 
man setze В ----» I , so ist jß = 1. Setzt man </g =3 2 ß 

3 3 
----- 2 , so ist ah =3 14 <---» —. Setzt man a g «==J —, so 
ist ah = l \ «= —. Setzt man ag = —, so ist ah= lfV 

17 ^ 5 17 . x
 5

 T l f „ 41 
= j2 ' Setzt man a g = — , so ist ah — 1|£ «==J ^ 

^ „ , / - 1 3 7 17 41 99 
" - ' ' 7 . v « Schema ist |/2 = - , - , y , - , - , - , 
— , — (11. 50.). 
169' 408 V J 

Jeder Zähler und Nenner wird also gefunden, indem man 
den nächstvorhergehenden mit 2 multiplicirt, und den vor
vorhergehenden hinzu addirt. Dieses lässt sich allgemein 



beweisen. Es sey^gr -=--, yr, ad === В, so ist dg = ZJ -f-

5 # 0 + С ,, RD L „ t RD 
9 dh ----- тггг—r"77f е л *===• " + O Z> ' BD + CJ ' BD + С 

B*.D + RD + RC E 
BD+C F 

Da Л = B* -f R, so ist £ « , ЛВ + ВС, F --. 
M t а E • v L G . 

WeDii nun ag ===» ^ , und hieraus «A «==» -^j, so ist 
ebenso G ==. ^ F + J»JB-, Я = ÄF -f £ , 
also G = ABD+ AC + BE*=*B (Я — ЯС) + AC + BE, 
also G = 2 B F + ÄC, 
H =* BF + E ===== # F + Л 0 " + # C ----- # F + AD + 

» ( F —BD), 
also Я * 4 2 # F + R: D. 

2. Beispiel. In einem gleichseitigen Dreieck das Verhält-
niss der Höhe zur halben Grundlinie, oder yS zu finden (II. 
17.). Hier ist А = 3; man setze В '==== 1, so ist Ä *= 2. 

4 
Setzt man zuerst dg *=*= 2 K ----- 2, so ist aA c==» 2 ----- —. 

4 . •••• 10 ^ 10 
hetzt man as = —, so ist «K-----^. Setzt m a n « ? ----- -—, 

28 , , - 1 4 10 28 76 208 
«t «Ä « - . also / 3 ----- - , T . f _ , ^ , - , — , 

568 1552 , - ! i l L ü ? ! H ? ! 
328' 896 ' ° d e r Y* — T ' T ' ¥ ' Г ' H ' 15 ' 4 1 ' 56' 

3. Beispiel. Im Quadrat (III. 61.) das Verhältnis der 
halbirenden Diagonallinie zur halben Seite, oder yb zu finden. 
Hier ist А = 5, В =-=» 2, /i ----- 1 Setzt щап zuerst dg 

9 9 
=5 2В = . 4, so ist ah -== — . Setzt man ag ----- —-, so 

4 4 
38 / - 2 9 38 161 682 2889 

i s t « Ä « n i L S . w . ^5 ----- - , ^ , - , — , — , ^ ^ . 

4. 
Aus den Seiten eines Dreiecks einen Ausdruck für den 

Flacheninhalt desselben zu finden (III. 8.). 
Erste Auflösung. Das Dreieck sey abc. Man beschreibe 

aus b, с mit den Halbmessern ba, а с Halbkreise, welche 

so 



die verlängerte 
Grundlinie bc 
i n / , g, und Ä, 
к schneiden, so 
ist, wenn man / 
die Höhe ad f 
fallt (III. 5s.) 
ad1 s=*fd'dg 
und ad*e=* hd * dk, also fd. dg 

fd 
hd-dk, also —-

dk 

also -— == — . also -— 
/k hg' hd 

fd fh.fk 

fk , fd 
'JS?aIso7* 

/ * 

fk - Äff' 

* 

hd 

dg" 

also 

fk — h8 t ds dk , 6 5 
Da / « ? . dg ~ hd - dk, so ist auch ^ = — , also 

^ a l s o ^ = ^ . also ^ 
/Л:' dk fk* gk 

hd 
hg 

hg >gk 
fk - hg 

Setzt man nun ab -\- bc + с а 

fd' — hg 

, also dg = 

_ ___ 2 F , so 
fk~~hg ' 
i s t/Л = ab + £c -г- ca = * 2 5 — 2ca,fk e=* ab + 
bc + ел = 2Ä, Ag e a i + ca - flc = 2Ä — 2Äc, 
gifc ; = ca + bc — ab = 2 S — 2a&,/J fc-~Ag = 2öe. 
Al л і «. 6 ( 6 - 0 « ) (S — * * ) ( £ — * c ) 
Also / a «=» 2 . —:—— , d e = 2 . • 

^ bc bc 
Bezeichnet man den Inhalt des Dreiecks durch F, so ist F 
== ibc • ad, ad* =s fd • dg, also 

Zweite Auflösung. Man 
beschreibe aus £ mit dem ,.•' ' - . . « . . ' ' . 
Halbmesser öa einen Halb- / . •*/ ;^чч "° 
kreis, welcher die Seite bc -* Ä -̂  ^ 
in /*, g schneidet, so ist*: 
[_ fag =* R. Man zieheJ * 9 c 

b 0 «=̂  gm <«N / a , £ я <=* oi <?̂  ga, so ist A abc *= 

abgo = з öoin s=a öo-ap. ap со Aber -— -^- — , also bo - ap 
bp bo r 

= со • bp, also £ o 2 . ap% =-̂ a b 0 • bp > со • ap, also /S. abc 

/ c * — ca* «--, / 7 2 — a/*, ca* — c g 1 = c/* — cm2. 
Aber (III. 7 Л fc% — c a ' => (/с + ca) (fc — c a ) =» 4 S 

(S — ca) 



саг— c g 2 = = (ca -f- cg) (ca — cg) t=j 4(S—ад) (& — £c), 
fl2 — л/ 2 = , (fl + «/) (/•/ — al) ==== 4öo . Ap, 

cl2 — cm2 s=3 ( c / -}- cw) ( c / — сгл) === 4 * со • a/>, 
also bo » bp t=a £ (S — с a), с о . ajp c=t (S — а й) (S — öe), 
also F ==3 }/S(S — ca) . / ( ^ ' — «H) (S—~ 6c). 

Beispiel. Es sey ab ----- 25 , i c = 56, ca == 39, 
so ist 2K ----- 120, £ -=» 60, F — c» ------ 2 1 , F — ab 
----- 35, F — ^ ------ 4, F 2 = 6 0 . 2 1 . 35 . 4 ----- 4 * . 7 2 . 1 5 2 , 
also F t=n 4 . 7 . 15 - = 420. 

5. 
An einem Dreieck ist der Durch

messer des umschriebenen Kreises gleich 
dem Product der drei Seiten, dividirt 
durch den doppelten Inhalt des Dreiecks. 

Da [_ adb ----- e c / = s / J , j^ abd 
----- afcy so ist A adb <XJ acf, also 
a</ ac . „. ab • ca 
~— ----- —-, also af «==» D t=j 
«b af 

. _. «Ä • bc * ca 
Oder D s=a 

ab * bc * ca 

bc . ad 2 F 
Beispiel. Es sey «H ----- 25 , so-- - - 6 3 , c a = 52, 

SO ist S ----- 70, F — ca ----- 18, S •— ao =* 4 5 , H — 
bct=*l, F2===.70 . 1 8 . 4 5 . 7 ==» 7* . 9 * . 10% F = 630, 
, ^ 2 5 . 6 3 . 5 2 

also D ----- — — — — ----- 65. 
2 . 630 

6. 
An einem Dreieck ist der Halb

messer des eingeschriebenen Krei
ses gleich dem Inhalt des Dreiecks, 
dividirt durch den halben Umfang 
desselben. 

A abm ----- ^ab . mg 
\ab . r , A bcm -
«=» y i c - r , А с am ----- ̂ c » . mf b 
------ 4 С Л • r •> А а £ л* + 5cm -\- с am •=• ab с 

\ab -|" 4-Äc-J- { C J Ö S J also F = Ä • r , oder r 

4-ÄC • md 

F, 

S 
Beispiel. Es sey ab ==> 16, bc 

ist 6 - - -64 , S — abt=* 48, F — Äc 

also F 2 == 64 . 48 . 48, F = . 8 . 48 = 384, » 

60, ca ----- 52, so 
4, S —- ca = 12, 

384 

64 
= 6. 
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7. 
An einem Dreiecke 

sind die Abstände der 
Berührungspuncle des 
äussern eingeschriebe
nen Kreises gleich dem 
halben Umfange des 
Dreiecks, und die Ab
stände der Berührungs-
puncle des innern ein
geschriebenen Kreises 
gleich dem halben Um
fange weniger der ge
genüberliegenden Seite.ъ i с д 

Wenn der äussere eingeschriebene Kreis n die Seiten 
bc, ca, ab in h, Ar, l berührt, so ist al = ak, Ы = bh, 
ch = ck, bl = ab -f- ah, bh = r bc -f- ch, also 2 ö / 
= 2ÄÄ = «Д -f- £<? + ah + c& = ab + bc 4- c a 
a=a 2 S , also H = £Ä = S, CÄ = ch = ЙЛ — £c = 
S — bc, al = ah = 61 — ab = S — ab. 

Wenn der innere eingeschriebene Kreis m die Seiten bc, 
ab in d, f, g berührt, so ist e / = ffg, s g = 6d, 

cd — c/ , ag = ab — bd, af == ac — cd, also 2 л / 
— 2 a g = «Ä + ca — bd — cd = ab -\- ca — bc 
=z ab + bc + ca — 2bc — 2 F — 2£c , also Ö / = 
« 3 ^ ^ — bc. Ebenso 6g =z bd = S — ca, cd 

ca, 

= cf S — ab. 

8. 
Wenn man von der Spitze 

eines Dreiecks eine senkrechte Dia
gonallinie auf die Grundlinie zieht, 
so ist die Summe der Quadrate , 
der Nebenseiten des spitzen Win
kels grösser, als das Quadrat der 4 
Gegenseite, um das doppelte Pro-
duct oder Rechteck der Grundlinie 
mit dem Abschnitt, welcher dem 
Winkel anliegt. 

асг =+ad2 + cd2, ab2 

— ad2 -j- bd2, also ac2 — ab2 

= cd2 — bd2, also bc2 + ca" 9 



10 

— ab2 = bc2 + cd2 — bd* = g/mk -^ cdlm -{- mlhf 
— Vgfmlc = 2 Ä c oli und ö e ' - j - a ö ' — ca2 = ö e ' 
- j - He/- — cd1 = Hom/? + klhg + bdlk = 2 А с л * 
e s 26o . öck. 

Beispiel. Es sey а6 = 25, bc = 56, oa --- 39, so 
ist a£* = 625, bc2 = 3136, ca2 = 1521, also H<?' 
-H o a ' — a ö ' = 4032, ab2 - j - ö o ' — o a ' = 2240, 
also 2 ö o o t i = 4032, 2bcbd= 2240, hieraus c < / = 3 6 , 
sck — 20, o<i' — 1296, bd% = 400, also ad2 ==> 1521 
— 1296 — 625 — 400 = 225. Aus beiden folgt ad 
= 15, F = 420. 

а 
9. 

Wenn man von der Spitze eines 
Dreiecks eine senkrechte Diagonal
linie auf die verlängerte Grundlinie 
zieht, so ist die Summe der Quadrate 
der Nebenseiten des stumpfen Win-
hels kleiner, als das Quadrat der 
Gegenseite, um das doppelte Product 
oder Rechteck der Grundlinie mit dem 
Abschnitt, welcher dem Winkel an- , _̂  
liegt. h В f 

ca* = ad2 + cd2, ab2 = ad2 + bd2, 
ca2 — ab2 = cd2 — bd2

t 

ca2 — ab2 — bc2 = cd2 — s i i ' — bc2 « bcmk 
+ bdhg — 2 b c m k = 2 s o . bd. 

Beispiel, Es sey oa = 56, 06 = 25, £<? = 39, 
also ca2 = 3136, ab2 = 625, bc2 — 1521, also o a ' 
— ab2 — bc2 = 3136 — 625 — 1521 = 990, also 
Ibcbd = 990, also bd = 12 т \, o<i = 5 1 T

9

r , bd2 = 
1 6 1 ^ , cd2 — 2 6 7 2 ^ , ack' = 3136 — 2 6 7 2 ^ 
= 625 — 161 ,У = 4 6 3 ; ^ , also ad ---- 21TV F = 420. 

Anmerkung. Die Figur dieses Satzes iet der Figur des 
vorigen Satzes со геШі . Der Punct d liegt in der voriges 
Figur in der Richtung von b nach 0, in dieser Figur in der 
Richtung von 0 nach b, also in der entgegengesetzten Rich
tung. Man erhält also die Gleichung dieses Satzes, wenn 
man in der Gleichung des vorigen Satzes bd negativ nimmt 
Die Gleichung des vorigen Satzes war bc2 + ab2 —r ca* 
= 2bс • bd. Nimmt man bd negativ, so erhält man bc2 

-J- ab2 — ca2 = —~ 4bc >bd9 und hieraus die Gleichung 
dieses Satzes: ca2 — ab2 — bc2 --- 2K0 . t»<i. 
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10. 
Wenn die Grundlinie eines 

Dreiecks beliebig innerhalb getheilt 
wird, so ist das Quadrat der 
Diagonallinie, wenn man Paral
lellinien mit den Seiten aus dem 
Theilungspunct zieht, gleich der 
Summe der Producte jeder Seite 
mit ihrem Abschnitt, weniger dem * 
Product der Abschnitte der Grundlinie. 

Es sey df <?=* ab, dg ^ ac, ah senkrecht 
so ist (V. 8. 9 ) in den Dreiecken adb, ade, ad2 

— bd2 + 2bd-dh, ad2 --- ac2 — cd2 — Zcd-dh. 
Man eliminirt das Product, in welchem dh vorkommt, indem 
man die erste Gleichung mit с d, die andere mit b d multiph-
cirt und dann addirt: 
ad2 »cd — ab2 . cd — bd2 

ad% * bd = ac2 • bd — cd2 

also ad2 . bc s= ab2 »cd + 

also ad2 = ab2 • — + ac2 

auf bc, 
= ab* 

cd -\* %ld • cd • dh, 
bd — led . bd . dh, 

-bd — bd • cd • bc) 

bc 

ac* 
bd 

' bb 
cd bd , ca as 

aber — = —— 
bc ab bc 

also ad2 = ab 

Beispiel. 

af 
ac9 

ag + ac 

Es sey ab 

af 

— bd* cd, 

bd • сd. 

s= 25, «0 = 39, bc = 56, 
Ы 3 9 . 2 l 

£o* = 21, cd = 35, so ist af-=ac 

ag ao • —- =s 

5 7 0 | , 

25 . 35 öo 
— 1 * S 

1 0 T ) 56 
dd . cd = 735, «o . af= 

a d = 15,0333. 
Andrer Beweis. Man be

schreibe um das A ß i c einen 
Kreis, welcher von der Diago
nallinie ad in к geschnitten wird. 
Man ziehe die Sehnen bl <?=* cn 
<^ ad, verbinde bn, cl, welche 
die ad in о, p schneiden, falle 
vom Mittelpunct m auf diese par
allelen Sehnen die Senkrechte 
srmt, so istлг = kr, Is = bs, 
nt = ct. Da (III. 38.) I blc 

= 144, 
56 T > 

ab . ag = 390-J, 

also a d 2 = 226, 
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= bnc, / bnc = Ibn, so ist, wenn cl, bn einander in q 
schneiden £ blq = Ibq, also sind die Dreiecke qbl, qop, 
qnc gleichschenklig, also geht srmt durch q, also pr= or. 
Also ap = ко = а к — ao = ad -\- dk — ao, 
also ao + ap — dk = ad, 
also ad2 = ad - ao + ad » ap — ad • dk. 
Aber ^ «ÄW — aen = cad = «</g, also (Ш. 42.) 6<iog 
ein Kreis viereck, also (III. 5 2 . ) e r f - a o = a £ . ag. 

Ferner [_ ad = abl = bak z= adf, also (III. 42.) 
cdpf ein Kreis viereck, also (III. 52.) ad • ap — е е . a/. 
Auch ist (III. 54.) ad * dk = bd • cd. 
Also a d 2 = ab • a g + a c • a/1 — öck » ed.; 

11. 

Wenn die Grundlinie eines 
Dreiecks beliebig ausserhalb ge~ 
theilt wird, so ist das Quadrat 
der Diagonallinie, wenn man 
von dem Theüungspunct Par
allellinien mit den Seiten zieht, 
gleich dem Unterschied der Pro-
duete jeder Seite mit ihrem Ab
schnitte, nebst dem Product der й h «' ; 
Abschnitte der Grundlinie. . : 

In den Dreiecken adb, *'••;'-
adc ist J 

ad2 = ab2 — bd2 + ^bd - dh, 
ad2 = ac2 -— cd2 + ^cd • dh, 
also ad2 * cd = ab2 . cd — bd2 . cd + 1bd * cd - dh, 

ad2 • bd = ac2 - bd — cd2 » bd -{• %bd . cd - dh, 
also ad2 • #c = ac2 • bd — ab7 « cd + bd.cd * 6c, 

i , , n b d ,« 6<? . , , , 
also «rf2 = a c * .-— — Ö Ö 2 . — + bd • cd, 

bc bc 
bd af cd as 

aber — = — , - - = -s, 
bc ac bc ab 

also ad2 = я с * af — ab • ag -j- bd • cd. 
Anmerkung. Die Figur dieses Satzes ist der Figur des 

vorigen Satzes correlativ. Der Punct d liegt in der vorigen 
Figur in der Richtung von с nach b, in dieser Figur in der 
entgegengesetzten Richtung von b nach c; der Punct g in 
der vorigen von a nach b, in dieser von Ъ nach a. Man 
erhält also die Gleichung dieses Satzes aus der Gleichung des 
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vorigen, indem man den positiven Abschnitt ag negativ, und 
den negativen Abschnitt cd positiv nimmt. 

Beispiel. Es sey ab = 25, а с = 39, öo — 56, 

cd = 35, bd = 91, so ist af = 
ab • cd bc — 63i> Äg = 

bc 
bd . eck 

= 15-jj-, ac . « / =r 2471£, aö . « ^ - - 390 | , 

— 3185, ad2 = 5266, eck = 72,5672. 

12. 
Das Quadrat der Diagonal-

linie, welche die Grundlinie eines 
Dreiecks in die Hälfte theilt, ist 
gleich der halben Summe der Qua-
drate der Seiten, weniger dem b 
Quadrat der halben Grundlinie, 

Da bd = \bc, so ist auch ag = \лЬ, af e==!l ? « e , 
also (V. 10.) ad2 = £ a £ 2 + * « c 2 — bd*. 
Oder (V. 8. 9.) ad2 = ab2 — bd2 + 2bd-dh, 

ad1 = ac2 — ock2 — 2ock. dh, 
bd = eck, also 2ack2 => ab2 + ac2 — 2öck2, 

eck2 c=« ^ab2 - j - ? « o ^ — sck2. 

Beispiel. Es sey a£ ==> 60, bc s=a 56, а с = * 52, 
also bd*=* cd— 28, so ist { « P « 1800, 4 « c 2 = 1352, 
Ärf4 =* 784, also ack2 --- 2368, ad = 48,66209. 

13. 
Der Abstand des Schwerpuncts 

eines Dreiecks von der Ecke ist •§-
der Diagonallinie. 

Wenn man bc, ca, ab in d, f, 
g halbirt, so ist df я ^ ab, fg ^> 
bc, gd <^ ca. V/enn ad, bf ein- д 

— , Д /cko o*> abc, also — 
»г »/ 

ander in m schneiden, so ist Д dmf 
am 

r*o amb, also -— 
о dm 

= — , also rim == 2 ckm, also anw == Jack. Wenn 

cg einander in n schneiden, so ist A dng cvj anc, 
an а с ж . . . , ас £ с 2 

' c~d 
ad, 

also 

-7- = -j-,* Д g£</ oo abc, PISO -— = — 
« « ckg ckß sck 

= — , also 
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an *=* 2dn, also an ----» } « d , also a n ----- a m , d. b. die 
Durchschnittspuncte von ad, dfund ad, сg fallen zusammen. 
Also durchschneiden ad, bf, cg einander in einem Punct, 
welcher der Schwerpunct heisst, und es ist am = \ad, 
bm ==j \bf, cm =» %cg. 

14. 

Wenn in der Eben« 
eines Dreiecks durch den 
Schwerpunct eine beliebige 
grade Linie gezogen wird, 
und von den Ecken auf 
dieselbe senkrechte Linien 
gefällt werden, so ist die 
Summe der beiden kleinern Ordinaten oder Abscissen gleich 
der grössern. 

Es sey bd =» cd, am «----, }ad, also m der Schwer
punct. Man fälle die senkrechten Linien oder Ordinaten ak, 
bl, cn9 do, so ist lo «----» õn, also Ы -\- cn ----- 2 J o , mn 
— ml ----- 2wo. Aber am ----- 2dm, also ak ==» 2efo, mk 
== 2 wo, also oi + с л ^ а к für die Ordinaten, mn — 
ml =3 mk, oder «i/ + mk = mn, für die Abscissen, in 
Beziehung auf den Schwerpunct genommen. 

15. 

In einem Dreieck ist die 
Summe der Quadrate der Abstände 
des Schwerpuncts von den Ecken 
ein Minimum, d. h. kleiner als 
die Summe der Quadrate der Ab ~ 
stände jedes andern in dieser Ebene 
befindlichen Puncts von den Ecken. 

Es sey m der Schwerpunct, p ein beliebiger Punct in 
der Ebene des A abc; die grade Linie mp sey gezogen, und 
darauf die Senkrechten ak, bl, cn gefället, so ist (V. 9. 9.) 

paz —--- та2 -\- mp2 — 2mp . mк 
p b2 t=t mb2 + mP7 — 2 mp . m l 
pc2 £=i mc2 -j~ mp 2 •+• 2mp • mn. 

Da aber (V. 14.) mk -f- ml — mn =» o, so ist раг -\-
pb2 -f- pc2 t=s ma2 -j- mb2 -j- mc7 -f" 3«n/»'. 
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\bc7; aus gleichem Grunde 
г 

\ab 

16. 
in einem Dreieck ist die 

Summe der Quadrate der Ab
itande des Schwerpuncts von den 
Ecken der dritte Theil von der 
Summe der Quadrate der Seiten. 

(V. 12.) ad2 ----- \ab2 + 
\.ca2 •—\bc2, aber ma = £ad, 
also та2 t=> %ab2 -fr- %ca2 

mb2
 R=3 %ab2 + \bc2 — \ca2, mc2 ----- %bc2 -f 

} c e l — bab2, also та2 + mb2 -j- mc2 «-* * « A » 

+ і ^ с э -f- i ca 2 . 
17. 

Die vo» ckn Ecken eines Drei
ecks auf die Gegenseiten senkrecht 
gezogenen Diagonallinien durch
schneiden einander in einem Punct, 
und die Abschnitte an jeder Ecke 
verhalten sich umgekehrt wie die & 
anliegenden Seiten. 

ES seyen auf die Seiten bc, 
ca> ab die Diagonallinien ad, bf9 

cg senkrecht gefällt, so ist Л baf 
^> cag, A abd rv> cbg, Л bcf 
_ j l af ab be bc ™ aed, also —----- — , - ~ = s — , 
cd __ca a8 ca bd ab 

cf bc 
Wenn bf, cg einander in m schneiden, so ist wegen 

der rechten Winkel / , g (III. 42.) afmg ein Kreisviereck, 
also ^ gam ==a gfm. Wegen der regten Winkel/, g ist 
auch bgfc ein Kreisviereck, also ^ gfb = geb. Also ist 
auch l_gam = geb. Wenn also am die bc in A schneidet, 
so ist [_bah-= geb; aber auch [^ abh = cbg, also j^ h 
= g = R. Also ist аA auf bc senkrecht. Aber auch ad 
auf bc senkrecht. Also fallen die Linien ah, ad zusammen, 
d. h. die senkrechte Linie a d geht durch m. 

Zweiler Beweis, Wenn bf, cg einander in m schneiden, 
m / _ mg af _,__ „ af . cf so ist — -̂ = 
cf 

m8 af , >. 
^ » ^ also « / V 

Wenn ö / . 

а J einander in n schneiden, so ist — - - — = — % also 
af bd bf 
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nf = — — — , also nf — mf, d. h. die Puncte nt, n fallen 

zusammen, also ad, bf, cg schneiden einander in т. 

-.. f 

18. 
Im freien Felde auf eine ge

gebene grade Linie eine senkrechte 
grade Linie zu ziehen (III. 37.). 

Die gegebene grade Linie sey 6 c. / ' ..•*'/\ 
Man nehme auf derselben zwei belie- /̂*V/l;iw / 
bige Stücke hb = hc von beliebiger / . ' ! . . " / . . . -. 
Länge. Man ziehe aus h grade Li-K^ '-—-^ '^-^ с 
nien hf, hg nach beliebiger Richtung, * 
und mache hfz=z hg == hb = hc. Man verbinde bg, cg, 
bf cf, so sind (III. 35.) £ bgc = bfc = JR. Verlängert 
man also bg, cf bis zu ihrem Durchschnitt in a, und verbin
det man diesen Punct mit dem Puncte m9 in welchem bf, 
cg einander schneiden, so ist (V. 17.) die grade Linie amd 
auf bc senkrecht. 

19.' 
Die beiden Dia

gonallinien, welche 
den innern und äus
sern Winkel eines 
Dreiecks in die Hälfte 
theilen, schneiden die 
Grundlinie im Ver-
hultniss der Neben-* 
seilen. 

Im Dreieck abc sey <^r innere Winkel bac durch ad, 
der äussere Winkel bag durch af in die Hälfte getheilt, so 
ist [_ daf = R. Man ziehe bg <я^ ad, bh <^s af, so 
ist auch 21 gbh = R, also (III. 36.) ag = ah = ab, 

bd ag ab ö/ ah ab 
cd а с ас cf ас ас 

20. 

Das Quadrat der Diagonallinie, welche den Winkel 
eines Dreiecks in die Hälfte theilt, ist gleich dem Unter
schied zwischen dem Rechteck der Nebenseilen und dem 
Rechleck de>' Abschnitte der Grundlinie. 
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Erster Beweis. Man 
beschreibe um das А 
abc einen Kreis, errichte 
auf bc den senkrechten 
Durchmesser pq, ver
binde ap, aq, so ist 
[^ bap = bpq = cqp 
= с ap, also theilt ap 
den innern Winkel bac, * . .-. • - .- .• 
und aq den äussern Win- ' . ' . ; . . . - ' . . ' ' 
kel in die Haltte. Die '•••...?#•••' 
graden Linien ap, aq schneiden die Grundlinie in d und f, 

und es ist A abd f v apc, A abf oo äge, also — = — , 
ab aq ad ac 

—_ — — ^ , oder ab * ac = ad > ap = af» aq. Hieraus folgt: 
af ac 
ab • ac = ad2 + ad » dp z= ad2 + H</ . dc, ^ 
ab ' ac = af*fq — af1 = bf.fc — e / 2 , 
also ad2 = ab - ac — bd * de, af1 = bf »fc — ab . ac. 

Zweiter Beweis. Ziehe ' 
dr t=b ft <?^ ab, ds <?=ъ fu \ 
<?=ь ac, so ist ar = as, at • 
= au, also 

as 
,— 
ac 
ar 

ab 
au 

ac 
at 

ab 

—• 

— 

ar 
• — • 

ac 
as 

ab 
at 

ac 
au 

ab 
—-

bd 
— , 
Ьс 
cd 

bc' 

bf 
bc' 
fc 
bc 

as ar at 
= -—. Hieraus 1 -z=l,— 

а с ab ab 

au 
ac 
ab . au Also ah • as -f- ac » ar = ab • ac, ac • at 

=z ab • ac. 
Nun ist allgemein (V. 10. 11.) 

ad2 = ab • as -f- ac • ar — bd • cd, 
af2 = ab • au — ac • at -f~ bf • cf, 

also ad2 = ab • ac — od. cd, af2 = bf» cf — ab • ac. 
Diese Ausdrücke lassen sich noch weiter so umbilden, 

dass bloss die Seiten des Dreiecks darin vorkommen. Nämlich: 

bd = 
bc . ab 

ac - j - ab' 
Paucker Geometrie. II. 

cd = -
Ьс . ac 

ac + ab 
bf = 

Ьс . ab 

а с — ab 
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be . ас 

ас — ab 
be2 * ab - ас 

, also ad2
 — ab -ас 

be2 * ab » ас 

(ab 4" а с)2 

« 6 . л с. Oder wenn aö - j - 6<? 
(а с — ab)2 

+ ca ^= 2S, so ist (III. 7.) 
^ 4ab-ac-S(S — be) ^ 4ab*ac(S—ab) (S — ac) 

ad2 — : . _ „ , af2z= v ' v 7 

( a c -f- ab) (ac — ab) 

S 

Beispiel. Es sey (V. G.) ab =^z Iß, a<? = 5 2 , be 
6 0 , so ist F = 6 4 , S — ab = s 4 8 , & — £c = 4, 

4 . 16 . 52 . 64 . 4 
a<? — 12, aci 

af2 = 
4 . 16 . 52 . 48 . 12 

64 
36 . 36 

68 . 68 
1479-J., 

32 / — 

— 184
То
ф,, 

45922. ad = -~ |/l3 = 13,57385, « / = ~ j/l3 = 38, 

21. 
ylMS den Seiten eines 

Dreiecks die Abstände 
der Mittelpuncte des in
nern und der äussern 
eingeschriebenen Kreise 
von den Ecken des Drei
ecks zu finden. 

Wenn man die drei 
innern Winkel des Drei
ecks in die Hüllte theilt, 
so schneiden die (heilen
den Linien einander in 
dem Mittelpuncte m des 
innern eingeschriebenen 
Kreises. Theilt man ei
nen innern und zwei äus
sere Winkel in die Hälfte, 
so schneiden die theilendcn Linien einander in den Mittel-
puneten n, o, p der äussern eingeschriebenen Kreise. Die 
Diagonallinien an, bo, cp sind auf den Seiten des Д пор 
senkrecht (V. 17.). 

Wenn die Diagonallinie ad den innern Winkel а in die 
Hälfte theilt, und a b + be -f- с а = "2S, so ist (V. 20.) 

,_ 4 a b • с а . S (S — be) 
ad* = -. 

(ca -j- ab)2 

n 
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Wenn in dem Д abd die Diagonallinie 6 m den /_ abd 
in die Hälfte theilt, so ist (V. 19.) 
am ab am ab ab bd ab bd 

dm bd* ad ab -f- bd9 ca cd9 ca -f- ab bc9 

ab ca + ab ab ca + ab 

bd bc ' ab + bd ab - j - bc -+• c a ' 
e w ca 4- «# , . ca • ab (S — bc) 

also _ _ — — , also am2 = , 
ad 2 А л 

. n ab . bc (S—ее) л bc • c a ( # — Ö Ä ) 
ebenso bm2 ~ ^ -, cm2 = b- -. 

Wenn die Linie ap den äussern Winkel a in die Hälfte 
theilt, und in к die Grundlinie bc schneidet, so ist (V. 20.) 

, _ 4ab • ac (S — ab) (S — e c ) 
ah2 = — . 

(ac — ab)2 

Wenn in dem A abh die Diagonallinie bp den [_ abh 

in die Hälfte theilt, so ist (V. 19.) ^ = % Ц- = a b kp bh9 ah ab -f- bh9 

ab bh ab bh ab с а — ab ab 

сa cli9 ca — ab bc9 bh bc ' ab -J- bh 
ca — ab л ap ca — ab , 

—' — , also - ^ =s л t L1 —, also ap2 

bc + ca — ab9 ah 2 ( 6 — ab)' 
ca • ab (S — ca) , , n ab • bc (S — bc) 

— n —7 , ebenso bp2 — == -. 
Ä — ab * А — ab 

Wenn die Diagonallinie cg den innern Winkel с in die 
Ч-1Л. л -u - х / т г п л ч о 4bc'Ca>S(S — ab) 

Hälfte theilt, so ist (V. 20.) c # ? = ^- -. 
' ч J 6 (bc + ca)2 

Wenn an dem Dreieck cbg die Linie bp den äussern 
/ b in die Hälfte theilt, so ist (V. 10.) SE ~- І1 CJL 

SP õg CS 
bc bc bg bc bg bc bc-\-ca bc — bg ca ag bc -f- сa ab9 bg ab ' 

bc bc-\-ca , cp bc -f- ca 
— . -, also -- = ,, ,.. —, also bc—bg bc-{• ca — ab cg 2 (ß— ab)9 

bc • ca * S 
' S-ab 

Auf gleiche Weise ergiebt sich für den Mittelpunct ,o: 
, с а • ab (S — ab) 6 c . с a (S — bc) 

ao2 = , со2 = ^ — , 
Л — с а л — ca 

ab • bc • S 
bu2 = -r; , 

л — с а 
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und für den Mittelpunct n: 
, . ab < bc (S — ab) _ bc * с a (S — ca) 
и rt , и n , 

А — bc S — oc 
ca • ab • S 

an2 = — 
А — oc 

Hieraus ergeben sich auch noch folgende Gleichungen, 
welche sich leicht aus der Aehnlichkeit der Dreiecke beweisen 
lassen: 

am • an = а о * ap = ba • ас, 
bm . bo = Ьп • bp = ab • s o , 
cm . cp =z cn . со = £c . ca. 

Beispiel. ES sey (V. 6.) «£ = 16, £c = 60, с а 
= 52, also Ä — 64, S — ab = 48 , £ — bc = 4, 
H» — с я = 12, so ist 

am2 — 52, b 2 = 180, cm2 = 2340, 
«»2 __ 13312, bn2 — 11520, cn2 — 9360, 
e o 2 — 3328, bo2 = 5120, co« = 1040, 
ap2 = 208, bp2 — 80, cj» 2 = 4160, 
am = 7,2111, öm = 13,4164, cm = 48,3735, 
an — 115,3776, ön — 107,3312, cn = 96,7471, 
eo — 57,6888, bo = 71,5542, со = 32,2490, 
a p — 14,4222, bp = 8,94427, c/, = 64,4980. 
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22. 
Auf den Seiten 

eines von einer gra-
den Transversallinie 
geschnittenen Drei
ecks ist das Product 
der Verhältnisse der 
wechselnamigen Ab
schnitte gleich Eins. 

Wenn auf den 
Seiten bc, ca,ab die 
Puncte d, f, g in 
grader Linie liegen, 
so ziehe man ch <-̂> 

ab, 

"f 
cf 
"g 

*«r 
<*S 
ig 

as 
dann ist —T> = 

ch 
ch cd , 
— = —, also 
bg bd 

af cd 
— —• . —, oder 

cf bd 
bd cf 

* — » * — ~ % : = : * • • 

cd af 

9 

Es liegt immer entweder ein Durchschnittspunct, oder es 
Hegen drei Durchschnittspuncte auf den verlängerten Seiten. 

Wenn af с die Transversallinie des A gbd ist, so ist 

ba de gf 
bed die Transversallinie des A agf ist, so ist 

ab 

gi 

de 
Wenn 

' fd ' 
tl=l. 
ac 

Wenn agb die Transversallinie des A cdf ist, so ist 

- . - . ^ я 1. 
cb ' fa ' dg 

Wenn man diese drei Gleichungen mit einander multipli 
cirt, und die sich aufhebenden Abschnitte weglässt, so erhält 
man wieder die erste Gleichung. 

23. 
Wenn auf jeder Dreiecksseite ein Punct so liegt, dass 

das Product der Verhältnisse der wechselnamigen Abschnitte 
gleich Eins ist, und die Lage jed*g Puncts der graden Linie 
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entspricht j in welcher die beiden 
andern Puncte liegen, so liegen 
die drei Puncte in grader Linie. 

Es sey auf öe der Punct d, 
auf сa der Punct / , auf ab der 

Punct к so gelegen, dass 

а 

bd ^ = i 
bk 

sey. 
cd af 

Wenn die grade Linie df die Seite ab in g schneidet, 
bd so ist (V. 22.) £ 5 . , 

v bg cd af 
Es wird angenommen, 

dass к eben so liegt wie g, 
d. h. dass к und g entweder 
beide zwischen a und b, oder 
beide auf der verlängerten ab, 
oder beide auf der verlängerten 

ak as 
b a hegen. Da nun —— = —-, 

bk b g 

so folgt aus dieser Proportion , 

im ersten Falle 

°±=x. Also ist —- = 

ag 
ak -f- bk 
ak . , л« as 

_ -, d. h. —- = - a , a8 4" og «ö ab 

im zweiten Falle Ь 
ak — bk 

— " ^ л ь • £* — " 6 
a g — bg ab ib 

ak 
im dritten Falle ag 

£& — «A: Äg — ag* ab ab 
also in allen drei Fällen ak = ag, d. h. die Puncte k, g 
fallen zusammen, also d, f, & in grader Linie. 

24. 
Die Entfernung eines sichtbaren aber nicht erreichba

ren Puncts auf dem Felde durch Messung von fünf graden 
Linien zu finden. 

Dieser Punct sey g. Man stecke zwei grade Linien ba, 
df so ab, dass ihre Verlängerungen in g zusammentreffen. 
Man nehme den Punct с in dem Durchschnitt von bd, af 
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und messe die Linien af, cf, bd, 

cd, ab. D a ( V . 33.) ^ " ^ 
bg cd af 

= I, so Iässt sich das Verhältniss ~ 

berechnen; hieraus und aus der gemes
senen Linie а b ergeben sich die Ent
fernungen ag, bg. 

Beispiel. Es sey nach Schritten 
oder Arschinen gemessen ab = 807, 
bd = 498, cd --- 793, cf = 6 8 5 , ъ 

. ag 498 685 
ft/=391,so18t^W— = 1 , 

a& _ !££ 391 __ 310063 
b^ "~~ 498 • 685 *~ 34M30' 

807 . 310063 
aB — — m ^ i — = 8 0 ^ i , 

4 
9 \ \ 

4 * У 
^ 

\y 
S 

31067 

, öff 310063 
also -~ = 

ab 31067, 
d. h. 5 Werst 554* 

Arschinen. 
25. 

Auf den Seiten eines Drei
ecks, welche durch Diagonal
linien geschnitten werden, die 
in einen Punct der Ebene zu
sammentreffen, ist das Pro-
duct der Verhältnisse der wech-
selnamigen Abschnitte gleich 
Eins. 

Das Dreieck sey abc, die 
Seiten 6c, ca, ab seyen in d, 

/•> 8 s o getheilt, däss die Dia-
gonallinien ad, bf, cg in einen 
Punct m zusammentreffen. Man 
ziehe bh <^> ad bis an cg, 
с к ^ ad bis an bf, so ist 
ag am bd md bc 

bh' bc ck cd 
d с 

Wenn man diese vier Verhältnisse mit 
bh cf с к 
md af am 

einander multiplicirt, so erhält man, da sich alle Glieder 

as, rechts aufheben, die Gleichung —-
bg 

b£ 
c~d af 

Es 
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Hegt immer entweder ein Durchschnittspunct oder es liegen 
alle drei Durchschnittspuncte innerhalb der Seiten des A abc. 

Man erhält ebenso, wenn sich an dem A bmc die Dia-
ii. . л » . . mf bd es 

gonalhnien md, cf, bg in a vereinigen, ~ - . — . —— = 1; 
bf cd mg 

wenn sich an dem A am с die Diagonallinien cd, mf, ag in 
ad mg cf „ ._ . 

b vereinigen, —- . —2. .—_==: i • wenn sich an dem A amb 
md cg af mj „n 

T V и« • . . . met ast 
die Diagonallinien bd, af, mg in с vereinigen, — . —- . 
bf a d °8 

Wenn man diese drei Gleichungen mit einander multipli-
cirt, so erhält man wieder die erste Gleichung. 

Wenn man von den 7 Puncten a, b, c, d, f, g, m 
immer 3, welche ein Dreieck bilden, und 3, welche in grader 
Linie liegen, vergleicht, so ist (V. 22.) aus: 

ag bc dm 
*8 

A abd und cmg-

A «oti und bmf» 

A abf und cmg* 

A cbf und amd» 

A aeg und bmf» 

A beg und amd* 

iL 
af 
ag 

6 3 
bd 
cd 
ab 

ga 
ba 

de 
am 
dm 
bm 

fm 
ca 

gm 
cm 
bd 
cd 

am 
db 
cd 

ac 
fm 
bm 
cf 

cm 
gm 

Wenn man je zwei dieser Gleichungen mit einander mül-
tiplicirt, so erhält man wieder die erste Gleichung. 

26. 
Wenn auf jeder Drehcksseite ein Punct so liegt, dass 

das Product der Verhältnisse der wechselnamigen Abschnitte 
gleich Eins ist, und die Lage jedes Puncts dem Durchschnitt 
der Diagonallinien der beiden andern Puncte entspricht, su 
schneiden die Diagonallinien einander in einem Punct. 

Es sey auf bc der Punct d, auf сa der Punct f, auf 
, , -, , , . ah bd cf 

ab der Punct к so gelegen, dass — . —- . —- = I sey. 
b к cd af 

Wenn nun die Diagonallinien ad, bf einander in m schneiden, 
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und cm die ab in g schneidet, so ist 

(V. 25.) ^ . — - = 1 - A l 3 o i ä t 

Es wird angenommen, 

bg cd af 
ak ag 
bk b g' 
dass к eben so liegt, wie g, d. n. 
dass к und g entweder beide zwischen 
a und 5, oder beide auf der verlän
gerten ab, oder beide auf der verlän-

, , ,. ~ ak ag 
gerten ba liegen. Da nun — = —^, 

ok bg 
so folgt aus dieser Proportion im er-
sten Falle —- = ^——, 

ak + bk ag + bg ak a8. d. h. —- = —-•. im zweiten Falle 
ab ab 

ak 

ak — bk 

ag , d. ь. 4 
ag — bg ab 

ak 
ag 

= ~; im dritten Falle —-
ab bk ak 

—^~, а. ь. a-\ 
bg — ag ab 

a s 
= —Ц, also in allen drei Fällen ak = ag, d, h. die Puncte 

ab 
k, g fallen zusammen, also treffen die Diagönallinien ad, bf, 
с к in einen Punct zusammen. 

27. 
Aus den Seiten eines Dreiecks und den auf zwei Seiten 

gegebenen Abschnitten, die Absc titte auf der dritten Seite, 
die Diagonallinien und Transversallinien zu berechnen. 

Gegeben seyen ab, bc, ca, auf а 
bc die Abschnitte bd, cd, auf сa die 
Abschnitte cf, af. Man verbind? ad, 
bf, welche einander in m schneiden, 
man ziehe om.» welche die Seite ab 
in g schneidet, so ergiebt sich (V. 25.) 

ag 
das Verhältniss —•', hieraus und aus 

bg 
ab finden sich die Abschnitte ag, bg. Nun lassen sich (V. 10. 
11.) die Diagönallinien a d, bf, cg berechnen. Die Gleichungen 
_T . , . . , _ , , . am bm~ cm .. . , . 

(V. 25.) geben die Verhältnisse -—, - r - , — , hieraus in Ver-dm fm gm 
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bindung mit den Diagonallinien ad, bf, cg, die Abschnitte 
am, dm, bm,fm, cm, gm. Nun berechnet man (V. 10.11.) 
dieTransvcrsallinie df als Diagonallinie des A ead oder Ьcf; 
die Transversallinie fg als Diagonallinie des А « £ / oder cag; 
die Transversallinie gd als Diagonallinie des A abd oder bcg. 

Beispiel. Es sey ab -K=S 46, #<? « s 56, c« = 39, 
bd cf =3 18, a / = 2 1 , so ist: 

und hieraus 
- *=* 2000T«T, 

g ==44,72184, 
2287TV, cg 
=. 47,82500, 

24, cd = 32 , 
ag =s 28, £g e= 18, 
ack' P=» 1093, bf* » 
«rf = 33,06055, Й/ «= 
am = 24,17861, «im --- 8,88194, 
£m = 27,83845, fm ---- 19,98655, 
om --- 30,70454, gm ^ 14,01720, 
t i / ' ---- 6 7 7 Ц , / g * = 1 0 6 0 Щ , gd* = 
df/ =» 26,03548, / g = 32,56981, gck = 

28. 
Ля einem ebenen Vierecke ver

halten sich die Abschnitte der Dia
gonallinien oder verlängerten Sei
ten wie die Nebendreiecke. 

Das Viereck sey abcd, die 
Diagonallinien ac, bd schneiden ein
ander in / , die verlängerten Reiten 
ab, cd in g; be, da in Л. Man 
falle ak9 el auf bd, und cm, dna 

auf ab senkrecht, so ist 
f / _ el __ A bed 
af "~~" ak A dab7 

df А с da bg 

274/5, 
16,56214. 

£g 

ebenso 

dh __ 
ah 

bf A e'Äc' 
A Лсд* 
А л£с" 

ag 

А дбс 
' A dab' 
ch А erf« 

A eda' Th ^ ZTdal' 

CM 

А ÄC«/ 

29. 
л» einem Kreisvierecke 

verhalten sich die Abschnitte 
der Diagonallinie и oder ver
längerten Seiten wie die Recht- а 
ecke der Nebenseiten. 

Die Diagonallinien ac, bd 
schneiden einander in / ; die 
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df 
ab 

cd 
Al 
ас 

verlängerten Seiten ab, cd in g; bc, da in h. Da A afd 
. ^ . . df c ? r t X 4 A _ _ _ . . L af 

o^ bfc, so ist - ~ =3 —-. Da A cfd ev> bfa, so ist 
cf о с 

ab . . . . _ .. . . л af da • 
=3 —-. Aus beiden Proportionen folgt: — == - — 

cd * ь cf bc 

Eben so wird bewiesen, dass ~ = ' — , — = — 
df cd • da ag da 

cg bc . ca ch ac »cd dh cd • db 
dg bd . da9 bh ab . bd' ah "~~ ca . ab' 

Sind also zwei Abschnitte einander gleich, so sind auch 
die Rechtecke der Nebenseiten einander gleich. Z. B. wenn 
bf =3 df, so ist ab • bc = cd • da; wenn af = cf so 
ist da • ab = bc • cd. 

30. 
.4« emem Kreisvierecke ist das 

Rechteck der Diagonallinien gleich 
der Summe der Rechtecke der Ge
genseiten. 

Man mache die Sehne а к = 
bc. Wenn ca, dk einander in m 
schneiden, so ist (III. 33.) /adh 
= adm=>bdctlJam=*dac 
= J dbc, [_ adb с=я mdc, £ dba t=a dca =s dein, also 

A dam ы dbc, A dem c**> dba, also — s=3 — 
odf öd a O T hc 

bd • am = bc • da, —— =» —-, oder bd • cm = ab 
cm ab 

aus beiden folgt а с • bd = ab . cd -|- Kc . da. 

31. 

An einem Kreisvierecke verhalten 
sich die Diagonallinien wie die Sum
men der Rechtecke der Nebenseiten. 

Man шасііе die Sehnen ak => bc, 
bl z=i da, so ist auch с к = ab, dl 
s=t ab, cl = dk. Aber (V. 30.) 
ac . dk <= «& • cd + da * с к t=i 
bc * cd •+• da. » ab, bd • c/ == di . 
ÄC + cd • bl =ä ab . ÄC -f- cd • d a , 

a c da ' ab + £c . cd 

oder 

cd,' 

;ilso «5 = aÄ.Äc- f " cd » da 
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32. 
Der Inhalt eines Kreisvierecks 

ist gleich der Quadratwurzel aus 
dem Product von vier Factoren, 
welche dem halben Umfang weni
ger jeder Seite gleich sind. 

Der Durchmesser des Kreises 
sey --- D, so ist (V. 5.) 2 Aacd 

с d 

ab 

da 
~ D 
Ьс . 

а с 

ca 
D 

also 

2 Л abc 

A abc ab • Ьс 
A aed cd 

Inhalt des Kreisvierecks 
ab . bc 

da 

abcd s=j F, so ist 

oder F . а Ь * b с « 

Es sey der 

A abc 

F 
A abc (ab bc 

ab . bc •+• cd • <i«' 
+ c</ • lia). Man fälle cp senkrecht auf ab, so ist 2 . abc 
t=a ab * cp, 4 ( a 3 c ) 2 --- «3* . c ^ , 2 - - - - a 3 2 (bc2 — bp2). 
Aber (III. 7.) bc2 — 3 / , 2 - - (3c -|- 3/>) (3c — 6p), 
also 4 ( л ^ с ) 2 t=« («3 • 3c -f- ab • bp) (ab • öe — ab . 3/>). 
Aber (V. 8.) lab . 3;> t=« ö 3 2 •+- ö e 2 - c e 2 , 
also 2ab - de - j - 4ab • bp ^=t (ab + Ä C ) 2 — c e J , 

lab • bc — lab . bp = c a 2 — («3 — bc)2, 
*\so U(abc)2 =>((ab + bc)2 — с « 2 ) . ( с л 2 — («6 — Ьс)г), 
Aber (V. 30.) Ä c . 3 r f p = » a 3 . c a , + 3c . da, 

a c cia . ab -f* 3c • cd 

bd ab • 3c - j - cd »da* 
(da . «3 -f- bc • cd) (ab * cd -\- bc • «i«) 

also c a 2 n-» Ь 2 — — - — ' ^ -, 
i 3 • bc -\- cd * da 

oder ca2 » (ab < b с -\- cd • da) e=» (da . a 3 -f- bc • cd) 
(ab . cci 4" öe . da) «=: a*«2 * ab • bc •+• ab2 * cd * da 
- j - 3 c 2 . Cii • <ia + с л*2 • ab . 3c --- (cci 2 + da2) 
ab - bc -\- (ab2 + ^ ^ a ) oci. da. 

Addirt und subtrahirt man rechts das Product 2 а 3 • 3 c . 
cd - da, so ist: 
ca2 (ab • bc -\- cd • da) 

= (cd— da) 2 ab • 3c-{-(e3-f-3c) 2 ca*« da, 
oder =л (cd -\- da)2 ab • 3c -f- (ab — 3c) 2 с ei . da. 

Zieht man beide Theile dieser Gleichung von (яЗ + 3 c) 2 

3c + cd ^da) ab, so ist: (ab 
((ab -j- 3c) 1 • ca2) (ab • 3c + °d ' da) \ 

— (cci — da)2) ab . 3c. 
((«3 + 3c) 
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Zieht man aber von beiden Theilen jener Gleichung die 
Grösse (ab — bc)2 (ab • bc + cd - da) ab, so ist: 
(ca2 — (a6 — 6c)2) (ab • 6c -{- cd • da) s=t ((cd + da)"1 

— (a6 — 6с)г) аб • 6c. 
Multiplicirt man beide Ausdrücke, so ist: 

((aö + bc)2 — ca2) (ca2 — (ab — bc)2) (ab-bc + cd-da)2 «= 
((ab + bcf — (cd— da)2) - ((cd - j - da)2— (аб — bc)2) . ab2 - öe2, 
oder 16 (аб с)2 (аб • 6c + cd » da)2 s=s 
((аб + Äc)2 — (eck—lia)2) ((crf + cka)2—(aö — öe)2) . aö ' . 6c\ 
also 16 F 2 = ((«ö + k ) 2 - (ea* — cka)2) . ((cd + da)2 

— (ab — bc)2). 
Wenn nun S der halbe Umfang des Kreisvierecks ist, 

so \st 2S = ab + bc -f- e d + cka, also 
ab + öe + cd — da t=> 2 (S — da), 
ab -f* öe — (eck — cka) =» 2 (S — cd), 
cd + cka -f" aö — Äc B=3 2 (S — öe) , 
cd + a'a — (aö — öe) *=» 2 (*S — a ö ) , 

also (aö + öe)2 — (cd — da)2 = 4 (S — cd) (S — da), 
(cd + cka)2 — (aö — öe)2 =* 4 ( F — a ö ) (F — ö e ) . 

Also F2 - - , (Ä — aö) (S — öe) (S — cd) (S — cka). 
Beispiel. Es sey aö = 990, öe ---, 309, eck--- 423, 

da «=» 819, so ist S « 1270 | , also Ä — ab = 280 | , 
£ — bc « 9 6 1 | , Ä — cd «=i 847£, S — da = 4 5 1 | , 
und hieraus F «---, 321248 der Inhalt des Kreisvierecks. 

33. 
Der Durchmesser eines Kreis

vierecks ist gleich dem Product der 
Quadratwurzeln aus der Summe 
der Rechtecke der GegenseiU>i und 
Nebenstellen, dividirt durch den 
doppelten Inhalt. 

Man setze aö • cd -\- bc • da 
= A2, da * ab + bc • cd *=* B2, 
ab • bc -\- cd . da = C2, so ist (V. 30.) ae . bd = A2, und 

(V. 31.) _ = - t , also ao = — - , i<l = - g - . Es 

sey nun der Durchmesser des Kreises = D, und der Inhalt 
des Kreisvierecks = F , so ist (V. 5.) 

D . 2 (aöe) ^ aö . öe . ca, und (V. 32.) 
F • ab • bc — (abc) . С2, also durch Multiplication 

ö . 2 F = ac . C2 = .4 - В. С, also D = ^ ~ £ . 
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Beispiel Es scy a£=>990 , £ c = a 3 0 9 , c d = 4 2 3 , da 
==» 819, so ist Л2==- 671841, tf2«=» 941517, C 2 == 652347, 
also А « 819,6592; В --- 970,3177; € = 807,6800; 
e c = 984,7090; bd == 682,2735; F = 321248; hieraus 
D « 999,8084. 

34 
Aus den Sehnen und Ergänzungs

sehnen zweier Bögen die Sehnen und 
Ergänzungssehnen der Summe und 
Differenz der Bugen zu finden. 

Wenn die Bögen zweier Sehnen 
zusammen dem Halbkreise gleich sind, 
so heisst die eine die Ergänzungs
sehne der andern. Die Summe der 
Quadrate der Sehne und Ergänzungs
sehne ist also dem Quadrat des Durch
messers gleich. Die gegebenen Sehnen а 
seyen ab, ac, ihre Ergänzungssehnen 
pb, pc. Der Durchmesser sey ap -----
bq ==» D. Für die Summe der Bö
gen hat man (V. 30.) im Viereck ahpc 

D . Ъс t=j ac . pb 4* ab • pc, 
im Viereck apqc D • cq =* pc • aq — а с . pq 

==» pc • pb — ac • ab. 

Für den Unterschied der Bögen hat man 
im Viereck abcp D • Ьс = з ас • pb — ab • pc, 
im Viereck aepq D • cq == pc • aq -f* &c * РЯ 

==s pc • pb -f* ac • ab. 

Beispiel Es sey «6 — 309, ac => 990, D = 999,8084. 
Hieraus findet sich 

pb =3 950,860! pc = 139,7027 
ac .pb » 941352,0 ab > pc = 43168,1 
pc >pb ==* 132837,7 ac . ab = 305910. 

Man hat also für die Summe der Bögen 
D . bc = 984520,1 Äc = 984,7090 
Z) . Cq = . 173072,3 <?7 — 173,1054. 

Und für den Unterschied der Bögen 
D . bc = 803183,9 Äc = 898,3560 
D . cq =* 438747,7 c</ e r 438,8318. 
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35. 
Aus der Sehne und Ergän

zungssehne eines Bogens die Sehne 
und Ergänzungssehne des doppelten 
Bogens zu bestimmen. 

Der Durchmesser sey ap «--
=» 2>, ab =я bc die Sehne 
einfachen Bogens, pb = qa = qc 
dessen Ergänzungssehne, а с die 
Sehne des doppelten Bogens, pc 
dessen Ergänzungssehne. Man hat 
(V. 30.) im Viereck abcq 
D-ac=^bc'aq"\-ab-qc = 2ab »pb. 
Ire Viereck bcpq, wenn der Bogen 
ab kleiner als der Quadrant ist, 
D »pc — qc 'pb — bc 'pq =*pb2— ab% 

---, /)2 — 2 ab2 ==2pb2 — D\ 
Wenn der Bogen ab grösser als der Quadrant ist 

D * pc =* Ьс • pq — qc • pb =» ab* — pb2 

---. 2ab2 — D2 = D2 — <2pb2. 

Beispiel Es sey D --- 1000, ab = 327, so ist 
«£ 2 =>106929 , 2 a £ 2 = 2 1 3 S 5 8 , D2 — 2 ab 2 « 786142, 
also pc = 786,142, 
pb2 = D2 — ab% = 893071, pb *=* 945,0244, 
4ab .pb ---- 618045,8, also ac » 618,0458. 

с 
36. 

Ли« der Ergänzungssehne eines 
Bogens die Sehne und Ergän.ungs-
sehne des halben Bogens zu Ье- а 
stimmen. 

Es sey ap = D der Durchmes
ser, ab = bc die Sehne des halben 
Bogens, p b dessen Ergänzungssehne, 
ac, pc die Sehne und Ergänzungs
sehne des einfachen Bogens, so ist 
(V. 35.), wenn der Bogen а с klei
ner als der Halbkreis, 
О . pc = D2 — 2ab2 =* 1pbl 

— Л 2 , 
also ab2 =3 | D (D — pc), 

pö2 =* ±D (D + pt-). 
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Wenn aber der Bogen ap с grösser als der Halbkreis 
D .pc = 'lab'1 — /)2 — D - — ЧрЬ2, 

also ab2 =s iD (P + pc), pb2 = bD (D — )l?o). 

Beispiel. Es sey D = 1000, p с = 900, so ist, wenn 
der Bogen а с kleiner als der Halbkreis angenommen wird, 

ab2 = 50000, pb2 = 950000, 
ab = 223,6068, pb --- 974,6793. 

37. 
Aus der Sehne des einfachen 

und zweifachen Bogens die Sehne 
des vierfachen Bogens zu bestimmen. 

Es sey ap = D der Durch
messer, ab, ac, ad, af die Seh
nen des ein-, zwei-, drei-, vierfa
chen Bogens, pc die Ergänzungs
sehne des zweifachen Bogens, so ist 
(V. 3 5 . ) Z ) . « / = Часрс, D.pc 
= D2 — 4ab2, oder — lab2 — D*, also D2 • af = 
Час . <7)2 — 2 a $ 2 ) , oder = Час . ( 2 a £ * — D2), je 
nachdem der Bogen ab kleiner oder grosser als der Qua
drant ist. 

38. 
Aus den Sehnen des einfachen 

und zweifachen Bogens die Sehnen 
des drei-, vier-, fünffachen Bo
gens u. 8. w. zu bestimmen. 

Nimmt man die В ^en ab, bc, 
cd, df, fg u. s. w. einander gleich, 
so giebt (V. 30.) das Viereck 
abcd*»* ad• ab = ac% — ab2 = (ac -\- ab) (ac — ab), 
abdf*.« af- ac~-ad2 — ab2 = (ad-{- ab) (ad— ab), 
abfg-" ag-ad=af2 — ab2 = ( « / " + ab) (af—ab) 
u. s, w., wodurch sich aus den Sehnen ab, а с der Reihe 
nach die Sehnen ad, af, ag u. s. w. finden lassen. Auch 
wird (V. 35.) D* . \ac2 = ab2 . pb11 = ab2 (D2 — ab2), 

also W = ° Г • :Ь\. 
abz — x a c 

Beispiel. Es sey ab = 309,0170, а с = 587,7853, 
so ist ab2 = 95491,50, ac2 = 345491,50, ab2 — \ac2 

= 9118,62, ^ab2 — \ac7 = 95,4915, also D = 1000. 



33 

Ferner ad . ab = 250000, also ad --- 809,0170, af .ue 
= 559017,0, also af t = 951,0565, « ^ . «</—809017,0, 
also ag = 1000. Also sind in diesem Beispiel ab, ac,' ad, 
af die Sehnen eines regelmässigen Zehnecks. 

39. 

Das Rechteck der Ergän-
zungssehnen zweier Bogen ist 
gleich dem Rechteck, welches 
der halbe Durchmesser mit der 
Summe der Ergänzungssehnen 
der Summe und Differenz der 
Bogen bildet. 

Der Durchmesser sey ap 
= D, die Sehnen der beiden 
Bögen ab, ac, ihre Ergän
zungssehnen pb, pc. Macht 
man die Bögen cd, cf dem 
Bogen ab gleich, so ist der 
Bogen ad die Differenz der 
Bögen ab, ac, und der Bogen с 
af die Summe der Bögen ab, 
а с Also ist pd die Ergän
zungssehne der Differenz der 
Bogen ab, ac, und pf die 
Ergänzungssehne der Summe der Bögen ab, ac. Fället man 

cg senkrecht auf pd, so ist Д cpg CXJ apb, also — = — , 
pb pg 

oder pb-pc = D.pg. Nimmt man auf der Linie pd den 
Punct h so, dass ch = cf = cd = ab ist, so ist Л cpf 
= cph, also ph = pf. Wenn nun die Summe der Bögen 
ab, ac, d. h. der Bogen acf kleiner als der Halbkreis ist, 
so ist pg = £ {pd + ph) = 4 Od + />/), 
also pb » pc = ^ D (prf - j - p / ) . 

Wenn aber die Summe der Bögen ab, ac, d. h. der 
Bogen acf grösser als der Halbkreis ist, 
so ist pg = • i (pd — ph) = J. (/,</ — pf), 
also pb * pc = 4 Z> (prf — />/)• 

Beispiel. Es sey Z) = 1000, so sind für die Bögen ab 
— 50° und ec = 70° die Ergänzungssehnenpb = 906,3078 
und /i o = 819,1521, also ihr Product pb . pc = 742403,9. 

Paucker Geometrie. П. О 
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Für die Differenz und Summe der Bögen, nämlich ad 
— 20", und af = 120«, sind die Ergänzungssehnen p4 
— 9B4,8078, pf = 500, also ihre halbe Summe 7424039, 
welche mit D multiplicirt, wieder den Werth von pb . pc giebt. 

40. 

In einem regelmässigen ein
geschriebenen Vieleck von un-
grader Seitenzahl ist die Summe 
der Ergänzungssehnen in dem f\ 
einen Halbkreise weniger der 
Summe der Ergänzungssehnen a 

in dem andern Haldkreise, gleich 
dem halben Durchmesser. 

Die Ergänzungssehnen müs
sen nach den Puncten von un-
grader Stelle gezogen werden, 
nämlich im Fünfeck, nach dem 
jsten und 3 t e a Punct, im Sieben
eck nach dem l8ten, 3 t e u und 
5 t en Punct, im Neuneck nach 
dem lBte", 3 t e n , 5 t e n , 7 t en Punct 
u. s. w. Man ziehe durch irgend 
eine Ecke a einen Durchmesser a 

ap = D. Dann sey b die le te, 
с die 2 t e , d die 3 t e Ecke u. s. w. 
Man ziehe im Halbkreise durch 
alle Ecken parallele Seh^n bb', 
cc\ dd' u. s. w. mit ap, und 
durch alle Theilungspuncte des Halbkreises parallele Sehnen, 
deren Neigungswinkel gegen ap gleich einem rechten Winkel 
mehr oder weniger | des Centralwinkels des Vielecks sey. 
Alsdann gehen diese parallelen Sehnen auch durch die Thei
lungspuncte des andern Halbkreises, und theilen den DurcL-
messer so, dass die Abschnitte auf beiden Seiten des Mittel-
puncts einander gleich sind, nämlich и = u, v = v, u> = w 
u. s. w. Man hat nun im Neuneck z. B . / / ' — bb' = w + x, 
dd' — cc' = и + v. Aber « + » + tp + jf = {/), 
a l s o / / + dd1 — cc' — bb1 = 4Z>, oder: 

pb + pd — pg — pk = 4 Я , 
oder pb + pd — pf — pc = ±D. 

Man hat ferner im Eilfeck gg' — bb' == x + ущ ff — 
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ос' = v 4- «>, rfrf' = u. Aber u-\-v-\-w-\-.v-\-y = ±D, 
also g g ' 4- / / ' + dd' — cc ' — bb' = { D , oder: 

/)ö - j - pd + />3 — />^ — pm = ^ / ) , 
oder / ? £ - + " / ? ^ + Я£ — />/ — pc = ^ / ) 

Zweiter Beweis. Man ziehe durch die Ecken des Poly
gons b, c, d, f, g u. s. w. Parallellinien mit dem Durchmes
ser ap, so theilen diese den Halbkreis in soviel gleiche Theile, 
als das Polygon Ecken hat. Man ziehe aus p nach der ptcu 
Ecke b eine Sehne, so werden die Sehnen, welche gleichweit 
abstehende Theilungspuncte verbinden, der p6 parallel seyn, 
und eine derselben wird durch den Mittelpunct ra des Kreises 
gehen. Man verlängere diese Sehnen bis an den Durchmesser 
ap. Dann ist beim Neuneck: rar = ff, rs = dd*, st 
— cc', tp = bb', also \D = rar 4- rs — st — tp = 
ff + dd' — cc' — bb' = pb + pd — pf — pc. 
Beim Eilfeck: m?- — gg\ rs =ff> st = dd', tu = cc', 
up = bb', also ^D = mr + r s + sf — /м — up 
= gg' + / / ' + dd' — cc' - bb' =pb +pd +pg 
— Pf — pc 

о * 
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41. 

Das regelmässige eingeschriebene Zehneck und Fünfeck 
zu berechnen. 

Es sey m der Mittelpunct, 
ap =a D der Durchmesser, und 
es sey der Halbkreis in b, c, 
dt f in fünf gleiche Theile ge-
theilt, so sind die Sehnen ab 
«=== pf die Seite des Zehnecks, 
ihre Ergänzungssebne af*=pb 
die Diagonallinie des Fünfecks, 
а с t=3 pd die Seite des Fünf
ecks, ihre Ergänzungssehne pc 
«=3 ad die Diagonallinie des 
Zehnecks. Man hat also (V. 39.) /,o . pf = ^D (p с — p f ) , 
(V. 40.) pc — pf =» \D, also pc - pf = ^ Z ) 2 . Diese 
beiden Gleichungen lassen sich auch leicht unmittelbar bewei
sen. Wenn mf, pc einander in g schneiden, so ist [_ pmf 
----- mpg ----- gpf ===• mcg ==3 36°, die [^ mpf s==' «я* с 
----» mfp ==» mg с ====» J»g/ ----- 72°, also A mpf «=» gmc, 
A g p / ы fmp, Л g/*m <̂> m/,o, also mg =*pg = pf 
die Seite des Zehnecks, cg «---, i»c »---, ? D, also j»c —/?g 
e=s J9C — /)/^ = | Z), Und JPC • pg =s pC » pf ----- Л1 p г 

c==) \D%. Diese beiden Gleichungen lassen sich so ausdrücken: 
„Wenn der Halbmesser mf in g in stetiger Proportion ge-

fg mg schnitten wird, so dass —- - , 
; 8 mf 

schnitt mg die Seite des Zehnecks. 

so ist der grossere Ab

Wenn der Halbmesser 

pc 
cg in N in stetiger Proportion geschnitten wird, so dass — 

es CS 
t=j —-, so ist der grössere Abschnitt pc die Diagonallinie 

Pg 
des Zehnecks, der kleinere Abschnitt pg die Seite des 
Zehnecks." 

Diese Gleichungen werden auf folgende Art aufgelöset: 
pc — pf = YD giebt ins Quadrat erhoben (V. 9.) pc2 

— Ърс . pf + pP « \D\ Abei pc . pf = ±D*, 
also 4j?c • pf t=j /)2. Beide Gleichungen addirt geben 
pc* + <2pc . pf + pf 
also 
also 

=з s D2 

+ pf « i D j/5. Aber pc - pf = \D, 
=*±D (/5 + 1), ;>/ = ±/) (,/5 — 1), 

pc^JeD* (6 + 2^5), я/ 4 е =тт^Ч« — V 5 > 
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Aber ас2 -s- pc2 c= D2, af2 -f- p/2 = D2> 2I50 a c l 

= i V ö a (10 — 2 j / 5 ) , ph2=af2 - - , ^ 0 2 (10 + 2 / 5 ) . 

Diese Ausdrücke lassen sich auch noch anders beweisen: 
Im Viereck pcdf ist (V. 30.) pd - cf = pc - df + cd . pf, 
oder a c 2 =» £ D 2 4" j»/% und da e c 2 4- />c2 =» a / 2 

+ jo/2 « Z)% so ist л / 2 = ±D2 + pc2 „d. h. das 
Quadrat der Seite des Fünfecks ist gleich der Summe der 
Quadrate der Seiten des Sechsecks und Zehnecks; das Qua
drat der Diagonallinie des Fünfecks ist gleich der Summe der 
Quadrate der Seite des Sechsecks und der Diagonallinie des 
Zehnecks." 

Der Bogen а с ist die Hälfte des Bogens af, der Bogen 
af ist die Hälfte der Ergänzung des Bogens а с zum Um
fange, also (V. 36.) 

ac2 « 4 0 (D —pf) = l i > 2 (5 — z/5). 
af2 ^ i D {D + pc) --- 5 / ) ' (5 + / 5 ) . 

Um die Linien durch die Seite des Zehnecks auszudrücken, 
D 4pc 

ist pc . pf e=» iD2, also —- = —^- t== (j/5 + 1), also 

D == pf (j/5 -f 1). Ferner af2 + pf2 = D2, also 

^ « ^ — 1 - = 5 + 2 ^ ' 5 , also af2 =pp . (5 + 2 ^5). 
Um die Linien durch die Seite des Fünfecks auszudrücken, 

асг 5 — |/5 5 , « , 
ist t-^ — t = . also JJ* = ac* 

D' 8 10 + 2 | / 5 ' 
(3 + 2, / 5 ) , / , „ ' = « о ' ( 1 + 4 j/5). 

Um die Berechnung in Zahlen zu machen, ist 
j/5 = 2,2360670 7749978 96964. 

Hieraus folgt nach dtp obigen Ausdrücken 
pf = / ) . 0,3090169 9437494 
« o ^ 0 . 0,5877852 5229247 
pc = D . 0,8090169 9437494 
af=D . 0,9510565 1629653 
D *=*ac . 1,7013016 1670407 
pc = e c . 1,3763819 2047117 
D = pf - 3,2360679 7749975 
af ^ pf . 3,0776835 3717525 
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42. 
In einen Kreis ein regelmässiges Fünfeck und Zehneck 

zu verzeichnen. 

E r s t e A u f l ö s u n g . 
Man ziehe den Durchmesser 

ap, trage aus a die Sehne ag 
= ! am t=» £ D in den Umfang, 
fälle von m auf ag eine Senk
rechte, und beschreibe mit die
sem Halbmesser einen concen-
trischen Kreis, welcher (III. 30.) 
die ag berührt Errichte auf 
ap in a eine Senkrechte ah = 
am = : 4-Z), ziehe aus h an den 
concentrischen Kreis (III. 44.) 
eine Berührende hkl, welche 
den gegebenen Kreis in k, l schneidet, so ist kl «= ag 
==: \ D, und da ha den gegebenen Kreis in a berührt (III. 
30.), so ist (III. 51.) hl . hk = ha2 =» | D 2 , und hl 
— hk =i ^D. Da nun (V. 41.) pc — p f * = x $ D , pc*pf 
= \D2

y so ist hk =3 ad *=* Pf die Seite des Zehnecks, 
und Ä/ = pc = з aa* die Diagonallinie des Zehnecks. 

» w e i t e A u f l ö s u n g . 
Errichte in dem Mittelpunct 

m auf den Durchmesser ap die 
Senkrechte mgt=-ka~b*=i\D, 
beschreibe aus g mit нет Halb
messer gm einen Kreis, welcher 
die ap in wi berührt, ziehe ag, 
pg, welche ihn in k, l, n, о * 
schneiden, so ist e i — а к = 
/ ) 0 — / > я s=s 2»і^=з-J--ö, und 
(III. 51.) al . a& = po • pn \ у 
= s am2 =3 £JD2, also ist al 
=.? po = a<Z zzz pc die Dia
gonallinie des Zehnecks, und alc = p?i = ab = / ? / die 
Seite des Zehnecks. 

D r i t t e A u f l ö s u n g » 
Errichte auf a/, die senkrechten Linien ah = pk= ^B, 

ziehe aAr, /)/e, welche einander in g schneiden, so dass gm 
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senkrecht auf ap, und = ±D, 
beschreibe aus g mit ga = gp 
einen Kreis, welcher die Senk
rechte mg in n} о schneidet, 
so ist mo — mn = 2mg 
= ^D, und (III. 54.) wo . mn 
— am . m̂ > = ?D2, also 
»го = pc = ad die Diago
nallinie des Zehnecks, und mn 
= а 6 = я / äie Seite des 
Zehnecks. Da an2 = am2 

+ mn2 = iD2 + pf2 

und ao2 = « m * + т ° г = 
£X)2 + />c2, so ist an = pn 
z= а с = pd die Seite des Fünfecks und 
== pb die Diagonallinie des Fünfecks. ao = po = af 

V i e r t e A u f l ö s u n g . 
Man theile den Durchmes-

sera j»ingso, dasspg = -JD / 
sey, mache die Sehne p h = p g, 
theile den Bogen ah in Ar ш 
die Hälfte, ziehe die Sehne ak, 
so ist (V. 36.) ak2 = ±D 
(D — ph) — - J V D 2 , also 
«Ar = ^ D . ^/5. Man nehme 
auf der Sehne а к die Puncte 
(, n, so dass kl = kn = ^ D 
so ist л J = £ / ) (j/5 + i 
= ло! die Diagonallinie des 
Zehnecks, und an = \D 
(j/5 — 1) = ab die Seite des 
Zehnecks. 

F ü n f t e Auf lösung . 

Man theile den Halb
messer mp in g in die 
Hälfte, errichte in g auf 
ap eine Senkrechte g h = * 
| D, beschreibe ans h mit 
dem Halbmesser ag = iD 
einen Kreis, welcher den 
Durchmesser ap in k, l 
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also »/ = ц./3, = кт pl = pf 
und у; & = pc = Zm 

T B - 1 7 ' 
= ^ 6 

schneidet, so ist gk* = gP : 
also g& = gJ — \D . j/5, 
= ab die Seite des Zehnecks, 
die Diagonallinie des Zehnecks. 

S e c h s t e Auf lösung (Mascheroni). 
Der Mittelpunct sey / 

m, ein beliebig gewählter 
Punct des Urafangs sey a. 
Man trage den Halbmes
ser von. a nach g , von 
g nach k, von к nach 
j», von a nach A, so lie
gen a, m, p in grader 
Linie. Aus a und j» 
beschreibe man mit den 
Halbmessern а к z= pg 
= Z) j / | - Bögen, wel
che einander in / schnei
den, so ist ml senkrecht auf ap, und = D j/4-. Aus g 
und h beschreibe man mit d^m Halbmesser ml =± D j /£ 
Bögen, welche einander in n und о schneiden, so liegen diese 
Puncte in der graden Linie ap, und wenn q die Mitte von 

•n 

33 „ f)S 1 J)2 , 

m 
g-Ä und wo, so ist у и ---- gK : 

= i ) 2 . ~ъ, also qn = qo = ±D j / 5 , und da qa = 7 
= ^ D , so ist а и die Seite des Zehnecks а о die Diagonal
linie des Zehnecks. Man mache also ab = an, ad = ao, 
so ist pdbbd ein regelmässiges Fünfeck. Diese Verzeichnung 
kann mittelst des Zirkels a., эіп, ohne Lineal, ausgeführt werden. 

43. 
Das regelmässige eingeschrie

bene Fünfzehneck zu berechnen. 
Es sey ap = D der Durch

messer, die Sehne ab sey die 
Seite des Funfzehnecks, so ist 
p d die Ergänzungssehne des drei
fachen Bogens 
des Zehnecks 
Ergänznngbsehne des sechsfachen 
Bogens als Seite des Zehnecks ge
geben; pg die Ergänzung5sehne 
des fünffachen Bogens als Seite 

als Diagonallinie 
egeben; ph die 
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des Sechsecks oder Halbmesser des Kreises gegeben. Zur 
Berechnung der übrigen Sehnen dient folgender Hülfssatz: 

„Wenn aus einem beliebigen Puncte des Umfangs nach 
den Ecken des eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks Sehnen 
gezogen werden, so ist die grössere derselben gleich der 
Summe der beiden kleinern." Z. B. die Puncte b, h, о bil
den ein gleichseitiges Dreieck. Es sey p ein beliebiger Punct 
des Umfangs. Man ziehe bt <я̂  ph. Wenn pb, ht einander 
in и schneiden, so ist /̂ übt = uph = boli = btu = uph 
— ^ / i , also pu = uh = ph, bu=zut=bt. Auch 
^ uto = hbo = bho =:upo = but=:^Ry also upot 
ein Parallelogramm, also po = tu = bu, also pb = bu 
-\- pu = po + pji. 

Demnach giebt das gleichseitige A boh die Gleichungen: 
pb — po = pb — pf = ph =5 £Z) (j/5 — 1), 
ab + ao = ab + af = ah = iD f^lO + 2 / 5 . 

Das gleichseitige Д ckq giebt die Gleichungen: 
jogr = pc — /?k z= pd = ^D (j/5 -+• 1), 
«7 = «^ — «o — «<i — £2) j/lO — 2 ^5 , -

Ausserdem gelten (V. 39.) die Gleichungen: 
pb.pf= ^D.(pd + pg) = ^ D * . ( > / 5 -f- 3) , 
ab.af^ ^D.fpd —pg) = | / > 2 . ( j / 5 — 1), 
pc .pk = ±D - {pg — />A) = iZ>2 . (3 - J/5), 
«c . a& = iD . (/»g -f />Ä) = iZ)2 . ( / 5 + 1). 

Da hiernach von je zw Sehnen das Rechteck und die 
Summe oder Differenz gegeben ist, so lassen sie sich auf 
dieselbe Art, wie in V. 41. gezeigt worden, finden, und man 
erhält: 

pb = D . 0.9781476 0073380, 
pf =, D . 0,6691306 0635885, 
ab = D . 0,2079116 9081722, 
af = D . 0,7431448 2547931, 
pc = D . 0,9135454 5764260, 
pk t-= D . 0,1045284 0326765, 
ac *=* D - 0,4067366 4307580, 
ak c=* D • 0,9945218 9536827. 
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44. 
Das eingeschriebene regelmässige Siebzehneck zu berechnen. 

Wenn man durch eine 
Ecke a den Durchmesser ap 
t=t D zieht, und die folgen
den Ecken mit b, c, d, f, 
g, hy к, l bezeichnet, so ist 
(V. 40.) 
pb -\~pd +pg +ph—pl 

— ph — pf—pc = ^D. 
Aus diesen acht Ergänzungs
sehnen lassen sich vier Paare 
bilden, so dass der Bogen 
einer Ergänzungssehne ent
weder dem 4 fachen Bogen 
einer andern gleich ist, oder denselben zum ganzen oder dop
pelten Umfange ergänzt. 

Es sey nämlich der Umfang ----> P, 
af c=t Aab und ab + 
а l t=i Aac und а с -j-
ag 4~ Aad = P, Aag — 

iah — ah «=« P, Aale -f-
Demnach sind d, g; h, к; с, l; b, f zusammengehörige 

Puncte, und es ist: 
{pd + pg) — (ph -~pk) — (pc +pl) -l- (pb —pf) = ±D. 

Es sey pd H- pg = G, ph—рк=эН, pc +рІ=*К, 
pb — pf*=* L, so ist G — H — K^L=x{D. 

Jede dieser vier Linien besteht aus zwei Ergänzungs
seimen, deren Rechtecke (V. 39.) 
pd . pg s=s ^D . K, ph . p k c=i J-Z) . £ , G 
pc . pl = iD . H, pb.pf= ±D . G, K.L 

Setzt man G — H = M, К — L =» Л', so ist 
M — ; V « ' D , und (V. 39.) M - N = D\ 
also M = ±D (j/17 4 - 1 ) , JV » \D (i/17 — 1), 
und da j/17 = 4,1231056 2561766 0549821 4098559 74, 

so ist 
4 a / 
Aal 

ad 
ah 

t = 3 

== 
= 
=3 

p, 
2 P, 

P, 
2P. 

50 ist 

hieraus* 

M 
2V 

G 
H 
К 
L 

= = t 

= J 

= 
t = S 

= 
e = : 

D 
D 

D 
D 
D 
D 

1,2807764 0640441 
0,7807764 0640441 

1,4528517 7210887 
0,1720753 6570445 
1,0247405 8886765 
0,2439641 8246324 
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hieraus: pd = D . 0,8502171 3572961 
pg =3 i> . 0,6026346 3637925 
j»Ä ег X) . 0,4457383 5577653 
pk =* D . 0,2736629 9007208 
pc =t D - 0,9324722 2940435 
pl « /) . 0,0922633 5946330 

/,ö ----/) . 0,9829730 9968390 
pf = D . 0,7390089 1722065 

hieraus (V. 36.) а £ 
ас 

ad 

"f 
a8 
ah 
ak 
а l 

D . 0,1837495 
D . 0,3612416 
D . 0,5264321 
D . 0,6736956 
U . 0,7980172 

D . 0,8951632 
D . 0,9618256 
i) . 0,9957341 

1781657 

6618715 

6287735 

4364655 

2728023 

9135506 

4317281 

7629503 

Der Umfang des Siebzehnecks ist: 

17aö = D . 3,1237418 0288169. 

45. 
In einen Kreis ein regelmässige» Siebzehneck zu verzeichnen. 

f 

...... 
o+* 

..-•-yp 

Ci 

Auf den Durchmesser ap errichtet man in einem belie
bigen Abstände vom Mittelpuncte m eine senkrechte Linie, 
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welche mau 4mal so lang als den Abstand vom Mittelpuncte 
macht. Nach dem Endpuncte derselben zieht man vom Mit-
telpunct eine grade Linie, welche den Kreis іщ q schneidet. 
In q errichtet man auf mq eine senkrechte Linie, welche die 
in m auf ap errichtete senkrechte Linie in r schneidet, so 
ist auch mq «=« 4 q r , also qr = ; -g-D. Man zieht pq9 aq, 
welche die mr in e, t schneiden, so ist [_ aqp «=s mqr 
c=j sqt s=» amt = з pmt = t R, also sind [_ aqm t=» sqr, 
^mqps^rqt; amsq, pmqt sind Kreisvierecke, also [_maq 
= qsr, [^ mpq = rtq, also A sqr со aqm, A tqr 
со pqm, also s r = rq = » /•/; »iy berührt den über den 
Durchmesser s / beschriebenen Halbkreis, also mt — ш « = і 
st = ^Z>, und »i/ . «i« = wgr2 e = i D2. Also (V. 44.) 
mt = -^ M, ms = % N. Man errichte in p auf JOgr die 
senkrechten Linien pu =? pv = ^ A , ziehe «m, v m , wel
che die pq in «?, л; schneiden, so ist A msx со три, 
А « е ю ( v mpv> also «rs = » »ie = x e , p m berührt den 
über dem Durchmesser wx beschriebenen Halbkreis, also pw 
— px =i wx =i 2 w e = N, und pw * px =з pm* <--- | D 2 , 
also (V. 44.) pw = K, px = Z/. Man errichte in a auf 
a q die senkrechten Linien e « = : e o p 5 ^ D , ziehe om, nm, 
welche die aq in y, z schneiden, so ist A man со mty, 
A mao с " m t H , yt =л mt = tz, am berührt den über den 
Durchmesser yz beschriebenen Halbkreis, also ist az — а у 
s=s yz = Imt = Ж , а д • а у «=> а*л 2 = * ^ Z ) ^ , also 
(V. 44.) в г « G, ay *= H. Man errichte auf ^ w die 
Senkrechte wa = ay ^=з Ht ziehe v « , beschreibe über j»и? 
= ? /^ einen Halbkreis, . elcher die va in ß schneidet, errichte 
in ß auf va eine Senkrechte, welche die pw in у schneidet, 
so sind pvßy, waßy Kreisvierecke, also /^pvy c=* pßy s=i 

waa e=s wya, also А pvy со wya, also — = — , also 
* ' * pV w у 

py *yw = ^ ü . i c « = j { i ) . H, und py 4* у «? = pw = K, 
also (V. 44.) wy = pc9 d. h. gleich der Ergänzungssehne 
des doppelten Bogens des Siebzehnecks, und py = pl, d. h. 
gleich der Ergänzungssehne des achtfachen Bogens des Sieb-
zehnecks, oder gleich der Seite des 34-Ecks. 

46. 

An einem regelmässigen l ieleck aus den l whültnissen 
der Durchmesser des umschriebenen und eingeschriebenem 
Kreises zur Seife, die übrigen Stücke zu bestimmen. 
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Es sey ab die Seite, ap 
der Durchmesser des umschrie
benen Kreises, pb die Ergän
zungssehne. Da das aus dem 
Mittelpunct m auf pb gefällte 
Loth mn die Sehne pb in die 
Hälfte theilt, und [_ pba = / i , " 
so ist pb der Durchmesser des 
eingeschriebenen Kreises. Man 
setze das Verhältnis des Durch
messers des umschriebenen Krei
ses zur Seite — •=» D, das Verhältnis des Durchmessers des 

ab . pb 
eingeschriebenen Kreises zur Seite —- t=4 E, die Anzahl der 

ab 
Seiten == N, so lassen sich aus diesen drei Zahlen alle übri
gen Stücke des Vielecks finden, ausserdem kann auch eine 
der beiden Zahlen D , E aus der andern gefunden werden. 

2 , 2 

Es ist nämlich ap2 — pb2 = ab\ also —~ — ^Ц-= = 1, 
ab ab 

also D 2 — E2 = 1. 
Nimmt man nun die Seite des Vielecks ab als gegeben 

an, so ist der Umfang des Vielecks = J ab • N; der Durch
messer des umschriebenen Kreises «=s ab • D, der Durchmes
ser des eingeschriebenen Kreises = i ab • E, der Inhalt des 
Vielecks (Ш. 7.) --- « ö ' . :^_іД 

4 
Nimmt man den Duichmesser des Kreises als gegeben 

1 N 
an, so multiplicirt man ihn mit -jr, um die Seite, mit — , um 
den Umfang des eingeschriebenen Vielecks zu erhalten; mit 
1 . . . А 

— , um die Seite, mit —r, um den Umfang des umschriebenen 
Vielecks zu erhalten; das Quadrat des Durchmessers multipli-

. NE 
cirt man mit ттл» um den Inhalt des eingeschriebenen Viel-

N 
eeks, und mit ——, um den Inhalt des umschriebenen Viel-

4 h, 
ecks zu erhalten. 

Nimmt man den Halbmesser des Kreises als gegeben an, 
2 

so multiplicirt man ihn mit — , um die Seite des eingeschrie-
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benen Vielecks, und mit —, um die Seite des umschriebenen 

Vielecks zu erhalten; das Quadrat des Halbmessers multipli-
NE 

cirt man mit —^, um den Inhalt des eingeschriebenen Vielecks, 
N D 

und mit ™ , um den Inhalt des umschriebenen Vielecks zu 

erhalten. „Der Umfang des umschriebenen Vielecks verhält 
sich zum Durchmesser, wie der Inhalt des umschriebenen 
Vielecks zum Quadrat des Halbmessers." 

47. 

Au8 dem Durch
messe?' des Kreises 
und dem Umfange ei
nes regelmässigen ein
geschriebenen und um
schriebenen Vielecks 
den Umfang des ein
geschriebenen und um
schriebenen Vielecks 
von doppelter Seiten
zahl zu finden. 

Vermöge V. 46. 
lässt sich diese Auf
gabe darauf zurück
führen, aus den Wer-
then von D und JE für ein gegebenes regelmässiges Vieleck, 
die Werthe von D und E für ein regelmässiges Vieleck von 
doppelter Seitenzahl zu finden. 

Wenn man in einem Vieleck, dessen Seite ab Durch
messer des umschriebenen Kreises ap, Ergänzungssehne oder 
Durchmesser des eingeschriebenen Kreises p b ist, diese letz
tere nach s verlängert, so das» ps t=j ap ist, so ist £ asb 
=3 -^apby also as der Durchmesser des umschriebenen und 
sb der Durchmesser des eingeschriebenen Kreises eines Viel
ecks von doppelter Seitenzahl, dessen Seite ab ist. Bei 

pb 
jenem Vielecke ist -— « 

~ * = / ) ' , — = £ ' . Aber sb=* sp + pb 
ab ab r 

D, £—• = E, bei dem andern ist 
ab 

ap + pb. 

also ~ « Ц + i\, also £ ' « D + E. 
ab ab ab 
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Wenn man also bei einem regelmässigen Vielecke die 
Werthe von D und E addirt, so erhält man den Werth von 
E für ein Vieleck von doppelter Seitenzahl, und hieraus den 
entsprechenden Werth von D durch die Gleichung D2 t=s JE2 

-\- 1. Auf diese Art fortfahrend erhält man die Werthe von 
D und E für ein Vieleck von 4facher, 8facher, 16facher 
u. s. w. Seitenzahl. 

Da es, besonders bei vielstelligen Zahlen, beschwerlich 
ist, das Quadrat von E zu bilden, und nachher wieder die 
Quadratwurzel aus E2 -f- 1 zu ziehen, so kann man diese 
doppelte Rechnung durch genäherte Auflösung einer quadrati
schen Zahlengleichung umgehen. Denn da Z)2 *=t J52 -{- 1, 
oder D2 — E2 *=« 1, oder (/) — £ ) ( / ) + £ ) = 1 ist, 
so sey D =» E + x. Dann ist x (2 E + •*) = ' 1, oder 
x2 -f- 2 Е . д г = 5 1. Der schon berechnete Theil von x sey a, 
der zu findende b, so ist x = a -f- b, x2 == a2 -f" 2aö 
+ ö2, also ( 2 a + 2JE) Ä + Ä2 = 1 — 2 £ . a — a**=* r. 
Um K zu finden, dividirt man also den Rest r mit 2« + 2 £ . 

B e i s p i e l . 
Für І « 6 ist (NI. 48.) i ) *=* 2, £ Р=І j / 3 = 1,732050807, 

also ist für 2V =» 12, E = 3,732050807. 
Man nimmt zuerst a t=* 0,1 

2 JE 7,464101614 1 
2 a 2 2 £ a 0,7464101614 

7,66410161 « a l 
6 ^ ^ ^ ^ 2435898386 

7,7241016 4. ^ \ 3 2299230484 
2 X . 3 a 9 

7,726101 \ \ 127667902 
12 N . \ l 77241016 

7,72730 N . x% l 

10 N \ 50416886 
6 46356610 
62 36 

7,7274 ^ 

x =» 0,131652498 \ \ 4056676 
E 3,732050807 \ N5 3863651 
D 3,863703305 \ ° l2_ 
E' 7,595754112 \ 193000 

,2 154548 
4 30909 
9 6955 
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Man kann auch unmittelbar aus einem Werthe von /,' 
den Werth des nächstfolgenden E durch genäherte Auflösung 
einer quadratischen Zahlengleichung finden. Denn da E' — 
£ = : / > , so ist ( £ ' — £ ) 2 => D2 *=x £ 2 -f- I , oder JE'* 
— 2E' . E = 1. Setzt man E' = x, so ist x2 — ЪЕх 
с=з 1. Man nimmt also x = л -j- 6, x2 =* а* -\- % аb 
+ Ä% so ist ( 2 a — 2E) 5 + 62 *=* l + 2JEa — a2 =* r. 
Um also ö zu finden, dividirt man den Rest r mit 2« — 2/S. 
Im obigen Beispiel nimmt man zuerst а *=* 7. 

2 я . . . . 14 1 
2 Я 7,464101614 2 Я л 52,248711298 

6,53589838 - « ' 4 9 

1,0 ^ \ ^ 4,248711298 
~7,5358983 5 3267049193 

18 \ . 5 а 25 
7,715898 ^ \ ~ 730762105 

10 X. 9 678230855 

7,72589 N *' Р І 

14 \ N . 44431250 

7 7 Q 1 t ) \ 5 38579492 
10 \ \ J D 

- у т з г \ \ 5826758 
' ' \ \ 7 5403130 

.г =/<; ' = 7,595754112\ \ 7 * 4 9 

\ \ 418138 
\ \5 386365 

\ 5 2 25 
\ 31771 

ч4 30909 
I 772 
1 77 
2 15 

48. 

Aus dem Durchmesser und dem Umfange eines ein
geschriebenen und umschriebenen regelmässigen Vielecks den 
Umfang des eingeschriebenen und umschriebenen Vielecks 
von halber Seitenzahl zu finden. 

Vermöge V. 46. lässt sich diese Aufgabe darauf zurück
fuhren, aus den Werthen von D und E für ein Vieleck, die
jenigen für ein Vieleck von halber Seitenzahl zu finden. Da 
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D* __ £* _ - i? u nd D + E « £ ' , so ist ( 0 — Я) fJ' 

= . l , also D — E = . -—, also 2 D * = Я' 4- — und 

B e i s p i e l . 

Für das Zwölfeck ist (V. 47.) 
E' r= 3,732050807 also durch Division 

2 . . . . . . 7 4 6 4 1 0 1 6 1 J_ 0,267949193 
6 223923048 £ ' ' 
7 26124356 E' - ^ 3,732050807 
9 3358845 Summel 
4 149282 Djff. 3,464101614 
9 33588 n ^ 
I . . 4 7 4 — ' 

* ^ ^ Я *=» 1,732050807 
о II für das Sechseck. 

1,000000000 

49. 
Den Umfang des umschriebenen und eingeschriebenen 

§§-Ecks nach Archimedes zu berechnen. 
Archimedes (287 — 212 vor Christo) nahm für die Seite 

des Sechsecks die Zahl 153 zur Einheit an, und berechnete 
hieraus für die Vielecke von 12, 24, 48, 96 Seiten (V. 47.) 
die Werthe von E und D, wobei er absichtlich die Zahlen 
etwas kleiner nahm, als sie wirklich seyn müssen, nämlich: 

N 

6 
12 
24 
48 
96 

JEX153 

265 
571 

1 H 2 | 
2:534»: 
4 6 7 3 | 

0 X 1 5 3 

306 
5 9 Ц 

1172^ 
2339^ 

— 

Folglich ist beim 96-Eck die Zahl E etwas grosser als 

———. Aber (V. 46.) der Umfang des umschriebenen Viel-
153 у 

ecks ist gleich dem Durchmesser multiplicirt mit der Zahl —. 
E 

Also ist das Verhältniss des Umfangs des umschriebenen 96-Ecks 
Paucker Geometrie. II. 4 
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zum Durchmesser etwas kleiner als die Zahl 
96 X 153 

Die genauere Berechnung giebt 3,1427146 = Зу

4Д6тт* 
Ferner nahm Archimedes für die Seite des Sechsecks die 

Zahl 780 zur Einheit an, und berechnete hieraus für D und 
E Zahlen, welche er etwas grösser annahm, als sie wirklich 
sevn müssen, nämlich: 

JV 

6 
12 
24 
48 
96 

6 X 7 8 0 

1351 
2911 
5924z 

11900|£ 
238274;. 

Z>X780 

1560 
30131 
5976T

7
T 

1 1 9 2 6 « 
23840TV 

Folglich ist beim 96-Eck die Zahl D etwas kleiner als 
23840^ T T 

780 
Aber (V. 46.) der Umfang des eingeschriebenen 

Л 
Vielecks ist gleich dem Durchmesser multiplicirt mit der Zahl — 

Also ist das Verhältniss des Umfangs des eingeschriebenen 
Qfi v v "o r t 

96-Ecks zum Durchmesser etwas grösser als die Zahl 
ö 23840^5 

s=s 3f£. Die genauere Berechnung giebt 3,14103195 = 3 f | 

50. 
Die regelmässigen Vielecke zu berechnen, welche aus 

den Vielecken von 3 , 4, 5 , 15 Seiten durch fortgesetzte 
Halbirung des Centralwinkels entstehen. 
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A u s d e m D r e i e c k . 

Beim Dreieck ist D « £ j / 3 , E = | j / 3 . 

Beim Sechseck / ) «=» 2 , £ s=» j / 3 . 

j /3 s * 1,7320508 0756887 7293527 44. 

2V 

3 

6 

12 

24 

48 

96 

192 

384 

768 

1536 

3072 

6144 

12288 

24576 

49152 

E 0,5773502 6918962 5764509 
D 1,1547005 3837925 1529018 
E 1,7320508 0756887 7293527 
D 2, 
E 3,7320508 0756887 7293527 
D 3,8637033 0515627 3146998 

E 7,5957541 1272515 0440526 
D 7,6612975 7554038 8669090 
E 15,2570516 8826553 9109617 
D 15,2897882 9867851 1696056 
E 30,5468399 8694405 0805674 
D 30,5632039 0907936 2388339 

E 61,1100438 9602341 3194013 
D 61,1182253 0942660 7070383 
E 122,2282692 0545002 0264397 
D 122,2323598 4370200 7620567 
E 244,4606290 4915202 7884964 
D 244,4626743 5972124 7628553 

E 488,9233034 0887327 5513517 
D 488,9243260 6308837 0354672 
E 977,8476294 7196164 5868190 
D 977,8481407 9693550 4118994 
E 1955,6957702 7089714 9987185 
D 1955,6960259 3436736 7974646 

E 3911,3917962 0526451 7961831 
D 3911,3919240 3699753 8062704 
E 7822,7837202 4226205 6024535 
D 7822,7837841 5812830 4963429 
E 15645,5675044 0039036 0987965 
D 15645,5675363 5832345 2818470 

98304 E 31291,1350407 5871381 3806436 
4* 
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A u s d e m V i e r e c k . 

Beim Viereck ist D t=* «/2, £ я 1, 

j/2 ---- 1,4142135 6237309 5048801 6687242 

0969807 856967 

JV 

4 

8 

16 

32 

64 

128 

256 

512 

1024 

2048 

4096 

8192 

16384 

32768 

65536 

131072 

E 1, 
D 1,4142135 6237309 5048801 

E 2,4142135 6237309 5048801 

D 2,6131259 2975275 3055713 

E 5,0273394 9212584 8104514 

D 5,1258308 9548301 2357592 

E 10,1531703 8760886 0462107 

D 10,2022972 3737832 7716212 

E 20,3554676 2498718 8178319 

D 20,3800162 4709611 3622424 

E 40,7354838 7208330 1800743 

D 40,7477563 3446286 8075974 

E 81,4832402 0654616 9876718 

D 81,4893762 0670379 3278682 

E 162,9726164 1324996 3155401 

D 162,9756843 8445138 5820391 

E 325,94^3007 9770134 8975793 

D 325,9498347 7969243 7642315 

E 651,8981355 7739378 6618108 

D 651,8989025 6793812 9710713 

E 1303,7970381 4533191 6328822 

D 1303,7974216 4054768 7769810 

E 2607,5944597 8587960 4098633 

О 2607,5946515 3348043 9807518 

L 5215,1891113 1936004 3906151 

D 5215,1892071 9315958 0509191 

E 10430,3783185 1251962 4415343 

D 10430,3783664 4941928 2560439 

E 20860,7566849 6193890 6975782 

D 20860,7567089 3038872 2278777 

E 41721,5133938 9232762 9254560 
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A u s d e m F ü n f e c k . 

Beim Fünfeck ist D = j/2 + \ j / 5 , E ----- )/l -f 2.^/5'. 
Beim Zehneck ist Z> « 1 -f j / 5 , E = ^5 - j - 2 J/5. 

j/5 « 2,2360679 7749978 9696409 1736687 
3127623 5440618 

ЛГ 

5 

10 

20 

40 

80 

160 

320 

640 

1280 

2560 

5120 

10240 

20480 

40960 

81920 

E 1,3763819 2047117 3538207 

D 1,7013016 1670407 9864363 

E 3,0776835 3717525 3402570 

D 3,2360679 7749978 9696409 

E 6,3137515 1467504 3098979 

D 6,3924532 2149966 1547042 

E 12,7062047 3617470 4646021 

D 12,7454948 4318237 4286193 

E 25,4516995 7935707 8932215 

D 25,4713370 5712845 5907025 

E 50,9230366 3648553 4839240 

D 50,9328544 2895232 0532730 

E 101,8558910 6543785 5371971 

D 101,8607998 4338598 9054850 

E 203,7166909 0882384 4426822 

D 203,7191452 8301278 8280843 

E 407,4358361 9183663 2707665 

D 407,4370633 7708298 0960859 

E 814,8728995 6891961 3668525 

D 814,8735131 6131177 2857753 

E 1629,7464127 3023138 6526279 

D 1629,7467195 2639858 9270029 

E 3259,4931322 5662997 5796308 

D .259,4932856 5470996 7562336 

E 6518,9864179 1133994 3358644 

D 6518,9864946 1037948 8040943 

E 13037,9729125 2171943 1399588 

D 13037,9729508 7123914 7340648 

E 26075,9458633 9295857 8740236 

D 26075,9458825 6771842 9660755 

163840 E 52151,8917459 6067700 8400992 
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A u s d e m F ü n f z e h n ее к. 

Beim 15-Eck ist D =a j/3 -f |/5 -j- 2 / 5 , /£ = | j/3 

- j - { j/15 + I Ĵ IO + 2 |/5. 

Beim 30-Eck ist D = 2 -f j/5 + / l 5 -f. 6 j/5, 
£ =» 4 j /3 + | j / 1 5 + i |/50 + 22 /5 . 
/15 =* 3,8729833 4620741 6885179 2653997 8l 
| / iü + 2 j/5 

= 3,8042260 6518061 4288465 7573335 175285 

І . 

15 

30 

60 

120 

240 

480 

960 

1920 

3840 

7680 

15360 

30720 

61440 

122880 

E 4,7046301 0947845 4233586 

D 4,8097343 4474413 0696097 

E 9,5143644 5422258 4929683 

D 9,5667722 3350562 6133722 

E 19,0811366 8772821 1063406 

D 19,1073226 0929739 7992296 

E 38,1884592 9702560 9055702 

D 38,2015500 1411044 4141305 

E 76,3900093 1113605 3197008 

D 76,3965543 8928808 7216265 

E 152,7865637 0042414 0413274 

D 152,7898362 0445361 1563336 

E 303,5763999 0487775 1976611 

D 305,5780361 5251173 9691919 

E 311,1544360 5738949 1668530 

D 611,1552541 8065889 4242828 

E 1222,3096902 3804838 5911359 

D 1222,3100992 9961463 8356811 

E 2444,6197895 3766302 4268170 

D 2444,6199940 6843759 4387831 

E 4889,2397836 0610061 8656001 

D 4889,2398858 7148683 4203016 

E 9778,4796694 7758745 2859017 

D 9778,4797206 1028042 6943425 

E 19556,9593900 8786787 9802443 

D 19556,9594156 5421435 0133509 

E 39113,9188057 4208222 9935952 

Anmerkung. Die vorstehenden Zahlen sind bis mit zur 
2 l B i e n Decimalstelle richtig, da sie auf 24 Decimalstellen 
berechnet wurden. 
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51. 
Ein regelmässiges Vieleck im Allgemeinen zu berechnen. 

In den vorhergehenden Aufgaben ist gezeigt worden, wie 
die regelmässigen Vielecke von 3, 4, 5, 15, 17 Seiten, und 
diejenigen, welche aus diesen durch fortgesetzte Verdoppelung 
der Seitenzahl oder Halbirung des Centralwinkels entstehen, 
durch Auflösung quadratischer Gleichungen berechnet werden 
können. Hieher gehören auch die Vielecke von 257 und 
65537 Seiten, und überhaupt alle diejenigen, deren Seiten
zahl eine Primzahl ist, welche um 1 vermindert, eine Potenz 
von 2 giebt, wie der berühmte G a u s s (dtsquisitiones arith-
meticae, Lipsiae 1801. §. 365) zuerst bewiesen hat. Die 
Berechnung der Vielecke von 7, 9, 13, 19 Seiten beruht auf 
der Auflösung kubischer Gleichengen, und die Berechnung des 
II-Ecks auf einer Gleichung vom Ьил Grade. Um diese 
Gleichungen zu finden, wendet man die Sätze V. 39. 40. an. 
Diese Vielecke können daher nicht durch Elementargeometrie, 
sondern nur durch Annäherung in den Kreis beschrieben wer
den. Um ein regelmässiges Vieleck zu berechnen, ist es hin
reichend, die Werthe von D und E, d. h. die Verhältnisse 
der Durchmesser des umschriebenen und eingeschriebenen Krei
ses zur Seite, zu kennen, weil aus diesen beiden Zahlen alle 
übrigen,' Weiche sich auf das Vieleck beziehen (V. 46.) berech
net werden können. 

iV 

3 
4 
5 
6 
'7 
8 

9 
10 
11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 

E ••''•'. 

0,5773502 6918962 
l, 
1,3763819 2047117 
1,7320508 0756887 
2,0765213 9657233 
2,4142135 6237309 

2,7474.74 1945462 
3,0776835 3717525 
3,4056872 3888925 
3,7320508 0756887 
4,0571594 8563811 
4,3812862 6753482 

4,7046301 0947845 
5,0273394 9212584 
5,3495275 0550977 

В 
1,1547005 3837925 
1,4142135 6237309 
1,7013016 1670407 

2, 
2,3047648 7096248 
2,6131259 2975275 

2,9238044 0016308 

3,2360679 7749978 

3,5494655 3288422 

3,8637033 0515627 

4,1785814 6886037 

4,4939592 0743493 

4,8097343 4474413 

5,1258308 9548301 

5,4421911 5175180 
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N 
18 
19 
20 

E 
5,6712818 1961770 
5,9926714 5852349 
6,3137515 1467504 

D 
5,7587704 8314363 
6,0755338 2097426 
6,3924532 2149966 

Die vorstehenden Zahlen sind bis mit zur 14 ten Decimal-
stelle richtig, da sie bis auf 18 Decimafetellen berechnet wur
den, und zwar auf doppelte Art, theils durch Auflösung der 
Gleichungen, theils durch unendliche Reihen. Aus diesen sind 
die Zahlen der folgenden Tafel berechnet worden, welche bis 
mit zur 10ten Decimalstelle richtig sind. 

N 

3 
4 
5 
6 
7 
8 

9 
10 
11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 
18 
19 
20 

4f • iV • EL 

0,4330127018 

1,7204774005 
2,5980762113 
3,6339124440 
4,8284271247 

6,1818241937 
7,694^088429 
9,3656399069 
11,1961524227 
13,1857683283 
15,3345019363 

17,6423629105 
20,1093579685 
22,7354918984 
25,5207681882 
28,4651894279 
31,5687575733 

N 
D 

2,5980762113 
2,8284271247 
2,9389262614 
3, 
3,0371861738 
3,0614674589 
3,0781812899 
3,0901699437 
3,0990581252 
3,1058285412 
3,1111036357 
3,1152930753 

3,1186753622 
3,1214451522 
3,1237418028 
3,1256671980 
3,1272972153 
3,1286893008 

N 
E 

5,1961524226 
4, 
3,6327126400 
3,4641016151 
3,3710223316 
3,3137084989 

3,2757321083 
3,2491969623 
3,2298914223 
3,2153903091 
3,2042122194 
3,1954036414 

3,1883484250 
3,1825978780 
3,1778507508 
3,1738856527 
3,1705392380 
3,1676888064 

NE 
D1 

1,2990381056 

2,3776412907 
2,5980762113 
2,7364101886 
2,8264271247 

2,8925442436 
2,9389262614 
2,9735244960 
3, 
3,0207006182 
3,0371861738 

3,0505248230 
3,0614674589 
3,0705541625 
3,0781812899 
3,0846449574 
3,0901699437 

Die erste Colunue giebt das Verhältniss des Inhalts zum 
Quadrat der Seite, die zweite das Verhältniss des Umfangs 
des eingeschriebenen Vielecks zum Durchmesser; die dritte 
das Verhältniss des Umfangs des umschriebenen Vielecks zum 
Durchmesser, so wie auch das Verhältniss des Inhalts des um
schriebenen Vielecks zum Quadrat des Halbmessers, und das 
Verhältniss des Quadrats des halben Umfangs zum Inhalt des 
Vielecks. Die vierte Columne giebt das Verhältniss des Inhalts 
des eingeschriebenen Vielecks zum Quadrat des Halbmessers. 
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Die Zahl der zweiten Columne ist die mittlere Propor
tionalzahl zwischen den nebenstehenden Zahlen der dritten und 
vierten Columne. Bei einem Vieleck von grader Seitenzahl 
ist die Zahl der vierten Columne gleich derjenigen Zahl, welche 
iu der zweiten Columne einem Vieleck von halber Seitenzahl 
entspricht. 

B e i s p i e l e . 
1) Der Umfang eines gleichseitigen Dreiecks sey 220 Fuss, 

wie gross ist der Inhalt? 
Der halbe Umfang = 110, das Quadrat davon 12100, 

dividirt mit der Zahl der dritten Columne 5,19615 giebt 
2328,6 DFuss Inhalt. 

2) Der Umfang eines regelmässigen 12-Ecks sey 220 Fuss^ 
wie gross ist der Inhalt? 
Das Quadrat des halben Umfangs ist 12100, dfvidirt mit 

der Zahl der dritten Columne 3,21539 giebt 3763,1 mEuss 
Inhalt. 

3) Die Seite eines regelmässigen 12-Ecks sey 16 Fuss, wie 
gross ist der Inhalt? 
Das Quadrat der Seite ist 256, roultiplicirt mit der Zahl 

der ersten Columne 11,19615 giebt 2866,2 DFuss Inhalt. 

4) Der Durchmesser eines Kreises sey 125 Fuss, wie gross 
ist der Inhalt des eingeschriebenen und umschriebenen 
8-Ecks? 
Der Halbmesser 62^ , das Quadrat davon 3906,25 mül 

tiplicirt mit den Zahlen der vierten und dritten Columne 
2 ,828427 . . und 3,313708 . . giebt den Inhalt des ein-
geschriebenen 11048,5, des umschriebenen 12944,17 DFuss. 

5) Der Inhalt eines regelmässiges 8-Ecks sey 12100 DFuss, 
wie gross ist die Seite? 
Der Inhalt 12100 d'vidirt mit der Zahl der ersten Co

lumne giebt 2505,99, u e Quadratwurzel hieraus giebt die 
Seite 50,06 Fuss. 

6) Der Inhalt eines regelmässigen 13-Ecks sey 12100 QFuss, 
wie gross ist der Durchmesser des umschriebenen und 
eingeschriebenen Kreises? 
Der Inhalt 12100 dividirt mit den Zahlen der vierten un i 

dritten Columne 3,020700 und 3,204212. . giebt 4005,69. . 
und 3776,28. . die Quadratwurzeln hieraus geben die, Halb
messer 63,2905, und 61,4514, also die Durchmesser des 
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umschriebenen Kreises 126,58, des eingeschriebenen Kreises 
122,90 Fuss. 

7) Der Inhalt eines regelmässigen 9-Ecks sey 325 DFuss, 
wie gross ist der Umfang? 

Der Inhalt 325 multiplicirt mit der Zahl der dritten Co-
lumne 3,2757321 giebt 1064,613, die Quadratwurzel hieraus 
giebt den halben Umfang 32,628, also den Umfang 65,256 Fuss. 

52. 

Das Verhältniss des Kreisumfangs zum Durchmesser 
und des Kreisinhalts zum Quadrat des Halbmessers, ist für 
alle Kreise die unveränderliche Zahl n = 3,14159265358979. 

Ein Bogen ach ist grösser als die 
grade Linie oder Sehne а b, welche seine 
Endpuncte verbindet, und kleiner als die 
Summe der beiden Berührungslinien j f a , 

fb, welche an den Endpuncten in dersel
ben Ebene gezogen werden. Der Inhalt 
des Segments acb ist grösser als <ler Inhalt des Д acb, 
und kleiner als der Inhalt des Д afb. ; 

Wenn also in und um л -
einen Kreis ein regelmäs- a 

siges Vieleck beschrie
ben wird, so ist jeder 
Bogen des Kreises grös
ser als die zwischen sei
nen Endpuncten enthal
tene innere Polygpnlinie, 
und kleiner als die zwi
schen seinen Endpuncten »» 
enthaltene äussere Polygonlinie. 

Eben so ist de Inhalt des Kreissectörs grösser als der 
Inhalt des entsprechenden eingeschriebenen Polygonsectors, 
und kleiner als der Inhalt des entsprechenden umschriebenen 
Polygonsectors. 

Derselbe Satz gilt auch für den ganzen Kreis. Der 
Umfang des Kreises ist grösser als der Umfang des ein
geschriebenen Vielecks und kleiner als der Umfang des um
schriebenen Vielecks. Der Inhalt des Kreises ist grösser als 
der Inhalt des eingeschriebenen Vielecks und kleiner als der 
Inhalt des umschriebenen Vielecks. 

' i * -
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Da af1 = a d 1 -(- df2, so nähert sich af desto mehr 
der Linie ad, oder af - j - fb desto mehr der Sehne ab, je 
kleiner df ist. Aber ad2 = md*df, also ist <// desto klei
ner, je grosser md, d. h. je kleiner der Mittelpunctswinkel 
amb ist, bei gleichbleibender Sehne ab. Je grösser also die 
Anzahl der Theile des ganzen Bogens а a ist, desto mehr 
nähert sich die Länge der äussern Polygonlinie der Länge 
der innern Polygonlinie, und der Inhalt des äussern Polygon-
sectors dem Inhalt des innern Polygonsectors. Folglich ist 
die Länge des Kreisbogens die gemeinschaftliche Grenze, wel
cher sich die äussere und innere Polygonlinie desto mehr an
nähern, je grösser man die Anzahl der Theile macht. Eben 
so ist der Inhalt des Kreissectors die gemeinschaftliche Grenze, 
welcher sich der Inhalt des äussern und innern Polygonsectors 
desto mehr annähern, je grösser man die Anzahl der Theile 
macht. 

Derselbe Satz gilt auch für den ganzen Kreis. Je grös
ser die Anzahl der Seiten des Vielecks ist, desto mehr nä
hern sich der Umfang des äussern und innern Vielecks dem 
Umfange des Kreises, und desto mehr nähert sich der Inhalt 
des äussern und innern Vielecks dem Inhalt des Kreises. 

Da A amf = \ma* af = $0* af, so ist der Inhalt 
des äussern Polygonsectors gleich dem Product der äussern 
Polygonlinie mit ^ des Durchmessers, und verhält sich zum 
Quadrat des Halbmessers wie die äussere Polygonlinie zum 
Durchmesser. Folglich ist auch der Inhalt des Kreissectors 
gleich dem Product des Kreisbogens mit -J des Durchmessers, 
und verhält sich zum Quadrat des Halbmessers wie der Bogen 
zum Durchmesser. 

Derselbe Satz gilt auch für den ganzen Kreis. Der 
Inhalt des Kreises ist gleich dem Product des Kreisumfangs 
mit \ des Durchmessers, und verhält sich zum Quadrat des 
Halbmessers wie der Umfang zum Durchmesser. 

Um also dieses Kr ei' erhältniss n für eine bestimmte 
Anzahl Stellen zu erhalten, nimmt man (V. 50.) ein Vieleck, 
in welchem die Werthe von D und E auf ebensoviel Stellen 
übereinstimmen. Z. B. beim 96-Eck ist D = 30,5632.. 
und E = 30,5468«. die Grenzen sind also 

~ = 3,14103. . und — = 3,14271 . . 
D E v 

Archimedes fand aus dem 96-Eck (V. 49.) — — 3fJ 
. Л л і , 1561 1562 A . " • „ , 

und — = 3f oder und — — . Aus demselben 96-Eck 
К 497 49i 



giebt die genauere Berechnung die Grenzen 3 ^ und 3 | , oder 
1715 _ 1716 
IM U n d "536-

Das Vieleck von 98304 Seiten giebt 
E = 31291,1350407, D --- 31291,1350507 
N N 

also — = 3,1415926530, ~~ = 3,1415926547. 
U E 

Das Vieleck von 131072 Seiten giebt 
E = 41721,51339389, D = 41721,51340587, 
N V 

also у-= 3,14159265329, ~- = 3,14159265419. 
JO E 

D a s Vieleck von 1 6 3 8 4 0 Seiten giebt 

E = 52151,8917459606, D = 52151,8917555481, 
N N 

also -— = 3,14159265339, — — 3,14159265397. 
JJ E 
Wenn man die Werthe von E und D für eine so grosse 

Anzahl Seiten wie in (V. 50.) berechnet hat, so ist es leicht, 
die Tafel noch viel weiter auszudehnen und dadurch das Kreis-
verhältniss auf eine grossere Anzahl von Decimalstellen zu 
berechnen. Nämlich es ist der Unterschied von D und JE für 

N = 40960 . . . . - . 0 ,0000383 4951971 5941060 
JV = 81920 0,0000191 7475985 0920519 
Der zweite Unterschied ist bis mit zur 19 ten Decimal-

stelle die Hälfte des vorigen Unterschiedes. Also wird auch 
die Hälfte des Unterschiedes für N = 81920 gleich dem 
Unterschied für N = 163840 seyn. Dadurch wird man für 
dasselbe N den Werth von D erhalten, durch Addition von 
D und E den Werth von E für JV = 327680 finden, und 
so durch fortgesetzte Halbirung der Unterschiede, und durch 
Addition die Rechnung bis auf ein Vieleck fortfuhren können, 
bei welchem D und E in der 19 ten Decimalstelle übereinstim
men, wodurch man das Kreisverhältniss auf mehr als 40 De
cimalstellen finden kenn. 

Durch Quadratwurzeln lassen sich einige ziemlich genaue 
Annäherungen für die Zahl n finden 
z . B. 4Т*6- + -з j/3 — | yß = 3,141592652 

J / l Л и 7 1 

j/9,8696 = 3,1415919.. у = 3,141592639. 

Bemerkenswerth ist die von Adriaan Anthonisse, Bürger
meister zu Alkmaar, etwa um 1584 gefundene Annäherung 
* > З Л < 3-AV> im Mittel Tr = 3 Т 'Д = f f i 
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= 3,14159292. Dieses Verhältniss lässt sich leicht geome
trisch construiren, da 16 = 42, 113 = 82 -f- 72 ist. 
Siehe Aufgabe 56. 

53. 
Alle Kreise »ind einander ähnlich. 

Man beschreibe in den Umfang 
des einen Kreises ein beliebiges Viel
eck abcd. Die Halbmesser ma, mb, 
me, md schneiden den concentrischen 
Kreis in / , g, hf k. Da die A mab,a 

mfg gleichschenklig sind und bei m 
einen gemeinschaftlichen Winkel haben, 
so ist ^mfg = mab, also/g^=^eÄ. 
Eben so gh <p=*s be, hk <?̂  cd, also 
(II. 49.) fh <?=ь ас, fk -я^ ad, gk 
-я^ bd u. s. w. Also fghk r o abcd. 
Jedem in den einen Kreis beschrie
benen Vieleck entspricht also ein 
ähnliches und ähnlich liegendes Viel
eck im andern Kreise. Beschreibt 
man also in den Sector a dm des 
einen Kreises einen regelmässigen 
Polygonsector abc dm, so entspricht 
demselben in dem andern Kreise ein 
ähnlicher und ähnlich liegender Po-
lygonsector fg h к т. Die Polygon-
linien abcd, fghk verhalten sich (II. 71.) wie die Halbmesser 
ma, mf, und die Flächen der Polygonsectoren ab с dm, 
fghk vi verhalten sich (III. 67.) wie die Quadrate der Halb
messer ma, mf. Da dieses für jede beliebige Anzahl Seiten 
stattfindet, und die Lange der Polygonlinie sich desto mehr 
der Länge des Kreisbogens, der Inhalt des Polygonsectors 
sich desto mehr dem Inhalt <' -s Kreissectors annähert (V. 52) , 
je grösser die Anzahl der Seiten ist, so müssen sich auch die 
Längen der Kreisbögen a d, fk, welche gleichen Mittelpuncts-
winkeln entsprechen, wie die Halbmesser ma, mf, oder wie 
die Sehnen ad, fk verhalten. Aus gleichem Grunde müssen 
sich die Flächen der Kreissectoren adm, fkm, welche glei
chen Mittelpimctswinkeln entsprechen, wie die Quadrate der 
Halbmesser ma, mf, oder wie die Quadrate der Sehnen ad, 
fk verhalten. Da sich die ähnlichen Centraldreiecke, adm, 
fkm, welche gleichen Mittelpunctswinkeln entsprechen, eben-
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falls wie die Quadrate der Halbmesser ma, mf, oder der 
Sehnen ad, fk verhalten (III. 64.), so müssen sich auch die 
Kreissegmente abcd, fghk, welche gleichen Mittelpuncts-
winkeln entsprechen, wie die Quadrate der Halbmesser та, 
mf, oder der Seimen ad, fk verhalten. 

Derselbe Satz muss nun auch für die ganzen Kreise gül
tig seyn. Demnach verhalten sich die Umfange der Kreise 
wie ihre Halbmesser oder Durchmesser, oder wie ihre, glei
chen Mittelpunctswinkeln entsprechenden Sehnen; und die Flä
chen der Kreise wie die Quadrate ihrer Halbmesser oder 
Durchmesser, oder ihrer, gleichen Mittelpunctswinkeln ent
sprechenden Sehnen. 

54. 
durch concentrische Kreise tn gleiche Einen Kreis 

Theile zu theilen. 
Es sey der Kreis in я 

gleiche Theile zu theilen. Man 
theile seinen Halbmesser та in 
gleiche Theile in b, с u. s. w., 

mb 1 mc 2 
та л ' та n 

u. s. w., beschreibe über та 
einen Halbkreis, errichte auf m а 
in den Theilungspuncten senk
rechte Linien, welche den Halb
kreis in d, f schneiden, so ist 

md2 mb 1 
(IH. 56. 58.) — , == — = -— 

та та n 
Man beschreibe mit den Halbmessern md, mf u. s. w. con-

centrische Kreise, so ist (V. 53.) ——: = = — 
Kreis mf _ m/ 2 __ 2_ K r e i s m a m a " 
Kreis " 

mf* 
ma2 

mc 
ma 

u. s. w. 
n 

ma ma 
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55. 

Einen Kreisring durch coticentrische Kreise in gleiche 
Theile zu theilen. 

Die zwischen zwei concen-
Irischen Kreisen, z. B. zwischen 
den Kreisen та, mb enthaltene 
Fläche heisst ein Kreisring. Man 
ziehe von einem beliebigen Pun-
cte a des äussern Kreises an den 
innern Kreis die Berührende а Ь. 
Soll der Kreisring in n gleiche 
Theile getheilt werden, so theile 
man ab m c, d u. s. w. in n 
gleiche Theile, errichte in den 
Theilungspuncten auf ab senkrechte Linien, welche den über 
a b beschriebenen Halbkreis in f, g u. s. w. schneiden, mache 
b h = bf, bk = bg u. s. w., beschreibe concentrische Kreise mit 
den Halbmessern mh, mk u. s. w., so leisten diese das Verlangte. 
Denn mh2—mb2=?. bh2 = bf\mk2 — mb2 = bk2 = bg2, 

- ,2 ... , mh2 — mb2 b/2 bc 1 
?«« — mb1 = ab% also , -^ = ~» = —г = — , 

та — in b' ab ab n 
mk2— mb2 bg"1 bd 2 Kreis »г л 
та mb ab ab 

та2 Kreis mh m 
~ mb* 
Kreis m а 

Kreis mb 
- Kreis m b 

mb 
та2 

2 ' 

J 

Kreis m k 

Kreis mb 
mb2 Kreis 

= 

mh 

"J Kreis mb 
mk2' , 
~—2, also 
m b 

— Kreis m b 

also 

Kreis mb 
mh2 — mb2 

mb 
Kreis m h 

Kreis mk 
mb 

— Kreis mb 
Kreis mb 

mk2 — mb 

Kreis m b 
— Kreis m b m 

mb 
h2 — mb 

Kreis m а 
Kreis mk 

• Kreis m b 
Kreis mb 

m а 
mk2 — 

— mb2 

mb2 2 

Kreis m а — Kreis m b та mb u. s. w. 
n 



- 64 

56. 

Den Umfang des Kreises aus dem Durchmesser oder 
dem Inhalt zu bestimmen. 

Zur Recti-
ficatioii des 
Kreises, d. h. 
zur Verwand
lung des Um-
fangs in eine 
grade Linie, 
nimmt man a d 
= Zab, und 
setzt daran ag 
= Ij-ab, oder 
noch genauer 
— ah = \af. 
Da af = ab 
j /£ = a b • 
0,7071, also 
\ af = ab * 
0,14142, also 
der Fehler nur 

euou des 
Durchmessers. 
Wenn man а к 
= у а b, die 
Senkrechte kl 
= {«и, отп 
= 4Л^> die 
Senkrechte я о 
= ab macht, 
und aus dem 
Puncte p} wo 
al, mo einan
der schneiden, 
die Senkrechte o' '-'--
p g zieht, so 
ist a g = ^ a b. 
Denn ag = 
*Pg> mg = Tjog» also та = 

Wenn man 

-

. ..-

? 

a 

-

с 

" " * • . - . 

у^ь 
/ \ 

1 '*• m* 

• " . ••»' 

/ / }Ч 

'"'•. 

.. 

. • • 

' ч ^ 
'.< 

/ 

/i. 

* 

'• 

: 

. - • ' 

\ 

.*"•; 

ІР8 lg> also 

m 

ag 

к = e£ , &y = 4-«^ senkrecht auf m£ 
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zieht, so liegen aq = af in grader Linie. Wenn man fr 
= 2af senkrecht auf af zieht, ar, mq verbindet, welche 
einander in s schneiden, und sh senkrecht auf af zieht, so 
ist ah — \af Denn ah = -увА, g(A = 3sЛ, also «<y 
= £ в А = 5 я А, also a А 

Um das Verhältniss des £ 
Adriaan Anthonisse (V. 52.) 
zu construiren, zieht man 
ht == \ab senkrecht auf 
ab) zieht la, und nimmt 
darauf au = av = \ab 
= «w, zieht »№ senkrecht 
auf ab, verbindet tw9 und 

tu 
a b 

ag au aw au 

av ab at ab 
aw*at 

aq. 

zieht vg ^ ttO) so ist 

at 
au 

™ a l s o ^ = 
ab ab 
4 2 

16 
113 a t 2 72-r- 82 

Der Umfang ist also = Sab -j- ag. 

Setzt man den Durchmesser = / ) , den Umfang — H, 
den Inhalt = F, so ist /• = n . D, F — \nJ}\ H2 

= я 2 / ) 2 , also 4 TEF = P 2 , oder P = j/Гтг . / F . Zum 
practischen Gebrauch kann man die Zahl n mit mehr oder 
weniger Annäherung nehmen, z. B. 

n 

n 

3,1416, \n = 1,5708, 7 i = 3}, £ 
355 

? i — l 

= ТТЧ = 3 + « — ^, « = т , # = = TTi f l» 

/ 4 71 

wo a 

113 
= 3,544907701811 ~ 3 £ - | - a + 6 + 0 + rf, 

4 /. 1 
ТПТ a, b, d ТТГП" c ' 

B e i s p i e l e * 

l) Der Durchmesser sey 140 Puss. wie gross ist der Umfang? 

genähert: 
3 X 140 = 420 
а + 20 

1 . 
4 . 

P 

genau: 
3,14159265 
1,25663706 
439,822971 T T T 0,177 

Paucker Geometrie. II . 

t> ^ 439,823. 
э 



ев 

2) Der Inhalt sey 325 QFuss, wie gross ist der Umfang V 

№ = I8,«2775 | / F — 18,02775 

3 . 5408325 3 . 5408325 
5 901387 V- 901387 
4 72111 а — TSV 80123 
4 7211 b = r±va 801 
9 1622 с = Т&О-А 32 

07 13 d = T ^ c 2 
7 . . . 1 P — 63,90670 
P = 63,90670 

? = 81225 j/F = 285 

3 855 
| 142,5 
« 12,6666 
l> 1267 
с 51 
d 3 
P = 1010,2987. 

57. 
Den Durchmesser des Kreises aus dem. Umfang oder 

dem Inhalt zu berechnen. , 
Man hat P = nD, F = \n.p\ also D = — P 
/4 1 I ?r 

= W — i / F ; ~ = 0,3183098861837, genähert — = 0,3183, 
" 71 r 71 71 

oder І = Ä + ffi'oder =* i - • - * - * + 4, 

t / i = 1,12837916709551 = 1^ + а + £ + c, 

wo « = 7 ^ r , £ = у ^ а , с = -jp^Ä. 

B e i s p i e l e . 
1) Der Umfang sey 1200 Fuss, wie gross ist der Durchmesser? 

1 318309886 1200 '"' 

2.... 63661977 7 . . 8400 

D « 381,971863 2-. 4200 
11.. 381,8182 
7312 1536 
D s=̂  381,9718 

P- -
1 

* • • 
a- • 

d 

=: 1200 
. 400 
— 18 

0,024 
. . . . 43 

_L_ П 

ö = 381,9718 



2) Der Inhalt sey 81225 QFuss, wie gross ist der Durch
messer? 

VF 285 

1128379167 

2 2256758334 
8 902703333 
5 56418958 

D
 s 

,/F= 285 

35,625 
95 
1267 
. 38 

321,5880625 
D = 321,58805 

3) Der Inhalt sey 12100 DFuss, wie gross ist der Durch
messer? 

I * 110 

D 

1128379 
112838 

124.1217 

«. . 

С • . 

D 

110 
13,75 

3667 
. 49 
. . 1 

124,1217 

58, 
Den Inhalt eines Kreises aus dem Halbmesser, Durch

messer oder Umfang zy bestimmen. 

n = ±7lD 
1 

4л 
. P2. Man nimmt #, wie 

(V. 56.), in = 0,78539816, 
genähert == 0,7854, oder ---

, oder = а 4- b — 
14 3164' ^ 
с — dj woa = {, Ь = T^tr Ä7 

— =3 0,07957747154594, 

oder genähert = 1 + ^ , 

oder х==я TT ТТГ0- ~~" 

— а — b -}- с, 

i 
"FTTTT 

WO « = 3 1JrJ-j7rV, & s s s s І« 

Zur genäherten Quadratur, d. h. Verwandlung des Krei
ses in ein Quadrat von gleichem Inhalt, mache man mc 
=з 4 Theile <?=̂  bd = 3 Theile, «6, etf schneiden einander 
in f. Man errichte / g senkrecht auf a b bis an den Kreis, 

5 * 
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beschreibe über ag ein Quadrat aghk, so ist es nahe dem 

Kreise gleich, da ag2 = af • ab = — Dl. 

B e i s p i e l e . 
1) Der Halbmesser sey 85 oder der Durchmesser 170 Fiis.*, 

wie gross ist der Inhalt? 

r 

7' . . 

5. . . 

F = 

2 = 7225 

314159265 

2199114855 

. . . 15707^6 

22698,00689 

785398 
2... 1570796 
8 628318 

F = 22698,00 

7 ... 

9. .. 
b = 

С rr^= 

d = 

3 

а = у 

* = -r 

16 

32 

53 

83 

68 

ттпх*' 
TUTT

0 , 

7225 

. . 21675 

... 1032,14 

га« — 9,13 

— 22698,01 

D2
 = 28900 

7. .. 202300 

8 23120 

4 1156 

F — 22698,06 

І8900 

28900 

317900 

2 158950 

7 22707,14 

3164.... — 9,13 

F — 22698,01 

28900 
. . 90*2300 

22477 777 

.. + 224,778 
— 4,495 

= 22698.015 

2) Der Umfang sey 534 

P2 == 285156 

7957747" 

'uss, wie gross ist der Inhalt? 

285156 

2 15915494 
8 6366198 
5 397887 
l " . . . 7958 
5. . 3979 
6 477 

F ==T 22691,993" 

i 
T T 

ТОО ' 
I 

а — 
b = 

F 

. . 23763 

. . — 712,89 
356,445 

"7ТПП7ТГТ7" ' l,4J5 

\a — 285 
+ 35 fr* 

22691,990 
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59. 
Die Länge eines Kreisbogens zu berechnen. 

Nach Ш. 22. verhält sieb der Bogen zum Quadranten 
wie der Mittelpunctswinkel zu einem rechten Winkel, oder 
der Bogen zum Umfang wie der Mittelpunctswinkel zu vier 
rechten Winkeln. Es sey der Mittelpunctswinkel — m, der 
Bogen = /? , der Umfang = P, der Halbmesser = r , der 

rechte Winkel = R, so ist В = P . — , oder für m Grade, 
ß === ТЪТІ • r • m> f i i r *» Minuten В s s ,__,,_ r . vi, für m 

Sekunden В = ^ ^ . r . «., 

~ = 0,01745329252, — ~ = 0,00029088820» 
180 10800 

648ÕÕÕ = «.«000048481368. 

B e i s p i e l e . 

1) Den Winkel zu finden, dessen Bogen dem Halbmesser 
gleich ist. 
Man setzt В = r, woraus — 57°,2957795 

1 ° ^ = 3437',74677, « Ä = 206264«,S06. 

2) Für verschiedene regelmässige Vielecke das Verhältniss 
des Bogens zur Sehne zu finden. Man wendet hier das 
Verhältniss des Durchmessers zur Polygonseite in V. 51. an. 

Beim Halbkreise ist В == Ітп. D = 1,5708 der Sehne. 

Beim Dreieck ist f ü r« = 1 2 0 ° , B = TTZD, Z ) = 1,15470, 
also В = 1,209199 der Sehne. 

Beim Quadrat ist für m = 9o ', В = £ n D> D = 1,41421, 
also # = 1,110720 der Sehne. 

Beim Fünfeck ist für »i = 72°, B = \nD,D= 1,70130, 
also В — 1,068959 der Sehne. 

Beim Sechseck ist für m = 00°, В = ^nD, D = 2, 
also ß = 1,047197 der Sehne. 

3) Wie gross ist die Länge eines Bogens von 87° 12' 24", 
bei einem Durchmesser von 174 Fuss? der Winkel 
m = 5232,4, r = 87. 
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0,0002908882 0,025307273 

8.. . 0,023271056 5 126536365 

7 2036217 2 5061455 

0,025307273
 3

 759218 

2 50614 

4 10123 

И « 132,417775 

60. 
Den Inhalt eines Kreissectors zu berechnen. 

Nach V. 52. ist der Inhalt des Sectors gleich dem Pro-
duct des Bogens mit \ des Durchmessers, also wenn S der 
Sector, Z? der Bogen, D der Durchmesser, P der Umfang, 
R der rechte Winkel, m der Mittelpunctswinkel, r der Halb
messer, S = \D.. В = D . P . — - = я г 2 . — , 

lo/C 4/i 
also für m Grade S = • —— . r2 . ш, 

360 
für m Minuten S == ^ . r 2 . m, 

21600 
- I L = 0,00872664626, —^— « 0,000145444104. 
ЗоО 2 І О 0 0 

B e i s p i e l . 
Wie gross ist der Inhalt des Sectors für den Halbmesser 

87 Fuss, und dem Mittelpunctswinkel 87° 12' 24" => 5232',4? 
r'~ « 7569 1 . . . 396040356 
m «-- 5232,4 4 158416142 

39604035,6 5 . . . . . 19802018 
4 1584161 
4 158416 
i 15842 
1 396 
04 16 
6 = з 5760,17347 DFuss. 

61. 
Den Inhalt eines Kreissegments zu berechnen. 

Die Sehne theilt den Kreis in zwei Segmente, wovon 
das eine kleiner, das andre grösser als der Halbkreis ist. 
Das kleinere Segment wird erhalten, wenn man das Central-
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dreieck vom Sector 'abzieht. Es kann verlangt werden, ent
weder der absolute Inhalt des Segments in Quadratmaassen, 
oder das Verhältnis desselben zur Kreisfläche, oder das Ver-
hältniss desselben zu dem Dreieck, welches mit ihm gleiche 
Grundlinie und Höhe hat. 

B e i s p i e l e . 
I) Das Segment zu berechnen, wel

ches auf der Seite des gleich
seitigen Dreiecks ruht. 
Kreisfläche == лr2, Sector та сb£r 

= ?7tr2,&amo = ad»md=:jr*' 
j / 3 t=a A acb, also Segment acb 
« {-лr2 — £ r 2 . j / 3 , Verhältnis« 

zur Kreisfläche « { — ^ . — . j /3 , Verhältniss zum A acb 
c=» ^71 j/3 1. "* П 

=* 0,4330127019 

Е=Я 0,3183098862 

cszi 0,1378322239 
= 0,3333333333 

i - [/3 
j / 
n 

Prod. «=i 
1 
H ~ 

Segm. « 0,1955011094 des Kreises 
j/3 = 1,7320508075 
*тг = i 1,3962634016 

Prod. r=» 2,4183991522 
1 

1,4183991522 des А 

2) Das Segment zu berechnen, wel
ches auf der Seite des Quadrats 
ruht. 
Kreisfläche t = nr\ Sector macb а 

= ^ 7Г r2, A a m b е=з 4- r\ « rf = r • 
l/z =»±r |/2, cd = r (1 — / o 
= 4-r (2 — j/2), А «c£ — r 2 . 
| j/2 (2 — j/2) = r2 . | (j/2 — 1) 

1 

2 (j/2 + 1) 
hältniss zur Kreisfläche 

Segment acb ==J J Я r Ver-

— , Verhältnis zum 
71 

A acö = *л.(|/а + 1) — (j/2 + 1). 
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I = 0,25 

4 . i - = 0,1591549431 
71 , > 

Diff. 0,0908450569 
Verhältniss des Segments 

zur Kreisfläche. 

n = з 3,14159265359 
4 7 i— l = 0,57079632679 
fö + 1 = 2,41421356237 

Prod. 1,37802423350 
Verhältniss des Segments zum 

А а с д. 
3) Das Segment zu berechnen, welches 

auf der Seite des regelmässigen Sechs
ecks ruht. 

Kreisfläche t=» n r\ Sector я і а с ^ = і ^ я г 2 , 
аа*=\г>та=\г i/3, A amb =з^г2 j/3, 
crf==|r(2 —j/3),Aacö=iir2(2 —^3) 

м Г 2 ' 4 (2 + /3)' S e S m e D t а с Ь ̂  * * Г ' 
— т^ а • l/3, Verhältniss zur Kreisfläche = 

an 

s 
i 

r 
|/3, 

^ 3 
1 

Verhältniss zum А ас о s=3 (j-я 

: 0,4330127019 

» 0,3183098862 

: 0,1378322239 

- 0,1666666666 
- 0,0288344427 

Verhältniss des Segments 
zur Kreisfläche. 

n 
Prod. 

i 
TT 

Diff. 

j/3) (2 + / 3 ) . 

= 3,1415926536 
t=a 6,2831853072 
----- 2,0943951024 
= 1,7320508075 

0,3623442949 
=» 3,7320508075 
-----, 1,3522873180 

Verhältniss des Segments 
zum A acb. 

71 

2тг 

,/3 

2+,/3 
Prod. 

A ii h a n g. 

In der Baukunst, Mechanik u. s. w. kommt Öfters der 
Fall vor, dass die Länge eines Bogens, oder der Inhalt eines 
Segments aus der Grundlinie und Höhe durch eine genäherte 
Rechnung gefunden werden soll. Die hierzu erforderlichen 
Regeln können nur durch Hülfe der höhern Geometrie gefun
den werden. Daher gebe ich sie hier, ohne Beweise, zur 
Belehrung der Fähigen, und zu practischem Gebrauch. 
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62. 
Die Länge der Dachlinie. 

D. h. die Summe der beiden Sei

ten ac, cb des gleichschenkligen Drei

ecks. Diese Summe sey = B, =- a 

ab 
z^= E der Exponent, und В = ab 
+ а — b -\- с — d -\- f — g u. s. w., wo а = { Ё . 
ab, b = \E . а, с = ^E • b, d = -J-E • c, u. s. w. Die 
Zähler der Brüche sind die ungraden Zahlen, die Nenner um 
3 grösser. 

Beispiel. Die Grundlinie ab — 120, die Höhe cd 
4 . 24 . 24 4 

— 24, der Exponent JE = 120 . 120 25 

ab — 120 
a». - - j - 9,6 

— 384 
. + 31 
. . — 3 
129,244 

63. 
Die Länge de» Kreisbogens. 

Der Bogen — B, 4cd' 
= E der 

a£ 2 

Exponent, В = ab -\- а — b + c~ 
— d -\- f — g, u. s. w., w o e = r { £ . 
ab, b = j E . «, с = ^/2 . ö) d = -^E . c, u. s. w. Die 
Zähler und Nenner sind ungr le Zahlen, deren Unterschied 
immer 4 ist. 

ab = 120, cd — 24, E = —. 

«6 — 120 
« . . -[- 12,8 
b — 4096 
с + 281 

Beispiel. 

d< — 25 

+ 2 
В = 132,4162 
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64. 
Die Länge de% parabolischen Bogens. 

Hier sind die Quadrate 
der Parallelsehnen den Abstän
den vom Scheitel proportionirt 
Man macht ad2 = ck • cd, 
fh2 = с к . ch u. s. w., so ist 

ab2 cd 
Der Bogen acb = B, 4cd 

ab2 

e=3 JE der Exponent, В = ab 
-J-« — ^-f-c — <i 4 - ^ — g 
u. s. w., wo a = IE * ab, а 
b = | £ . а, с = °Я . ö, 

die Brüche haben die Form: — 
4.9.1J 

4si r. 

1 0 . І Г 
u. s. w. 12.13 

Beispiel. ab = 120, cd = 24, 
a ö . . . 120 
a . . + 12,8 
Й . . . — 1.230 
с + 281 
d — 87 

/ + 32 
ц — 13 
h -f 5 
В == 131,788 

E = * 
TT' 

65. 
Die Länge des Bogens der Kettenlinie. 

Es ist diejenige Linie, in welcher c 

sich Gewölbsteine durch ihre Schwere im 
Gleichgewicht erhalten, und welche eine0' 
an ihren Enden befestigte Schnur annimmt. 

4c«/2 

Der Bogen -~ B, • a — E der Exponent, so ist В = ab 

-f- а 
7 

TT 

Ь + с -
E * а, с 

ab 
' d H" f — 8 n- s- w > wo а == y £ • л£, 
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Beispiel, а Ь — 120, cd ---
аb-.. 120 
« . . + 12,8 

24, Е = А 

+ 
955 
144 

- 27 

+ 5 
131,96 

66. 
Umfang der Ellipse 

Die grosse Axe sey ab, 
die in ihrer Mitte senkrecht 
errichtete halbe kleine Axe 
sey cd. Man ziehe in be
liebiger Richtung «/== 2 с d, 
und beschreibe über af ei
nen Halbkreis. In einem« 
beliebigen Punct g errichtet . /-,. 
man gh senkrecht auf af: / / / 
bis an den Halbkreis, zieht:*.* / 
gk t=*sfb, kl = gh senk-'; / 
recht auf ab, so ist / ein '-'. 

Punct der Ellipse. Da 

~^a 

9 

n 

af 
ab 
cd 

==—,, also 
ad 

= ag-fg 

а к . bk a= 
cd 

ad bk 
a8-fg 
а к. bk 
=*gh2: 

ко2, so ist 

о 
ak 
af 
ab 

cd 2 

ad2 

kl\ 
kl 
ко 

m 

ad 
Annähernd beschreibt 

man die Ellipse durch zwei 
Kreisbögen. Man beschreibt 
über ab ein gleichseitiges Д anb, errichtet ap = ad senk
recht auf ab, nimmt dq = i ad — cd, zieht # г <я̂  я/?, 
beschreibt über ^ ein gleichseitiges Л rmr, beschreibt aus 
r mit dem Halbmesser ra den Kreisbogen as, aus m mit dem 
Halbmesser » I J M W C den Kreisbogen 8es. 
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Der Umfang der halben Ellipse acb = В wird nach 
Eulcr aus der Sehne а с des elliptischen Quadranten berechnet. 
Ü / , .̂ ab'1 — 4 cd2 

B<=a — b — c — d~f—g , wo a ,2 = £ > 
ab -\- \cd 

a » i j / 2 . n . «c = 2,221441469 ac, 

—&"> «=§>*> * = l f c ^ /-iJnJ*-' 

ас 

piel. 
4176 

Es sey а Ь =a 

=5 64,6220 

« . . . 
H . . . 

< ? . ' « > 

< i . . . . 

/ . . . . 

Л . . . . 

tf — 

120, c t f « 2 4 , £ = 

» «<? X 2,22144. 
143,554 

— 4,705 
— 578 
— 133 

. — 39 
. — 13 

5 
138,081. 

. = 143,554. 

-

67. 
Inhalt der halben Ellipse. 

hl cd 
Da (V. 66.) -— = — . so ist auch das Verhältniss der 

ко ad 
halben Ellipse acb, zu dem über ab beschriebeneu Halbkreise, 

cd 
= s -—. Aber (V. 58.) der Kreis = In • ab - ad, also die 

ad 
halbe Ellipse = ^n . ab • cd. 

Beispiel. Es sey ab = 120 Fuss, cd = 24 Fuss, so 
ist ab . cd — 2880. 

\n = r 0,78539816 

2 . . . I . 157079632 
8 62831853 
8 6283185 

Inhalt F - ^ 2261,9467 DFuss. 

68. 
Inhalt de* Kreissegments. 

Aus der Grundlinie ah, und Höhe cd, findet man die 
Sehne а с des halben Bogens, und hieraus in ziemlicher An
näherung das Segment F = y%cd (ab -f* z «<?). 
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Beispiel e£ = 120, cd = 24, «c = j/417G = 64,622 
а с — 64,622 с 
{ас = 21,541 

-&>cd = 
206,163 

9,6 
Inhalt F = 1979,161. 

Genauer ist die Annähe
rung, wenn man den Bogen 
acb = Я (V. 59. 63.) be
rechnet : 

16oti 
Beispiel. 

— as). 
«Ä --- 120, 

с J — 2 4 , В = 132,4162, hieraus: 
132,4162 
120 
252,4162 

12,4162 

•$• с d • • • • 

252,4162 
6 

ab 

1514,4972 
465,6075 

16crf 

12,4162 
37,5 

465,6075 

F = 1980,1047 

Wenn E=z i ^ L F = a + b — с + d—f+ s — h, 
ab 

so ist а = ^aö.ock, b — ^ £ . д , с = ^E<b, d = -££.c, 
/ = TyJE.rf, g = T

7
T£./, h = TV£.g u. s. w. 

Wenn£ = ̂ T T ^ ' *««+*+«+*+/+« 
+ Л, &o\9\.a = -\ab*cd, b=t{E<a, c = $E*b, </ = f £ .c , 

/ = tfE.d, g = -ftE.fu. s. w. 

Beispiel, ab = 120, cd = 24, erstes £ = 
zweites E 

«. 

c» 
ck. 

/ • 

* 
ТГЧГ' 

Erste Reihe. 
. 1920 

+ 61,44 
. — 1,40434 

+ 7490 
_ 545 

+ 47 
— 4 

5 ' 

Zweite Reihe. 
« . . . 1920 
Д 52,96552 
с 6,26193 
d 76775 

= 1980,10554 

/ . 
8* 
Л. 
k. 
i . 
F 

9627 
1225 

158 
20 

. 3 

= 1980,10553 
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Wenn man durch F das Verhältniss des Segments acb 
icd% 

zur ganzen Kreisfläche acbf bezeichnet, und E = 5-
а 6 

df 
, so ist 

а 

F = а + b — с + d ~f + g 

1 E )/E „ 1 1 в 
3 2» "»' 

h u. s. w. 

== 1,697652726, 
71 (Ё + 1)" - 7Г 

u . s . \v. 

Beispiel, ab — 120, cd = 24, £ = 7 \ , .JE -f- 1 =r »*, 

£ , / £ _ - V £ - 4 0 

1,6976527263 «... 0,080744481 
40 67,906109052" s-... -j- 2583823 
841... 0,080744481 с — 59059 

d + 3150 
/ — 229 

g + 20 

/,.. —- І1 
F =~ 0,083272169 

cd 
Nach dem Verhältniss der Hohe zum Halbmesser — 

= —— = A, habe ich folgende Tafel für das Verhältniss 

des Segments zur Kreisfläche berechnet: 

h 

0,01 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

0,10 

F 

0,000599 
1692 
3105 
4773 
6660 
8741 

0,010999 
13417 
15985 

0,018693 

Л 

0,11 

12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 

0,20 

<л 

0,021532 
24496 
27578 
30772 
34073 
37478 
40981 

44577 

48267 
0,052044 

Л 

0,21 

22 
23 
2.4 
25 
26 
27 
28 
29 

0,30 

F l h F 

0,055905 

59849 
63873 
67972 
72146 
76393 
80710 

85094 
89545 

0,094060 

0,31 

32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 

0,40 

0,098637 
0,103276 
107973 
112727 
117537 
122402 
127320 
132290 
137309 

0,142378 
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h 

0,41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 

0,50 

0,51 
52 
53 
54 
55 

F 
0,147495 
152658 
157866 
163119 
168415 
173752 
179131 
184549 
190006 

0,195501 

0,201032 
206600 
212202 
217837 
223507 

h 

0,56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 

0,66 
67 
68 
69 

0,70 

F 
0,229208 
234940 
240703 
246495 
252315 
258164 
264039 
269941 
275868 

0,281820 

0,287794 
293793 
299814 
305856 

0,311918 

h 

0,71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 

0,80 

0,81 
82 
83 
84 

0,85 

F 
0,318001 
324104 
330224 
336363 
342519 
348691 
354878 
361081 
367299 

0,373530 

0,379774 
386030 
392298 
398577 

0,404866 

h 

0,86 
87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 

0,95 

0,96 
97 
98 
99 

1,00 

F 
0,411165 
417472 
423789 
430113 
436444 
442781 
449125 
455473 
461826 

0,468182 

0,474542 
480904 
487268 
493634 

0,500000 

Nach dieser Tafel kann man 
leicht einen Kreis durch parallele 
Sehnen in gleiche Theile th eilen. 
Bei der Einschaltung wird man 
zu grösserer Genauigkeit auch w 
auf die zweiten Differenzen Rück
sicht nehmen. 

Beispiel. Der Kreis sey in 
6 gleiche Theile zu theilen, also 

i 

5 44. 
45. 
46. 

- 0,16666. 
0,33333.. 
163119 
168415 
173752 

5296 
5337 

und F 

41 
342519 

0,67063 Setzt man x — 
so ist 1 — x = 0,32937 

x . 5296 ==. 3552 
.r(l — 5 ) 

41 — 5 

Setzt man x s= 
so ist 1 — x = 

x . 6139 
x (l — x) 

0,50678 
0,49322 
= 3111 

17 --- — 2 

F 
, , cd 
also h :=» — 

3547 
163119 

0,166666 

0,4467063 

3109 
330224 

mc 
L ста = 5G°24\4 

F 7 « 0,333333 

also Ü - - - - - - - - 0,7350678 
mc 

l ста --- 74 38,25 
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Nach dem Verhältniss der Höhe des Segments zur bal-
c d 2cd 

ben Grundlinie —- - ^ — - == i/E = A, habe Ich folgende 
ad ab ' 

Tafel berechnet, welche das Verhältniss F des Segments zum 
Dreieck von gleicher Grundlinie und Höhe angiebt. 

h 

0,00 
1 
2 
3 
4 
5 

0,06 
7 
8 
9 

0,10 

0,11 
12 
13 
14 

0,15 

0,16 
17 
18 
19 

0,20 

0,21 
22 
23 
24 

0,25 

F h 

i 
1. 
1. 
1. 
1. 
I 

1. 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

1. 
1. 
1. 
1 
1. 

1 
1 
l 
1 
1 

.3333333 
3333599 
3334399 
.3335733 
3337599 
3339997 

3342928 
,3346391 
,3350384 
.3354908 
,3359962 

,3365544 
,3371654 
,3378291 
,3385454 
,3393142 

,3401352 
3410084 
.3419337 
,3429109 
3439398 

,3450203 
,3461521 
,3473352 
,3485693 
,3498542 

0,25 
26 
27 
28 
29 

0,30 

0,31 
32 
33 
34 

0,35 

0,36 
37 
38 
39 

0,40 

0,41 
42 
43 
44 

0,45 

0,46 
47 
48 
49 

0,50 

F 
1,3498542 
1,3511897 
1,3525756 
1,3540117 
1,3554978 
1,3570336 

1,3586189 
1,3602535 
1,3619372 
1,3636696 
1,3654505 

1,3672796 
1,3691567 
1,3710815 
1,3730538 
1,3750733 

1,3771396 
1,3792525 
1,3814117 
1,3836169 
1,3858678 

1,3̂ 81642 
1,31:05057 
1,3928919 
1,3953226 
1,3977975 

h 

0,50 
51 
52 
53 
54 

0,55 

0,56 
57 
58 
59 

0,60 

0,61 
62 
63 
64 

0,65 

0,66 
67 
68 
69 

0,70 

0,71 
72 
73 
74 

0,75 

F 

1,3977975 
1,4003163 
1,4028787 
1,4054843 
1,4081328 
1,4108239 

1,4135573 
1,4163325 
1,4191496 
1,4220079 
1,4249072 

1,4278471 
1,4308274 
1,4338477 
1,4369077 
1,4400070 

1,4431454 
1,4463225 
1,4495379 
1,4527914 
1,4560827 

1,4594113 
1,4627770 
1,4661795 
1,4696184 
1,4730935 

h 

0,75 
76 
77 
78 
79 

0,80 

0,81 
82 
83 
84 

0,85 

0,86 
87 
88 
89 

0,90 

0,91 
92 
93 
94 

0,95 

0,96 
97 
98 
99 

1,00 

F 
1,4730935 
1,4766043 
1,4801506 
1,4837321 
1,4873484 
1,4909992 

1,4946843 
1,4934033 
1,5021558 
1,5059416 
1,5097605 

1,5136120 
1,5174958 
1,5214117 
1,5253594 
1,5293385 

1,5333488 
1,5373900 
1,5414618 
1,5455638 
1,5496959 

1,5538577 
1,5580489 
1,5622692 
1,5665185 
1,5707963 

Um diese Tafel mit aller Genauigkeit anzuwenden, nimmt 
man auch auf die zweiten Differenzen Rücksicht. 

B e i s p i e l e * 
1) Die Grundlinie ab — 120, die Höhe cd — 24, wie 

gross ist das Segment? 
cd 

Hier ist ~- =-. | 4 = г: = 0,4. :=* h. 
an 
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Die Tafel giebt für А « 
das A ach ----- ad • cd • 
das Product giebt das Segment 

0,40 1,3750733 
60 . 24 1440 

1980,1055 

2) Das Segment zu berechnen, welches auf der Seite de> 
gleichseitigen Dreiecks ruht. 

Hier ist —j « 4i/3 = h === 0,577350269. Wenn also 
ad 

ab ----- 120 Fuss, so ist cd = 34,641016, Л ach 
----- 2078,46097. 

5 7 . . 1,4163326 
5 8 . . 1,4191496 ^ ^ " 4 ! 3 
5 9 . . 1,4220079 i ö 5 ö d 

Л ° 
Inhalt 

1,4183991 
-- 2078,46097 

2948,087 QFuss. 
Hier ist x ----- 0,7350269 

1—5 ----- 0,2649731 
also x . 28170 ----- 20705 
. r ( l — x) 

.413 — 40 
20665 

1,4163326 

F ----- 1,4183991 

3) Das Segment zu berechnen, welches auf der Seite des 
Quadrats ruht. 

с d 
Hier ist —- = |/2 — 1 === 0,414213562.. ----- Ä. 

ad f 

Wenn also « 6 « 120 Fuss, so ist с</-=== 24,8528.. Д acb 
----- 1491,168824. 

4 1 . . 1,3771396 
4 2 . . 1,3792525 ^ , " " 4 6 3 
4 3 . . 1,38,4117 л D ^ 

Hier ist x ----- 0,4213562 
1-х 

also x . 21129 
.r ( 1 — x) 

1,3780242 

Л ---- 1491,168824 

Inhalt ---- 2054,866 QFuss. 

0,5786438 

. 463 

8902 

— 56 

8846 

1,3771396 

F р=з 1,3780242. 

4) Das Segment zu berechnen, welches auf der Seite des 
regelmässigen Sechsecks ruht. 

Hier ist ^— ----- 2 — j/3 ----- 0,207949192.. = h. 
a d 

Paucker Geometrie. II. l i 
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Wenn also ab t= 
= 964,61709. 

'26.. 1,3511897 
27.. 1,3525756 J ^ , 502 
28.. 1,3540117 *6b 

Hier ist x = 0,7949192 
1 — x = 0,2050808 

also .r . 13859 = 11017 

^ i = £ > . 5 0 a « - 4 1 

120 Fuss, so ist с г / = - 16,07695, Д ach 

1,3511897 
10976 

/' = 1,3522873 
Л = 964,61709 

Inhalt = 1304,439 OFuss. 

10976 
Durch Hülfe der Tafel kann 

man auch solche Segmente be
rechnen, welche grösser als der 
Halbkreis sind. 

Beispiel. Es sey a b = 
df 

с d = 90 Fuss, so ist — 
ad 

•t 
T» 

6 6 . 
6 7 . 

6 8 . 

Hier ist x 
x 

x(\—x) 

df= 40 , 
16900. 

cj 

1,4431454 
1,4463225 " ^ 3 8 3 
1,4495379 U l b 4 

1 ' ! x 

31771 ==: 21181 

. 3 8 3 — 43 

21138 

ad . df 

Segm. afb 
in . cf 

Segm. acb 

1,4431454 
21138 

1,4452592 
=, 2400 

--^ 3468,622 
= 13273,229 
----. 9804,607lH F. 

Die vorstehende Tafel ist in ihrer ersten Hälfte von Л 
0 bis А ----- 0,5 .ich der oben gegebenen Formel für 

/E = 

* + 
h berechnet: 

4 - Ä * - ГА4 + -Л6 — -
3.5 3 . 5 . 7 ' 5 . 7 . 9 7 - 9 . 1 1 

Von h ----- 0,5 bis h ----- 0,75 setzte ich A =̂> 0,5 •+• J-
und entwickelte folgende Formel, nach welcher ich die Rech 
nung führte: 

F =! 1,3977975 5625502 
-l- 0,2496907 5247783 . j: 
-j- 0,2193513 3608383 . л-2 

— 0,0522632 9093752 . j - 3 

— 0,0082385 37866099. .r4 
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4- 0,0140466 
— 0,0042180 
— 0,0024453 
+ 0,0028477 
— 0,0006004 
— 0,0008870 
+ 0,0008049 
— 0,0000649 
— 0,0003633 

Von h --- 0,75 bis h = 
und führte die Rechnung nach 

F =» 1,5707963 
0,4292036 
0,1415920 
0,0457223 
0,0092177 
0,0012544 
0,0023608 
0,0012444 
0,0002860 
0,0001174 

9644823 
6345191 
6801708 
0841571 
6445179 
1953795 
4434632 
0486311 
1951106 

x" 
x* 
x7 

.г8 

хя 

11 

12 

. . ' 2 

+ 
+ 

+ 

= 1 setzte ich 
der Formel: 
2679489 
7320510 . и 
5358979 . и 
1371802 . и1 

2221164 . и 
5426267 . и 
8237160 . « 
1925800 . и 
1730282 . м" 
9809711 . и 

69. 

I — 

Inhalt des parabolischen Segments. 

Der Inhalt des paraboli
schen Segments, dessen Axe cd 
die Grundlinie oder Sehne abg 
senkrecht halbirt, ist genau gleich : 
J des&acb von gleicher Grund- : 
linie und Höhe, oder -|« de? 
Rechtecks von gleicher Grund- ä 
linie und Hohe. Man macht also bh = ag = \cd, so ist 
Segment acb «=» abgh. 

Beispiel. Es sey ab = 120 Fuss, cd = 24 Fuss, 
so ist bh e=» 16 Fuss, Segm. «oö --- 16 . 120 — »920 
OFuss. 

70. 
Trapezium mit schiefem parabolischen Segment. • 

Die schiefe Sehne ab des Rogens acb sey von der Axe 
cd in d in zwei gleiche Theile da = db getheilt. Man 
ziehe gcg я ^ adb, mache gc = «*7 == bd, beschreibe einen 

6* 
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Kreis, welcher durch 
die Puncte gdg geht, 
dessen Mittelpunct also 
in der Linie cm liegt, 
welche auf gcg senk
recht ist. Dieser Kreis 
schneidet die Axe de 
in f. Man beschreibe 
nun beliebige andre 
Kreise, welche ihren 
Mittelpunct in cm ha
ben und immer durch 
den Punct f gehen. 
Diese Kreise schneiden 
die Axe in l, die Linie 
gcg in k. Man ziehe 
kn <^> cd, In <5-̂  ad, 
so sind n die Puncte 
der Parabel, und es ist 
ad1 *==» cd . cf, In* 

----- cl . et, also —-= 
ad 

f 

m 
к* 

cd 
d. h. die Quadrate der von 

der Axe halbirten Sehnen verhalten sich wie die Abschnitte 
der Axe (Abscissen). Der Inhalt dieses parabolischen Seg
ments ist genau gleich J des A acb, oder ^ des Parallelo
gramms ab gg. Es sey nun pq senkrecht auf der Axe edr, 
so ist das Trapezium padr = pr (^ap + \dr), Segm. 
aed = pr . 3 cd, Trap. rdbq = » rq (\dr + \bq), Segm. 
deb = rq • | cd. Aber pr = rq = \pq, also pacbq 
«=i ^pq (JraP + dr + Icd + т ^ у ) = т Я 7 ( т ^ — 
i r f r + -Jcr + 1*9) ^ / > y {^ap + ^ ^ + ^ ^ ) . 

Heispiel. Es sey die Grund
linie yig «==» 18 Fuss, die Höhen 
ap = 15, e r = 18, bq «=» 17 
Fuss, so ist die mittlere Höhe 

15 4 - 7 2 + 17 
== ^ 6 ^ = 17 » Fuss, 

also der Inhalt 18 • I7-J- = 312 
DFuss. 

Auf eine genäherte Art zeich
net man den Bogen durch zwei 
Kreisbögen, indem man einen 
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beliebigen Pimct s wählt, durch welchen der Bogen gehen 
soll, durch die Puncte acs einen Kreisbogen zieht, dessen 
Mittelpunct t ist, und durch die Puncte sb einen Bogen be
schreibt, dessen Mittelpunct и in der graden Linie st liegt. 

71. 

Inhalt eines Trapeziums, dessen Bogen eine beliebige 
unbekannte Krümmung hat. 

Man theilt die Grundlinie 
in eine beliebige Anzahl glei- нк^^, ' 
eher Theile, welche sich durch Jp^.'- : 
2, 3, 4, 5 u. s. w. theilen ..c/-; : '• : : ' : . : 
läset9 z. B. in 60 gleiche <*'/'. • *: • ; ; : : : • : : : 
Theile. In den Theilungs- ; :: : j : ; : 
puneteu errichtet man senk- • •'••'..: • : • : •; i: j 
rechte Höhen aa', bb', cc' '.: : : • ;••;.; • •: ; ; 
u. s. w. bis ад dea Bogen ; : }•: :: ]: • : :j?-:.-;' - -
und misst sie aus. Als Bei- : \ : : : : 
spiel diene folgende Tafel, wo ; ; : : : : ; ; • ; :: \\ \ ; .. 
die Grundlinie ap ==* 600 Zoll, : : .•: :: : | • : *:;: • •; 
also. jeder Theil aö «---» bc Ігз+ібті '"^"""Т* "щ 
= crf.. . « 10 Zoll. Die abedf9A* V 
Tafel giebt die gemessenen 
Höhen aa' bei No. 1, bb' bei No. 2 u. s. w. in Zollen. 

M 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
i 

8 
9 
10 

, 
600 
613 
626 
638 
650 
661 
672 
683 
694 
704 

M 
и 
12 
13 
14 

15 
16 
17 
18 
19 
20 

714 
724 
733 
742 
751 
760 
768 

776 
784 
792 

№ 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 

800 
807 
814 
82. 
828 

835 
842 
8i3 
854 
860 

M 
31 
32 
33 
34 

35 
36 
37 
38 
39 
40 

И, 
866 1 41 
872 
877 
882 

888 
893 
898 
903 
907 
912 

1 

42 

43 
44 

45 
46 
47 
48 
49 
50 

916 
921 

925 
929 
933 

937 
940 
944 
947 
951 

M\ 
51 
52 
53 
54 

55 
56 
57 
58 

59 
60 
| 61 

954 
957 
960 

963 
966 
968 
971 

973 
975 
978 
980 

G r e t e Ä r i « 
Naclt^(V. 7 0.) multiplicirt man den Abschnitt а с mit 

і л а + £/,// + z<?<?', den Abschnitt cf mit icc + idd' 
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+ iff u. s. \v. Da aber e c ö c / e / A u . s. w-, so ist es 
kürzer, zu der Summe der le t en und 61 e t e n Höhe, die 4fache 
Summe der 2tei», 4 t e n , 6 ten . . . 60eten Höhe, und die 2lache 
Summe der 3 t e n , 5 ten, 7 t e n - . . 598*en Höhe zu addiren und die 
ganze Summe mit { а с zu multipliciren, nach dem Schema 

1, 4, 1 
1, 4, 1 

I, 4, l 
1, 4, 2, 4, 2, 4, 2 . . . . 

Die Summe der l e t e n und 6 1 8 t e n 1580 
i) » » 2 t e n , 4 t e n . . . 6 0 B t e n r = 2 5 2 4 7 m i t 4 . . 100088 
» » » 3 t e B , 5 t e n - .59"°" •=* 24453 mit 2 . . . 48906 

151474 
multiplicirt mit | a c 3J 

Inhalt DZoll 5049131 

Z w e i t e A r t , n a c h BTewto». 

Man bildet Gruppen von vier Höhen, deren Grundlinien 
ad = dh u. s. w. 3 Theile enthalten, und wendet das 
Schema 1 -f- 3 - j - 3 + 1 = 8 an, also 

1, 3, 3, 1 
1, 3, 3, 1 

1, о, o, I • • • • 

1, 3, 3, -e, 3 , 3, •*, 3 , 3, £• • • • 

Die Summe der le ten und 61"«"» 1580 
» » » 2, 3, 5, e , 8 , 9 . . 5 9 , e O ä - £ 33663 X 3 « 100989 
). « » 4, 7, 10. .56 =8 16037 X 2 . . . . . «-- 320^4 

134643 
multiplicirt mit \ a d • • - 3^ 

Inhalt DZoli 504911z 

D r i t t e A r t , »»ei» C o t e e . 

Man nimmt bei je fünf Höhen das Schema 7 -{-32 
+ 12 -4- 32 - j - 7 — 90, bei je sechs Höhen 19 + 75 
4- 50 4- 50 + 75 -f- 19 = 288, bei je sieben Höhen 
41 + 216 + 27 -f- 272 -f 27 + 216 -f 41 = 810 
u. 5. vv. Wählt man fünf Höhen, so ist das Schema 

7, 32, 12, 32, 7, 
7, 32, 12, 32, 7 u. s. w. 

7, 32, 12, 32, 14, 32, 12, 32, 14 u. s. w. 
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Die Summe der l8ten und 61 8 t e n « 1580 X 7 11060 
» » )» 2, 4, 6, 8 . . . 6 0 = 25247 X 32 807904 
" » >> 3,7, 11, 15 . .59 « 1 2 6 2 4 X 12 151488 
» » » 5, 9, 13, 1 7 . . 57 = 1 1 8 2 9 X ^ 4 165606 

"1136058 
raultiplicirt mit -gV af = * 

Inhalt DZoll 504914J 

V l e r t e A r t , n a c h Ctaues. 

Man theilt die Grundlinie einer Gruppe, z. B. af, in 
die Hälfte in c, aber in b und d nicht in gleiche Theile, 
sondern in ungleiche Theile, so dass cb s=a cd t=* i/~ • а с 
n=j 0,7746 X ao sey. Man misst bloss die drei Höhen in 
b, c, d, und multiplicirt af mit x^bb' + Д с с ' -f- -^dd'. 
In dem obigen Beispiel ist af =» 40, «с =» o/^--- 20, also 
i o « <?<i— 154-, also bb' « 606, cc' « 626, «l«i'---644. 
Man hat also 5 . bb' + 8 . cc' -f- 5 . dd' = * 11258, dieses 
mit x ^ e / = V° multiplicirt, giebt den Inhalt von afa'f 
= 25018 DZoll. Wendet man dieses Verfahren auf alle 
15 Gruppen an, so entsprechen 
die Puncte b den Abständen 44, 44£-, 844, bis 564^ 
i, » с » » 20, 60, 100, bis 580 
» » d )> >» -351,754,1154- 5 9 5 | 
Summe der bb' = 12475, der dd' = 12769, 
beide zusammen... 25244 X 5 = 126220 
Summe der cc' = 12624 X 8 100992 

227212 

multiplicirt mit ^ af = 2£ 
Inhalt DZoll 504915 

P r o b e . 

Die Zahlen der obigen Tafel berechnete ich so, dass 
ma = 800, aa' = 600 — ap, mp = 200, und dass 
die Puncte a'b'c' . . . in einem aus dem Mittelpunct m mit 
dem Halbmesser ma' i = mp' = 1000 beschriebenen Kreis
bogen liegen. Z. B. «6 = 10, also mb = 790, m£' 
= 1000, also bb' = /375900 = 613 u. s. w. Zuletzt 
ist pp' 5=r j/960000 = 979,7959, £ /?»*/>' = 78°27',7825, 
£ a w ä ' = 36"52',1938, also £ amp = 4,"35,5887, oder 
= 2495',5887. Also (V. 60.) 
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= 145,444104 
21600 

L ш = 2495,5887 
Sector а'тр' ----- 362968,6tf 

Л а та' =з 800 . 300 = + 240000 
Л ртр' = 100 . 979,7959 = — 97979,59 

genauer Inhalt — 504989 
obiger genäherter Inhalt = 504915 

Fehler 74 =s ^ W 



Sechster € и r sus. 

Trigonometrie. 





1 
Die trigonometrischen Zahlen hängen 

von der Grösse des Winkels ad, und wer
den durch die Verhältnisse der Seiten eines 
rechtwinkligen Dreiecks dargestellt. 

Der Sinus heisst das Verhältniss der Gegenkathete zur 

Hypotenuse, sin а = — . 
а о 

Der Cosinus heisst das Verhältniss der Nebenkathete zur 
» T c a 

Hypotenuse, cos а = — . 
ab 

Die Tangens heisst das Verhältniss der Gegenkathete zur 
Nebenkathete, te а = — . 

ca 
Die Cotangens heisst das Verhältniss der Nebenkathete zur 

Gegenkathete, cot а === — . 
о с 

Die Secans heisst das Verhältniss der Hypotenuse zur Ne

benkathete, sec а = — 
ca 

Die Cosecans heisst das Verhältniss der Hypotenuse zur 
ab 

Gegenkathete, cosec а = — . 
b с 

2. 
к 

Die Summe der Quadrate des Sinus 
und Cosinus ist gleich I. Das Product x 
der Tangens und Cotangens i*t gleich 1. 
Das Product der Secans und des Cosinus 
ist gleich 1. Das Product der Cosecans 
und des Sinus ist ghich l 
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bc 

Denn da sin a = s —7, 
2 „ j « * 

c a "—=, cos3 а •=• —-r, also sin2 а 4- cos2 а 
а b ab 

с а . . . . 
cos а = s —-, so »st ein а 

ос -|- с а 
^H 

Aber (И. 45.) Ьс2 + ca% = ab2. Also s m 2 « 4- с о * 2 а = 1 . 
«. öe се 
Ferner da tg а = — , со/ « = -r—, so ist /g а • ca/ « 

/ ^ ~ ~ С а „ / О С — 

ос * с а a o с а 
= —- == I. Da вес л = — , cos а = —-~, so ist 

с а • b с ca ab 
ab •ca . n ab t 

: = 1. Da co«ec a = -— sin а 
ca • ab л » * л о с 

. , . ab • bc , А u • * 
. , so ist cosec « . «»« а = г г = I. Auch ist: 

ab bc . ab 

sec а • cos а 
bc 

sm а cos а 
tg а = , cot а 5= — . 

cos а sm а 
Aus diesen Gleichungen folgt: 

cos2 a — I — sin2 a, et«2 а = 1 — со«2 в , 
1 1 1 

/г а 5=я ~, со/ а = , вес а 
со/ « 

1 
/g а 

1 
со« а 

1 
cos а cosec а sm а 

see а нгп а cosec а 
Durch diese Gleichungen können aus einer trigonometri

schen Zahl alle übrigen gefunden werden. Z. B. Es sey sin а 

=s= x, so ist cos а = \Y —дг2, 

'О/ а _ /Г_~? I 

tg а = —:- . 

I 
«sc « 

ЛГ j/r=72 ' 
cosec а 

3. , 
Wenn zwei Winkel zusr nmen einen * 

rechten Winkel ausmachen, so ist der Si
nus des einen dem Cosinus des andern 
gleich, die Tangens des einen der Cotan-
ge/ts des andern gleich, die Secans des 
einen der Cosecans des andern gleich. 

Denn es sey а + b = /?, so ist 
bc bc 

sin a = s —7, cos b = —-, 
во ао 

,̂ о« а 

/g а 

е л 
Д А ' 

öe 

c ^ ' 

с а 
sin b = —-, 

«о 

also «/« а 

also со« а 

со« b, 

sin b. 

cot b = 
öe 

also /£ а =ss со/ £. 
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ca t ca . 
cot а = — , tg b == -—, also cot а = tg b, 

ос ос 
ab ab 

see а = — , со8ес Ь = — , also яее а = cosec о. 
с а са 

cosec а 
ab 
-—, see 6 
ос 

ab 

Тс у
 also cosec а = see Ь. 

4. 

Die trigonometrischen ^ 
Zahlen können als Sehnen, 
Tangenten, Secanten des 
Kreises dargestellt werden, 
wenn man den Halbmesser 
oder Durchmesser zur Ein
heit annimmt. 

Es sey in I. der Halb
messer ab = ad = ag 
= r die Einheit, so ist 
r . sin а, с а = г • cos а, 

iA «, gh = r • cot «, 
<// = 

• ee<? а , а А = г . oo«et? «. 

Es зеу in II. der Durchmesser 
ab = D die Einheit, so ist bc = 
D * sin а, ac = D • cos a, bd = 
-D . / ^ a , « y = D • cot a, ad = 
D . sec «, bf z= D » cosec a. 

0. 

Wenn ein spitzer und ein 
stumpfer Winkel einander zu zwei 
rechten Winkeln ergänzen, so sind ^ 
ihre gleichnamigen trigonometri
schen Zahlen an Wsrth gleich, aber 
nur der Sinus und die Cosecans 
des stumpfen Winkels sind positiv, 
hingegen der Cosinus, die Tangens, 
Cotangens und Secans des stum- f ^ 
pfen Winkels sind negativ. 
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Denn es sey der Halbmesser des Kreises = r zur Ein
heit angenommen, der Winkel bac = a, [^b'ac = a! und 
а -f- а' = 2 Ä, so ist (4) r * sin а = bc, r » sin a' = 
ÄV, 6 C und öV sind einander gleich und liegen auf einer 
Seite des Halbkreises nach einerlei Richtung, haben also einer
lei Vorzeichen, daher sin а = sin а, r • cos а = с а, 
г . cos а' =5 с'а, die Abschnitte ca = o a liegen auf ent
gegengesetzten Seiten des Mittelpuncts, haben also entgegen
gesetzte Vorzeichen, also ist cos a' = — cos a. 

r .tg а = df r.tga'=* df, df = — df 
r . cot а = gh, r . 00t а' = gh', gh! = — gA, 

also fg а' = — fg a, oot а' = — oot а, 
г . see а = af г • «eo а' = в / ' , г • ooeeo а = ah, 
г . oo«eo а' = а Л'. , 

Da seo «' 
1 

7, oo«eo а = /» 
und da oos а' 

cos a sin а 
das entgegengesetzte Zeichen von cos a, sin a' dasselbe Zei
chen wie sin a hat, so muss auch «eo a' das entgegengesetzte 
Zeichen von sec a, und cosec a' dasselbe Zeichen wie oo«eo а 
haben. Also 

cosec a' = cosec a, sec a' = — sec a. 
Um die trigonometrische Zahl eines stampfen Winkels 

zu finden, zieht man denselben von 180° ab, und nimmt da
von die gleichnamige Zahl, oder man zieht 90° von dem 
stumpfen Winkel ab, und nimmt davon die wechselnamige 
*ahl. Wenn also «' > R und < 2 Ä , so ist 

sin af = cos (a — R), cos af = — «i» (в' — R), 
tg af = — 00/ (af — R), cot af = — tg (af — R), 
sec af = — cosec (af — /t), cosec af = sec (af — /l). 

6. 

Rei einem spitzen Winkel dn-% 
dem sich die trigonometrischen 
Zahlen in der Art, dass der grös
sere Winkel einen grosseren Sinus, 
eine grössere Tangens und Secans, 
hingegen einen kleinern Cosinus, 
eine kleinere Cotangens und Cose-
cans hat. 

Denn wenn [_ dab' ]> dab ist, so ist Vc' > bc, 
df > <//, af > af dagegen ac < ac, gh' < gh, ah' 
< ah. Wenn also a! ]> a, so ist sin af > «in a, tg a\ 
> tg a, sec a* > sec a. Hingegen cos af <C cos a, cot a', 
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<^ cot a, cosec а' <^ cosec «. Bei einem spitzen Winkel 
ist der Sinus zwischen 0 und 1, der Cosinus zwischen 1 und 0, 
die Tangens zwischen 0 und ex?, die Cotangens zwischen oo 
und 0, die Secans zwischen 1 und oo, die Cosecans zwischen 
oo und 1. Für die vollen Quadranten haben die trigonome
trischen Zahlen folgende Werthe: 

sin 
cos 

's 
cot 
sec 
cosec 

0 

0 
1 
0 

1 
oo 

R 

1 
0 

oo 
0 

oo 
l 

2 R 

0 
— 1 

0 
oo 

— 1 
oo 

3 R 

— 1 
0 

>oo 
0 

oo 
— 1 

4 R 

0 
1 
0 

oo 
1 

ос 

5 R 

1 
0 

ОС 

0 
ОС 

1 

11. s. w. 

Bei jedem Durchgange durch 0 oder oo ändert sich das 
Vorzeichen aus dem positiven in das negative, oder aus dem 
negativen in das positive. 

7. 

Die trigonometrischen Tafeln geben die Logarithmen 
der trigonometrischen Zahlen aller spitzen Winkel unmittel
bar für die einzelnen Minuten. Für Theile der Minute fin
det man sie durch Einschaltung, indem man die Aenderung 
des Logarithmus der Aenderung des Winkels proportionirt 
annimmt. 

Beispiel. Es seyen die 
sehen Zahlen für den Winkel 
zu finden. 

Logarithmen der trigonometri-
38°П'39",5, oder 38°47',6583 

lg sin 38°47' 
lg sin 38°48' 

mit 0 , 6 5 8 3 . . 

lg cos 38°47' 
lg cos 38 n 48' 

mit 0 , 0 5 8 3 . . . 

Ig cos 

9,7968359 
9,7969930 

1571 
. -f- 1034 

9,7969393 

9,8918274 
9,8917258 

1016 
669 

9,8917605 

lg tg 38°47' 
lg tg 38°48' 

mit 0,6583. . . 

fc* 
lg cot 38°47' 
Ig cot 3S°48' 

mit 0,6583 . . . 

9,9050085 
9,9052672 

2587 
. + 1 7 0 3 

9,9051788 

0,0949915 
0,0947328 

2587 
. — 1703 

0,0948212 



Mit 5stelligen Logarithmen: 
log sin log tg log cot log CÕ8 

38°47' 9,79684 9,90501 0,09499 9,89183 
diff. 1 . . . - j - 15 + 26 — 26 — 10 
Q',66 + 10 + 17 — 17 — 7 
38°47',66 9,79694 9,90518 0,09482 9,89176 

Die Summe von log tg a und log cot a ist immer 
= 0, und ihre Aenderungen sind einander gleich und ent
gegengesetzt. 

Den Sinus und die Tangens eines sehr kleinen Winkels 
kann man ohne erheblichen Fehler dem Verhältnisse des Во-
gens zum Halbmesser gleich setzen, und daher die Grade 

mit ^ j , die Minuten mit ^ . die Secunden mit ^ -

multipliciren. Es ist aber (V. 59.) - ^ - = 0,01745329, log 

— 8,2418774, " = 0,0002908882, log = 6,4637261, 
10800 

- - — - = 0,0000048481368, log = 4,6855749. 

Z. B. Am 5. Febr. 1841 war die Mondesparallaxe 60'35",87 
= 3635",87 

log 3635",87 3,5606083 
foe • 4'6855749 

log sin — log tg 8,2461832. 

Genauer ist es, zu dem log sin oder log tg des nächst-
kleinern Winkels den log des Verhältnisses des gegebenen 
Winkels zum nächstkleinern zw addiren. Z. B. 
3635,87 3,5606083 3635,87 3,56061 
3635 3,5605044 3600 3,55630 

1039 431 
Zog ем l°0'35" 8,2460568 log sin 1°0 ' . . . 8,24186 
log /g 100'35' 8,2461242 log tg 1 °0 ' . . . . 8,24192 
log sin 8,2461607 log sin 8,24617 
log tg 8,2462281 log tg 8,24623 

Wie man für alle Grade des Quadranten rechtwinklige 
Dreiecke mit rationalen Seiten finden kann, und wie man aus 
den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks auf eine genäherte 
Art ohne Tafeln den Winkel berechnen kann, wird im An
hange Aufg. 69. 70. gezeigt werden. 
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8. 
F\ Für einen Winkel von 45° = -^ R, X 

ist der Sinus und Cosinus = j/4-, die 
Tangens und Cotangens = 1, die Secans 
und Cosecans = j/2.. 

I bac = а = £ Ä , eÄ ' = 2Äc* C 

2 i 6 o , с а 

= 2ca , also siw « = —- = jAr, oos a = —— = i/4-, «H л b 
be ca ab 

tg а = — = 1, cot а = — = l, see я == 
oa 

cosec а T~ ^ \n-
о с 

be 

9. 

ca 
\/% 

Für einen Winkel von 30° = | Ä , 
»si der Sinus = ^ , </er Cosinus 
= j / ^ , ti/s Tangens = j/J-, eiie Co-
langens = j / 3 , tiie Secans = ^/*, . / 
tiie Cosecans == 2. 

E S sey ab = bd = da, so ist % Ь с 
also o a a £ 3 — £ c 2 = 4 £ c 2 — £ c a = 3£ 

£ k c = 30° == | Ä 

rt»8 a 

а so ist sin а = —r ^ = 4; 
а/, 

с а /, öo . "" ca 
= Vi, tg « = ~ = j / Ь ooi л = ab ab ca 

i/3, sec а = — = i/S-, oo«ec а 
ab 
ІГс 

be 
= 2. 

10. 

Der Sinus des doppellen Win
kels ist gleich dem doppelten Product 
des Sinus und Cosinus des einfachen b 
Winkels. 

In dem rechtwinkligen А а Ь с 
lalle man cf senkrecht auf ab, so ist 

— = — , also b с • с а = а b . с f. Beschreibt man über dem 
cf ca 
Durchmesser ab = D einen Kreis, welcher von cf in d 
geschnitten wird, so ist, wenn [_ bac = а , ^ carf = 2a, 

(VI. 4.), - - = sm a. 

stn а . cos а = ? sm 
Paucker Geometrie. П. 

= cos a, yr = sin %a, also 

2 л , oder sm 2 а = 2«i>i л • eai? л. 
7 
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11. 

Der Cosinus des doppelten Win
kels ist gleich dem Unterschied der 
Quadrate des Cosinus und Sinus des 
einfachen Winkels. 

Mau beschreibt über ab i== D 
als Durchmesser einen Halbkreis, des
sen Mittelpnnct m ist, fället cf senk
recht auf ab, so ist ^ bac = a, 

bc с а 
. -Q, cos а « w 

(VI. 4.) ein a s= 

Aber bc% = з «ö 

^ сти/* t=j 2 a , so ist 
n i / 2 « /• 

cos 2 а ==» — ==> . 
m c Z> 

*/, ca = / * « . a^ , also ca2 — bc2 -̂ -̂  
fa.ab — ab . #/ . A b e r / # =»4-Z) -f- mf, bf=s \D — mj\ 
also fа — bf ===== 2mf. Also ca2 — £ c 2 »= 2 « / . />. 
Dividirt man mit D2, so ist сое 2 a = cos2 а — sin2 а. 
Aber auch (VI. 2.) cos2 а + sin2 а ===== l. Also 2 co«2 а 
»=з 1 + cos 2 «, 2 sm2 а ==» І — cos 2 a , oder 2со»1 j « 
:~= 1 -f- cos tt, 2 в/я2 4 « = I — cos a. 

12. 
Der Sinus der Summe oder des 

Unterschiedes zweier Winkel ist gleich 
der Summe oder dem Unterschied dera 

Producte des Sinus des einen Winkels 
mit dem Cosinus des andern Winkels. 

Der Durchmesser des Kreises sey 
ab s = D, ßo ist (V. 30.) 
in I. . • D . cd = s db . сa -j- . e/ > bc, 
in IL. - D » cd z== db • ca — ad • bc. д 
Wenn nun /_ bad !==) a, j_ bac = b, 
so ist nach (VI. 4.) db = D . sin a, 

а 
\ 

ad c=3 D . cos b, bc == D • sin b, 
с а == D . cos я, und in I. D sin (a + b) 
= r cd, in II. D sin (a -— b) t=t cd. \ 
Hieraus folgt durch Division mit D2 ^ - -" ' 

sin (a -f~ ö) == sin а • cos b -f- cos а • «іл Л, 
sin (а — ^) : = sin а « coe ö — cos а • вія ö. 

Diese beiden Gleichungen sind einander correlativ, und 
zeigen, dass der Sinus eine.« negativen Winkels negativ, der 
Cosinus eines negativen Winkels positiv ist. 
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Beispiel, а 

sin а 9,79684 
cos b 9,98384 

9,78068 

0,60350 

=a 38°47', b =r= 15°32'. 

cos а 9,89183 0,60350 
sin b 9,42781 0^20876 

9,31964 0,81226 
0,20876 0,39474 
sin (a -f b) 9,90969 = 54n19' 
tn« (a — b) 9,59632 = 23°15'. 

13. 

Der Cosinus der Summe oder de» 
Unterschiedes zweier Winkel ist gleich 
dem Unterschied oder der Summe der а 
Producte der Cosinus und der Sinus 
der Winkel. 

Der Durchmesser des Kreises sey 
ab = cf == D, so ist (V. 30.) 
in I. D • df = ad • bf — db . af 

= ad • с а — db • bc 
inII. D . df — ad". bf -f db . л / 

— ad • ca + db * bc. 
Wenn nun /_ bad = a, £ bac 

= 6, so ist (VI. 4.) db = D * sin a, 
ad =: D * cos а, bc =s= D • eiVi b9 ca 
= D • со? 6, und in I. df = /) . oa« 
(a -j- #), in II. df = D . 00« (a — 6). 
durch Division mit Z)2 

oa« (a -f- U) = cos a . co« ö — $ш « • sin b 
cos (« — b) = cos а . cos и -{- *w а . *»jt H. 

Diese beiden Gleichungen sind einander correlativ und 
zeigen, dass der Sinus eines negativen Winkels negativ, der 
Cosinus eines negativen Winkels positiv ist. 

Hieraus folg* 

Beispiel. 

cos а 9,89183 
со» b 9,98384 

9,87567 

0,75105 

а = 38°47/, b = 

sin а 9,79684 
sin b 9,42781 

9,22465 

0,16775 

15°32\ 

0,75105 
0,16775 
0,58330" 
0,91880 

cos (a + b) 9,75690 — 54"19' 
cos (a — b) 9,96322 = 2 3 ! 5'. 

7* 
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14. 

In einem rechtwinkligen Dreiecke i$t 
das Product der Hypotenuse mit dem Si
nus eines Winkels der Gegenkathete gleich, 
und das Product der Hypotenuse mit dem 
Cosinus eines Winkels der Nebenkathete 
gleich. 

Denn da sin а = -—r, cos а = 

sm «, ca 
ab 

ab • cos a. 
ab 

^ а 

so ist bc = ab • 

Beispiel, ab = 95 Fuss 7 Zoll = 1 1 4 7 Zoll, а 
48°57'15" = 48°57',25. 

sin 48°57' 9,87745 
0,25 H- 3 

sin а 9,87748 
ab 3,05956 

cos 48°57' 9,81738 
0,25 — 4 

cos а 9,81734 
ab 3,05956 

bc 2,93704 
bc — 865",04 = 72T,04 ca 

с а 2,87690 
7 53", 18 = 62'9",18. 

15. 

In einem rechtwinkligen Dreiecke ist 
die Hypotenuse gleich der Gegenkathete 
dividirt mit dem Sinus des Winkels, oder 
gleich der Nebenkathete dividirt mit dem 
Cosinus des Winkels. 

xx , bc , ca 
Denn da —- = sin u. — = cos a. so ist bc = ab • 

ab ab * 
sin а. с а = ab • cos a4 also ab = = . 

sxn а cos а 
Beispiel, bc = 75 Saschen 6 Foss = 531 Fuss, Mietspiel, öe = to 

а = 27б51'32", b = 62°8 
sin 27°51' 9,66946 

32" + 13 

'28". 

cos 62°8' 9,66970 
28" — 11 

sin а 9,66959 
bc 2,72509 

cos b = 9,66959 

ab 3,05550 
ab = 1136,32 =r̂  162 Saschen 2 Fuss 3,8 Zoll. 
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к 

к 

16. i 
In einem rechtwinkligen Dreiecke ist 

die Gegenkathete gleich der Nebenkathete 
multiplicirt mit der Tangens des Winkels. 

6c 
Denn da — = ig a, so ist 5c = с 

. ca 
ca • tg а. 

Beispiel, ca = 56 Saschen 3 Fuss 9 Zoll 
Fuss, а = 32°28'27". 

tg 32°28' 9,80363 
27". + 12 

tg а 9,80375 
ca 2,59743 
bc 2,40118 

bc — 251,87 = 35 Saschen 6 Fuss 1 0 | Zoll 

\ -X 

395,75 

17 
In einem rechtwinkligen Dreiecke ist 

der Sinus des Winkels gleich der Gegen
kathete dividirt mit der Hypotenuse, und 
der Cosinus des Winkels gleich der Ne- c m 

benkathete dividirt mit der Hypotenuse, 

Nämlich —- = sin а == cos 6. und —- = cos e = &і Ь. 
ab -r ab 

Beispiel, bc — 12 Saschen 4 Fuss 7 Zoll = ІОКЗ 
Zoll, ab = 18 Saschen 5 Fuss 9 Zoll r = 1581 Zoll. 

bc 3,02653 
ab 3,19893 

sin а 9,82760 
sin 42°14/ 9,82747 

Г = diff. 14 13 

а = 42°14fJ-' 
42°14',9 

18. 
In einem rechtwinkligen Dreiecke ist 

die Tangens des Winkels gleich der Ge
genkathete dividirt mit der Nebenkathete. 

Nämlich tg а = cot b = — , 
ca 

tg b = cot а = -,—• 
bc 
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Beispiel bc = 145 Kttten 22 Fuss 
I9S Ketten 39 Fuss = 198,78. 

145,44, си 

bc 
ca 

tg а 
3 6 Ä ' l l ' 

Г — diffi 27, 

2,16268 
2,29639 

9,86430 
9,86418 

~ ГУ 

и = r 3 6 ü U j f 
= 36°1Г,44. 

19. 

Um in einem rechtwinkligen Dreiecke aus der Kathete 
und Hypotenuse die andre Kathete trigonometrisch zu be
stimmen, sucht man zuerst aus ihnen den Winkel (VI. 17.), 
dann aus der Kathete und dem Winkel die andre Kathete 
(VI. 16.), oder aus der Hypotenuse und dem Winkel die, 
andre Kathete (VI; 14.). !<".' 

Nämlich — = cos я, ca . tg а = bc, ab * sin a = bc. 
ab 

Zur Probe ist bc2 =%; ab2 — <?«2 = (ab — cd) (ab -fc ca). 

Beispiel, сa =±== 3 Werst 358 Sascheri = ? 3,71s, ab 
----- 4 Werst 426 Wäschen = 4,852. 

Probe. 

ab 4,853 
ca 3,716 

ab — ca 

а " = 4Ö°0',9 
bu = * 3,1198 

3 Werst 59,9 Saschen 

с а 0,57008 
mi, 0,68592 

^ f t 9,884 Isi 
'iga 9,92404 
sin а 9,80820 

bc 0.49412 

20. 
Um in einem rechtwinkligen Dreiecke 

aus den beiden Katheten die Hypotenuse 
trigonometrisch zu bestimmen, sucht man 
zuerst aus ihnen den Winkel (VI. 18.), 
dann aus der einen oder andern und dem 
Winkel die Hypotenuse (VI. 15.). 

•лл» ,. , ö e , 
[Nämlich — = tg a , ab : 

flb -J- ca 
1,136 
8,568 

0,05538 
0,93288 

bc1 0,98826 

bc 0,49413 

bc 

ca stn cos а 
Probe ist ab bc" + с а 
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Beispiel, bc = 8 Fuss 5 Zoll = 1 0 1 Zoll, с а = 9 Fu*s 
7 j Zoll = 115,5 Zoll. 

Äc 2,00432 
oa 2,06258 

tga 9,94174 
sin а 9,81841 
cos а 9,87667 

ab 2,18591 

а = 41 10,12 
ab = 153,43 

= 12Fuss9,43Zol l 

Probe. 
bc* 10201 
ca2 13340,25 
ab2 23541,25 
ab2 4,37183 
ab 2,18591 

21. 

in einem rechtwinkligen Dreiecke ist der mit der Hy
potenuse dividirte Unterschied der Hypotenuse und Neben
kathete, dem doppelten Quadrat des Sinus des halben Win
kels, dem sogenannten Sinusversus gleich, 

-,., .. , ab — с а » ca , ., 
Nämlich = 1 — — — 1 — cos a. Aber 

ao ab 
(VI. 11.) 1 — cos а = 2 sin2 \ ä. also ab 

= 2#t/i2 j я 

Zur Probe ist bc2 

b с b с 
sm а — —-, tg а = — . 

ab oa 
Beispiel, ca = 860 Meilenч 

ab —ca 9,39794 
ab 2,93462 

(ab — ca) . (ab + c a ) > u n t * hieraus 

6,46332 
^ 2 0,30103 

ab 
Probe, 

ub^-ca 9,39794 

860z Meilen. 

6,16229 

ab + ca 3,23559 

bc2 2,63353 

sina 8,38214 
ein 82' 8,3775*) 

82' 1,91381 

sin I « 8,08114 
sin 4Г 8,07650 

1,61278 lg 41 

\a 

а 

1,61742 
0,30103 
1,91845 

bc 1,31670 
ab 2 j3462 
ca 2,93450 

sin а 8,38214 
tga 8,38226 

а 1,9184§ 

tg а 8,38226 
/g82' 8,37762 

82 1,91331 

а 1,91845 

= 82',8S 
= 1°22,53" 

•2± 
In einem rechtwinkligen Drei

eck ist der Unterschied der Kathe
ten dividirt mit der Summe der 
Kathelen gleich der Tangens der f 
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Ergänzung des kleinem Winkels zu einem halben rechten 
Winkel. 

Man mache cd = cf = öe, so ist ad ----- с а — öe, 
af = с« + öe. Man ziehe ag ^=^ db, so ist ^ g e c 
---- ö<i/ - - ^ / l ----- 45°, £ bag = 45° — Äac = 45" — «. 

Es ist а — bc ad bg bg 

ca -\- bc as 

= ig a, so ist 
1 ~ *8 * *„ SAKO 

, bc 
tg bag, also — 

, , : % ( 4 5 — «)- Dieser Satz 
1 -f- /g tt 

wird gebraucht, wenn von zwei Zahlen /), у nur die Loga
rithmen gegeben sind und man daraus den Logarithmus von 

P — Я dem Verhältniss finden will. 
P + Я 

Beispiel log p = 3,82456, log q = 3,18795. 
р.. 3,82456 « = 13°0',05 n - y Q 7 Q V 7 f t 

F . . 3,18795 45°—q = 31°59,95 also f g - - ^ — = У,7У57Ь. 
tga 9,36339 /g = 9 79578 

23. 

In einem Dreieck verhalten sich die 
Seiten wie die Sinus der Gegenwinkel. Jede 
Seite mit dem Sinus des Gegenwinkels di-
vidirt, giebt den Durchmesser des um
schriebenen Kreises. * 

Man fälle ad senkrecht auf öe , so ist (VI. 14.) ad = 
Ь . sin ö, ad ==г с а • sin с, also ab « sin 6 = ca - sin c, 
. CÖ sin b 

oder — = . 
ab sin с 
Man beschreibt um das A abc 

einen Kreis, und zieht den Durchmes
ser af = D, so ist in dem recht
winkligen Aab/ (VI. 1 5 . ) / ) = , * * 

, smajb 
= ——; In dem rechtwinkligen J\acf 
D = — = ——-. Zieht man 

sin afc sin b 

den Durchmesser hg = D, so ist in 

dem rechtwinkligen A beg, D = «»« bgc sin а 
Also 
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Ut D = 

b с sin а 

ca 

bc ca ab . .. ab 
— — = ——' = — — , und hieraus -— 
sm a sm 6 sm с b с 

sm с 

sm а 
ca 

sin Ä' ab 

24. 
In einem Dreieck ist jede Seite gleich 

der Summe der Producte der Nebenseiten 
mit den Cosinus der Winkel. 

Man fälle ad senkrecht auf bc, so ist 
(VI. 14.) b d = ab . cos b, cd = с а . cos o,5 
also bc = ab • cos b + с а . cos с. 

Wenn b ein stumpfer Winkel ist, so ist das erste Glied 
negativ (VI. 5.). Wenn с ein stumpfer Winkel ist, so ist 
das zweite Glied negativ. Dieser Satz 24. dient, um von der 
nach 23. geführten Rechnung die Probe zu machen. Die Sätze 
23. und 24. enthalten die Gmndgleichungen der Trigonometrie, 
nämlich: 
Ь с . sin b = с а • sin a, b с • sin с = а b • sin a. 
Ь с . cos b-=zab — с а • cos a. bc • cos с = ca — ab . cos a. 

Aus einer Seite eines Dreiecks und 
den Winkeln die andern beiden Seiten, den gl 
Inhalt^ und den Durchmesser des umschrie
benen Kreises zu berechnen. 

Nach (VI. 23.) multiplicirt man die5 
gegebene Seite mit dem Sinus des Gegenwinkels der gesucl; 
teu Seite, und dividirt mit dem Sinus des Gegenwinkels dei 
gegebenen Seite. Auf diese Art berechnet man der Reihe 
nach aus der I e t e n Seite die 2 t e , aus der 2 t e n die 3 t e , aus 
der 3 t e n wieder die erste, um eine Probe der Addition und 
Subtraction zu haben. Zur Probe der Richtigkeit der ge
brauchten Sinus wendet man den Satz VI. 24. an. Um den 
Inhalt F zu finden, ist bf= bc . sin <?, und F = j e ä • bf^ 
oder с g = b с . sin b, und F = -{- a b . с g. Den Durchmesser 
D berechnet man nach (VI. 23) . 

Beispiel 1. bc =z- 87 Ketten 37 Fuss = 87,74 
а — 64°34'19" 
b — 61°58'13" 
с = 53°27'28" 

TW 
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bc 1,94320 
sinb 9,94581 
sina 9,95575 

ca 1,93326 
sin с 9,90494 
sini 9,94581 

öe 1,94320 
sin с 9,90494 

ca 1,93326 
i 9,69897 

Pr обе. 
ab 1,89239 

cos 6 9,67203 

ab 1,89239 
sina 9,95575 
sin с 9,90494 

dc 1,94320 

bc 1,94320 
sina 9,95575 

F 3,48037 

bc 1,94320 
sin b 9,94581 

ab 1,89239 
1 9,69897 

F 3,48037" 

ca 1,93326 
sin b 9,94581 

1,56442 

ca 1,93326 
cos с 9,77482 

1,70808 

ab -cos £ = 36,68 
с а . cos с = 51,06 

b с = 87,74 

ab 1,89239 
sm с 9,90494 

D 1,98745 D 1,98745 D 1,98745 

ca = 85,756 ---- 85 Ketten 37,8 Fass, 
ab = 78,053 = 78 Ketten 
D z = 97,152 = 97 Ketten 
F --- 3022,53 DKetten. 

Beispiel 2. b с = 633 Saschen 
5 Fuss = r 4436 ' 

2,6 Fuss, 
7,6 Fuss, 

а = 
b = 

33°10'3" 
33°21 ;16" 

l I 3 " 2 8 ' 4 1 

bc 3,64699 
sinb 9,74022 
sina 9,73806 

с а 3,64915 
sin с 9,96247 
sinb 9,74022 

180° 

bc 3,64699 
sine 9,96247 

ca З . л 4915 
4- 9,09897 

.0 

Probe, 
ab 3,87140 

cosb 9,92184 

F 6,95758 

bc 3,64699 
sinb 9 74022 

ab 3,87140 
j . 9,69897 

bc 3,64699 F 6,95758 
tfr 117600 = 5,07041 

ab 3,87140 
sina 9,73806 
sine 9,96247 

ab 
ca 

bd 
ca 

cos с 

cd 

3,79324 

3,64915 
9,60032 

3,24947 

.cosb = 6212,1 

. cos а =c 1776,1 

bc = 4436 

bc 3,64699 
sin а 9,73806 

О~~3,9089:Г 

F 1,88717 

ca 3,64915 
sinb ",74022 

/>~3,90893 

ab 3,87149 
Jnc 9,96247 
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ca ===== 4458,1 Fuss — 636 Saschen 6,1 Fuss, 
ab == 7437,0 Fuss == 1062 Saschen 3,0 Fuss, 
D ==. 8108,3 Fuss == 1158 Saschen 2,3 Fuss, 
F S=J 77,12 Dessätinen. 

\ 

d 

•26 

Aus zwei Seiten eine» Drei
ecks und einem Gegenwinkel das 
Dreieck zu berechnen. 

Es seyen gegeben ca, ab, b, 
. ' / V T 0 Q \ • ab * sin b Z. 

so ist (VI. 23.) sin с = s . 6 
ca 

Die Auflösung ist also nur dann möglich, wenn ab • sin b, 
d. h. ad kleiner als der Nenner сa ist, weil sin с immer ein 
ächter Bruch seyn muss. Wenn diese Bedingung erfüllt ist, 
und zugleich с a als die Gegenseite des gegebenen Winkels Ь 
kleiner als die Nebenseite ab ist, so sind zwei Dreiecke mög
lich (I. 35. 37.), indem man (VI. 5.) zu sin с entweder den 
spitzen Winkel c, oder seinen stumpfen Nebenwinkel nimmt. 
Aus с ergiebt sich пиц weiter der dritte Winkel «, und dann 

с а . sin a ab • sin а 
и с = 

ab 

sin b 

Beispiel, с а 

sm с 

. 503 Saschen 5 Fuss — 3526', 
529 Saschen 4 Fuss = 3707', b = 58°59'18". 

ab 3,56902 
sin b 9,93301 

ca 3,54728 

sin с 9,95475 

I. 

58°59',3 

I. 
ев 3,54723 

sin с 9,95475 
sin b 9,93301 

Probe. 

bc 3,53645 
cosb 9,71199 

3,24844.. 1771,9 

64°17',8 
56°42',9 

ab 3,56902 
sina 9,92218 
sin с 9,95475 

ca 3,54728 
osa 9,73942 

bc 3,53645 
sin b 9,93301 
sina 9,92218 

ca 3,54728 

3,28670.. 1935,1 
ab — 3707 
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II. 
58°59',3 

115°42',2 
5°18',5 

І80° 

U. 
ca 3,54728 

sin с 9,95475 
sin b 9,93301 

Probe, 
bc 2,58048 

сомЬ 9,71199 

2,29247. . . 196,1 

ab 3,56902 
sina 8,96621 
«in с 9,95475 

ca 3,54728 
eota 9,99814 

3,54542.-3510,9 
bc 2,58048 

sin b 9,93301 
sina 8,96621 

ca 3,54728 

ab = 3707 

I. 
bc=* 3439,1 

=ч 491 Saschen 2,1 Fuss. 

II. 
b с = 380,6 

c a 54 Saschen 2,6 Fuss. 

27. 

Jrca • ab sina. 

Der Inhalt eines Dreiecks ist gleich 
dem halben Product des Sinus eines Win
kels und seiner beiden Nebenseiten. 

Nach III. 8. ist der Inhalt F -----
\bc*ad; aber (VI. 14.) ad= ab • sin Ь = __ 
с а . sin с, also & d 
F ==• ^ab . bc • sin b »=» ^bc • ca • sin с «-

28. 
In einem Dreieck ist das Quadrat 

einer Seite gleich der Summe der Qua
drate der beiden andern Seiten, weniger 
dem doppelten Product dieser leiten und ІГ 
des Cosinus ihres Zwischenwinkels. 

Nach VI. 23. 24. sind die Grundgleichungen 
bc . sin b «----» с а . sin а 
bc . cos b =3 al — с а • cos а. 

Aber (VT 2.) sin2 b + cos* b = 1 
sin2 а + cos2 а => I. 

Wenn man also die obigen Gleichungen ins Quadrat 
erhebt und die Quadrate addirt, so ergiebt sich: 

bc2 -•=! ca2 + ab2 — 2 с л . ab * cos a, 
ca2 s= ab2 + bc2 — 2ab . bc . cos b, 
ab2 ----- bc2 «+• ca2 — 26c . c a • cos с 

Wenn der Winkel stumpf ist, so ist (VI. 5.) dessen Cosi
nus negativ, und das dritte Glied muss daher addirt werden. 
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29. 
Die Summe zweier Seiten verhält »ich zu ihrem Unter

schiede wie die Tangens der halben Summe der Gegenwinkel 
zu der Tangens ihres halben Unterschiede9. 

Es sey с а <^ ab, man mache ad 
t=i af ==• ca, verbinde cd, cf, ziehe bg 
^ cd, ah^^cf, so ist £ /cd == fgb 
=я cgb = R, und ah halbirt den Win
kel a. 

Setzt man bac ----- a, abc = b, 
acb === o, so ist £^ cah = Ira, J^acd 
==i ackc t=*fbg ----- ^o - j - ib, ^ dcb 
«=» CÄg = 3 т с — T^* 

Aber fg = 4g . tg fbg, 
cg » £g . ig cög. ö 

А к о ^ = ^ Aber -О e 4| = ^__Jl̂ . 
cg ig cbg cg ab ab — ca 

Also ab -f- ca : ab — c e = tgfbg : tg cbg, 
i t i , с + b с — ö 

oder «o -J- ca : ao — сa t=t tg •—-— : ig — - — . 

Da Lfbg + %a = R, £ cbg + яке «=» R, so ist 

tgfbg ====> ooi ^ a ==! -—, ig cbg t = cot ahc -----ig ahc. 
= tg ±a : tg ahc, 

ahc — j e = І. 

also ist auch ab — с а : ab + с а 
i , . е й 4- се 

oder tg ahc ==s tg ^a . — , «««, — ^ 
а о — с а 

Diese letztere Form ist für die Berechnung die bequemste. 

30. 
Das Product der Summe zweier Sei

ten und des Sinus ihres halben Zwischen
winkels ist gleich dem Product der dritten 
Seite mit dem Sinus des Neigungswinkels 
der halbir enden. 

Das Product des Unterschiedes zweier 
Seiten und des Cosinus ihres halben Zwi
schenwinkels ist gleich dem Product der 
dritten Seite und des Cosinus des Neigungs- 1^**^*". 
winkeis der halbir enden. Ь 

Es sey сa <^ ab, man mache ad = s af s=» ca, ver
binde cd, cf, ziehe bg <--̂  cd, ah ^=^fcg, so halbirt ah 
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den Winkel a, und [^ ahe ist der Neigungswinkel der halbi 
renden gegen die dritte Seite bc. Hier ist 

b g *=» b с . sin b с g ===== bf . sin bfg, 
cg === bc . со* äog = ö<i . co« bfg. 

Aber ^ £ / g 
b d == ab — 

b с « 
ba . 

4 « , l_bcg z=i ahc, bf ===! ab + c« 

с д also 
«l« «Ae s = ( e£ -\- ca) sin ?a, 
COS ah С E=a ( « Ä — ей) cos 4 « . 

31. 
а Das Quadrat des Unterschiedes zweier 

Seiten ist kleiner als das Quadrat der drit
ten Seite, um das 4fache Product der bei
den Seiten und des Quadrats des Sinus 
des halben Zicischenwinkels. 

Es sey с a <^ ab у man mache ad=ca,, 
verbinde cd, ziehe Ы t=^ cd, cg senkrecht 
auf bl oder cd, ck <^> ab, so sind die gleichschenkligen 
Dreiecke acd, alb, clk einander ähnlich, und es ist 
bc w bg2 -f- cg2, cl2 = lg2 + с ё Л also 
ÄcS — cl2 = bg2 — V *=> (bg — ig) (ög + lg). 
Aber c i = с к == bd = «£ — ca, 
,vg — ig =5 6 & = с d = s 2 с а * si» 

а b sin% 7 « 
,g -j- i g ==s bl === 2 ab . «!7i 7 tt, 

.о bc2 — (ab — ca)2 ==• 4 ca • 
Beschreibt man aus с mit dem Halbmesser с к oder oi 

einen Kreisbogen, an wel hen man die Berührende bo zieht, 
und zieht man eine Linie mn == bo parallel mit bl oder cd, 
so ist bc2 — (ab — ca)2 === bo2 = ш я * . 

In dem rechtwinkligen Dreieck bco ist 

£ о Уca - ab • 2 etVi 4 « , , «6 — с а 
tet Ьсо == — — , und bc — — — , со ab — ca 

Odor bc =-=•• ab — сa -J- (ab -

32. 

ca) 
2 sin~ ±bco 

cos bco 

Das Quadrat der Summe zweier Seiten ist grösser als 
das Quadrat der dritten Seite um das ifache Product der 
beiden Seiten und des Quadrats des Cosinus des halben 
Ztc ischenwinkels. 
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Man mache af=> ca, verbinde feg, ziehe bg senkrecht 
auf feg, beschreibe aus b mit dem Halbmesser bf einen 
Kreis, welcher die fc m p schneidet, errichte auf bc in с 
eine Senkrechte, welche diesen Kreis in q schneidet, so ist 
ab -f- с а = bf = bp, 

bf b8 
bc* = bs% 

+ /s2> 
also bf — bc =fg"— cg 

^ (fg — cs) (Pg + C§)> 
also (ab -f- c « ) 2 — ^ c 2 = = 

aber fc = 2 c « • COÄ T « , 
ĉ > = 2 ab • oa« -f « , 

also (« Ä -f- с а) 2 — £ с 2 = 
4 <?« • « ö . <?«82 -F-«. 

Da c^2 = fc . 0/1, so ist 
auch (ab + c « ) 2 — £ c 2 

3 
Hier ist с q Vfo 

In dem rechtwinkligen Dreieck b с q ist 

, cq yab-ca • 2 cos 4-« , , 
ем cõy = — == — ) bc = («6 -l- Co) COS C t̂f, 

ö</ «£ + ca J 

oder auch bc =a ab -f- с а — (ab -}- cd) 2 sin* ?cbq. 

Wenn man von dem halben Umfange 
des Dreiecks jede der beiden Seiten ab
zieht, lind das Product dieser beiden Reste 
mit dem Product der beiden Seiten divi-
dirt, so ergiebt sich das Quadrat des*/ 
Sinus des halben Zwischenwinkels. 

Nach VI. 3 1 . ist bc2 — (ab — c « ) 2 = 4ca * ab • sin* +a. 
Setzt man ab -j- bc -f- с а = і 2 «§>, so ist 
6c -̂ - a s — ca = 2S — 2 ca, £c -f- c« — ab = 2 $ — 2 «5, 
also £ с 2 — («£ — с а)2 = 4 (Ä — «£) (& — c « ) , 

(S — ab) (S — с a) 2 bc 
also sin2 Y{1 '-

wenn (.§> — ab) (S 
ab • сa S — bc1 

bc) (S — ca) = A\ ab ' bc - с а == І 2, 
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34 

Wenn man von dem halben Umfange 
eines Dreiecks eine Seite abzieht, diesen 
Rest mit dem halben Umfange multiplicirt, 
und mit den beiden andern Seiten dividirt, 
so ergiebt sich das Quadrat des Cosinus £ 
des halben Zwischenwinkels dieser beiden Seiten. 

Nach VI. 32. ist («6 -f- ca)2 — bc2 ---- 4 c « . ab . 
COS% V « . 

Setzt man ab - j - bc + с а = 2 S, so ist ab Ц- с а 
— bc *=» 2 Ä — 2bc, also (ab + с a)2 — bc2 == 4 Ä 

(£ — * * ) , 
S (Ä — bc) 2 c 

= А . (А — bc) bc, 
ab - ca D2 

also cos2 j « = 

wenn S = f?2, ab • bc ca І 5 ^1 

35. 

D/e Cotangens des halben Winkels ist dem Ueberschuss 
des halben Umfangs über die Gegenseite proportionirt. 

(S — ab) (S — ca) 
Denn nach VI. 33. ist sin2 la 

nach VI. 34. ist cos2 4 а = -
S (S 

ab • с а 
bc) 

nach VI. 2. ist 

£ (S — £ c) 

0 0 8 а 
ab * с а 

sin 
= co£ -у «- Also ist coi^ { e = 

S 

(£ —a ö) C^-

Sctzt man also 

cot la 

a) (S — ab) (S — bc) (S — ca) 
( S —Je)*. 

£2, so ist 
(S — Ä £ ) (£ —öe) (A7 — с«) 

E(S — bc), cotib^E(S—ca)y cotic = E(S-ab). 

r , der Halbmesser des innern ein-Hier ist (V. 6.) -
E 

geschriebenen Kreises. 

16. 

Wenn man von dem halben 
Umfange eines Dreiecks jede Seite 
abzieht, so ist die Quadratwurzel 
aus dem Producte des halben iJm-

fanges mit diesen drei Resten dem 
Inhalte des Dreiecks gleich. 
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Der halbe Umfang sey S, so ist nach VI. 33. 34. 
ab2 • ca2 . sin2 4 « • cos2 4 « —- $ (S— ab) (S — bc) (S— ca). 
Aber (VT. 10.) 2 sin •? а » cos \a z=z sin a, 
und (VI. 27.) ^ c « . « 5 . sin а =2 F; 
also 2 ^ « Ä ( S — ab) (S — flc) ( 6 — С Й ) . 

Anders. Man mache ad =2 ca, ziehe со*, ferner blt^ cd. 
Man nehme « w с а * ab, ziehe ш я со" <^^ ÄZ, so 
ist auch я г и 2 == со7 • bl, und «г?2 = a i . au. 

Nach VI. 31 . ist bc2 — (ab — c a ) 2 = со7:. 5/, 
nach VI. 32. ist (ab + c a ) 2 — £ c 2 = 4at * au, 
nach VI. 33. ist ö e 2 — ( a ö — с а) 2 = 4 ( $ — ab) (S — c a ) , 
nach VI. 34. ist (ab -j- ca)2 — bc2 *=* 4S ( S — ö e ) , 
also ist± cd » öl > at > au = £ ( £ — ab) (S — öe) (^ — c a ) , 

= S (S — ab) (S — bc) (8 — c a ) , oder ^ mn • av' 
aber \mn . av = А amn, und (III. 72.) /\ amn 
also F 2 --- 6 ( F — a ö ) ( F — öe) (S — c a ) . 

abc, 

Noch anders, bc2 — (ab — cd)2 = idu * bt, 
(ab + c a ) 2 — bc2 =5 4 a u . a i , 
ö e 2 — (ab — cd)2 t=t 4(S — a ö ) ( $ c a ) , 
(ab + c a ) 2 — ö e 2 - - 4 F (S — bc), 

also du - bt * au • at = 3 £ ( & — Ä # ) (̂ > — bc)'(S — c a ) , 
aber F = du • at, F = au * bt, 
also F 2 =3 S (S — ab) (F<— öe) (S — c a ) . 

...37. 
Aus zwei Seiten und dem Zwischen

winkel das Dreieck nach der ersten Art 
zu berechnen. Ь 

Durch Zerlegung in rechtwinklige 
Dreiecke, oder, was dasselbe sagt, durch 
Anwendung der Grundgleichüngen (VI. 
23 . 24.). 

Es seyen ca, ab, b gegeben, so ist 
öe . sin ö = c a • sin а = cz 
öe . cos b = ab — c a cos а = bg. 

Hieraus tg b = 

ö с . sin с -
öe • cos с = 

Hieraus tg с ==J 

Paucker Geometrie. I I , 

H 
, und dann bс es bg 

sin b cos ö' 
ab * sin а в=а- bf, 
с а — aö . cos а = cf. 

bf bf und dann bc == 
cg sm с 

8 
C08 с 



114 

Weaa a ein stumpfer Winkel ist, so wird das zweite 
Glied in 6g nnd cf positiv, weil der Cosinus eines stumpfen 
Winkels negativ ist (VI. 5 ) . 

Beispiel 1. ab = 7312, ca «=* 5634 

ca 
sin а 

3,75082 
9,97838 

cg 

с а 
cos а 

ag 

ab 
ag 

bg 
hg 

tg b 
sin b 
cos b 

3,72920 

3,75082 
9,48834 

3,23916 

7312 
1734,44 

5577,56 

3,74644 

9,98276 
9,84069 
9,85793 

bc 3,88851 

Ä - = Ä 43°51',8 

Beispiel 2. 

с а 
shi а 

3,75082 
9,97838 

bc 4,02183 

30°38',93 

ab 
sin а 

bf 
ab 

cos а 

*/ 
ca 

3,86404 

9,97838 

"3,84242 

X864Õ4" 
9,48834 
3,35238 

а => 72°4',21 

= 72° 4 , 2 1 
b = . 43°5Г,8 
с =й 64° 4',06 

180° 

bc ^ 7735,8 

5634 
af 2251,0 

cf 
tg с 

sin с 
cos с 

bc 

3383,0 

"3,52930 

0,31312 
9,95391 
9,64079 

"3,88851 

64°4',06 

b = * 7 3 1 2 , ca = 5634 
= 107°55 ,,79. 

ab 3,86404 а = 
9,97838 b == 

cg 

с а 
cos а 

ag 

а b 
ag 

bg 

bg 
tg b 

sin b 
cos b 

3,72920 

3,75082 
9,48834 

3,23916 

7312 
1734,44 

9046,44 

3,95648 

9,77272 
9,70737 
9,93465 

sm а 

bf 
ab 

cos а 

af 
ca 

•f 
cf 
cf 

tg с 
sin с 
cos с 

bc 

3,84242 

3,86404" 
9,48834 

3,35238 

107°55',79 
30"38',93 
41°25',32 

180" 

bc = 10515,5 

5634 
2251,0 

7885,0"" 

"3,89680" 

9,94562 

9,82059 

9,87497 

4,02183 

41°25',32 
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38. 

Aus zwei Seiten und dem Zwischemvinhel das Dreieck 
nach der zweiten Art zu berechnen. 

Man berechnet die dritte Seite nach VI. 28., und hieraus 
die beiden Winkel durch VI. 23. 

Beispiel 1. ab --- 7312, ca = * 5634, а = 72°4',21. 

2 = 0,3010300 
ab 3,8640362 
ca 3,7508168 

cos а 9,4883420 

7,4042250 
25364423" 

ад2
 53465344 

ca2
 31741956 

bc2
 59842877 

bc2
 7,7770124 

bc 3,8885062 

sin а 9,9783788 
D 3,9101274 

ca 3,7508168 
ab 3,8640362 

sin b 9,8406894 
sine 9,9539088 

,0 4,21 а = 72' 
b == 43°51',7498 
с = 64° 4',0407 

180° 

bc --- 7735,817 
D --- 8130,69 

Beispiel 2. ab 

2 = y,3010300 
ab 3,8640362 
ca 3,7508168 

cos а 9,4883420 
7,4042250 
25364423 

ah2 53465344 
2 31741956 с а 

bc2 110571723 

= 7312, ca = 5634, а 

bc2
 8,0436441 а «= 

bc 4,0218220 Ь = 
sina 9,9783788 с == 

D 4,0434432 
ca 3,7508168 
ab 3,8640362 

sin b 9,7073736 
sine 9,8205930 

bc 
D 

= 107°55',79. 

107°55,,79 
30°38',9076 
41°25',3033 

180" "" 

= 10515,309 
= 11052,06 

39 

Aus zwei Seiten und dem Zwischenwinkel das Dreieck 
nach der dritten Art zu berechnen. 

Durch Anwendung der Sätze VI. 29. 30. 

Man setzt {ab -{- cd) sin \a = A, (ab — ca) cos 

U A 1 • . 7 A , , B 

\a = />, tg x S=J —, dann ist bc = —— oder bc 
und b s=3 x 

В 
2R 

sin X 
hr а -

cos X 
X. 

8* 
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Beispiel 1. «s — 7312, с a I=J 5634, 
ab 7312 a6- f-ca 4,11213 a; 

sin ia 9,76959 ca 5634 
ab -j- c« 12946 
aö — ca 1678 

^ a 36°2',105 

i« 
А 3,88172 

ab — cali^22479~ 
cos ia 9,90776 

В 3,13255 
tgx 0,74917 

sinx 9,99321 
cos x 9,24404 

а = 72°4',21 
= 79°53',86 
== 36° 2,10 

b => 43°51V76~ 
Ä » 72° 4',2l 
с =»' 64° 4',03 

bc'=: 7735,8 

öe 3,88851 

Beispiel 2. a£ = 7312, ca «=s 5634, a 
«Ä -f- ca 4,11213 

s i » | « 9,90776 
aö 
ca 

7312 
5634 

x 
{a 

«H -f ca 12946 
ab — ca 1678 

\a 53°57',895 

А 4,01989 b = 
a s=i 
с ±±=* 

ab — ca 3,22479 
cos ^a 9,76959 

В 2,99438 
tg i~l,02552 

sinx 9,99808 
cos x 8,97256 

bc 

107°55',79. 
84°36',80 
53°57',89 

30°38',91 
=s 107°55',79 
= 41°25',30 

180° 
•« 10515,3 

bc 4,02182 

40. 
Aus zwei Seiten und dem Zwischenwinkel das Dreieck 

nach der vierten Art zu berechnen. 
Wenn die Seiten nicht selbst, sondern ihre Logarithmen 

gegeben sind, so wendet man VI. 22. 29. an. Es sey ca 

die kleinere, ab die grössere Seite, so setzt man — = tg y, 

45° - j - у t=j s , tg 4-e 
, c« . sin а 
bc t = — 

tg z = * tg x, dann ist x i* 6> 

sin b 
Beispiel, log ab ==» 3,86404, 

a t=s 72°4',21, 
ca 3,75082 tg ±a 9,86182 
ab 3,86404 tg z 0,88736 

log с а 

tgy 9,88678 tgx 0,74918 

» 3,75082, 
\a t=i 36°2',105. 
ca 3,75082 

sin а 9,97838 
sin b 9,84069 

bc 3,88851 
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у 
z 

37°36',9 
82°36'>9 

79°53',88 
Ж 2,11 

.••л? 

Ь = 43°51',77 

be = 7735,8 

4 L 

Aus zivei Seiten und dem Zwischenwinkel das Dreieck 
nach de?- fünften Art zu berechnen. 

Man berechnet die Gegenseite aus dem Unterschiede der 
Nebenseiten nach VI. 31 . 

у с а • a b . 2 sin 4- « 
tg x^ be = 3 

ab ca 
ab — с а " cos x 

Wenn der Zwischenwinkel sehr klein ist, so erhält man 
dadurch den Ueberschuss der Gegenseite über den Unterschied 
der Nebenseiten sehr genau. 

be = ab — с а + . ( . # # — cd) 
2 sin ч , 

x 

ab 
с а 

а 

Beispiel 1. 
t = 7312, 
= J 5 6 3 4 , 
= 72°4',2I. 

ah 3,86404 
ca 3,75082 

7,61486 

f/a&.c» 3,80743 

;2\?=a 0,30103 
s t # £ a 9,76959 

ab — ca 3,22479 

tgx 0,65326 
cos x 9,33628 

be 3,88851 

x = . 7 7 ° 2 8 / , 3 5 . 

COS X 

Beispiel 2 a b = * 7 312', с а = 
а «=, 32',8. 

5634, 
« = 1°5',6, 4-

ab 3,86404 
са 3,75082 

7,61486 

\/аЬ.са 3,80743 
2 = 0,30103 

sin^tt 7,97 95>9 
«K—«« 3,22479 

% х 8,86326 

л; = 4°10'28,6 
£*.=== 2° 5'14,3 

8 ш -j-л; 

2 = 
see .г 

ab—* ca 

ab 

8,56137 
8,56137 
0,30103 
0,00115 
3,22479 

0,64971 

4,4639 
ca 1678 ''• 

£c === 1682,4639 

42. 
Aus zwei Seiten und dem Zwischenwinkel das Dreieck 

nach der sechsten Art zu berechnen. 

Man berechnet die Gegenseite aus der Summe der Neben
seiten nach VI. 32. 

У с а . ab • 2 cos \a 
— •-—— = sin x, be = i (ab -\~ ca) ° cos x 

ab -\- ca 
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Bei der dritten Art berechnet man die Cosinus der halben 
S 

Winkel nach VI. 34. Man setzt — — : = K2. so ist: 

cos ±a = lP (S—bc) bc, 
cos*ic = K2 

ab • bc •ca 
cos2 Jfb == K1 (S 
(S — ab) . ab> 

cd) ca, 

B e i s p i e l * 
bc 7736 S 4,01456 
ca 5634 bc 3,88852 
ab 7312 ca 3,75082 
2 S 20683 ab 3,86404 

Ю 2,51118 

K2 2,51118 
4 c 3,88852 

S 
S — ca 
$ — ab 

S 10341 
bc 2605 

4707 
3029 

ab 
S—ab 

cos 

2,51118 
3,86404 
3,48130 
9,85652 
9,92826 

Ä -

cos 

S -

cos 

-bc 

\a 

K2 

ca 
ca 

3,41581 
9,81551 
9,90775 

2,51118 
3,75082 
3,67274 
9,93474 

9,96737 

Diese beiden Arten müssen immer gleichzeitig angewendet 
werden. Denn wenn ein spitzer Winkel kleiner als ein halber 
rechter ist, so wird er genauer durch den Sinus gefunden 
als durch den Cosinus; wenn er aber grösser als ein halber 
rechter ist, so wird er genauer durch den Cosinus als durch 
den Sinus gefunden. 

Bei der vierten Art berechnet man die Sinus der ganzen 
Winkel, den Inhalt des Dreiecks = F, den Durchmesser des 
umschriebenen Kreises = D. Nämlich nach 
V. 4. und VI. 36. AS . (S — ab) - (S — bc) . (S-^- ca) = 4F\ 

у 5 
ab - bc • с а 

<2F 
VI. 23 . 27. sina=G. bc, sin 

bc 7736 
ca 5634 
ab 7312 

2 S 20682 

S 10341 
£— bc 2605 
S—ca 4707 
S~ab 3029 

S 4,01456 
S—bc 3,41*81 
S—ca 3,67274 
S—ab 3,48130 

4 = 0,60206 

4 F2 15,18647 

2 F 7,59324 

== D, 

6 — 
%F 

bc 
ca 
ab 
G 
D 

: G . Co, 
7,59324 
3,88852 
3,75082 
3,86404 
6,08986 
3,91014 

I 

sin с — 
G 

bc 
ca 
ab 

sin а 
sin b 
sin с 

—• G 4jri 

-. G • ab. 
6,08986 
3,83852 
3,75082 
3,86404 

9,97828 
9,84068 
9,95390 
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Da jeder Sinus einem spitzen oder stumpfen Winkel 
entsprechen kann (VI. 5.), so nimmt man die Gegenwinkel 
der beiden kleinern gegebenen Seiten immer spitz, wodurch 
sich von selbst ergiebt, ob der dritte Winkel spitz oder 
stumpf sey. 

Diese vierte Art wird unsicher, wenn der Winkel einem 
rechten nahe ist, weil dann eine geringe Aenderung des Sinus 
einer beträchtlichen Aenderung des Winkels entspricht. 

Bei der fünften Art berechnet man die Cotangenten der 
halben Winkel durch den Halbmesser r des innern eingeschrie
benen Kreises, nach VI. 35. Man setzt 

( £ — bc) {S — ca) ( £ — ab) 
cot 4- л = E (& — 5 o ) , cot 

cot \c = s E (Ä -
:. ; bc 7736 

ca 5634 
ab 7312 

.2 ' so ist 

2 F 20682 

S 10341 
S — bc 2605 

• ab). 
s]. 

S—bc' 
S — ca 
S—ab 

JE2 " 

•jg..(S — ca), 

4,01456 

S ca 
ab 

4707 
3029 
E 6,72235 

3,41581 
3,67274 
3,48130 
3,44471 

E 6,72235 
r 3,27765 

S—bc 
S—ca 
S — ab 

cot \a 

3,41581 
3,67274 
3.48130 

cot \b 
cot \c 

0,13816 \a = 3 36° 2', 17 
0,39509 ib => 21°55',89 
0,20365 f c = 32° 2',0 

Diese fünfte Art ist die genaueste. Denn sowohl wenn 
der Winkel in der Nähe von 0 oder 2 / i , als auch, wenn 
er in der Nähe von R oder 3 K ist , ändern sich die Tangens 
und Cotangens stärker als die Sinus und Cosinus. 

45 . 

Aus den drei Seiten des Dreiecks die Winkel nach der 
sechste?i Art zu berechnen. 

' , ; ' t r r n , , ab --- с а 
Man wendet VI. 31 . an, und setzt — cos x9 j bc 

i , . . ab — с a J — . 
dann ist sm | « c=a i іц x • , Уса • ab = A, 

]/ab ca 
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Beispiel, ab = 

ab 3,86404 
bc 3,88852 
ca 3,75082 

7312, 6c 

ab 

7736, ca = 

с а 3,22479 

5634 

bc 

6c 

sin 

А 
В 
С 

— ab 
ca 

cos x 

tg x 
i 

T 
— ab 

В 
\b 

7,61486 
7,75256 
7,63934 

3,80743 
3,87628 

3,81967 

2,62737 

3,75082 

8,87665 

1,12221 

9,69897 

2,62737 
3,87628 

9,57227 

bc 

COS X 

tg X 

3,88852 

ab •— 

t 
T 

ca 
А 

bc 

bc 

b ---- 21°55',84 

9,33627 

"0^65326 
9,69897 
3,22479 
3,80743 
9,76959 

36°2',12 

3,32263 
3,86404 

" V 5 8 5 9 
0,52268 
9,69897 
3,32263 
3,81І967 

sm 5 0 9,72461 

±c = 32"2 ,0 

sm ^a 

^a = s 

— ca 
ab 

COS X 

tg X 
I 

- ca 
С 

i 

46. 

Aus den drei Seiten des Dreiecks die, Winkel nach der 
siebenten Art zu berechnen. 

Man wendet VI. 32. an, und setzt , — = cos x, 

daim ist cos l

Ta 

Beispiel, ab t= 

ab 3,86404 
bc 3,88852 
ca 3,75082 

\sm x 

= 7312, 

ab -f- ca 
ab -f* ca 

bc 

ab 

уса »ab «=J A. 

1 5634. 

А 
В 
С 

7,61486 
7,7525G 
7,63934 

3,80743 
3,87628 
3,81967 

+ ca 

cos X 

sin X 

7736, ca t= 

bc 3,88852 
4,11213 

1 

ab -J~ ca 
А 

9,77639 
9,90407 
9,69897 
4,11213 
3,80743 

cos \a 9,90774 

j e « 36°2',3 
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a h -j- bc 

COS X 

sin X 
i 

т 
ab -j- bc 

В 

cos ?b 

\b t=» 

3,75082 
4,17748 

9,57334 

9,96721 
9,69897 
4,17748 
3,87628 

9,96738 

2l°55 /,8 

bc 

bc 

ab 
+ ca 

eos X 

sin X 
i 

+ с« 
С 

eos 4 c 

A 

3,86404 
4,12613 

9,73791 

9,92283 
9,69897 
4,12613 
3,81967 

9,92826 

52°2',0 

Sphärische Trigonometrie. 
47. 

In einem rechtwinkligen spanischen , 
Dreieck giebt das Product des Sinus der 
Hypotenuse mit dem Sinus eines Winkels 
den Sinus der Gegenkathete; das Product 
des Sinus der Hypotenuse mit dem Cosinus 
eines Winkels ist gleich dem Product des Cosinus der Ge
genkathete mit dem Sinus der Nebenkathete; der Cosinus 
der Hypotenuse ist gleich dem Product der Cosinus der 
beiden Kathetern 

Auf der Ebene та с sey die Ebene mbc senkrecht, mt; 
ihre gemeinschaftliche Durchschnittslinie oder Kante (IV. 2.), 
Wenn diese Ebenen von einer dritten Ebene mab geschnitten 
werden, so haben diese drei Ebenen einen gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunct m (IV. 39.), welcher als der Mittelpunct 
einer Kugel angesehen werden kann, deren Halbmesser та 
=з mb =5 mc = r sind. Die Puncte a, b, с bilden auf 
der Oberfläche dieser Kugel ein rechtwinkliges sphärisches 
Dreieck abc, dessen Winkel a, b, c, und dessen Seiten die 
Bögen ab, Ьс, сa sind (IV. 67.). Die Seite ab, welche dem 
Winkel с gegenüberliegt, heisst die Hypotenuse, die Neben
seiten bc, сa heissen die Katheten, und zwar ist bc die 
Gegenkathete von a, oder die Nebenkathete von /5, und с а 
die Gegenkathete von ö, oder die Nebenkathete von a. 

Wenn man von b auf mo die Senkrechte 6d fället, so 
ist (IV. 9.) bd auch auf der Ebene mca senkrecht Wenn 
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man von d auf та die Senkrechte df fället, und bf verbin
det, so ist (IV. 19.) auch bf auf та senkrecht, und der 
Winkel bfd misst (IV. 22.) den Neigungswinkel oder Kanten
winkel der Ebenen mab, ?nac. Zieht man aus a in den 
Ebenen mab, mac berührende Linien an die Bögen ab, ac, 
so ist der Winkel, welchen diese auf та senkrechten Berüh
rungslinien mit einander bilden (IV. 67.) , das Maass des 
Winkels a. Diese Berührungslinien sind den Linien fb, fd 
gegenseitig parallel, also ist (IV. 31.) ihr Winkel dem [_ bfd 
gleich. Also ist ^ а ч bfd. Aus gleichem Grunde ist [_ с 
== R. Da bei gleichen Halbmessern die Bögen das Maass 
der Centralwinkel sind, so ist ab *= j_ bmf bc £=> [^ bmd, 
с а == dmf Es ist aber bd = : r . sin bmd, also = s 
v » sin bс; bf = r . sin Ьmf, also = r » sin ab, bd t=a 
bf . sin bfd, also == bf • sin а, also === r » sin a b • sin a. 
Hieraus folgt . 

I. sin a b • sin а == sin Ь с. 

Ferner ist df = bf . cos bfd, also г=з bf • cos a, 
also = 3 /• . sin a b - cos a, md s=: r » cos Ъ m d, also == 
?* . 003 bc, df ==3 md » s/w dmf,. also z=* md • вг'гг ctf, 
also =S5 r . cos bc . sira c # . Hieraus folgt 

IL sin ab • cos а = cos bc • sin c a . 

Endlich ist ,WJ/? = J r • o s Ämjf, also t=i ?' . cos a s , 
ш/* s=3 md • cos dmf, also === md * cos ca, also = r • cos 
öo . cos cä. Hieraus folgt 

III. cos ab = i cos öe • cos ca. 

Wenn man aus a auf mb, mс senkrechte Linien zieht, 
so findet man für den Winkel b ganz ähnliche Gleichungen 
wie die I. II. für den Winkel а, nämlich 

IV. sin ab . sin b = ; sin ca. 
V. sin ab • cos b = cos ca - sin bc. 

Dieses sind die Grundgleichungen der sphärischen, Tri— 
gonometrie, da sich aus ihnen alle übrigen ableiten lassen. 

Wenn man in diesen Gleichungen die Seiten sehr klein 
annimmt, so werden die Cosinus der Seiten :==»•• 1, die Sinus 
den Seiten proportionirt, und die Gleichungen verwandeln sich 
daher in die der ebenen Trigonometrie (VI. 14.). Seiten 
oder Winkel, welche durch ihre Sinus gefunden werden, ha
ben immer (VI. 5.) einen doppelten Werth, nämlich einen 
welcher <C ^ , und einen welcher > R ist, so dass beide 
Werthe zusammen 2 R machen. Die Sinus sind immer positiv, 
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weil die Seiten und Winkel der sphärischen Dreiecke nicht 
über 2/2 gehen. Die Cosinus, Tangenten und Cotangenten 
sind positiv oder negativ, je nachdem die zugehörigen Seiten 
oder Winkel kleiner oder grösser als R sind. 

48. , 

Ein rechtwinkliges sphärisches 
Dreieck aus der Hypotenuse und 
einem Winkel zu berechnen. c 

Es seyen ab und a gegeben, so « 
folgt aus VI. 47. sin ab • sin a t===s sin bc, tg ab * cos а 
= tg ca, cos ab • tg a t==t cot b. Da cos bc t=^ 

cos а . ———, so haben cos bc und cos a einerlei Vorzeichen. 
sin с а 

Wenn also a <^ oder ^> /t, so ist auch b с <^ oder ^> R. 

Beispiel ab ^ 98°14', а *=* 35°27'. 
sinab 9,99550 tg ab — 0,83954 cos ab — 9,15596 

вша 9,76342. cos а 9,91096 tg а 9,85247 

sinbc 9,75892 tg ca — 0,75050 cot b — 9,00843 

bc *=* 35°Г,83 ca == 100°4',32 ö ----- 95°49',30 

4 9 . : . 

Ein rechtwinkliges sphärisches Dreieck aus einem Win
kel und der Nebenkathete zu berechnen. 

Es seyen сa und a gegeben, so folgt aus VI. 47. 
tg ca .. . 

sin ca . tg a = tg bc, ••• -•== tg ab, Cos ca • stn a=±cos b; 
cos а , ;, 

Beispiel, ca t==i 108°54', а == 95°23'. 
sinca 9,97593 tg ca — 0,46550 cos ca— 9,51043 

tga— 1,02579 cos а — 8,97229 sina 9,99808 
/ ^ s c — 1,00172 tgab 1,49321 cos b — 9,50851 

bc == 95"41',29 ab t=. 88°9',61 b = * 108°48',81 

50. 

Ein rechtwinkliges sphärisches Dreieck aus einem Win
kel und der Gegenkathete zu berechnen. 

Es seyen bc und a gegeben, so folgt aus VI. 47. 
tg bc . sin bc , cos а . 

t=j sin ca, —; s=: s?w ttb, — =5 sm b. 
tg a sm a cos bc 
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Da die gesuchten Stücke durch 
ihre Sinus bestimmt werden, so sind 
immer zwei Dreiecke möglich. Damit 
aber diese Sinus nicht ^> 1 werden, 
so mus», wenn bc <^R, auch a<i Rf c 

aber ^> H<? seyn; und wenn bс ^> R, 
auch a ^> R, aber < bc seyn. 

& 

Beispiel 60 --- 108°40', а = 93°31'. 

tg bc 
tga 

0,47130 
1,21145 

sinbc 9,97653 
sina 9,99918 

cosbc — 9,50523 
cos а — 8,78774 

sin ca 9,25985 

c a = 10°28',85 

sinab 9,97735 

a £ = 71°39',25 
oder=* 169°31',15 o d e r = 108°20',75 

51. 

b 
oder 

sinb 9,28251 

11° 2',95 
168°57',05 

Ein rechtwinkliges sphärisches Dreieck 
aus der Hypotenuse und einer Kathete zu 
berechnen. 

cos ab 
Es seyen сa und ab gegeben, so folgt aus VI. 47. 

cos bc. sin с а = sin ö. tg с а 
cos а. 

cos ca sin ab ' tg ab 
Wenn сa und ab beide <^ R sind, so muss ca <Z. ab 

Zeyn, damit die Sinus oder Cosinus der gesuchten Stücke 
nicht ^> 1 werden. Aus demselben Grunde muss, wenn с а 
md ab beide ) > R sind, сa ^> ab seyn; wenn сa <C R 
und ab > R ist, ca -\- ab <^ 1R seyn; wenn с а > R 
und ab < R ist, <?« -j- «ö > 2 / l seyn. Der Winkel Ь. 
welcher durch seinen Sinus bestimmt wird, richtet sich (VI. 48.) 
nach seiner Gegenkathete ca. 

Beispiel с а = 160°48', ab = 21°46'. 

cos ca — 9,97515 sin ca 9,51702 tg ca -
cos ab 9,96788 sinab 9,56917 tg ab 

cos bc — 9,99273 sin b 9,94785 cos а -

bc = 169°32',7 b = U7°31',2 а = 

9,54187 
9,60130 

9,94057 

150°42',3 

52. 

Ein rechtwinkliges sphärisches Dreieck aus beiden Ka
theten zu berechnen. 
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Es seyen bc, сa gegeben, so folgt aus VI. 47. 
lg de 

cos bc . cos ca = cos ad, 
sm ca 

Beispiel bc = 5 8° 17', с а = 
cos bc 9,72075 tg bc 0,20900 
cosca — 9,96813 sin ca 9,56759 
cos ab 

tga, 
tg ca 
8ІП bc 

158°19'. 

sin bc 

*§*• 

9,68888 

ab = U9°14',6 

tga 9,64141 

а = 23°39',0 

53. 

tg ca 

tgb 

b = 

9,92976 
9,59946 

9,66970 

154°56',9 

Ein rechtwinkliges sphärisches Dreieck aus beiden Win
keln zu berechnen. 

Es seyen a, b gegeben, so folgt aus VI. 47. 

cot а •»• cot b = cos a b, cos а 

sin b 
cos bc, cos Ь 

sin а cos ca. 

Damit die Cosinus der gesuchten Stücke nicht grösser 
als 1 werden, so muss, 

wenn a <d R und b <C R ist, 
wenn a ^> R und b > R ist, 
wenn a ^> R und b <C R ist, 
wenn а < R und b > R ist, 

a + Ь ^> R seyn; 
а + •£ < 3 jß seyn; 
« -— b <C R seyn; 
ö — a <d R seyn. 

Beispiele, а = 

cof« 9,84038 
oois 9,85273 

cos« 9,69311 

a& = 60°26',5 

а — 155°31' 
cot а — 0,34163 
cotb — 9,41990 

cos ab 9,76153 

ab = 54°43',6 

а = 154°27' 
cot а — 0,32053 
cotb 9,45845 

cos ab — 9,77898 

ab = 126°57,,1 

= 55°1S 

cos а 
sin b 

cos Ь с 

bc = 

b = 

cos а -
sin b 

cos bc -

bc = 

b = 

cos а 
sin b 

cos bc 

bc = 

\\ b = 54°32\ 

9,75533 
9,91087 
9,84446 

= 45°39',3 

104°44' 
— 9,95908 

9,98548 

— 9,97360 

160°13',4 

73-58' 

— 9,95531 
9,98277 

— 9,97254 

- 159°50',4 

sin а 
cos b 

cos с а 

ca — 

sin а 
cos b -

cos ca -

ca = 

sin а 
cos b 

cos ca 

ca = 

9,91495 
9,76360 

9,84865 

= 45°6',6 

9,61745 
-9,40538 
-9,78793 

127°51',3 

9,63478 
9,44122 

9,80644 

50°10',8 
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54. 

Ein rechtwinkliges sphärisches Dreieck 
in dem Falle zu berechnen, wenn die Sinus 
und Cosinus der gesuchten Stücke der Ein
heit sehr nahe kommen. 

In diesem Falle wird nämlich die Bestimmung 
gesuchten Stücke unsicher. Man bestimmt alsdann diejenigen 
Stücke, welche durch die Tangens oder Cotangens gefunden 
werden, und hieraus die übrigen ebenfalls durch die Tangens 
oder Cotangens. Wenn aber alle gesuchten Stücke durch den 
Sinus oder Cosinus bestimmt werden, so leitet man Ausdrücke 
für den halben Winkel ab. Dieses geschieht durch nachste
hende Formeln, welche sich leicht aus VI. 11. 12. 13. bewei
sen lassen: 
1 — cos а « . 1 —- sin а „ 

— 'g (45° — 4 " ) 1 -J- cos а 
te2 т « J i : 
° 2 ' 1 -b sin а 

= cot% (45° -J- 4<5), 
eos а cos Ъ 

cos a -j- cos b 
sin а •— sin b 

щ 
а 

2 -
tg А (а 

% 
Ъ -J- а 
~ 2 ~ : 

tga tgb 
sin а -j- sm b 

sin(a-b) 1 
' tg А (а + ЬУ 
eota • cotb cos (a + Ä) 

tga-\-tgb sin (а-\- ЬУ 1 -J- cotа • cotb cos (а — b)' 

VI. 48. 
ein Winkel а 

B e i s p i e l e . 

Gegeben die Hypotenuse ab 9I°15' und 

sin с а 
und daraus tg ab 
sinab 9,99990 
sin а 9,99986 

sin bc 9,99976 

£ c = 8 8 0 6 ' unsicher 

88°34'. 
cos a t = tgca, und daraus 

tg а = tg bc, oder cos ab • tg а = cot b, 
Hier ist tg ab 

ca 
b 

cos b 

tg ab • 
cos а 
tgca-

sin ca 
tga 

tg bc 

tg bc. 

1,66114 
8,39818 

0,05932" 
9,87712" 
1,60168 

cos a7 — 8,33875 
tga 1,60168 

cot b 
cos b 
tg ab 

9,94043 
9,81767 
1,66114 

1,47880 tgbc 1,47881 13106',0 
131"5',0 

bc = 88°5',89 

In diesem Falle kann man auch rechnen nach der Formel: 
sin (ab — bc) — sin ab • cos а . tg \b. 
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tg ^b 0,34214 
cos а 8,39818 

sinab 9,99990 

sin (ab — bc) 8,74022 

ab — bc - = 3° 9 ' , U 
aö 9 Г 1 5 ' 

bc = 8 8 ° 5',89 

90°37' und die VI. 49. Gegeben ein Winkel а : 
Nebenkathete с а = 179°58'. 

шег ist sin с а . i^ a=tgbc, und hieraus - ^ — 
tg ca sinbc 

oder — = tg ab, und hieraus cos ab • ts а = 
cos а о 

cos ca 
sin а 

9,99999 
9,99997 

cos b — 9,99996 
Ä==179°20' unsicher. 

bc = 176054',36 
ab 

h 
3° 5',65 

179°22\95 

sin ca 
tga 

lg bc 

sin bc 
tg ca 

6,76476 
1,96806 

8,73282 

8,73219 cos ab 

tg ca 
cos а 

tg ab 

6,76476 tg« 

= cot b. 

6,76476 
8,03192 

8,73284 
9,99936 
1,96806 

tg ö - ^ 8,03257 cotb — 1 , 9 6 7 4 2 

VI. 50. Gegeben ein Winkel а = 66°21' und die Ge
genkathete Ь с 66" 18'. 

Man setze а + bc = 2 S9 

tg bc 
aus 

aus 

aus 

= sin ca, wird 
sin 42 d 

sin 2 6 

« — йс rr= 2 */., 

- ooi' (45° : + - 4 c a ) , 
tg а 

sin bc . 7 . , tg d » , . f ( l . . „ 
= sin ab, wird — — = c o r (45 + ?ab) 

sin а •. • -. ы 
cos « 

* - Ä 

sm b, wird tg d • tg S ==• cot2 (45° -f- ^<5). 

/g йс 0,35757 sin bc 9,96174 
tg а 0,35860 sin а 9,96190 

cos bc 9,60417 
cos а 9,60331 

sin ca 9,99897 sin ab 9,99984 sin b 9,99914 

ca= 86"3' unsicher, ab — 88°27' unsicher, b = 86°24' unsich. 
Paucker Geometrie. IT. «* 
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а 
bc 

2d 
2JS 

d 
S 

66°21' 
66°18' 

0° 3' 
132°39' 

0° l ',5 
6в°19',5 

sm 2 d 
sin 2Ä 

cot 

ca -----

6,94085 
9,86659 

7,07426 

8,53713 

88°1',63 
86°3',26 

tg d 6,63982 
tg S 0,35808 

subtr. 6,28174 
add. 6,99790 

cot 8,14087 
cot 8,49895 

89°12 ,,45 
8 8 ü l l ' , 5 8 

а £ ^ 8 8 ° 2 4 ' , 9 0 
ö---86°23 ' ,16 

VI. 51 . Gegeben die Hypotenuse аЬЬ, 
= 1°237 und eine Kathete ca = i I°9'. 

Man setze ab + с а == 2 S, 
ab — с а = 5 2 d, 

cos ab , . , ' 
cos Ьс, wird tg а . aus 

aus 

aus 

cos с а 
sin ca 
sin ab 
tg с а 

tg ab 

sin b у wird, 

cos а wird 
sin 2 S 

cos ca 9,99991 
cos ab 9,99987 

cos 

bc • 

с 9,99996 

= 0°46' unsicher 

sin с а 
sin a b 

sin b 

8,30255 
8,38276 
9,91979 

56°14',3 

tg ca 8,30263 
tg ab 8,38289 

cos а 9,91974 

а = 33°46',2 

ab 
ca 

2d 

d 
S 

l n 2 3 ' 
i° 9: 

2°32' 
Fr" 
i ° i 6 ' 

sinld 7,60985 

sin 2 F 8,64543 

8,96442 

tg-. 9,48221 

16°53',09 
a s=. 33°46',18 
b = 56°14',30 

bc = 0°46' 8" 

tg d 
tgS 

acui. 
subtr. 

cot 

7,30882 
8,34461 

5,65343 
8,96421 

7,82671 
9,48210 

0Ü23' 4"" 
73° Г,15 

VI. 52. Gegeben die beiden Katbeten bc = 0°46', 
ca ==. 1°9'. ' 
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Hier ist 

tg ca 

tg be 
sin с а 

t=j tg a} und daraus 
tg с а 

cos а 
tg ab, 

oder 
sin b с 

cos be 9,99996 
cos ca 9,99991 
cos ab 9,99987 

üb = s 1°24' unsicher. 

f<tr ь с 
tg b. und daraus — — r cos b 

8,12651 
8,30255 

tg ab. 

а 
b 

ab 

33°41',67 
56°18',85 

1°22',93 

tg be 
sin с а 

tg а 

cos а 
tg ca 

tg ab 

9,82396 

9,92013 
8,30263 
8,38250 

sin b с 
tg ca 

tg b 

tos b 
tg be 

tg ab 

VI. 53. Gegeben die beiden Winkel а 
b s=* 35°38\ 

Man setze а + b — 9 0 ° = 2 £ , 90° 
sin 2S 

8,12647 
8,30263 
0,17616 
9,74401 
8,12651 
8,38250 

54°39', 

a -f- Ь ==» 2 d, 

aus cot а 
cos а 

aus 

cot b = cos ab wird 

aus 

sin b 
cos b 

sin а 

cos be wird 'il 
tg d 

sin 2 d 
- tg2 ihc, 

tg* •y ab, 

cos с a wird tg S tg d = tgz.-i-ca. 

cot а 9,85086 
cot b 0,14460 

sin а 9,91149 
cos b 9,90996 

oo« ab 9,99546 

ab ----- 8° 16' unsicher, be 

cos а 9,76236 

sin b 9,76537 

cos be 9,99699 cos а 9,99847 

6°44' unsicher, ca ----- 4°48' nnsich. 

а 
b 

2 8 
2d 

S 

54°39' 
35°38' 

0°17/ 

70°59' " 

0° 8',5 
35°29',5 

sin 2 S 
sin 2 d 

t<r 

° 
ab = : 
be = 
с а = : 

7,69417 
9,97563 

7,71854 

8,85927 

4° 8',20 
8°16',40 
6°44,,38 
4°4S',52 

tg s 
tg d 

subtr. 
add. 

tg 
tg 

7,39314 
9,85313 

7,5^001 
7,24628 

8,77000 
8,62314 

3°22',19 
2Ü24',26 

55. 
In einem sphärischen Dreieck Verhallen sich die Sinus 

9* 
der Seiten wie die Sinus der Gegenwinkel. 
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Man fälle aus Ь den Bogen bd 
eines grössten Kreises senkrecht auf 
ca, so ist (VI. 47.) 

sin ab • sin а = sin bd, 
sin b с • sin с == sin b d. 

Hieraus folgt 
sin Ь с 
eben so 

oder 

sin с = sin ab . sin а 
sin bc . sin b -
sin ab . sin b := 

яг г ab sin 
3 Sin 

bc 

ca 
ca 

• sm a. 
> sin c: 

sin ca 

sin с sin a sin b 
Wenn die Seiten sehr klein sind, so sind sie den Sinus 

proportionirt, und es entsteht der Satz VT. 23, 

56. 

In einem sphärischen Dreieck 
ist bei zwei Seiten und dem Ztvi-
schenwinkel das Product des Sinus 
der ersten Seite mit dem Cosinus 
der zweiten Seite, tceniger dem Pro
duct des Cosinus der ersten Seite 
7nit dem Sinus der zweiten Seite und 
dem Cosinus des Zwischenwinkels, 
gleich dem Product des Sinus der dritten Seite mit dem 
Cosinus des Gegenwinkels der zweiten Seite. 

Es sey сa die erste, ab die zweite Seite, a der Zwi
schenwinkel, so ist bc die dritte Seite, с der Gegenwinkel 
der zweiten Seite. Man fälle den Bogen bd senkrecht auf 
ca, so ist (VI. 47.) sin bc • cos с = cos bd • sin cd. 

Aber cd 5= с а — ad, also (VI. 12.) 
sin cd = sin с а • cos ad — cos с a sin ad, 
also 

sin bc » cos с = sin с а . cos ad • cos bd — cos с а • 
sin ad • cos bd, 

aber (VI. 47.) cos ad • cos b d = cos ab, 
cos bd . sin ad =» sin ab cos a, 

also sin bc • cos с = sin с а • cos ab — cos с а • sin ab « cos a, 
ebenso sin bc • cos b = sin ab • cos ca — cos ab « sin ca » cos a. 

Wenn die Seiten sehr klein sind, so sind sie den Sinus 
proportionirt, ihre Cosinus sind gleich 1, und es entsteht der 
Satz VI. 24. 
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57: 

In einem sphärischen Dreieck 
ist bei zwei Seiten und dem Zwi-
sehenwinkel der Cosinus der dritten 
Seite gleich dem Product des Cosi
nus der ersten Seite mit dem Cosi
nus der zweiten Seite, nebst dem 
Product der Sinus dieser Seiten und 
des Cosinus des Zwischenwinkels. 

Es seyen ca, ab die erste und zweite Seite, a der 
Zwischenwinkel, bc die dritte Seite, der Bogen bd senkrecht 
auf ca, so ist (VI. 47.) 

cos bc = J cos b d • cos cd, cd = ca.-— ad, 
VI. 13. cos cd = cos с а • cos ad -\~ sin с a sin ad, 
VI. 47. cos ad-cos bd === cos ab, cos bd-sin « f e m ab' cos «, 
also cos Ьс = cos с а • cos ab -j- sin с а • sin ab,- cos a. 

Zu jedem sphärischen 
Dreieck gehört ein sphärisches 
Polardreieck, und diese bei
den Dreiecke stehen in einer 
solchen gegenseitigen Bezie
hung, dass jede Ecke des 
einen der Pol der Gegenseite 
des andern ist, und jeder Win
kel des einen die Gegenseite 
des andern zu zwei rechten 
ergänzt. 

Es seyen bd, cd zwei auf bс senkrechte Kreise, welche 
einander in d schneiden, cf, af zwei auf с a senkrechte Kreise, 
ag, bg zwei auf ab senkrechte Kreise, so sind (IV. Co.) die 
Seiten bd = s cd •=$ cf =• af = ag === bg ==> R, die 
Winkel dbc P=J dcb ^=fcti *=zfac = gab «=» gba t=s R, 
die Ecken d, f, g die Pole von bc, ca, ab, und diese 
Seiten bc, ca, ab das Maass der Winkel an den Polen bc 
= з bdc, с а == cfa, ab == agb, indem bc ein Bogen des 
Aequators von d, und db, de dessen Meridiane; с «.ein Bo
gen des Aequators von f und fc, fa dessen Meridiane; a b 
ein Bogen des Aequators von g, und ag, bg dessen Meri
diane sind. Da af = ag =s R, so sind die Winkel afg 

= « f f / R; da b bd = R, so sind die Winkel 
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bgd ==it>dg=3R;ddLcd d 

с=я cf = R, so sind die 
Winkel cdf «=» o/'c? = R> 
Also sind die Ecken a, b, с 
die Pole von fg, gd, df, und 
diese Seiten fg, gd, df das 
Maass der Winkel an den Po-
Jen fg ^fag, gd = : gbd, 
df = s rfg/, indem fg ein * 
Bogen des Aequators von a, 
und af, « g dessen Meridiane; 
gck ein Bogen des Aequators von b, und bg, bd dessen Me
ridiane; df ein Bogen des Aequators von c, und cd, cf des
sen Meridiane. In jeder Ecke kommen zwei rechte Winkel 
vor, nämlich in a bag t=s caf =» R, in b cbd E=> abg = R, 
in с acf = 6cd e=3 /?, in d fdc = gt iö « Ä , in / g / « 
=3 «i/o » Ä , in g cigs = / g « = /?. Hieraus folgt: 
ö g £ = dgb — dga => i/gö - j - fga — dgf^VR — dgf, 
bdc ^fdc — fdb =tfdc + gdb —gdf=*%R~gdf, 
cfa *=з dfc — dfa »=з d / c + g/tf — <i/g = * 2 # — tf/g, 

/<^g s=» caf -{- g a o = ! c a / rf- ' ö a g —• слй s=a 2 І 2 — o«ö , 
g ä t / t=» «<5g + <̂ öM i=» abg + ose/ — « # c = * 2/2 — «öe , 
ä c / = f t c / + t io« t=s « c / - j - bcd — bcat==i^R — bca. 

Setzt man nun statt der Winkel agb, bdc, cfa,fag, 
gbd, dcf ihre Maasse ab, bc, ca, fg, gd, df, und 
bezeichnet man die Winkel der Dreiecke mit ihren Eck
zeichen, so ist 

&& -f- g = з 2 Ä , bc -\~ d 
fg+a=* 2Я, gd + b 

26, 
2/i, 

c& + f 
df + с 

2/г, 
2/г. 

59. 
d. /w einem sphärischen Drei

ecke ist bei zwei Winkeln und 
der Zwischenseite das Product 
des Sinus des ersten Winkels mit 
dem Cosinus des zweiten Win
kels, liebst dem Product des Co
sinus des ersten Winkels mit dem 
Sinus des zweiten Winkels und f:.. 
dem Cosinus der Zwischenseite, *• " 9 
gleich dem Product des Sinus 
des dritten Winkels mit dem Cosinus der Gegenseite des 
zweiten Winkels. 
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Man bilde (VI. 58.) zu dem Dreieck abc das Polar
dreieck dfg, so ist (VI. 56.) 
sin fg . cos g = sin gd cos df — cos g d sin df . cos d. 

Aber nach VI. 58. ist 
fg + a = gd + 6 = df.+ с = : 2 Ä , 
g -f- ab == </ + £c = / -f- ao = 2Ä. 

Setzt шап nun (VI. 5.) statt der Sinus die Sinns ihrer 
Ergänzungen zu 2 /Ž, statt der Cosinus die negativen Cosinus 
ihrer Ergänzungen zu 2R, so ist 
— sina »cos ab = — «in ö • 00« 0 — cos b • sine • cos #c, 
oder sm « • со« «ö = sin b • сое с ~f» со« s • вш с • со« öe, 
und sin а . со« ca = sin с • cos b 4"* с 8 c * **•* ö • cos bc. 

60. 
Ія einem sphärischen «i 

Dreieck ist bei zwei Winkeln 
und der Zwischenseite der 
Cosinus des dritten Winkels 
gleich dem Product der Si- z / 
nus des ersten und zweiten 
Winkels und des Cosinus der : H 
Zwischenseite y weniger dem - / 
Product der Cosinus des er- mi9 
sten und zweiten Winkels. 

Man bilde (VI. 58.) zu dem Dreieck « s c das Polar-
dreieck dfg, so ist (VI. 57.) 
cos fg = cos g d • cos df -j~ sin g d . sin df • cos d. 

Aber nach VI. 58. ist 
fg + a = gd+b=zdf+c=- 2 Д , 
g 4- ab = d + bc ==f + ab .== 2jR. 

Setzt man nun (VI. 5.) statt der Sinns die Sinus ihrer 
Ergänzungen zu 2/2, statt der Cosinus die negativen Cosinus 
ihrer Ergänzungen zu 2 R y so wird 

— cos а = cos b . cos с — sin b . sin с • cos bc, 
oder cos а = sin b . sin с . cos b с — cos b • cos c. 

61. 

In einem sphärischen Dreieck ist bei 
vier aufeinander folgenden Stücken das 
Product der Cotangente der Gegenseite 
mit dem Sinus der Nebenseite, weniger 
dem Product der Cotangente des Gegen-
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winkeis mit dem Sinus des Nebenwinkels, gleich dem Pro-
duct des Cosinus der Nebenseite mit dem Cosinus des Neben
winkels. 

Bei vier auf einander folgenden Stücken liegen nämlich 
eine Seite und ein Winkel einander gegenüber, diese heissen 
die Gegenseite und der Gegenwinkel. Zwischen diesen liegt 
eine Seite und ein Winkel, diese heissen die Nebenseite und 
der Nebenwinkel. 

Z. B. die auf einander folgendenStücke seyen 0 , с а, а, 
ab, so ist «ö die Gegenseite, с der Gegenwinkel, с # die 
Nebenseite, a der Nebenwinkel. Nun ist 
VI. 55. sin bc • sin e = sin ab » sin ä, 
VI. 56. sin bc . cos с = sin ca » cos ab — cos ca • sin ab • cos a. 

Man multiplicirt die zweite Gleichung zu beiden Seiten 
mit sin a, und dividirt mit der ersten Gleichung, so erhält 
man cot с • sin а = cot ab • sin с а — cos с а . cos ay 

oder cot ab • sin с а — cot с • sin а = cos ca » cos а. 
Das sphärische Dreieck hat sechs solcher Gleichungen, 

nämlich: 

cot ab 
cot ab 
cot bc 
cot bc . 
cot с а « 
cot с а -

. sin 
• sin 

sin 
sin 
sin 
sin 

ca 
bc 
ca 
ab 
bc_ 
ab 

— 

— 

— 

— 
— 

— 

cot с 
cot с 
cot а 
cot а 
cot b 
cot b 

. sin 

. sin 

. sin 

. sin 

. sin 

. sin 

а 
b 
с 

b 
с 
ß 

= cos ca. 
===. cos bc 
=== cos с а 
= cos ab 
=== cos b с 
.== cos ab 

•cos a, 
. cos b f 

• cos c, 
• cos b, 

* G0S c > 
• cos a. 

62. 

In einem sphärischen Dreieck aus 
den drei Seiten Gleichungen für die 
Winkel zu finden. 

VI. 57. cos bc = cos с а • cos ab 
-j- sin с а • sin ab • cos a, 

VI. 13. cos {ab + cd) = oas «# . cos ca —sin ab 
cos {ab —> cd) = oos «ö • cos ca -|- si/г «Ä 

Hieraus folgt: 
cos о с — cos (ab -\- cd) = (1 -|- cos а) e/w с а 
cos (ab — cd) — cos bc = (1 — cos d) sin с а 

Setzt man ab —f- bc -f- c « = 2 £ , 
so ist entweder bc = £ — ( £ — öo) und ab -f- o« e== &•+ (S—bc), 
oder йс = (S — ca) + (S — ab) und 

« 5 — с а • = г (& — c a ) ~~ (S — #£)> 
also ist oas Äc — cos (ab - j - c«) = 2 sin S . sm (*S — bc). 

sm ca, 
sin ca. 

sin ab, 
sin ab. 
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und cos (ab — ca) —> cos bc == 2 sin (S — cd) sin (S — ab). 
Auch ist (VI. 11.) 1—{- cos а = 2 cos2 •£«, 1 — cos а = 2 sm2 ^«. 

Also erhält man: 
s«w ( Ä -— c « ) 

щ 2 \a 
sin (S — aö) 

cos2 4-« 

«in с « . sin a b 
sin S • sin (S — bc) 

sin с а . sin ab 

Aber nach VI. 2. ist — — - — = cot ?a, • 
sin -^a 

nach VI. 1,0. ist sin а = 2 . sin ^a* cos ^a. Setzt man also 
sin S „ , 

sin (S — а b) . sin (S — bc) . sin (S — с а) 
4 . sin S . вг г ( & — ab) sin(S — öe) sin (S —̂ oa) --- ^42, 

• виі ab . ein öe • sin с а === Ж, 
so ist cot ^a = JE . sin (ß — bc), cot | Д ==? JS . .m . (Ä — c«), 

cof 4"c = • JE . sm ( & — tt ö ) , 
^ . , . г А , ........ А 

sm a = —= . S2w ос, sm о = ~ * sm ca, sm с = •=•= • sew ao. 

ТЧ i / Ш Г И ' ч 003 so —- eos ca •• cos ab 
Da aber (VI. 57.) oos a — — — : , 

sin с а . sm ab 
so erhält man für die Grösse A noch folgende Ausdrücke: 
A2 = sin2 с а . sin2 ab — (cos bc — cos ca . cos ab)2, 
A2 = (1 — cos2 ca)> (1 — co8^ ab) — (cos bc — cos ca • 008 ли) 2, 
A2 z= 1—(cos2 ab r\- cos2 bc -{- cos2 ca) -\- 2cos ab * cos bc • cos ca. 

Nach IV. 46. ist immer ab -\- bc -\- ca, d. h. 2 £, klei
ner als 4І2, also £ < 2/Ž, also вія S positiv. 

Da 1 — cos a, 1. + oo« я , siw с я , sm «ö immer 
positiv sind, so müssen auch in allen sphärischen Dreiecken 
cos bc — cos (ca - j - ab) und cos (ab — ca) —• cos bc, 
positive Zahlen sevn. 

Wenn die Seiten sehr klein sind, so sind sie ihen Sinus 
proportionirt, und die obigen Gleichungen verwandeln sich 
dann in die Gleichungen der Sätze VI. 33. 34, 35. 36. 27. 

63. 

In einem sphärischen Dreieck aus 
den drei Winkeln Gleichungen für die 
Seiten zu finden. 

Nach VI. 60. ist 
cos а = sin b . sin с. cos bc — cos b. cos c. 
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Aber nach VI. 13. cos (c + b) =a cosb • cos с — sin b . sin c, 
cos (c — ö) p= cos b . cos с + вш ö . si« с 

Hieraus folgt; durch Addition: 
cos а 4" cos (c -|- Ä) ==« — (1 — cos bc) sin b . sin c, 
cos а 4" cos (c — ö) — (1 + cos bc) sin b . sin c. 
Da (IV. 47.) а + b + с > 2iž, 
so sey й 4" ^ + с « 2Ä + 2 Д . 

Die Grösse 2 Д heisst der sphärische Ueberschuss oder 
sphärische Excess. Nimmt man nun 

«= ,# + Л — R + a — A, 
с + ^ / г + л + А - в + л , so ist (vi. 13.) 

60« « -|- 003 (c + b) =a 2cos (Ä + A ) • cos (Ä ~ а + Л ) 
oder cos а + cos (c -f- ö) c=» — 2sin А • sin (a — A) . 
Nimmt man « P = /2 — #-{-A-f*/ž — c - f - A , 

c — bt=*R — b + A — R + c — A, so ist (VI. 13.) 
cos а + cos ( c — # ) = : 2. cos (Ä — b + A ) . cos (R—-c-f- A ) , 
oder cos « -\- cos (c — #) = 2sin (b — A ) • sin (c — A ) . 
Hieraus folgt nun: 

2 sin А • sin (a — A ) ---- (1 — cos bc) sin b • sin c, 
2 sin (b -— A ) • sin (c — A ) ==s (1 + cos bc) sin b . sin c. 

Aber (VI. 11.) 1 — cos Ьс =sa 2sm 2 ^ i c ; 

1 -{- cos #c = 2 cos2 Y bc. 

A 1 . , 2 , , sin А • sin ( « - — А ) 
Also ist sm } k =a :—; - • . , 

sm b • SlN с 
2 . , sinfb — A ) sinfc — A ) 

cos2 %bc == — 4 — - — - + -+, 
sen b - sin с 

A I i -г™ r» • « i n 4- £ с 

Aber nach VI. 2. ist --—- = * tg %bc> 
cos ^ oc 

Nach VI. 10. ist sin bс = 2 . sin ^ öe . cos $ bc. 
Setzt man also ——— *- =* F2, 

sin (а — A ) SlN (о — A ) sen (с — ' \) 
4 . sin А • Sin (« '— A) sin (b — A ) sin (c — A ) => i?2, 

sin а . sin ö • sin с = JV, so ist 
tg ^bc t=! F • sin (a — A ) , /5: у с а t=» F . sin (b — A), 

tg 4- с a c=* F • sin (c — Д ) , 
Sln bc = —7 . sl« a. sin ca = ^7 • sm 0. sm ab = = — • s«n с 

JV А Л' 
П к /Т7Г ЙП \ / C 0 S ß + t > 0 S Ä - COS С 

Da aber (VI. bO.) cos к = —-— : : , 
SlN Ö • SlN с 

so erhält man für die Grösse В noch folgende Ausdrücke: 
/? 2 ==j siw2 0 . sin2 с — (cos a -J- cos b • cos c ) 2 , 
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В* = з (1 — cos2 b) . (1 — eos2 с) — (cos а -j- сое b . 008 с) 2 , 
J32 =ä 1 — (cos2 « + cos2 b + cos2 c) 2cOS Й . eos 6 . 00« c. 

Da (1 — cos be}, (1 + cos be), sin b, sin с immer 
positiv sind, so muss in allen sphärischen Dreiecken die Summe 
von cos a - j - cos (с -j- s) eine negative, und die Summe 
von cos a -j- cos (с —• b) eine positive Zahl seyn. 

64. " 
In einem sphärischen Dreieck für zwei 

Seiten und deren Zwischenwinkel Gleichun
gen zu finden, in welchen die Gegenwinkel 
und Gegenseiten derselben vorkommen. 

Aus VI. 62., 63. hat man: 5" 
cos be — cos {ab -}- ca) «= (1 + cos a) sin ca • sin ab, 

I ] cos (ab — cd) — cos be == (1 — cos a) sin ca • sin ab, 
cos a -f- cos (c -J- b) = s — (1 •— cos be) sin b • sin c ; 

cos a - j - cos (с — b) = (1 -j- c08 be) sin b • sin c. 
Aber nach VI. 55. ist: 

sin ca • sin а =» sin be • sin ö, sin ab • sin а = sin be • sin c, 
also sin ca • sin ab • sin2 а = sin2 be . sin Ъ . sin c , 
oder (1 —• cos2 a) sin ca • s/n ab = ( 1 — cos2 be} sin b • sin с 

„ j ( l — cos a) (1 + cos a) sin ca . sin ab 
\ = i (1 — cos öc) (1 -f- oos ^c) sin b • sin с 

Verbindet man die Gleichungen 1, mit der Gleichung 2, 
so ergiebt sich: 

cos be — cos (ab -f* ca) cos a -f- cos (c H~ #) 

1 + cos be 1 — cos а ' 
\cos be — cos (ab ~f- ca) cos a -\- cos (c — b) 

1 — cos be 1 —- cos а 
JCÖS (ab — ca) — cos be cos a ~f- cos (c -f- b) 

1 - j - cos be I + cos а } 

сои (ab •— ca) — cos be cos a -J- cos J — £) 
——-—.— c=) . 

1 — cos be 1 -f~ cos a 

Hieraus durch Subtraction von 1, oder durch Addition zu I : 
I -f- cos (ab - j - ca) 1 -f- cos (c -f- b) 

1 -J- cos be I — cos а 
1 — cos (ab -f- ca) 1 -f- cos (c — b) 

4. I — cos be 1 — cos а 
1 -f- cos («Ä — ca) 1 — cos (c -\- b) 

l -s- cos be 1 -f- cos « 
1 — cos («Ä — ca) 1 — cos (c — Ь) 

I — cos be 1 -f* cos д 
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Hieraus erhalt man nach VI. I I . die verlangten Glei
chungen: 

5. 

ab + с а , ' • • • с 4 - й 
cos __— . . sm fa = CÖS 5-»c • cos ~ , 

•" 2 
. ab -Ar с а . . " о — 6 

| S m _ . sitt U == 8l/i 4rOC . cos —, 
2 ~ 2 

sew 

a ö — ca 
cos 

. «ö — с а 

. c + Ä • cos Y а = Otts 4 ^ c • sin ; 

• cos 4-а £=5 s«w ^ 5 с . sin. - . 
2 ' 2 

008 Ъ С. 

65. 

^ M S ;шег Seiten und einem Gegen
winkel das sphärische Dreieck zu berechnen. 

Gegeben seyen ab, bc, a. Für die 
gesuchten Stücke c, b, сa hat man folgendem 
Gleichungen: 
VI. 55. sin*bc » sin с = sin ab . sin a, 
VI. 6 1 . cot а • sin 6 + • cos ab . cos s ----- cot Ьс 
VI. 57. cos «ö • cos c « -J- sin ab • cos a » sin ca • 

Da in den beiden letzten Gleichungen die gesuchten 
Stücke durch ihren Sinus und Cosinus bestimmt werden, so 
führt ihre Auflösung auf Gleichungen vom zweiten Grade, 
welche man durch Einführung eines Hülfswinkeis auflöst. Dieser 
Hülfswinkel ist aber nichts anders, als derjenige, welcher 
durch Zerlegung in rechtwinklige Dreiecke erlangt wird. Man 
ziehe also den Bogen bd senkrecht auf ca, so ist (VI. 48.): 
sin ab • sin а == sin b d, tg ab • cos а 

cos ab • tg а г==> cot abd. 
Nun hat man aus bc und bd (VI. 51.) 

sin b d . cos b с 
sm с, 

tg ad^ 

sin b с 
tg bd 

tg bc 

cos bd 

cos ebd. 

cos cd, 

Dann geben cd und ad die Seite ca; 
ebd und abd den Winkel b. Wenn bd, bc 
einander sehr nahe kommen, so berechnet 
man das Dreieck ebd nach VI. 54. 

Beispiel, a b 
а = 7S°21\ 

68°54', bc = 67°33',* 
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sin а Ь 
sin а 

sin bd 

bd = 

sm b d 
sin b с 

sin с 

С = з 

oder 

9,96986 
9,99096 

9,96082 

= 66°1',6 

9,96082 
9,96577 

9,99505 

81°22',0 
98°38',0 

tg ab 
cos а 

tg ad 

ad ===== 

COS bd 

cos bc 

cos cd 

cd -----

ca ==j 
oder 

0,41356 
9,30521 

9,71877 

27°37',45 

9,60886 
9,58192 

9,97306 

19°58',4 

47°35 ,,85 
7°39/,05 

cos ab 
tg. а 

cot abd 

abd -----

tg bd 
tg bc 

cos cbd 

cbd =A 

b -----
oder 

9,55630 
0,68575 

0,24205 

29°48',07 

0,35196 
0,38385 

9,96811 

21ü41',4 

51°29',47 
8° 6',67 

Wenn man aus zwei Seiten ab, bc, und dem einen 
Gegenwinkel a den andern Gegenwinkel с berechnet hat , so 
kann man die dritte Seite с a und den Gegenwinkel b auch 
aus VI. 64. berechnen. 

с + а 

tgica=3tg 
ab + bc cos 

а 
= 'g 

ab — bc sin 
с -\-a 

а 
cos 

tgU cot 
с -j- а 

2 

ab — bc 

2 

ab 4~ bc 
cos —— 

nn 

ab — bc 
cos sin 

cot 
а 

stn 

ab « 6 8°5 4' 
4 < — 6 7 ° 3 3 ' 

c = 81°22' 
a=^lS02V 

136"27' 
1°21' 

68" 1 3 ' 5 
40', 5 

159°43' 
3° Г 

79°51',5 
1°30%5 

= 98 0 38' 
= 78°21' 

176°59' 
20°17/ 

88°29',5 
10" 8',5 

ca 

0,39852 
9,24571 
9,99985 
9,64438 

23°47',7 
i47°35 ,,4 

0,39852 

8,42032 

9,99316 

ab -\- bc 

2 

9,25255 

9,99997 

9,56933 

9,68319 

25°44
,
,5 

Ь =51°29',0 

8,42047 

9,99997 

9,56933 

ca~ 

8,82568 

3°49',78 
= 7°39',56 b = 

8,85111 

4°3 ,,59 
= 8°7',1S 

Aus VI. 55. folgt, dass wenn von vier Stücken, welche 
aus zwei Seiten und ihren Gegenwinkeln bestehen, drei Stücke 
gegeben sind, das vierte durch den Sinus berechnet wird, 
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also entweder < R oder ^> jß genommen werden kann. Ob 
aber beide Werthe zulässig sind, d. h. ob ein Dreieck oder 
zwei Dreiecke möglich sind, wird im Allgemeinen nach fol
genden Gründen entschieden. 

Die vier Stücke seyen ab, bc, с, a. Aus VI. 64. folgt 
. ab — bc , , с — а 

8 m — . cos £ # = sm -^ca . sin — - — . 

Da nun cos \b und sin ^ca immer positiv sind, so müssen 
ab — bc und с — a einerlei Vorzeichen haben, d. b. die 
grössere Seite hat den grossem Gegenwinkel, und umgekehrt. 

Aus VI. 64. folgt ferner: 
ab - j - Ьс с —- a ab — bc с -\- а 

'S — 2 • '8 - 2 — = 'S 2 • *• -^— 

„ с — а . ab — bc . , . *T . , 
Da nun tg; — - — und ts einerlei Vorzeichen 

ff /l , f . i\ Г* Л г „ | „j /w 

haben, so müssen auch tg • -r ' und tg einerlei 

Vorzeichen haben, d.h. wenn die Summe zweier Seiten gleich, 
grösser oder kleiner als 2 R ist, so muss auch die Summe 
der Gegenwinkel gleich, grösser oder kleiner als 2 R seyn, 
und umgekehrt. 

66. 
Aus zwei Winkeln und einer 

Gegenseite das sphärische Drei
eck zu berechnen. 

Gegeben seyen а, c, bc. 
Die gesuchten Stücke sind ab, а 
ca, b, und man hat also: 
VI. 55. sin а » sin ab = sin с • sin bc, 
VI. 61 . cot bc . sin с а — cos с • cos ca = cot а • sin с, 
VI. 60. sin с . cos b с • sin b — cos с • cos b = cos a. 

Da hier von den Stücken ca, b die Sinus und Cosinus 
vorkommen, so sind diese Gleichungen vom zweiten Grade, 
und werden entweder durch einen Hülfswiukel oder, was das
selbe ist, durch Zerlegung in rechtwinklige Dreiecke aufgelöst. 
Man fälle bd senkrecht auf ca, so ist (VI. 48.) 

sin bc . sin с = sin bd, tg bc • cos с =» tg cd, 
cos bc . tg с == cot ebd. 

Nun hat man aus bd und а (VI. 50.) 
sin bd . tg bd _ cos а . 

— = sin a b, — = tg a d, — — — = * sin а о а. 
sin a lg a cos о а 
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Dann geben cd und ad die Seite ca, cbd und ahd den 
Winkel b. Wenn bd und a einander sehr nahe kommen, so 
berechnet man das Dreieck abd nach VI. 54. Ob ein Drei
eck oder zwei Dreiecke möglich sind, entscheidet man nach 
den in VI. 65. bewiesenen Sätzen. 

Beispiel, а 

sin bc 9,96577 
sin с 9,99505 

sin bd 9,96082 
bd = 66°1',6 

sin bd 9,96082 

78°21', 

tg bc 
cos с 9,17641 

0,38385 

tg cd 

sin а 
sin ab 

ab 
oder 

9,99096 

9,96986 
-- 6S°54/ 

111° 6' 

9,56026 
1957 ' ,95 

0,35196 
0,68575 

8 Г 2 2 ' , bc = 67°33\ 

cos bc 9,58192 
tg с 0,81864 

cot cbd 
cd = • 
ig bd 

tg « 
sin ad 9,66621 
ad = 27°37 ,,45 
oder 152°22 ,,55 

0,40056 
cbd = 21°40/,95 

cos bd 9,60886 
cos а 0,30521 

sin abd 
abd = 

oder 

b ~ 
oder 

9,69635 
- 29°48',1 
150°11',9 

: 5129 ' ,05 
171°52',85 

е л « 47°35',40 
oder 172°20 ,,55 

Wenn man aus zwei Winkeln а, c, und der einen Gegen
seite bc, die andre Gegenseite ab Jberechnet h a t , so kann 
man die dritte Seite с a und den Gegenwinkel b auch aus 
VI. 64. berechnen. cQS ,. ( c + e ) 

' 

ab = 
bc = 

tg Y с а = tg 4- (a b -j- bc) 

= з tg ^ (ab — be) 

tg lr b =z COt ту ( c - | - * 0 • 

=» COt Y (? ' a) * 
- 68°54' o----81"22' 
=, 67°33' a = i 7 8 0 2 1 ' 

COS Y (c 

sin 4 (c 

sin у (с 
cos \ (ab • 

cos ^ (ab • 
sin ^ (ab • 

+• 

£c) 

se) 
bc) 

sin -Y (ab + bc) 

136ü27' 
1°21' 

68ü13',5 
40',5 

159°43' 
3° 1' 

79°51',5 
l030',5 

«4 — 111° 6' 
67°33' 

17S°39' 
43°33' 

89ü19',5 

2I°4ß',5 

0,39852 
9,24571 
9,99985 
9,64438 

23°47',7 
СЙ==47°35',4 

1,92880 

9,24571 

9,99985 

1,17466 

86"10',4 

crt=I72°20
,
,S 

9,25255 

9,99997 

9,56933 

9,68319 

25°44-',5 

я
51°29',0 

9,25255 

9,96784 

8,07117 

1,14922 

85°56',6 

171°53',2 
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67. 
Aus zwei Seiten und dem Zwischen

winkel das sphärische Dreieck zu berechnen. 
Die gegebenen Stücke seyen ca*ab, a. 

Man setzt nach VI. 64.: 
ca 4" «6 ----- 2 S, ca — ab === % d, 

sin d • cos -5-rt = A, sin S • sin 
cos d « cos -Ъ-а = С, cos S • sin 

С 
*S -r, irr '*=* *g У-

а 

ßr 

D 

Dann ist 
В 

sin \ 

cos \bc 

sm x 
С 

Sin у 

t> = У + ' л-, с £= 

Beispiel, ca t=t 144°28', e& 
U4°JS8' 
6 7 ^ 2 ' &£ 

2^---212° 10' 
2 J ^ 76°46' 
£ ^ 1 0 6 ° 5' 
d?= 38"23' 

-£«,=» '18°59' 

«ш d 9,79304 
cos 4-« 9,97571 

^l 9,76875 
sin S 9,98266 

sin^a 9,51227 

rbc^ 41 "41,7 
bc<= 83"23',4 
лг== 61°58',33 
y^=t 96u55',90 

й= а158°54 /,23 
c== 34°57',57 

В 9,49493 
A 9 > 7 6 8 7 5 

tgx 0,27382 
sin x 9,94582 
cosx 9,67200 

COS X 

D 

cos y' 
у — X. 

а 67°42', 

С 
cos S 

sin \a 
D 
С 

tgy 
sin у 
cos у 

а = 37°58/. 
9,89425 
9,97571 

9,86996 

9,44253 
9,51227 

8,95480 
9,86996 

0,91516 
9,99682 
9,08166 

sin ^bc 9,82293 cos \bc 9,87314 

68. 
Aus zwei Winkeln und der Zwischen

seite das sphärische Dreieck zu berechnen. 
Die gegebenen Stücke seyen b. c, bc. 

Man setzt nach VI. 64.: 
i + c = 2Ä, £ — с = 2df, 
sin d • sin ^bc s==s A, sin S 
cos d • sin J?bc =з С, cos S 

А С 

cos 
cos 

в D = tg y. 
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Dann ist cos 
sin x 

С 

В 

cos x' 
D 

sin а 

ca -

Beispiel, b 

£=;146 0 34 ' 
c= 68°20' 

2 ^ = 2 1 4 ° 5 4 / 

2 ( / = 78°14' 

S: 
d 

107°27' 
39° V 
20°23' 

\a 
а 

22°57',0 
45°54',0 

. r - ^ 13"48',33 
?----136" 7',77 

«& = 122°19',44 
c « = : l 4 9 0 5 6 ' , 1 0 

sin у cos у 
у "\~ xУ ab ----- у — x. 

= 146L°34', с ----- 68°20', öe* 

sin d 9,79996 . cos d 
sin ^bc 9,54195 sin ^bc 

с 2 
cos S — 

cos \bc 

С 

щу — 
sin у 
cos у — 

sin ?a 

А 9,34191 

sin S 9,97954" 
cos \bc 9,97192 

В 9,95146 
А 9,34191 

tgx 9,39045 
sinx 9,37772 
cosx 9,98727 

cos^a 9,96419 

69. 

==> 40°46'. 

9,88978 
9,54195 

9,43173 

9,47694 
9,97192 

9,44886 
9,43173 

9,98287 
9,84075 
9,85788 

9,59098 

Aus den drei Seilen das sphärische Dreieck zu berechnen. 

=» 2 Ä , 

JS2, so ist: 

(S — с а), 

Man setze nach. VI. 62. bc + с а + ab 
sin S 

sin (S 
not Ira 

bc) sin iß — cd) sin iß • 
E . sin (S — bc), cot -5-b 

cot YC = E • sin (S 

ab) 
= E . 8t» 

ab). 

Beispiel, bc ----, 40°46', ca -----149°56/, 

sinS 9,60055 

•sin (S—ЬсГ ЯШ 
sin (S—ca) 9,05882 
sin (S—ab) 9,74970 

E2 0,83742 

bc 
ca 
ab 

40°46' 
149°56' 
122°19' 

s-
s-
S-

2 S « 

- Ä c = 

—ca = 
- ab = 

313" 1' 
156"30' 
115"44' 

6°34/ 

34°11' 

,5 
,5 
,5 
,5 

\b 

а 
b 
с 

E 0,41871 C 1T. 

= 122°19'. 

22°56',66 
73°17 ,,15 
34" 9',56 

45°53/,32 
146'34',30 

68?19M2 

cot U 0,37332 
cot\b 9,47753 
cotic 0,16841 

Paucker Geometrie. П. 10 
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70. 
Aus den drei Winkeln das sphärische Dreieck zu berechnen. 

Man setze nach VI. 63. а + b + с » 180° + 2А, 
sin А гч - * 

i F , so ist: sm (a — A ) sin (b — A ) sin (c — A ) 
tg \bc s=s F . sin (a — A ) ) 5Z- \ca «=» F . se« (b — A ) , 

lg ?ab £= F • sin (c — A ) . 

Beispiel а « 45°54', H ----- 146°34', с « 68°20'. 

«--- 45°54' 
ö - - 1 4 6 " 3 4 ' 
c - - - 68°20' 

stwA 9,81166 

sin О — A ) 8,98157 
sini&—A) 9,98248 
АШ ( с — A ) 9,67066 

F M , 1 7 6 9 5 

F 0,58847 

^ c = » 20°23',0 

\ca = 74°58',02 
^ a ö - - 61° 9',67 

öc---. 40°46',0 
c«=149°56 ' ,04 
«£*=>122°19',34 

2A 80°48' 
A 40ü24' 

«—А 5°30' 

lg\ca и,5709a 
/ g | « Ä 0,25913 

71. 
DJ'C reciproken Gleichungen des sphärischen Dreiecks zu finden. 

Man setze 
be H- c a + ab t=* 2 £ , я + і + с в 180° -f 2 A , 

s/w be • sm 0« . sin ab t== Л/, sm л . Sl'tt 6 . sin с = JV, . 
^ == вги с « . sin a b . sin а = з ^гя «ö • sin b с • sin b 

t=j 8l/l öc • sin сn «• sm £ , 
. 2 яш с • sin а . о j sin а . sin b 

А ==J sin с а • " :—— == sin' ab • : 

sin b sin с 
. „ sin b > sin с 

== sm be • ; у 
sin а 

В = sin b ' sin с • sin be = 3 sin с • sin а • sin с а 
' = sm « • sin b - sm ab, 

2 «ln «3 » sin be . 2 sm #c . sin с а 
И = sm u - — : p=5 Sl« с • ; 

sm ca sin ab 
, 2 sl?l ca • sin ab 

«=» sl« a . —— , 
sm b с 

so ist 1) А . В => M . N, 
2) А2 = Я . Ж, Вг =* А . N, 
3) Л 3 = : Ж 2 . tf, ß 3

 Р=, Л'2 . Ж ; 
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Auch ist 
A2 =s 1 — (cos1 J e -f cos* ca -\- cos1 ab) 

-f* 2 . cos de » cos с а » cos abf 

A2 = 4 . sm F . sm (S — 6c) . sm (S — cd) . sw (S — ab), 
B2 s=5 I — (cos2 д -j- CÖS2 ö + cos2 c) — 2 . 00« « . cos b ° cos 0, 
B2 s = 4 . sm А . sm (« — А ) • *ш (ö — А ) . sw (с — А ) , 

_л sin bc • sm ел » sm ao" 

Asin (S z— bc) sin (S — ca) sin (S — ab)' 
sin а • sin b . sin с 

sin А = А . — д-г г—т т г ч — ^ Т хт? 
4 . sm (а — А ) • sm (о — /л) sm (с — А ) 

4) sin S =в В * — — — ;—— :——, 
4sm 4га . sm \b • sm \с 

5) sin А = А • - г - - Г7 Г~ ГТ> 
4 . cos ^ос . eos \са • cos ^ «о 

— (sm 2 öe + sm2 ca -J- sm2 aö^ -)- Isin bc . sm ca • sin ab == 
= 4 .sm (S + 45").COS (S—bc - j - 45°).C05 (S—ca + 45") . 

co9(S—a6 + Ab9), 
— (sin2, bc + sm2 ett -J- **»* aö) — 2sm bc . sm ca • sm aö = 

e=. 4 .eos (Ä + 45°) . sin (S—bc + 45") .sm (S—ca + 45°) . 
sin(S-~ab + 45°), 

— (oos2 öe + oos2 ся -f- cos2 ab) — 2cos öe . eos ca »cos ab = з 
—- 4 cos £ . eus (S — bc) . cos (S — ca) • cos (S — ab), 

— (sin2 а + sm 2 6 + sin2 с) — 2sm « . sm Ъ • sin с t=» 
— 4 . s m ( Д + 4 5 ° ) . c o s (а — А — 45°). cos ( о — А — 45°). 

cos ( с — А — 45°), 
— (sin2 а -{- sm 2 b -^ sm2 с) + 2sm а . sm b . sm e c=* 

= 4 . eos ( A + 45°) . sin (а — А — 45°) .sin (ö — А — 4 5 ° ) 
* іл(е — Д — 4 5 ° ) , 

— (cos2 а""-f- cos2 b -J- cos2 с) + 2eos « . cos ö . C Ö S C = I 

= 4 . cos А . cos (a — A ) • cos (o* — A ) . cos (c — A ) . 
Setzt man hier ^ « , \b, Ac statt «, l, e, so muss man 

setzen 4-Д — 45° statt Д . 
Ferner ist: 

J52 -J- (eos « -f" eos ö + cos с — l ) 2 = 
== 2 (1 — cos d) • (1 — cos Й) • (1 — cos c) = 

= 16sm 2 y« . sm2 ?b . sin*-zc, 
A2 + (cos öe - j - eos e« - j - cos aö -s- I ) 2 — 

= 2 (1 - j - cos bc) . (1 + co8 ca) ' О "b cos aö) = 
C=J 16 . eos2 ^öe • cos2 Aea . cos2 \ab. 

Also erhält man aus 4) und 5) weiter: 
cos a - j - cos b -f- cos с — 1 

6) cos S P=8 — — — p :—pr r—; , 
7 4sm -kä • sm ^o . sin ^c 

10* 
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A cos Ьс -f- cos ca + cos ab -4- 1 
7) cos Д « — i Л- Х - , 

4cos -joc . 008 тса ' c o s 4<lo 
ш 4^ = 
— 1 -{- sin1 ъа H~ sin1 46 -f- sin2 YC 4~ 2 s/w j « . s/w \h • s/w j e 

4 s/w j « • s/w 46 . sin \c ' 
COS2 3-6 = 3 

1 — l in 1 Y« — s/w2 46 — ei«2 \c -j- 2s/w 4« • sin 46 • s/w j e 

4s/w 4 Ä « sm 46 . sin j e ' 
s/w2 \/S. :=^ 

l — cos2\bc — cos2 4c« — cos2 4«6 + 2cos \bc. cos 4c«• cos \ab 

4 . cos \bc . cos ^c« • cos 4^6 ' 
cos2 4 Д == 
— 1 -{- cos 2 46c-s-cos 2 jc«+cos 2 j«Ä-f-2cos 46c. cos^ca. cos4«6 

4 . cos 46c . cos j e « • eos \ab 

Hieraus folgt weiter: 

ÕN • 2 i ci Sin 4 A • COS 4 ( « — Д ) « COS 4(6 A ) ' C 0 S 4 ( C — Д ) 
8) sin 4 Ä = = : :—r; :—; , 

' • • sin \a . sin 4» * sin j e 
о , с COS j Д . sin 4(« — Д ) • sin Mb — Д ) sin j ( c — Д ) 

cos 4 ^ « — • ! » • . , ' 
sin 4« • sin \b • SlW j e 

f g 2 4 £ = = f g 4 - A . C 0 t 4 ( « — Д ) . cot4(6 — Д ) . coi4(c — Д ) . 

л ч . 9 . A s/w 46• s/w j ( 6 — 6 c ) • sin 4(6—C«) . S/W j ( F — a b ) 
9) s m 4 A = — ri ~ T ^ П. : , 

cos \bc . cos jeä . cos 4«6 
2 x д > cos 4 6 • cos 4(6—bc)'COS 4 ( 6 — с « ) . cos 4 ( 6 — « 6 ) 

cos 46c . cos 4^« • cos 4«6 
ig 2 4 Д « ? g 4 Ä . /g 4(6 — 6 c ) . tg 4 (6 — c « ) . ig 4 (6 — «6). 

Diese Ausdrücke für S, Д , 46, 4A> sind für die Geo
däsie wichtig. Ueberhaupt dienen diese reeiproken Gleichun
gen 1) bis 9) zur Prüfung bei der Berechnung sphärischer 
Dreiecke. 
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S-
S-

Beispiel. Iri VI. 69. war: 

bc 40°46' 
ca 149°56' 
ab 122°19' 

S 156ü30',5 
-bc 115a44',5 

Gegeben: 

sinbc 9,81490 
sin ca 9,69984 
sinab 9,92691 

M 9,44165 

ibv 2Ö"23' 
\ca 74°58' 
\ab 61° 9',5 

sinS 9,60055 
ca 6034',5 sin<S—bc) 9,95461 . Д О - с « ) 3°I7',2i 
"ö 34°11',5 в ; я . (А—о«) 9,05882 ДО-ab) 17° 5',7; 

sin (S—ab) 9,74970 
4 «=a 0,60206 

4 6 78u15',25 
| ( S — £ c ) 57°52',25 

5 
5 

Л 2 8,96574 
А 9,48287 
Аъ 8,44861 

Hieraus berechnet: 

sin а 9,85612 
sinb 9,74107 
sine 9,96814 

а 45°53',32 
b 146°3i',30 

, с 68°іН Д 2 

2A~~ 80°46 ,,74 

А 40°23/,37 
- Л 5°29',95 sin(ar—Л) 8,98151 4-(«-
—Ä 106010',93 sin(b—A) 9,98244 ±(b-
- A 27°55',75 sin(c—A) 9,67060 4. (c-

4 = ' 0 , 6 0 2 0 6 

І 9,56533 

sin А 9,81157 

ia 22ü56',66 
U 73°17 ,,15 
j e 34° 9',56 

А 40°23 ,,37 
* Д 20°11',68 

- A ) 2°44 ,,97 
- A ) 53" 5',47 
- A ) 13°57',87 

9,04818 # 2 

В 9,52409 
Въ 8,57227 

Probe durch die reeiproken Gleichungen. 

А 
В 
M 
N 

А .В 
И . N 

9,48287 

9,52409 

9,44165 

9,56533 

9,00696 

9,00698 

В м 
А2 

. І 
в2 

8,96574 

8,96574 

9,04820 

9,04818 
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M2 8,88330 
JV 9,56533 

ІИ2. JV 
А3 

N2 

M 
JV3. M 

B3 

sin \a 
sin 
sin 

sin S 
ic 

8,44863 
8,44861 
9,13066 
9,44165 
8,57231 
8,57227 

9,52409 
0,60206 
9,59088 
9,98126 
9,74935 

9,60054 

tg±S 

tg US — ca) 
tg±(S — ab) 

tg$A 

sin 4-Д 
cos ^(a — Д ) 
eas 4(s — A ) 
eos y^c — A ) 

sin -?S 

0,68210 
0,20203 
8,75922 
9,48793 
9,13128 
9,56564 

9,53808 
9,99950 
9,77854 
9,98697 
0,67851 

9,98160 

9,99080 

sin -£- (S 
sin -5- (& • 
sm ^ (S • 

Sin -3- S 
bc) 
ca) 
ab) 

sin -iA 

А 9,48287 
4 =5.0,60206 

cos 4-^9,97192 
cos^ca 9,41394 
cos ^ab 9,68339 

sin А 9,81156 

9,99081 
9,92781 
8,75850 
9,46831 / 
0,93075 
9,07615 

9,53809 

cos-^Д. 
sin 4-(a—A) 
sin ilb—A) 
sin ^(c—A) 

*g T A 

cot \{a — A ) 
cot І(Ъ — А ) 
cot 4 - ( с — А ) 

ig±S 

9,56563 
1,31854 
9,87568 
0,60438 

1,36423 
0,68211 

9,97245 eos ±S 9,30872 
8,68096 cos i(&—£c) 9,72577 
9,90287 сов£(&-чю) 9,99929 
9,38259 cos3r(S—ab) 9,98037 
0,67851 ~ 0,93075 

9,94490 5.61738 

cos 4^9,30869 

72. 

cos^A 9,97245 

Die Sinus, Cosinus у Tangenten kiemer Winkel durch 
den Winkel auszudrücken. 

Die Länge des in irgend einem Maasse ausgedrückten 
Grades sey == G. Wenn ein in demselben Maasse aus
gedrückter Bogen mit G dividirt wird, so erhält man die 
diesem Bogen entsprechende Anzahl Grade, und wenn er mit 
-^G dividirt wird, die diesem Bogen entsprechende Anzahl 
Minuten. 
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Wenn die Anzahl Grade eines Winkels mit multipli-
180 r 

cirt wird, so erhält man das Verhältniss des diesem Winkel 
entsprechenden Bogens zum Halbmesser r. Um dasselbe Ver
hältniss zu erhalten, multiplicirt man die Anzahl Minuten des 
Winkels mit ———, die Anzahl Secunden mit 'мллл . Diese 

10800' 648000 
Factoren bezeichnet man gewöhnlich der Kürze wegen durch 
sin 1°, sin Г, sin 1". Ihre Werthe findet man in VI. 7. 
^ , , . 180 . ^ , 10800 . „ . 
Umgekehrt ist — r in Graden, = r in Minuten, 
648000 n n 

r in Secunden. 
n 

Es sey nun das Verhältnis« eines kleinen Bogens zum 
Halbmesser = .r. Man nehme an: 

sin x = x — а . хъ -f" Ь « J ? 5 , 

wo а, Ь Brüche bedeuten, deren Werth gefunden werden soll. 
Hieraus folgt: 

sin ^x = \x — \a - x3 -f- ^ ö . xb, 
sin* ?х =22 ^x2 — -g"» . x* 4" (TT.^ ~t~ -^Ч«2) *ь-
Aber cos x = 1. —- 2sm2 4#> 

also cos x = 1 —- -улг2 + \a • .r4 — (-~^b -f- т а 2 ) • л*6> 
oos" л? = 1 — х2 + (4-e.+ | ) * 4 -— (А* + т Х + » • ^ ' 

1 —coe 2 #£=sm 2 j : := . r 2 —(ia-f -т)^ 4 4* О Й 4 " т ^2 + т«)«̂ 6> 
aber auch sm2 х = л*2 — 2« . jr4 + (2# -|- а) . л-6. 

Man hat also, um a, ö zu finden, folgende Gleichungen: 
2u = 4« + Ь 2Й + л = s 4ö -+- TV«2 + ia. 

Hieraus findet sich a a= -^, £ = fytir-
Setzt man diese Werthe von Ä, b in die obigen Aus

drücke, so erhält man: 
sin x = x — -gvtf3 4" тго--1"3» 
со« л* = 1 — \x2 "H тт^ 4 — тттг-̂ 6« 

Durch algebraische Division ergiebt sich hieraus: 
tg x = x + ^ 3 + T\.r 5, 

1 . 3 
COt X • = -i--r т т * • 

.r 
Durch Umkehrung erhält man: 

а; = sin x -f~ -ž-si«3 JP + -^sin6 x, 
x = tg x — itg* x -f- -£*g3 *. 

Für kleine Winkel, und bei 5stelligen Logarithmen bis 
etwa 7°, sind die beiden ersten Glieder hinreichend. Bei der 
logarithmischen Berechnung verfährt man dann nach VI. 
Aufg. 71. 
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cos* 

Beispiel, a? ----- 7". 

7 e=> 0,84510 

П 8,24188 
180 ' 

л; 9,08698 

x2 8,17396 
4- 9,69897 

sin2 7,87293 
sin 8,93647 
cos 9,99838 

= cosx 9,99676 

x2 

i 
TT; 

sin2 

sin 
cos 

cos2 

X 

sin X 

8,17396 
9,22185 

7,39581 
8,69790 
9,99946 

9,99892 
9,08698 

9,08590 

x2 8,17396 
£ 9,52288 

tg2 7,69684 
tg 8,84842 

cos 9,99892 
cos2 9,99784 

x 9,08698 
tgx 9,08914 

o. 

Ein sphärisches Dreieck, dessen Seiten kleinen Winkeln 
im Mittelpunct der Kugel entsprechen, kann wie ein grad
liniges Dreieck berechnet werden, wenn man von jedem Win
kel des sphärischen Dreiecks den dritten Theil des sphäri
schen UeberSchusses abzieht. 

Das sphärische Dreieck sey abc, seine Seiten die Bögen 
bc, ca, ab, seine Winkel a, b, c. Bildet man ein gradliniges 
Dreieck, dessen Seiten den Bögen des sphärischen Dreiecks 
gleich sind, so seyen die Winkel desselben а', У, cf, der 
Inhalt = J F, der Umfang bc -j- с а -j- ab = з 2 . S. Dann ist 

VI. 27. ca - ab . sin a' <== 2F, 
e=j C U 2 + ab2 — bc2, VI. 28. 2 с а . ab . cos а' 

VI. 36. F2= S . (S —. bc) - (S — с а) . (S -
Im sphärischen Dreieck ist (VI. 62.) 

= isin S » sin (S — bc) • sin (S — ca) . sin(S 

ab), 

ab), 
sin с а . sin ab • sin а 

Setzt man in A\ nach VI. 72.: 

stn S 

Slfl 

sin 

(S bc) 

ca) 

sin (S —— a b) 

so ergiebt sich sogleich: 
Ä 

(S — bc) (l 

(S—ca) (l 

(S — ab) (\ 

A. 

(S — bc 

6 
(S — ca) 

6 
(S — ab) 

9-

4F'1 
S« + (S — bc)2 + (8 — ca)2 + (S—ab)' 
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Aber S2 + (S — bc)2 + (S — caf + (Ä — ab)'' 

Л 2 . öe 2 + . . о л 2 . + - * й а 

A l s 0 I F 5 ^ 1 6 
.4 ' £c2 + ca2 + aö 2 

AlSO —— = = 1 r— : . 
2 F 12 

. , sin ca » sin ad • SMI « . #c2 + ca2 4 - «й 2 

Also = = 1 — • . 
2F 12 

Aber nach VI. 72. °a = 1 + i c e 2 , 
sin с а 

ab • „ 
= 1 + iab\ 

sin ab ca • ab ca2 -\- ab' 

st» oй • sin ab 6 
. , sina / с а 2 -4-" Ö Ä 2 \ /" Ä C 2 + с а 2 - j - л й 2 \ 

AlSO ; = 1 11 4- ) (1 ' - — — — — у . 
sina' V 6 S \ 12 / 

. . sina ca2-{-ab2— bc2 

Also , = 1-4 = 2 1 + Д- . ca . ao • eos* « . 
S№»' ^ 12 

Also ш а == sin a' -\~ -\-F »cos а'. 
Es sey nun а •=* «' -j- лг, 

so ist sm а == 8l'?l »'• 0U8 # ' . + sm х . cos а', 
oder S M а *==* sin а' -\- x - cos a\ 
also дг = ^ F , 
also а = «' + iF, b = £' + ^F, c « c ' > { . * F. 

^ f 
Ferner ist (VI. 71.) sin А 

4<?os -%Ьс • cos %ca . cos \ab 

VI. 72. — i — « 1 + #<?\ — V - =» * +• W > 
e?o« yoc i cos -rca 

•— 1 + >£2~ 
eos 4rab ' " 

4sm A bc2 - j - ^« + ö<^2 

illS<> —J- = ' + 8 ' 

also —p — (1 j j ) (1 + 8 ) ' 
. 2$ш А , , 6e2 4" ca? -\~ ab2 

also j — « 1 H — , 

Setzt man die Grosse rechts =« tg2 h, so ist 

Л =* -IF . — 
e«82 /t 

Hier ist A der halbe sphärische Ueberschuss, also F 
sehr nahe der sphärische Ueberschuss. 
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Man berechnet also den Inhalt des gradlinigen Dreiecks 
F aus den Seiten Ьсу ca, ab. Wenn diese Seiten in Graden 
gegeben sind, so erhält man F in Quadratgraden, und muss 

es durch Multiplication mit — - auf Grade bringen. Wenn 
lou 

aber bc, ca, ab in irgend einem Längenmaass ausgedrückt 
sind, so erhält man F in Quadraten dieses Maasses, und 
muss es durch Multiplication mit . ^ auf Grade bringen. 

Dieses giebt dann den sphärischen Ueberschuss 2 Д , dessen 
3 t e r Theil zu den Winkeln «', b\ c' addirt, die Winkel a, 
bi с giebt. 

Noch genauer erhält man diesen sphärischen Ueberschuss, 

wenn man F mit cos2 h dividirt, wo to2 h ± s *° ' + ca* + ab\ 
ö 24 

Dann können> bei Sstelligen Logarithmen, die Seiten bis 17° 
betragen. 

Beispiel. 6c — 15°, ca = 16", ab « 17°. 
4c2 = 225, c a 2 = 2 5 6 , «А2г=э289, be%+ ca*+ a£2 = 770. 

bc 15" 0' S 1,38021 S 1,38021 
ca 16° 0' S-bc 0,95424 . ' . £_&. 0,95424 
«* 1 7° Q/ Ä—c« 0,90309 S—c« 0,90?09 
2F 48° 0' H—as 0,84510 S-^ab 0,84510 
Ä 24° 0' ^ 4,08264 £ 2 8,67778~ 

ÄV-Äc 9° 0' F 2,04132 £ 9,33889 
S—ca 8° 0' s in i" 8,24188 - r v , n o Q » „ -

о л/ 2 t л АПііпо - cot ^a 0 , 2 9 3 1 3 
cot ^b' 0,24198 S-^-ab 7° 0' sec2h 0,00423 

W 26°59',05 60' 1,77815 ^ ^ , ^ ^ 9 9 
*&' 29°48',31 2 Л ',06558 
4-е' 33°12',64 2 Д e 1^6,30 

•3 
Л 19',38 
±a 27°18',43 

t Ivwll 770=.2,88649 
?c 3 3 3 2 * 0 i . T«T 8,61979 

SM!2 1° 6,48375 
tg%h 7,99003 
/gÄ 8,99502 

cosh 9,99788 
cos*h 9,99577 
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sinS 9,50931 
sin (&—6c) 9,19433 
sin (S—ca) 9,14356 
sin (S—ab) 9,08589 

E2 2,18553 
E 1,09276 

cot 4-a ö,2870£ 
cot-^b 0,23632 
cotlfC 0,17866 

Probe. 

Sucht man hiernach die Winkel 
?a, ^b, ^c, so findet man genau die
selben Werthe als aus dem gradlini
gen Dreieck durch Addition von ^-A 
zu 4-a', ^b\ ?c' gefunden worden. 

A n h a n g . , 
enthaltend Beispiele zur Uebung, und Aufgaben zur 

Anwendung der Trigonometrie. 

Ebene rechtwinklige und gleichschenklige Breiecke. 

In einer Entfernung von 3£ v erst oder 12250 russi
schen Fuss erscheint eine Bergspitze unter einer scheinbaren 
Höhe von 4°6',7. Wie gross ist die absolute Höhe derselben 
über dem Horizont des Beobachters, wenn man die Krümmung 
der Erde unberücksichtigt lasst? 

880,6 Fuss. 

2. 
Wie hoch ist die Spitze eine» Thurmes, welcher bei 

einer Sonnenhöhe von 18" einen Schatten von 783^- Fuss 
Länge auf den horizontalen Boden wirft? 

254,5 Fuss. 
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3. 
Wenn die Diagonallinie eines rechtwinkligen Feldes 325 

Fuss beträgt, und die Nebenseiten mit derselben Winkel von 
64°18' und 25°42' bilden, wie gross sind diese Seiten? 

292,8 Fuss und 140,9 Fuss. 

4. 
Wenn bei einem gleichseitigen Kegel die Höhe 21 Fuss 

6 Zoll, der Durchmesser der Grundfläche 8 Fuss 7 Zoll ist, 
wie gross ist der Winkel an der Spitze und die Seitenlinie'? 

22°34',63 und 21 Fuss 11 Zoll. 

5. 

Wenn bei einer regelmässigen Pyramide der gradlinige 
Winkel, welchen die Endkanten an der Spitze bilden, 45°35' 
beträgt, und die Grundkanten eine Länge von 120 Fuss 
haben, wie gross ist der Inhalt jeder Endfläche? 

, 8567,4 DFuss. 

6. 
Wenn die Höhe eines Stabes 17 Fuss 8 Zoll, die Schat

tenlänge 29 Fuss beträgt, wie gross ist die Sonnenhöhe? 
31°21'. 

7. 
Wenn die Höhe eines Kegels 18 Fuss beträgt, und die 

Seitenlinie mit der Grundfläche einen Winkel von 35°28' bil
det, wie lang ist die Seitenlinie? 

31 Fuss OzZoll. 

8. 
Wenn der Querschnitt eines Dachs ein gleichschenkliges 

Dreieck bildet, dessen Höhe 29 Fuss ist, dessen Winkel an 
der Grundlinie 40°45' betragen, wie gross ist die Grundlinie? 

67 Fuss 34 Zoll. 

9. 
Wenn die Länge eines Feldes 4937 Fuss, die Breite 

3874 Fuss beträgt, welche Winkel bildet die Diagonallinie 
mit den Nebenseiten? 

38°7i'-uml 5l°52f. 
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10. 
Wenn ein Thurm in einer Entfernung von 128 Fuss 

unter einem HÖhenwinkel von 37°27' erscheint, wie hoch ist er? 
98 Fuss 0І Zoll. 

11 
Wenn bei einem gleichseitigen Kegel die Seitenlinie 35 

Fuss beträgt, und eine Neigung von 27°19' gegen die Grund
fläche hat, wie gross ist die Höhe des Kegels und der Durch
messer der Grundfläche? 

16 Fuss 0» Zoll, und 62 Fuss Ц Zoll. 

12. 

Der senkrechte Druck, welchen ein Körper auf eine 
schiefe Fläche ausübt, ist gleich dem Gewicht desselben mül-
tiplicirt mit dem Cosinus des Neigungswinkels der schiefen 
Ebene gegen den Horizont. Wenn nun auf einer schiefen 
Ebene, welche um 23°48' gegen den Horizont geneigt ist, 
eine Last von einem Berkowez oder 400 russischen Pfunden 
ruht, wie gross ist der senkrechte Druck? 

366 Pfund. 

13. 
Die Kraft, mit welcher eine Kugel auf einer schiefen 

Ebene hinabrollt, verhält sich zu der Kraft des freien Falls 
wie der Sinus des Neigungswinkels der schiefen Ebene gegen 
den Horizont zu 1. In Mitau beträgt der freie Fall im lee
ren Raum in der ersten Secunde 103,23 engl. Zoll. Wie 
weit rollt die Kugel auf einer polirten Ebene von 5° Neigung 
in 5^ Secunden? 

42 Fuss 5^ Zoll. 

14. 
Kräfte, welche an Seilen ziehen, bringen nach einer 

mittlem Richtung Wirkungen hervor, welche sich wie die Co
sinus der Winkel, welche diese Seile mit der mittlem Rich
tung bilden, verhalten. Wenn nun fünf gleiche Kräfte von 
400 russ. Pfund unter Winkeln von 5°, 10°, 15°, 20°, 25° 
gegen die Richtung des mittlem Seiles wirken, wie gross ist 
ihre GesammtWirkung? v 

1917£ russ. Pfund. 
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15. 
Der Grad eines Parallelkreises unter der geographischen 

Breite b ist in Toisen: 
57197,9428 * cos 6 — 94,8493 - cos 6 * cos 26 

+ 0,117961 . cos b - cos 46, 
oder, da nach meiner Bestimmung vom J. 1834 (Rechenbuch 
IL 296) die Tõise 76,736639 engl, oder russ. Zoll hält, in 
russischen Fuss: 

365764,824 . cos b — 606.5347 . cos 6 . cos 26 
+ 0,7543 . cos b . cos 46. 

Wie gross ist der Parallelgrad unter der Breite des mitauischen 
Gymnasiums, welche nach meiner Bestimmung vom J. 1828 
56°39'4",5 beträgt? 

201204,9 russ. Fuss. 

16. 
Per Grad eines Meridians unter der geographischen 

Breite b ist in Toisen: 
57008,715 — 283,6063 cos 26 + 0,5878 . cos Ab, 

oder in russischen Fuss: 
364554,765 — 1813,583 . cos 2b ~f 3,759 . cos 46. 

Der erste Theil dieses Ausdrucks ist der 3608te Theil des 
Meridians. Wie gross ist der Meridiangrad unter der Breite 
des mitauischen Gymnasiums? 

365269,6 russ. Fuss. 

17. 
Die Höhe des freien Falls aller Körper im leeren Raum 

in einer mittlem Secunde ist unter der geographischen Breite 
b in engl, oder russ. Zollen: 

193,033088 — 0,501 1307 . cos 26. 
Wie gross ist sie unter der Breite des mitauischen Gymnasiums? 

193,231 engl. Zoll. 

18. f.h 

Wenn man den in Aufg. 16. ange- / J L L _ \ 

gebenen 3609ten Theil des Meridians mit a/^]....[.,.^\b 

(V. 59.) 57,2957795 multiplicirt, / ' . ' \ 

so erhält -man den Halbmesser eines Krei- \ m j 
ses, welcher an Umfang dem Erdmeridian \ у 
gleich ist, nämlich 20'887449,4 russ. Fuss 4 \ _ ^ 
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oder 5967,842 Werst. Wie gross ist in einer Hohe von 
einer Meile oder 7 Werst ----- fc9 die Weite des Gesichts
kreises, d. h. die Tangente af, der Bogen а с, und die 
Sehne а el 

289,13; 288,91; 288,88 Werst. 

19. 
Wie gross ist bei demselben Mittlern Erdhalbmesser die 

Weite des Gesichtskreises in Höhen von 500, 1000, 1500, 
2000, 2500, 3000, 3500 russ. Fuss? 
41,29; 58,40; 71,52; 82,59; 92,33; 101,15; 109,25 Werst. 

20. 
Wie gross ist der optische Winkel eines Baums von 50 

Fus3 Höhe in der Entfernung von 3 Werst? (vergleiche V. 59) . 
16,37 Minuten. 

21. 
Wie gross ist das Gesichtsfeld eines Fernrohrs von 10 

Zoll Weite und 20 Fuss Länge1? 
1 4 3 | Minuten. 

22. 
Die mittlere horizontale Parallaxe der Sonne unter dem 

Erdäquator ist nach Enke 8",5776. Wie viel Halbmesser des 
Erdäquators ist die mittlere Entfernung der Erde von der 
Sonne? und wie viel Werst, wenn der Halbmesser des Erd
äquators (astr. Nachr. 9. S. 371) 3271773 Toisen? 

24046,9 Erdhalbmesser => 143'746000 Werst. 
(1 Toise ----- 0,0018270628333... W.rst, vergl. Aufg, 15.) 

(1° des Aequators ----- 104,331155 Werst). 

23. 
Der scheinbare Halbmesser der Sonne in ihrer mittlem 

Entfernung von der Erde ist nach Bessel (astr. Nachr. 14. 
S. 133) I5'59",788, wie gross ist ihr absoluter Halbmesser? 

668874 Werst. 

24. 
Die mittlere horizontale Parallaxe des Mondes unter dem 

Erdäquator ist nach Hansen (astr. Nachr. 17. S. 299) 57/2",06. 
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Wie viel Werst ist derselbe in seiner mittlem Entfernung von 
der Erde entlernt? Und wie viel Werst ist sein absoluter 
Halbmesser, wenn dieser sich nach Burkhardt zu jener Parall
axe wie 0,2725 : 1 verhält? 

Entfernung des Mondes — 60,2751 Erdhalbm. = 360309 
Werst, Halbmesser des Mondes 

25. 

1628,9 Werst. 

Der mittlere scheinbare Durchmesser des Mondes ist 
(Aufg. 24.) 31 5". Wenn man nun die Breite der Flamme 
einer Wachskerze zu ^ Zoll annimmt, wie weit muss man 
dieselbe vom Auge entfernen, damit sie die Mondscheibe be
deckt, also mit ihr von gleicher Grösse erscheint? 

22-i- Zoll. 

26. 
In einem Rechteck abcd, in welchem 

ab2 : bc2 =* 1 : 2 ist, stellen (IV. 45.) 
ac, bdf die beiden Hexaederaxen vor. Wie 
gross ist ihr Neigungswinkel атЬЧ 

70°31,,7. 

27. 
Inf einem gleichschenkligen Dreieck abc, 

in welchem ca = ab, ab2 : b -2 = 3 : 4 , 
ist (IV. 41.) b der halbe Kantenwinkel des 
regelmässigen Oktaeders; wie gross ist der
selbe? 

Ь — 5 4 4 4 ' , ! , 26 » 109°2S',3. 

28. 
In einem gleichschenkligen Dreieck abc7 in welchem ab 

е=з bc, und bc2 : ca2 = 3 : 4, stellen Ъ und с die Neigun
gen der Endflächen und Endkanten eines regelmässigen Te
traeders (IV. 42.) gegen die Grundfläche dar; wie gross sind 
dieselben ? 

h « 70°ЗГ,7, с = 54°44',1. 
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29. 
Wie gross sind die Winkel des pythagoräischen Dreiecks, 

dessen Seiten sich wie die Zahlen 3, 4, 5 verhalten? 
36°52',2 und 53°7',8. 

30. 
Die Grundlinie eines Kreisbogens oder 

Kreissegments sey ab ==» 120 Fuss, d ie a 

Höhe cd = s 24 Fuss, wie gross ist der 
Mittelpunctswinkel amb == m, der Halb
messer та, die Länge des Bogens acb, 
und der Inhalt des Sectors? 

w = 8 7 1 2 ' , 3 3 8 4 , m a - - 87 Fuss, acb 
Sector amb с = s 5760,108 DFuss. 

3 1 . 

Wenn m der Mittelpunctswinkel eines Kreissegments ist, 
so ist das Verhältnis« des Segments zur Kreisfläche = 

="' , und das Verhältnis des Segments zum Dreieck 
360° 2тг ' b 

von gleicher Grundlinie und Höhe e= 
m n cos Ym 

360° 2sin ?m . sin2 \m 2sm2 \m 
Wie findet man diese Formeln aus V. 60. 61 . und VI. 10. 27.? 
und wie gross ist hiernach für 120 Fuss Grundlinie und 24 
Fuss Höhe, oder für m = 87°12 ,,3384, das Verhältnis des 
Segments zum Kreise und Dreieck, und der absolute Inhalt 
des Segments? 

Segm. z. Kr. = 0,0832722, Segm. z. Dreieck = 1,375074. 
Inhalt = 1980,106 GFuss. 

Der Kreisbogen ist 50 Fuss, der Halbmesser ist 70 Fuss, 
wie gross ist die Sehne? 

48,944 Fuss. 

33. 
Der Inhalt eines Kreissectors ist 28800 QFuss , der Halb

messer 216 Fuss, wie gross ist die Sehne? 
250,04 Fuss. 

Paucker Geometrie. II. A l 

m 
=> 132,4162 Fuss, 
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34. 
Der Kreisbogen ist 80 Fuss, der Mittelpunctswinkel 73", 

wie lang ist die Sehne? 
74,698 Fuss. 

35. 
Der Inhalt des Kreissegments ist 2974,8 QFuss, der 

Mittelpunctswinkel 53°12', wie lang ist die Sehne? (Anwen
dung der Formel Aufgabe 31.) 

193,23 Fuss. 

36. 
Der Inhalt des Kreisseetors ist 2974,8 DFuss, der Mit

telpunctswinkel 53°12', wie lang ist die Sehne? 
71,683 Fuss. 

37. 
Der Inhalt des Sectors ist 5000 QFuss, der Bogen 

120 Fuss, wie lang ist die Sehne? 
109,9 Fuss. 

O L ) 

ob. 
Die Sehne ist 160 Fuss, der Mittelpunctswinkel 56", 

wie lang ist der Halbmesser? 
170,4 Fuss. 

39. 
Die Sehne ist 170 Fuss, der Durchmesser 560 Fuss, 

wie gross ist der Mittelpunctswinkel ? 
m = 35°20|'. 

40. 
Die Sehne ist 390 Fuss, der Durchmesser 560 Fuss, 

wie lang ist der Bogen? 
431,4 Fuss, 

41. 
Die Grundlinie des Bogens ist 120 Fuss, die Höhe ist 

20 Fuss, wie lang ist der Bogen? 
128,7 Fuss. 
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42. 
Die Formeln für die Berechnung der regelmässigen Viel

ecke trigonometrisch auszudrücken. 
Der Halbmesser des Kreises t=s r, der Mittelpunctswinkel 

е=ч m, der halbe Mittelpunctswinkel oder Peripheriewinkel 
180° 

= p. die Anzahl der Seiten = JV, also p = , die 
r N 

Seite des innern Vielecks = 2r . sin p, der Umfang des 
inner« Vielecks = 1r • N • et» p , der Inhalt des innern 
Vielecks = r 2 • N • sin p » oo« p = * ?-2 • ^Л" • et» 2j»? 

die Seite des äussern Vielecks = 2?- • tg p, der Umfang 
des äussern Vielecks = 2r - N * tg p, der Inhalt des äussern 
Vielecks = r2 . І • tg p. Die in V. 46. 51. zur Bestim
mung der Vielecke angewandten Grössen sind: 

1 1 
D —-. _ - cosec p. iL = 3 = cot p. 

sin p tg p l 

Das Verhältniss des Inhalts zum Quadrat der Seite = J-JV . E 
t = ^-N . cot p, das Verhältniss des Inhalts zum Quadrat des 
Umfangs = з —— = J*, das Verhältniss des Umfangs des 

innern Vielecks zum Durchmesser = —- == N . sin p, das 

Verhältniss des Umfangs des äussern Vielecks zum Durch
messer, oder das Verhältniss des Inhalts des äussern Vielecks 
zum Quadrat des Halbmessers, oder das Verhältniss des Qua-

N 
drats des halben Umfangs zum Inhalt == — = JV • tg p; 

das Verhältniss des Inhalts des innern Vielecks zum Quadrat 
N*E 

des Halbmessers = я 2 t=: JV . sin p • cos p t=* -^N . sin 2p. 

43. 
Aus dem Durchmesser = 100 das innere und äussere 

Sechseck zu berechnen. 

/i s=» 30°, inn. Umfang — 300, inn. Inhalt = : 6495, 
äuss. Umfang = J 346,4, äuss, Inhalt = 8660. 

44. 
Aus dem Durchmesser = 1 0 0 das Achteck zu berechnen. 

p = 22°30', inn. Umfang = 306,15, inn. Inhalt — 7071, 
äuss. Umfang = 331,37, äuss. Inhalt — 8284. 

11* 
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45. 
Aus dem Durchmesser ==100 das 20-Eck zu berechnen, 

p = 9°, inn. Umfang » 312,86, inn. Inhalt = 7725,4, 
äuss. Umfang Р=З 316,76, äuss. Inhalt = 7919,2. 

46. 
Aus dem Durchmesser = 100 das 257-Eck zu berechnen. 

p = 0°42T',4, inn.Umfang ==314,14, inn. Inhalt = 7853,1, 
äuss. Umfang « 314,17, äuss. Inhalt = • 7854,3. 

47. 
Aus der Seite ==* 10 den Inhalt des Sechsecks zu berechnen. 

Inhalt = 259,8. 

48. 
Aus der Seite = 10 den Inhalt des 20-Ecks zu berechnen. 

Inhalt = 3156,9. 

49. 
Aus dem Umfang = 220 Fuss den Inhalt des I2-Ecks 

zu berechnen. ] п Ы і _ 3 7 6 3 ? | D F u s s # 

50. 
Aus dem Inhalt = = 3 2 5 nFuss den Umfang des 9-Ecks 

zu berechnen, U m f a n g _ ^ 5 6 F u s s . 

Ebene Dreiecke und Vier cke überhaupt. 

Die Linien db, cf treffen 
in a unter einem Winkel а 
= 60° zusammen. Von die
sem Puncte a gemessen ist ä 
ab = 800, ac = 1200, 
ad=$20, af=: 1050 Fuss, 
welches sind die gegenseitigen 
Entfernungen der Puncte bcdf? 

bf = 950,0; rf/= 991,4; 
bc = 1058; cd «= 1087,4 
Fuss. 

а 
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52. 
а 

Ein Gegenstand «, welcher von einer 
Standlinie bc eine senkrechte Entfernung .-•'''' 
ad e = 335,6 Fuss hat, erscheint an den& <* 
Endpuncten derselben unter Winkeln b «=і 44°8',4, с 
Wie gross ist der Inhalt des Dreiecks? 

3875,2 QSaschen. 

23°7',6. 

»3. 

d 

Um die Höhe eines Thur-
mes zu bestimmen, welchem man 
sich nicht unmittelbar nähern kann, 
nimmt man vor demselben auf. 
einer horizontalen Ebene zwei . 
Puncte b, с an, welche mit dem 
Thurm in grader Linie liegen, und misst die Entfernung bc 
= a 791,8 Fuss, die Höhenwinkel abd e=s 15°11',8, und ued 
= 8°2',4; wie hoch ist der Thurm? 

ad x=* 233 Fuss. 

54. 
Die Seiten eines dreieckigen Brets sind 10^ Zoll, J2A 

Zoll, 15 Zoll, was ist der Inhalt, und wie lang sind die 
drei Höhen? 

Inhalt = 64,8 QFuss; Höhen: 12,342; 10,368; 8,640 Zoll. 

55. 
An den Endpuncten einer Stand

linie bc =3 580 Fuss erscheint ein 
Gegenstand a, zu welchem man nicht 
unmittelbar gelangen kann, unter 
Winkeln b = 85°12', с = 42°20', 
welches sind dessen Entfernungen? 

ab = J 492,56; ca== 728,83; bd=i 41,216; cd= 538,79; 
ad = 490,83 Fuss. 

56. 

Bei einer Gradmessung zieht mau durch einen Haupt-
punet a einen Meridian NS, wählt in der Richtung desselben 
eine Reihe von Puncten b, c, d, f u. s. w. und misst in den 
A ab с y bed, cdf u. s. w. die Winkel. Die erste Linie ab 
wird unmittelbar gemessen, z. В == 1000, und ihr Azimuth, 

b d 
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d. h. der Winkel baS, welchen sie mit 
dem Meridian bildet, durch astronomische 
Beobachtungen bestimmt, z. B. J4°48' 
nach Westen, Hieraus ergeben sich die 
Azimuthe aller übrigen Seiten, indem in 
jedem Puncte die Summe oder Differenz 
der Azimuthe dem Winkel oder seinem 
Nebenwinkel gleich seyn muss. Aus der 
ersten Seite ab und den Winkeln werden 
alle übrigen Seiten ac, bc u. s. w., und 
die Abscissen und Ordinaten der Puncte 
auf den Meridian berechnet, indem das 
Product einer Dreieckseite mit dem Co
sinus des Azimuths den Unterschied der 
Abscissen, und mit dem Sinus des Azi
muths die Summe oder den Unterschied 
der Ordinaten giebt. Die Abscisse des 
letzten Puncts giebt den ganzen Meri-
dianbogen. 

ЖШ....ШЫ 

A ab с 

а 50°28' 
b 89°20' 
с 40°12/ 

Л bcd 

b 68°4Г 
с 73°12' 
d 38° 7' 

Ordinaten. 

b W 2 
с 0 9 
d W 
f 0 10 

55,4 
03,3 
23,7 
23,7 

Л cdf 

с 32°4l' 
d 125°27' 
/ 21°52' 

Abscissen von 

b 
с 1 
d 2 
/ 5 

966,8 
258,6 
805,4 
201,0 

Azimuth. 

ab W 14°48' 
ас О 35°40' 
bc О 75°52' 
bd О 7°11' 
cd W 30°56' 
df О 23°37' 
cj О Г45 ' 

Länge. 

1000 
1549,2 
1194,9 
1853,2 
1803,4 
2614,6 
3944,3 

57. 

Lin Wald, welcher zwei 
Stationen af trennt, soll in der 
Richtung derselben durchhauen«, 
werden. Man wählt an der Seite 
beliebige Standpuncte b> c, d, 
misst ab t=s 518 Saschen, bc =» 425 Saschen, cd =» 368 
Saschen, df = 374 Saschen, und die Winkel a£c<=> 178°24', 
bcd = 175°11', cdf » 173^34'. Welchen Winkel bildet 
die Linie af mit der ersten Richtiingslinie abt 
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[_hac = 0°43'1-6", c?«l/ 
also baf = 4°39'12". 

l°35'54", ck«/ ----- 2°20'2", 

58. 
Ein Parallelogramm aus den 

Seiten und einer Diagonallinie zu 
berechnen. Z. B. ab = ! cd 
=» 380 Saschen, bc ----- da 
=3 244 Saschen, c« t== 527 Saschen. Zur Probe der trigo
nometrischen Berechnung dient die geometrische Gleichung 
bd* ' + ел 2 = lab2 + 4bc\ 

а = = 66°33', £ ==, ПЗ°2Г 5 öli F = 360,75 Stachen.. 

59. 
Aus den Seiten des Dreiecke die 

Länge der eine Seite halbirenden Dia
gonallinie zu berechnen. Z В. аЪ = 
217 Saschen, bc = 325 Saschen, с а 
'=3 380 Saschen. Zur Probe der trigo
nometrischen Berechnung dient die geo- Ъ 
metrische Gleichung (V. 12.) ad2 = '£.e$a'-J-

Й = 86°37',2, ad == 263,32 Saschen. 

60. 
Aus den Seiten des Dreiecks und 

den Abschnitten einer Seite die Dia
gonallinie zu berechnen. Z. В. « b 
= 250, öo ----- 560, ca = 390, öii 
P=I 210, oti = 350 Fuss. Zur Probe der trigonometrischen 
Berechnung dient die geometrische Gleichung {VI. 10.) 

72 »2 C G ? 2 6«? , 
«(Г = «ö . — - j - ca . 7 — — bd * cd. 

bc oc 
b = 36°52',2, ad = 150,33 Fuss. 

61. 
Die Entfernung der Signale 

a, d ist nicht unmittelbar zxx 
messen, man kennt aber die Ent
fernungen a b e=» 210, £ с :=* 3 82, 
o«-^486, Ärf«=512, cd = 3 0 8 . 
Wie gross ist die Entfernung я </? 
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Man berechnet die Winkel der A abc, dbc, wodurch 
man die Winkel abd, acd erhält. Man berechnet nun ad 
sowohl aus dem A abd, als aus dem A acd, um eine Probe 
zu haben. 

A abc 
а 48°49',8 
b 106°43',4 
с 24°26',8 

ad => 482,08. 

A dbc 
d 47°59',4 
b 36°48',2 
с 95°12',4 

Man kann diese Aufgabe auch unter der Form darstellen: 
zwischen den vier Seiten und den beiden Diagonallinien eines 
Vierecks eine Gleichung zu finden. Da adb + cdb === ade, 
so ist (VI. 13.) cos adb • cos cdb >— sin adb . sin cdb 
= cos ade, also cos adb .. cos cdb — cos ade ====» sin 
adb . sin cdb. Man erhebt diese Gleichung ins Quadrat, 
und setzt sin2 adb = J 1 — cos* adb, sin1 cdb C=J 1 — cos2 

cdb, hernach cos adb == A, cos bde ----- B, cos ade «= (7, 
so ist ^ 2 + B2 + C2 — . 2A • В С = 1. Es ist aber 

ad2 + bd2~~ ab2
 ö ä d 2 + c < f — 6 c 2 

(VI. 28.) Д 

« ^ + cd' 
2ad ° öti 
—' ea2 

В Ibd"•. erf 

2 « # " . <?</ 

Setzt man diese Werthe hinein, so ergiebt sieb eine 
geometrische Gleichung zwischen den Linien ab, bc, ca, bd, 
ad, cd, durch welche man aiis fünfen die sechste berechnen 
kann. ; ч 

62. 
а 

Man kennt die Länge der 
Standlinie bс = t 382 Saschen, 
und die Winkel der A abc, 
dbc, nämlich: 

A abc 
а 48°51' 
b 106°43' 
с 24°26' 

А dbc 
d 48° V 
b 36°48' 
с 95°П' 

Hieraus die übrigen Linien zu 
berechnen. 

ab = 209,84 S., ac = 485,87 S., ilö ----- 511,79 S., 
de ----- 307,81 S., ad ===481,88 S. 

63. 
Man kennt die Länge der Standlinie bc ь=э 1592 Sa

schen, und die Winkel der A abd, acd, nämlich: 
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Л abd 
а 106°43' 
Ь 48°51' 
d 24°26' 

А aed 
а 36°48' { Hieraus die übrigen Linien zu 
с 48° 1' 
d О б 0 ! ! 7 

berechnen. 

Man nimmt für ad eine willkührliche Länge an, z. B. ad 
== 1000, und berechnet daraus nach Aufg. 62. : Ъо = 1261,45. 

J592 
Nun multiplicirt man alle Längen mit dem Verhältnis —— 

1261,45 
= 1,262, und erhält: ad = 1262 Saschen, ab=* 693,27 S., 
db = 1605,2 S., ac «=. 1690,8 S,, de = 1017,0 S. 

64, 
Mit der Standlinie Ь с = » 

525 Saschen ist auf dem Felde 
eine Parallele ag gezogen, und 
ihr senkrechter Abstand df t=j 
483,46 Saschen gemessen. Auf 
der Parallele wird der Positions
winkel bac = 3 48°37' gemessen, 
man soll hieraus die Entfernungen $ 
ab, а с berechnen. 

Man berechnet am s=» bm 
md = 231,23 iš 
£'anid[=* 87°31'% 
а с 

лі 

Ü.'' 

•' 

' / 

,.,.:;.'«г 

.4 « 

3 

483,92 S. 

і с fn 

mf = * 252,23i Š., 
[_ аглЪ - M^W; ah 

349,86 Saschen, 
ümf '•«=» 43°52', 

: 699,12 S., 

65. 
Von den Endpuncten der Stand-

linie &c = 854 Saschen ist ein Punct 
a sichtbar, man soll auf der Stand-
linie I. den Punct d bestimmen, des
sen Diagonallinie den Winkel a in die 
Hälfte theilt, oder II. die Puncte d, 
f, deren Diagonallinien den Winkel а 
in drei gleiche Theile theilen. Man ^ 
misst die Winkel an der Standlinie 
b = 58°12', с ^ 77°25', und hier
aus е е 44°23'. Man berechnet hier
aus ab, ca, und dann in I. aus ab, 
b, } « , die bd, ad; aus ас, c, \a, 
die ad, cd. Die Probe ist, dass (V. 
, _ ^ л ч bd ab T 0 ' 6 
19. 20.) -— = — , ad2 = ab • ca 

а 

d а 

Я 

f 
~c 

cd с а 
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— bd . cd seyn muss. In II. aus ab, b, ^a, die bd, ad; 
aus ас, c, \-a, die cf af. Zur Probe berechnet man noch 
df entweder aus ad und den Winkeln des Л adf, oder aus 
af und den Winkeln des Л adf; und es muss seyn df 
, , , af ~ ad 
*= od . — = cf > 

ab ca 
I. bd =» 456,50 S., de = 

II. ^<i —i 318,20 S., df/ 

397,50 S., ad --
270,63 S., fc 

ad t = 1059,04 S., « / = s 1013,52 S, 

66. 

1027,14 S. 
265,17 S. 

Auf einer Standlinie b с sind die 
gegenseitigen Entfernungen dreier 
Puncte gegeben, nämlich bd=t 287 
Saschen, de e=a 345 Saschen, öe 
=3 632 Saschen. Von einem Puncte 
a werden dahin die Positionswinkel 
bad t=» 26°43', J ß c = 39°58', 
bac = 66°41' gemessen. Hieraus b .. 
sollen die Entfernungen des Puncts ''-'\ / - - ' / 
а у von Ъ, d, с bestimmt werden. '-.^ . . ' 
Man denke sich an bp die ^ ö e / / . 
t=i bad, cbf = catf gelegt, so ist der Pün et f gegeben, 
und ein um Д bcf beschriebener Kreis geht durch а (III. 4 2 ) . 
Also liegt a in dem Durchschnitt dieses Kreises durch die 
Linie fd. Man berechnet also bf, df, cf, dann ist ab 

bd• cf , bd. de de .bf 
а df > " df 

bf -- 309,41 S., df = 
ab t=t 619,17 S., «ti с 

ao df 

67. 
In der Richtung eines Flusses 

werden mehrere Puncte a, b, c, 
d, f, g, h u. s. w., welche vom 
Ufer aus sichtbar sind, aufs ge
naueste durch geodätische Trian
gulation bestimmt. Man befährt 
das Ufer des Flusses, und misst 
überall, wo derselbe eine merk
liche Krümmung hat, z. B. in p, 
q, r, s, t nach drei von dortaus--

204,92 8 cf = 442,07 S. 
483,21 S., а с = 520,94 S. 

\9 



171 

sichtbaren Signalen die Winkel, z. B. in p die Positionswin
kel apb, bpc, cpa u. s.w. Hieraus berechnet man die Ent
fernungen pa, pb, pc, und die Lage des Puncts p in dem 
Dreieck ab с u. s. w. Auf diese Weise machte ich im J. 1809 
eine Vermessung des Embachflusses bei Dorpat, von seinem 
Ausflusse aus dem Würzsee, bis zu seiner Einmündung in den 
Peipussee, auf einer Strecke von beiläufig* 12 Meilen, mit 
Hülfe des Spiegelsextanten. 

Es sey nämlich fg auf pa, gd 
auf pb, «//"auf JO с senkrecht gezogen, 

bc ca 
so sind pa = —.—; , / ? / = 5 » 

si?i bp с sin cp а 
pg == — . gegeben. Ferner sind 

sin apb 
gegeben die Winkel dpf=z 2R -\- bca 
— apb, fpg=z.*lR + cab — bpc, 9 ь 
gpd = 2jR + abc — cpa. Hiernach sind die A dpf, 
fpg, gpd durch zwei Seiten und den Zwischenwinkel gegeben, 
und es lassen sich daraus die Lothe pc, pa, pb, so wie die 
Winkel р/с = рас, pdc »=J pbc u. s. w. berechnen. Z. B. 

ab t=» 912 Saschen, bc = 1074 S., ca ==. 1286 S. 
£ apb == 10l°32' , Ä^c = 134°48', cjoa -e=» 123°40'. 

Hieraus wird berechnet: 
L cab = 55°23' ,8, abc = 80"15' ,6, bca ----- 44°20',6, 
2 / p g = 100°35',8, s/><7=< 136ü35',6, « > / = 122°48',6, 
/?Z- = 930,78 S., pd t = 1513,56 S., j o / « 1545,15 S., 
pa ^ 726,85 S., pb =» 424,36 S., j»c = 731,89 S. 

Die Probe macht man, indem man in den A apb, bpc, 
cpa, aus den drei Seiten wieder die Positionswinkel apb, 
bpc, cpa berechnet. 

Diese Aufgabe heisst die Po theno t ' s che Aufgabe. Wenn 
die Summe der Positionswinkel apb, bpc, cpa < 4/ i 
ist, so liegt p über der Ebene abc, und ist die Spitze einer 
Pyramide, deren Höhe sich bestimmen lässt. 

68. 
In einem ähnlichen Falle konnte man von p nur nach zwei 

bekannten Puncten a, b den Positionswinkel apb t=» 48 ö 43 ' 
messen. Wegen einbrechender Dunkelheit ging der zweite 
Positionswinkel bpc verloren. Dagegen maass man am fol
genden Morgen den /^ acp === 65°21Л Es waren « £ = = 9 4 9 , 6 
Saschen, bc .t=* 459,42 Saschen, ca == 1382 Saschen. 
Welche Lage hatte p gegen a, b, c4 
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Der Punct p liegt im Um
fange eines Kreises, dessen Halb-

ab . 
Messer r s = r / am6 

2sm apb *™ 
= %apb. Aus [^ mab, с ab 
hat man mac, aus ca, г, ma с 
hat man me, /̂ amc, med. Aus 
[^ abc, mba hat man [^ mbc. 
Aus be, r, mbc hat man me, ' .. ..••*' 
mcb, bmc. Hierdurch erhält man 
zur Probe me zweimal, und es muss seyn [_ amc — bmc 
= amb, £ mcb — meä = bca. Dann ist J^ aep — meä 
= тер; und man kann aus me, r, mep das А тер 
berechnen. Wegen der beiden Durchsehnittspnncte des Krei
ses erhält man zwei Auflösungen. 

bac =a 7°46' ,2, abc =a 156°0',2, ach =* 16°13',6, 
r = 631,84 S., w « c = 33°30',8, amc. <= .'124°17',7, 
m e « с=5 22°11',5, w k = я 114°43',2, mcb = 3S°25',1, 

J m c = 26°51',7, w c = 923,62 S., m c j ö r a 43°9',5. 
Я І ^ О . « = » - 8 9 ° 7 ' , 8 , '.«"»j» == 47°42 ,,7, CJÖ = . 683,35 S. 

L 
amp p=a 187°59 ,,6, 
£mjö .== 74°34',4, 

IT. mp'c t=j 90°52',2, 
amp'z= 189°44',0, 
bmp' = 72°50',0, 

ap 
bp 

emp' 
ap' 
bp' 

1260,6 Saschen, 
765,54 Saschen. 
45°58',3, c j 9 ' = 6 6 4 / , I 6 S . , 
1259,13 Saschen, 
750,18 Saschen. 

69. 
Für alle Grade des Quadranten 

rechtwinklige Dreiecke zu finder , de
ren Seiten rationale Verhältnisse haben. 
(V. 2.V 

Der gegebene Winkel sey a, so 
ist p = \a gegeben. Man suche in den Tafeln tg p = —-, 

und drücke dieses Verhältniss durch zwei ganze Zahlen f, g 
genähert aus, so ist q b == f, pb t=; g. Aber pb2=^ qp . pc 

2r • pc, qb2^= pq qc 
'2 

1r*qc, 2qb »pb ==i^pq - be 
4r . be у also p b2 —- q b2 = 4r • ca, pb2 -J- qb2 = 4 r • «^ 

Setzt man also 4r t=j 1, so werden die Seiten des rechtwink
ligen Dreiecks abc durch die Zahlen 2/ • g ~ be, g2 —f2 

== ca, g2 -j- f2 *=» ab ausgedrückt. 
Z. B. für а = 1° ist j» = з 30', tg p ^ 0,00873, 

a l s o / = 1, g = 114, also be = 2 / . g = 2 2 8 , c « = 
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f2 =2 12995, ад + f 12997. Auf diese 
Art habe ich folgende Tafel berechnet. 

Sinus, 

228 
114 

76 
58 
46 

Cosinus. 

12995 
3248 
1443 

840 
528 

Radius. 

12997 
3250 
1445 
842 
530 

38 
32 
258 
228 
1120 

520 
76 
280 
798 
380 

912 
120 
3232 
12 
102 

360 

255 

1840 
1435 
6351 

2679 
357 
1209 
3200 
1419 

3185 
391 
9945 
35 
280 

362 
257 
1858 
1453 
6449 

2729 
365 
1241 
3298 
1469 

3313 
409 

10457 
37 
298 

270 
504 
1416 
940 
36 

704 
1247 
3337 
2109 
77 

78 
300 
8 

378 
1680 

160 
589 
15 

680 
2911 

754 
1345 
3625 
2309 
85 

178 
661 
17 
778 
3361 

Grad. 

31 
32 
33 
34 
35 

36 

37 
38 
39 
40 

Sinus. 

7854 
10608 
432 
792 
7770 

1040 
3 

46288 
2564 
1632 

88 

41 
42 
43 
44 
45 

8560 
7524 

858 
7920 
4059 

Cosinus. 

13072 
16975 

665 
1175 

11096 

Radius. 

15250 
20017 

793 
1417 

13546 

1431 
4 

61425 
3280 
2015 

105 

1769 
5 

76913 
4162 
2593 

137 

9849 
8357 

920 
8201 
4060 

13049 
11245 

1258 
11401 

5741 

B e i s p i e l e . 

1) Ein Baumeister will seinem 
Dache eine Neigung von 25° 
gegen den Horizont geben. Er 
muss also der Spannung 154 
The e, der Höhe 36 Theile 
geben, die Dachsparren werden 
85 Theile lang seyn müssen. 

2) Ein Ingenieur will ein Sig
nal unter einer Richtung von 67 ° 
von 8 nach О abstecken. Er 
muss also nach S 1416 Fuss, 
von hier nach О 3337 Fuss mes
sen, dre grade Linie zum Signal 
wird dann 3625 Fuss seyn. 

70. 
Aus den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks die Grösse 

der Winkel auf eine genäherte Art zu finden. 



174 

la einem rechtwinkligen Dreieck abc sey a der kleinere 
Winkel, die Gegenkathete oder der Sinus = S, die Neben
kathete oder der Cosinus = C, die Hypotenuse oder der 
Radius = 5», der Winkel, dessen Bogen dem Radius gleich 

ISO 
ist (V. 59.), in Graden В ---- . <= 57,29578, in Minuten 

10800 ^ <, c> 
В t=a » 3437,746. Man bildet den Bruch к ---, , 

n C+2r9 

so ist # = В . к sehr genähert. Will man ihn noch genauer, 

so addirt man —— а • k* = v, 
180 

Will man Quadrate anwenden, so kann man den Radius 
3 s • С 

entbehren, indem man setzt: к « ——^-—-^. Die Verbes
serung ist dann -/Ta . &4 = v. T 

Beispiel 1. Es sey S 

Erste Art. 

16, С = 6 3 , r 

Zweite Art 

65. 

к 
В 

а 

к* 

1,68124 
2,28556 

9,39568' 
3,53627 

2,93195 
7,74473 

,7,58272, 

v 8,25940 

а 14°14',96 

3 F . С 

з с 2 - ь £ 2 

в 
а 

4 

к 

а 

3,48058 
4,08493 

9,39565 
3,53627 

2^,03192 
8,94885 
7,58260 

9,46337 

14°14/,9 

а = 14°14',98 

Beispiel 2. S = 3, С 4, г 

а с== 14" 15,2 

5 giebt а = 36°52',0. 

Beispiel 
t 44°59'. 

F = 4059, С = 4060, г = 5741 giebt 

71. 
Aus den Logarithmen zweier Zahlen .die Logarithmen 

ihrer Summe und Differenz trigonometrisch zu bestimmen. 

Die grössere Zahl sey «, die kleinere b. 
a b а 

Setzt man — «=: tg x, so ist а + о 

Setzt man — «=» to2 x, so ist a -f- b 
а 

COS X 

а 

cos* X 

sm x 

b 

sin2 X 
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Setzt man — = 8Іп'л .r, so ist а — b = а « cos1 x ==» £ . co<2 .r. 
« 

Setzt man — = cos2 x, so ist а — b 
а а • sin" x <§' X. 

Beispiel. 

ig x 
COS X 

2 

а 2,65943 

b 2,59935 

x 9,93992 

9,96996 

9,86399 

cos- x 9,72797 

а-j- Ъ = 2,93146 

а 6,09220 

b 5,25878 

tgl x 9,16658 
tg x 9,58329 

cos x 9,97027 
cos2 x 9,94054 

a-\- Ь = 6,15166 

2,65943 
2,59935 

sin2 X 

sin X 

cos X 

cos2 X 

— b = 

а 
b 

sin2 X 

sin X 

cos X 

cos2 X 

9,93992 
9,96996 
9,55564 
9,11128 

: 1,77071 

6,09220 
5,25878 
9,16658 
9,58329 
9,96553 
9,93107 

а — b 6,02327 

Professor Gauss Kät eine Hülfstafel für diese Rechnung 
entworfen , welche sich auch bei der Köhler 'schen Ausgabe 
der kleinen Lalande 'sehen Tafeln befindet. Sie enthält in drei 

Columnen A t=* log m, В *=£= log ( 1 -J-

1 + 

—- = 1 -}- m9 so ist а — b ==J b 

etzt: 

mj 

log (1 + m), 

wo m ^ > 1 ist. W e n n man nämlich se tz t : 
а 
—- = 1», so ist a -f- b =» а 

а 
~b 
а 
J 

о (1 -l- m), 

а 
m 

1 

а 
b 

А 
В 
С 

1 
+ —, т 
2,65943 
2,59935 

0,06008 
0,27203 
0,33211 

so ist а 

а 
b 

В 
А 
С 

т 
2,65943 
2,59935 
0,06008 
0,82869 
0,88877 

l + 
а 

Л9 

•ni 

+ 
а 
b 
С 
А 
В 

т 
6,09220 
5,25878 
0,83342 
0,76450 
0,06892 

а + Ь = 2,93146 а — Ъ = 1,77066 а — Ъ = 6,02328 
Eine Anwendung dieser Aufgabe siehe VII. 30. 



176 

S p h ä r i s c h e Dre iecke . 

72. 
Die Winkel an der Ecke eines Kry-

stalls, in welchem die Anzahl der End
kanten ===== n *sf, zu berechnen. 

Man bildet ein rechtwinkliges sphäri
sches Dreieck abc, in welchem с == R,g 

2R 
gfh = а = з — , gdh — bc der halbe 

« 
gradlinige Winkel der Endkanten gegeben 
sind. Hieraus wird (VI. 50.) berechnet: 

fdh t = ab der Winkel der Endkanten mit der Axe df, fdg 
= c a der Winkel der Endflächen mit der Axe df, b der 
halbe Winkel der Endflächen an der Kante dh. 

Gege
ben 

Berech
net 

Tetraeder. 

tf==600 

£ c = 3 0 ° 

ca= 19°2S'fi 
a£==.35°15^9 
2£ = 7003l',7 

Hexaeder. 

60° 
45° 

35°15',9 
54°44',1 
90" 

Oktaeder. I Ikosaeder. 

, : ;45° ' \ 
30° 

35°15',9 
45° 

I09°28',3 

36° 
30° 

52°37',4 
58ü17',0 

138üll ' ,4 

Dodekaeder, 

60° 
54° 

52°37',4 
69° 5',7 

116°33',9 

73. 
Für die Polhöhe von Mitau 56°39' 

die Azimuthalwinkel einer horizontalen 
Sonnenuhr zu berechnen. 

Die Mittagslinie sey NS9 der nach 
dem Nordpol gerichtete Zeiger fd, die 
verticale Ebene dfg auf der horizontalen 
fgh senkrecht, die dem Aequator par
allele Ebene gdh auf fd senkrecht, 
fh die Schattenlinie. Man bildet ein rechtwinkliges sphäri
sches Dreieck abc, in welchem gdh = з a der Stundenwinkel 
zu 15° auf die Stunde, dfg = сa die Polhöhe, gegeben 
sind. Hieraus wird (VI. 49.) gfh P = i c , das Azimuth des 
Schattens oder der Winkel mit der Mittagslinie berechnet. 
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Stunden- . . ,, 
winke,. | Azimuth. 

0. 0 
15 
30 
45 

1. 0 
15 
30 

0° o' 
3° 8',0 
6°16',6 
9°26',0 

12°37,,0 
15°49',9 
19° 5',2 

Stunden- . . ., 
Winkel. ] Azimuth. 

1. 

2. 

3. 

30 
45 

0 
15 
30 
45 

0 

19° 5',2 
22°23',3 
25°44',8 
29°10',1 
32°39',5 
ЗбПЗ',5 
39°52',4 

Stunden-
Winkel. 

3. 0 
15 
30 
45 

4. 0 
15 
30 

Azimuth. 

39°52',4 
43°36',4 
47°25',8 
51°20',7 
55°2Г,0 
59"26',7 
63°37',5 

Stunden- . . ,̂ 
Winkel. 1 Azimuth. 

4 . 

5. 

6. 

30 
45 

0 
15 
30 
45 

0 

63°37',5 
67°53',l 
72°12',9 
76°36',3 
81° 2',6 
S5°30',8 
90° 0' 

74. 
Für die Polhöhe von Mitau 5 6°39' 

den Auf- und Untergang der Sonne 
am YT« April und -̂f. November zu 
berechnen. 

Es s e y / a g der Horizont, z das 
Zenith als Pol des Horizonts, so ist 
zf = R der südliche Meridian, zg 
=* R der nördliche Meridian, a der Os t - oder Westpunct, 
za =t af=: agc=iR, und die Winkel zfa=s zaft= zag 
= i ä g e я Й. Es sey da с der Aequator, p der Nordpol 
des Aequators, so ist pd t=a p a t=t pc t=i ad t=i R, die 
Winkel к=» pda = з päd «=» рае = pea t=» R, pg = » zd 
die polhöhe oder geographische Breite des Orts, pz = df 
P=J da/ = bac die Ergänzung derselben zu R. Die auf-
oder untergehende Sonne sey in b, so bildet man ein recht
winkliges sphärisches Dreieck abc, in welchem der Winkel а 
= з 33°2l ' als Ergänzung der Polhöhe, und die Gegenkathete 
bc als Abweichung oder Declination der Sonne gegeben sind. 
Diese ist am -£-f. April nördlich oder -f- 13°52', аш {{. Nov. 
südlich oder — 21°10'. Hieraus berechnet man (VI. 50.) die 
Hypotenuse ab, welche das Azimuth der auf- oder unter
gehenden Sonne vom Ost - oder Westpunct ist, und bei nörd
licher Declination nach Norden, bei südlicher nach Süden geht; 
ferner die Nebenkathete ac, welche man zu 15° auf die Stunde 
in Zeit verwandelt, und bei nördlicher Declination zu 6 Stun
den addirt, bei südlicher Declination von 6 Stunden abzieht, 
um die Zeit des Untergangs zu erhalten. Diese von 12 Stun
den abgezogen, giebt die Zeit des Aufgangs. 
l f April, с а = + 22°1',9 « l h 28 ' , l . ünterg. 71,28 ,,1, 

Ausg. 4 l l31',9, 
ab = + 25°50',8, Azimuth von N nach S 64°9 /2. 

Paucker Geometrie. II. 12 
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i f Nov. ca г=і — 36°2',5 «=i 2 ,124',2. Unterg. 3 l l35',S. 
Aufg. 8h24',2, 

ab « — 41°3',6, Azimuth von N nach S 13l°3',6. 

75. 
Die Dauer des längsten Tages und das Azimuth der 

untergehenden Sonne an diesem Tage für die Polhöhen von 
St. Petersburg, Reval, Dorpat, Riga, Mitau, Berlin zu 
berechnen. 

In der Figur der vorigen Aufgabe berechnet man das 
rechtwinklige sphärische Dreieck a6c, wo a die Ergänzung 
der Polhöhe, 6c die grösste nördliche Declination der Sonne, 
welche der Schiefe der Ekliptik ^3°27',7 gleich ist, gegeben 
sind, und ab das Azimuth der untergehenden Sonne, сa der 
Stundenwinkel berechnet werden. Jenes von JR abgezogen 
giebt das von N gezählte Azimuth; der Stundenwinkel zu 6 
addirt, giebt den Untergang der Sonne, also verdoppelt, die 
Dauer des längsten Tages. 

St. Petersburg... 
Reval . . . . . . 
Dorpat . • 
Riga . 
Mitau 
Berlin . . . 

Polhöhe. 

59°56',4 
59°26',5 
58°22',8 
56°57',0 
56°39',1 
52°31,,2 

Dauer des 
längsten Tages. 

1 8h28',7 
18h18',5 
17h58',6 
17h34,,7 
17ьЗО',1 
16Ь35',8 

Azimuth von 
» n a c h S. 

37°2l',7 
38°27',4 
4Ö°35',4 
43" 6',7 
43n35',7 
49° 8',0 

76. 
Aus der Länge de:- Sonne am ?т- dpril und 4r* ^Vo-

vember die grade Aufsteigung und Abweichung derselben 
zu finden. 6 

Man bildet ein rechtwinkliges sphärisches Л \ 
Dreieck abc, in welchem с = i R, ab die / >v 
Richtung der Sonnenbahn oder Ekliptik, а с c (_ _ ^ > Ä 

die Richtung des Aequators, der Punct a die 
Frühlingsnachtgleiche oder den Anfangspunct des Widderzei
chens, also der Winkel a die Schiefe der Ekliptik 23°27',7, 
und die Hypotenuse ab die Länge der Sonne bezeichnet. 
Aus diesen gegebenen Stücken berechnet man (VI. 48.) die 
Nebenkathete ca, welche die grade Aufsteigung, und die 
Gegenkathete bc, welche die Abweichung oder Declination 
der Sonne heisst. 
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Länge. Grade Aufsteigung. Abweichung. 

If .Apri l eÄ = 36°59',7, c«==34°38 ' ,9 , £cr=> + 13°51',7, 
14-. Nov. ab « 245°6',2, c a « _24ä"°9',8, &?==—21°10 ' , 2 . 

77. 
^ « s *for geographischen Länge und Breite 

zweier Oerter ihre kürzeste Entfernung auf der 
Erdkugel zu finden. 

Man bildet ein sphärisches Dreieck a bc, wo 
der Punct a den Nordpol der Ekliptik, die Puncte. 
b, с die beiden Oerter, die Seiten ab, сa ihre 
Meridiane oder ihre Abstände vom Pol bedeuten. Man erhält 
diese Abstände, wenn man die nördliche geographische Breite 
von R abzieht, die südliche zu <ß addirt. Der Winkel a wird 
aus dem Unterschied der geographischen Längen der Oerter 
gefunden. Hieraus berechnet man (VI. 67.) die Seite b с in 
Graden ausgedrückt, wird mit dem mittlem Erdgrad, d. h. 
mit dem 360 9 t e n Theii des Meridians (Aufg. 16.) 364554,765 
engl. russ. Fuss :=±з 104,158 Werst multiplicirt. Der Winkel 
b ist das nördliche Azimuth des Orts с gesehen von b, der 
Winkel с ist das nördliche Azimuth des Orts b gesehen von с 

i ; Gfsogr, Jßreite. Ferrolänge. 

St. P e t e r s b u r g . . . . 59°56',4 47°59'90, 
B e r l i n . . . . . . 52°31',2 31° 3',5. 

Hieraus bc• = 11°55 ,,42 = = 1 2 4 1 , 9 W^rst, 
b ==! 44°53',7, с = I20°58',4. 

78. 
Aus den scheinbaren Höhen %>õeier Gegen

stände und ihrem Winkelabstande den auf den 
Horizont reducirten Winkel, oder den Unter
schied der Azimuthe zu finden. 

Man bildet ein sphärisches Dreieck abc, 
in welchem der Punct # das Zenith» 4ie Puncte rf; / 
b, с die beiden Gegenstände, ad.a=af' ==з R, 
also df den Bogen des Horizonts bezeichnet, welcher das 
Maass des Winkels a ist, welcher gesucht wird. Die Seiten 
ab, сa sind die Verticalkreise der Gegenstände^ oder ihre 
Zenithdistanzen; man findet sie, indem man ihre scheinbaren 
Höhen b d, cf von R abzieht. Die Seite b с ist der gemessene 
Winkelabstand. Aus den drei Seiten ab, bc, сa berechnet 
man (VI. 69.) den Winkel a. 

1 2 * 

А 
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Höhe von b s=3 bd =» 2°38', Höhe von с = cf *=* 14°47', 
Winkelabstand Ho ----- 108"55'. 

Hieraus horiz. Abstand a «=J <Z/ = 110°2Г,0. 

79. 
^ M S <7er geographischen Breite 

eines Orts, aus der Abweichung der 
Sonne und ihrer scheinbaren Höhe 
die wahre Zeit und das Azimuth der J?I 
Sonne zu berechnen. 

Man bildet ein sphärisches Drei
eck ab с у in welchem der Punct a den Nordpol des Aequa-
tors, der Punct b das Zenith, also ab den nördlichen Theil 
des Meridians, der Punct с die Sonne, also die Seite bc die 
Zenithdistanz der Sonne bezeichnet, welche gefunden wird, 
indem man die nördliche Abweichung von R abzieht, die süd
liche zu R addirt. Die Seite ab ist die Ergänzung der geo
graphischen Breite zu R. Hieraus berechnet man den Winkel 
a, welcher in Zeit verwandelt, den Stundenwinkel, also die 
wahre Zeit giebt. Ferner den Winkel b, welcher das nörd
liche Azimuth der Sonne ist. 

Am 21 . März 1794 maass Bohnenberger in Göttingen, 
um 4 Uhr 1'29" Nachm. (geogr. Ortsb. § 112.) die Sonnen
höhe 24°37',5. Die geogr. Breite war 51 °31',9, die Abwei
chung der Sonne -f- 2°5Ö',7. Hieraus berechnet man а = 
52°32',9, also wahre Zeit 3 Uhr 30'11",6, Voreilung der Uhr 
31'17",4. Das nördliche Azimuth b e=t 119°1T. 

80. 
Aus den gemessenen Kanten einer 

dreiseitigen Pyramide die Kantenwinkel 
und Höhen zu finden. 

Die Pyramide hat drei undkanten 
ab, ac, ad у und drei Grundkanten cd, 
dbf bc. Aus diesen Kanten berechnet 
man nach VI. 47. die zwölf gradlinigen Winkel, welche die 
Kanten mit einander bilden. Von diesen sind drei in jeder 
Ecke und bilden daselbst die Seiten eines sphärischen Drei
ecks. Aus diesen berechnet man (VI. 69.) die Winkel des 
sphärischen Dreiecks, welche die Kantenwinkel dieser Ecke 
sind. E s sey af senkrecht auf bcd, so ist af = з ab • sin 
abc . sin k, wenn к der Kantenwinkel an bc ist. Setzt 
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man nun ^ abc + cbd -f- dba c= 2 $ , so ist (VI. 62.) 
4sin S . sin (& — abc) . sžw (& — cbd) sin (S — dba) 

sin2 к 
sin2 abc . sm 2 cbd 

Bezeichnet man den Zähler durch 4A2
y so ist af = 

ab . 2A 

Gegeben 

sin cbd 
Auf dieselbe Art berechnet man auch die übrigen Höhen. 
Zur Probe berechnet man die Höhe aus den Winkeln an jeder 
der drei Ecken des Dreiecks, auf welche die Höhe senkrecht 
gezogen ist. 

ab t=: 7 0 , ac e=» 8 0 , ad= 6 4 , 
oti — 56 , db « 6 8 , i c « 76. 

Hieraus wird berechnet: die gradlinigen Winkel 
Ecke а Ecke b Ecke с Ecke d 

dab 60°47',68, <töa,55°14',2'8, Лея 53°14',84, adb 63°58'-,04, 
0ac.6O°26',9O, «Äc 66°18',26, actf 52°37',00, bdc 74°53',98, 
cad44° 2',92, cbd 45°20',95, cfc£ 59°45',08, crfe 83°20',08. 

Die Kantenwinkel sind: 
an ab 50°58',60, an ac 77°15',23, an ad 76°25',16, 
an cd 64°46',64, an db 89°53',08, an к 63°47',28. 

Die Höhen sind: 
Höhe von а 57,508; von b 59,393; von с 54,066. 
Inhalt Л bcd 1838,24; A cda 1779,90; Д dab 1955,20. 
Höhe von d 43 ,401 . 
Inhalt A abc 2435,70. 

81. 
Das geographische Netz eines Landes zu entwerfen. 

G r e t e 
Man stellt die Meridiane 

ab, fh, gk durch grade Par-•" 
allellinien, und die Parallelen 
fg, hk durch grade auf jenen 
senkrechte Parallellinien dar. Die 
auf den Meridianen genomme
nen Breitengrade macht man ein
ander gleich, ebenso dia auf den 
Parallelen genommenen Längen-

A r t . 
tpl.*(b f° f° 4f *4 

а 

grade. Da nach VI. Aufgabe 15. 16. der Längengrad nahe 
gleich dem mit dem Cosinus der geographischen Breite mül-
tiplicirten Breitengrad ist, so nimmt man einen ungefähr unter 
dem mittlem Parallel des Landes liegenden Hauptort an, na'ch 
dessen geographischer1 Breite man dieses Verhältnrss bestimmt. 
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Z. В. Kurland erstreckt sich von 55°40' (Ugen) bis 57°45',6 
(Domesnäss). Hiervon ist die geogr. Breite von Mitau 56°39',1 
nahe das Mittel. Der Cosinus derselben = 0,54973 oder 

nahe = 0,55 = -—, giebt also das Verhältniss der Längen

grade zu den Breitengraden, so dass ein Längengrad oder 

60 Min. in Länge = 33 Min. Breite sind. 
Nach der in VI. Aufg. 15. 16. geführten Berechnung ist 

unter der geographischen Breite von Mitau: 
der Breitengrad = 365269,6 russ. F u s s ' = : 104,3627 Werst, 
der Längengrad = 201204,9 russ. Fuss s=i 57,4871 Werst, 
und ein Rechteck von 1° Breite und Länge beträgt genau 
5999^ Quadratwerst. 

Der Flächeninhalt der Charte von 6^° Länge und 2 -̂° Breite 
ist also 6-J- . 2-J- . 5999^- = 88659,3 Quadratwerst. Um zu 
untersuchen, wie weit dieser Inhalt mit dem wahren sphäri
schen Inhalt übereinstimmt, so wird in VII. 46. 47. bewiesen 
werden: Wenn A der in Minuten ausgedrückte halbe sphä
rische Ueberschuss ist, G die Länge eines Breitengrades 

= 104,3627 Werst, so ist der Inhalt t=* G2 . Д . Hier 
71 

ist Д c a / — h. Wenn der halbe Längen unterschied 3°I0 ' 
c=s p, die geogr. Breite des Parallels fg = з a, des Parallels 
hh == b, so ist (VI. 48.) cot f === sin а . tg p, cot h 
===== sin b . tg p. Wenn also der halbe Breitenunterschied 

- Z I Ü = 1°10' = d, die mittlere Breite ^ l A = c « 56°50', 
2 ' 2 ' 

cot f . cot h = tg2 k, so ist tg A = 2tg p . sin d • 
cos с . cos2 k. 

tgp 8,74292 2 0,30103 6 
tgp 8,74292 tgp 8,74292 ~ ° i 2 8 1 0 0 

sina 9,91686 sind 8,30879 fp 4 03709 
sin 6 9,92842 cos с 9,73805 д 0,62614 
tg2k 7,33112 COS* к 9,99908 4^94423 

tgk 8,66556 tg А 7,08987 also wahrer Inhalt 
cos к 9,99954 tgV 6,46373 —, 87948 Quadratwerst. 

Д 0,62614 

Die Charte giebt also den Inhalt um etwa J Procent 
zu gross. 

Die Ausdehnung der Charte von West nach Ost ist s=3 
Ц X 57,4871 = 364,085 Werst; von Nord nach Süd 
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2-J. X 104,3627 = 243,513 Werst; also in der Diagonal-
linie gh *=i fk = 438 Werst. 

Um die wirkliche Ausdehnung auf der Sphäre zu erhalten, 
so ist (VI. 48.) sin \hh == sinp . cos b, sin ^fg «=» sin p » cos «, 
und (VI. 67.) А = sin d » cos p, В e = cos с • si» /?, 

ti sin X COS X 
tg X 

sin p 8,74226 
cos b 9,72421 

sin \hk 8,46647 

2,00280 
0,54142 

2,54422 

hic=* 350,12 Werst. 

±hk 

sin p 8,74226 
cos а 9,75128 

sin ifg 8,49354 

Aß 
2,02988 
0,54142 

Л 

2,57130 

372,65 Werst. 

sin d 
cos p 

А 
sin p 
cos с 

В 

8,30879 
9,99934 

8,30813 
8,74226 
9,73805 

8,48031 

А 
В 

tg х 
sin X 
cos X 

sin i gh 

ig* 

8,30813 
8,48031 

9,82782 
9,74676 
9,91894 

8,56137 

2,09774 
0,54142 

2,63916 

gh=* 435,67 Werst. 

Die Diagonallinie der Charte stimmt also mehr mit der 
Wirklichkeit überein, während der nördliche Parallel um 14 
Werst zu gross, der südliche um 8^ Werst zu klein ist. 

Z w e i t e A r t . 

Dieses motivirt nun die zweite Art, wo die Meridiane 
durch grade Linien dargestellt werden, welche nach einem 
Puncte d convergiren, die Parallelen durch grade Parallellinien, 
welche auf dem mittlem Meridian ab senkrecht sind. Der 
Convergenzpunct d wird dadurch bestimmt, dass die Längen
grade auf den beiden äussersten Parallelen, im richtigen Ver-
hältniss des Cosinus der geographischen Breite zu den Breiten
graden genommen werden. 
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Z. В. Für Kurland ist 
auf dem südlichsten Parallel 
fg die Breite « = 55°40', 
cos а = 0,56400, auf dem 
nördlichsten Parallel hk die 
Breite b ----- 58°0', cos b -=» 
0,52992, ab = 2 i° Breite, 

« l / == aö 

3 

cos а 

ab •• 

l?c>« а — cos b 
38°,607 Breite, bd = 

cos b 
36\274 

d; • d [d :d \ d • 

'••7.9° to 4fh\tdb 
h 

f 

d d 

•1 1 1 1' 

c: | 1 

: | 

a\ 

b 

ff 

cosa—cosb 
Breite. Statt cos а — cos Ь 
kann man setzen 2 sin с . 
sin d9 wo с e=! 56^50", ck ----- 1°I0 /. Die Ausdehnung Kur
lands in geographischer Länge von Libau ----- 38°39 ,,6 bis 
Warnowicz ----- 45°0' beträgt nahe 6^ Längengrade. Also 
ist für die Convergenz der äussern Meridiane gegen den mitt-
i ,>, oi cosa cosa — cos b , _ 
lern tg adf — 3 ^ . — — *=* Ц . = V9 

ad ab 
sin с . sin d, daher adf ----> 2°39', und die Convergenz der 
beiden äussern Meridiane fdg ----> 5 4 8 ' . Der südliche Parallel 
der Charte fg hält 6 | . cos а . G == 3721 Werst, der 
nördliche Parallel der Charte hk hält 6^ 

= 372|-
cos b . G = 3 350^ 

І 243,513 Werst, 
аЪ 243,77 

Werst, der mittlere Meridian о й с = = 2 | . G 

die.beiden äussern Meridiane fh = sk = 
cos a df 

Werst, die Diagonallinie gh t=s 435,9 Werst, der Flächen
inhalt des Trapeziums fghk der Charte e=j 6J- . 2^- . G2 . 
cos с . cos d ----- 88036 Quadratwerst. 

Bei diesem Netze stimmen also die Entfernungen mit der 
Wirklichkeit nahe üb er ein, und der Inhalt ist nur um T \ j - Pro
cent zu gross. 

B r i t t e A r t , 

Man stellt die Meridiane durch grade Linien vor, welche 
nach einem Puncte d convergiren, die Parallelen aber durch 
Kreisbögen, deren Centrum derselbe Convergenzpunct ist, und 
welche also auf den Meridianen senkrecht sind. Der Conver
genzpunct d wird wie in der zweiten Art so bestimmt, dass 
die Längengrade auf den beiden äussersten Parallelen im rich
tigen Verhältnis» des Cosinus der geographischen Breite sind. 
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In dem Beispiel von Kur
land ist ай 
grade 
Werst = / A = a gk, fg 

4 
2'- Breiten-

( Г Р = І 2 4 3 , 5 1 

6 ^ . cos а • G 3 7 2 | 
Werst, h k ===== 6 ̂  . cos b . 
G = 3 5 0 І Werst, ad^^^ab. 

eos а 

sm с . sin d 
.=* 38,607 BGr. 

Л 

sm с . вг?г li 
= з 36,274 BGr. Das Ver- N 
hältniss des Halbmessers zum 
Bogen ist für jeden Längen-

, ab £ 

grad =5 -— : = J f 
%sm с . Sera а 

68,453, der Convergenzwinkel für einen Längengrad also 
360 . sin с • sin d л П _ m . yM, ,. , . _ .. 

= ; t=a 0 ,837, also für die beiden äussern 
n . ab 

Meridiane /dg « 6^ . 0°,837 » 5°,30L => 5°18\ Hieraus 
folgt der Flächeninhalt des Sectorstücks fghh der Charte ganz wie bei der zweiten Art 
= 3 88036 Quadrat werst. 

6^ G . cos с • cos d 

82. 
Aus der geographischen Länge und Breite 

zweier nahe liegenden Orte den Abstand des 
einen vom Meridian und Perpendikel des an
dern, so wie ihre gegenseitige Entfernung, auf 
der Erdkugel zu berechnen. 

Der,Pol sey p, die Meridiane pa, pb, 
die geogr. Breiten а = 90° — p a, b = 90" 
— pb, с =*- 90° — pc. Man ziehe de^ 
grössten Kreis bc senkrecht auf den Meridian pa, so heisst 

ac bc der Abstand des Orts b vom Meridian von « , und 
der Abstand des Orts a vom Perpendikel von b. Man nehme 
pd = pb, ziehe pf senkrecht auf bd, und setze den Längen
unterschied apb z=i p, а с =» x, bc =» у, cd e=a z, also 
die geogr. Breite с = b -\- z, x = b — а + z. Das 
sphärische rechtwinklige Dreieck p b с giebt (VI. 48.) sin у 
t=» sin p • cos b. Das sphärische rechtwinklige Dreieck bcd 
giebt (VI. 50.) sin z = tg у * cot pdf. Das sphärische 
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rechtwinklige Dreieck pdf giebt (VI. 48.) cot pdf'== sin b . 
tg *Tp. Hieraus folgt sin z ==* tg у - sin b . tg \p 

sin у « sin b * tg YP i 
= — , also sin Z e=J stn %b . sin ' 

cos у 
kp . sec y. 

Da p ein kleiner Winkel seyn soll, so findet man sin p 
und sin \p entweder auf die in VI. 7. angezeigte Art, oder 
aus der Formel in VI. 72. Die Umkehrung dieser Formel 
lässt aus den berechneten Werthen von sin y, sin z, die Win
kel y , z finden durch die Gleichung 

у = sin у + | 8 и 3 у + т в«м5 у-
Da z gewöhnlich sehr klein ist, so nimmt man z = ^p1* 

sin 2ö . sec y. Wenn p in Minuten ausgedrückt ist, so 

muss man den Theil rechts mit • = J sin V multipliciren, 

um z in Minuten zu haben. 
Die Grösse des Breitengrades in irgend einem Langen-

maass sey c=i G. Wenn л:, у in Minuten gefunden worden 
sind, so muss man sie mit -^G multipliciren, um sie in dem
selben Längenmaass zu haben. Setzt man ab == r , und 
pab = u, so ist sin r • sin и = sin y, und sin r . cos и 
f=s sin x • cos y. 

Beispiel. Die geogr. Längen und Breiten der Grenz-
puncte von Kurland sind in folgendem Verzeichniss enthalten: 

Libau 
Felixberg 
Windau 
Domesnäss 
Angern 
Peterhof 
Brambergshof 
Friedrichsstadt 
Jakobstadt 
Düneburg 
Warnowicz 

geogr. 
Länge. 

38°39',6 
39° 0 
39°12',5 
40°15,,2 
40°55' 
4J°35' 
42° 2' 
42°43,,8 
43°31',2 
44° 9',7 
45° 0 

geogr. 
Breite. 

56°30',4 
57° 0 
57°23',9 
57°45',6 
57°15' 
56°48' 
56°52' 
56°37,,1 
56°30',1 
55°53',2 
55°50' 

Ilgen 
Egipten 
Subbat 
Ellern 
Schönberg 
Sessau 
G.mzhof 
Essern 
Gramsden 
Polangen 

Mitau 

geogr. 
Lauge. 

44°25' 
43ü57' 
43ü33',9 
43°12' 
42°17',6 
41ü22',9 
40ü58',9 
40° 4',8 
39°15',1 
38°42/,9 

41°22/,7 

geogr. 
Breite. 

55°40' 
55ö45' 
56° 0',3 
56°I0' 
56°22,,9 
56°25',4 
56°24',4 
56°25',6 
56°22',0 
55°55',1 

56°39',1 
Siehe die hier beigelegte Hthographirte Skizze. 

104,3627 Werst, Für Mitau ist G 1 G т. 
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M i t a u 

/,---- 2°39',8. 

• P o l a n g e n . 

Ь — а t=* — 

sin р 8,66715 
cosb 9,74848 

sin у 8,41563 

у 1,95196 

т 0,24039 

у 2,19235 

л*«==а 73,531 Werst 
2,---155,72 » 
г = . 1 7 2 , 2 1 )> 
м;= 3 224 0 43' ,76 

sinU 9,96766 
р 2,20358 
р 2,20358 

see у 0,00015 
£ 9,39794 

sin Г 6,46373 

% 0,23664 

z 1^724 
Ь—а—-44,0 

х—42,274 

х J,62608 
т 0,24039 

х 1,86647 

8,08979 

9,99985 

sm г 
sin г 

44',0. 

sin X — 
cos у 

cos и — 8,08964 
sin и — 8,41563 

tgu 
sin и — 

0,32599 
9,95631 

cos w — 9,63032 

sin r 8,45932 

r 1,99566 
m 0,24039 

r 2,23605 

P 

sinp 8,67601 
cos b 9,74181 

M i t a u 

2°43',1. 

— ЖЛЪаи. 

b — a t=s 

sin у 8,41782 

у 1,95414 
m 0,24039 

у 2 , 1 9 4 5 3 " 

12,034Werst 
156,51 » 
156,97 » 
2 6 5 3 6 ' , 2 4 

sinn 9,96398 
p 2,21245 
p 2,21245 

secy 0,00015 
i 9,39794 

sinV 5,86167 

z 0,25070 

z 1,7812 
b—a— 8,7 

^ — 6 , 9 1 8 8 

x 0,84003 
m 0,24039 

x 1,08042 

sin r 
sin r 

- 8',7. 

sinx— 7,30376 
cos у 9,99985 
cos и — 7,30361 
sin и — 8,41782 
tg и 1,11421 

фи — 9,99872 
cos и — 8,88451 

sin г 8,41910 

г 1,95542 

jn 0,24039 

г 2,19581 
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Recapitulation der wichtigsten Sätze aus 
der Trigonometrie. 

Ebene Trigonometrie. 
10. sin 2a = 2sin а • cos a. 

11. cos 2a = cos2 а — sin2 a. 

12. sin (a +• b) = sin а • cos b + cos а • sin b. 

13. cos (а + и) = oos « • oos b + sm « . sin b. 

Rechtwinklige Dreiecke, с = 90°. 

15. bc = ab • sin a, ca = ab • cos a. 

16. bc = ca - tg a, ca = bc > cot a. 

Dreiecke überhaupt. 

25. Gegeben eine Seite und die Winkel: bc, «, b, с 
sin b , 8l'n 0 _. bc 

ca = bc . —̂  , ab = к • — , /1 = -: , 
sm « sm a sm а 

' , , о sin b » sin с 
F s= 4 -ÖV . r-s-

26. Gegeben zwei Seiten und ein Gegenwinkel: ca, ab, b. 
ab • ««'n ö c« • Fl« « aö » sin а 

Stn с = >-, к = ;—; = : • 
с a stn b sm с 

39. Gegeben zwei Seiten und die Zwischenwinkel: ca, ab, a. 

(ab •+• cd) • sin \a = A, (ab — cd) cos \a = B, x, 
А В Я 

so = — — = , b = JP — 4a, с =? 180° — \a — x. 
sin x cos x 

27 F z= ?ca . ab • si« a. 

44. Gegeben die drei Seiten: bc, ca, ab. 
bc + ca + ab = 26, Ä = B\ (&—6c) (S—ca) (S—ab) — A\ 
Bl 

-—£= E2, cot \a = E • (S — bc), cot ^b = E • (S — ca), 
nn, ,^ -.-. »-. , , . ~ ' bc * с а ' ab 

cotlc = E . (S — ab), F=:A.B, D = 2A . # 
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Sphärische Trigonometrie. 
47. Grundgleichungen der rechtwinkligen Dreiecke, с == 90°. 

sin ab • sin а = sin öe, sin ab • cos а = cos öe » sin ca, 
sin ad . sin b c=i sin ca, sin ab » cos b ==. cos c# . s«w 5c, 
cos ab t=i cos öe . cos ca. 

Auflösung der rechtwinkligen Dreiecke, с ===> 90°. 

48. Gegeben die Hypotenuse und ein Winkel: ab, a. 

sin ab »sin a = J sin Ьс, tg ab»cos a ==» ig ca, cos ab*tga = i cotb. 

49. Gegeben ein Winkel und die Nebenkathete: ca, a. 
у ts ca . 

sm ca • to а ----- tg öe. —— ==J tg ab , cos ca • sm a t=» cos b. 
cos а ° 

50. Gegeben ein Winkel und die Gegenkathete: bc, a. 
tg bc . sin bc . cos а 

t=>8inca, z=sinabf ——— = «шо\ 
tg a sina ' cos ос 

51. Gegeben die Hypotenuse und eine Kathete: ab, ca. 
cos ab sin ca . tg ca 

===== cos bc, ———• ------ sm b, -3-—- ------ cos a. 
cos ca sm ab tgao 

52. Gegeben die beiden, Katheten: bc, ca. 
, , _ tg bc tg ca 

cos bc * cos ca ----- cos ab, . <----! tg a, . ----- to o. 
sm ca smbe 

53. Gegeben die beiden Winkel: a, b. 
, , cos « , cos b 

cot а . cot b =3 cos «0, == cos ОС. ' . •' = cos c«. 
sm b sm а 

Auflösung der Dreiecke i'^erhaupt. 

65. Gegeben zwei Seiten und ein Gegenwinkel: ab, bc, a. 

in ab * $in а ===== sin x, tg ab» cos а == tg y, cos ab. tg «=-===> cotz, 
sin x cos bc ,, ' ' ч *8x 

-—=-, cos (ca — ?/) s=s , cos (b — z) t=a •-. 
Sl« 5c v JJ cos x tgbc 

66. Gegeben zwei Winkel und eine Gegenseite: а, с-, bc. 
sin bc • sin с ==! sin x, tg bc • cos с ===== tg y, cos bC'tg с = з coi #. 

S W i to jp c o s « 

sm ab (=> . to (c« — «/) =-=- ——, sm (b — z) . 
sm a ° if/ tg a cos x 

sm 

sm с 
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67. Gegeben zwei Seiten und der Zwischenwinkel: ca, ab, a. 

ca -\- ab t=t 2$, ca — ab ===== 2J, sin d • cos | a = A, 
sin S • sin ^а == B. 

A . 1 7 A B ^ 
-—- ==• ts x. sin \bc «=» — = 3 , cos а * COS і в P=» 6, 
В sin X COS X 

d • , П C ,r C D 

cos Л - sin \a = 3 u, — t=i tg y, cos ^bc = Lß sin у cos у 
b == у -f- .г, с t=j у — х. 

68. Gegeben zwei Winkel und die Zwischenseite: b, c, be. 

Ь -\- С = 2 5 , b С = 2c?, sin t/ . Sm 4-^c t = А у 
Sin S . COS-y^C -s=a . # , 

л t л B J . , , ^ 
-—- = a /ff Л cos 7 « = — = 3 , COS d . Sin 4rOC «===J C/, 
В sin X COS X 

n c . . € •" D 
cos S . со» ^oc = D, -~~ =i tgy, sin ^a JLf sin у cos у 

ca t=; у -j- ar у ab t=t у — jr. 

69. Gegeben die drei Seiten: be, сa, ab. 

be + ca -\- ab ==? 2S> sin S s=s 2?2 sin (S—bc) . srw (•£>—ca) • 
»а sin (S — aö) t=i ^42. 
—2 === -E V coi £ а = £ . sm ( 5 — b e ) , cot ^-Ь=зЕ» sin (&—cd), 

cot^c = » E . sin ( £ — as) . 

70. Gegeben die drei Winkel: a, b, c. 

а + о -J- с = 2 І Г , — cos J F = . ^ 
.2 cos (W—a) . COS (W—£) »eos (JV-—с) .==== ̂ 2,л .. 

—2 s=3 Е 2 , /g |Äc = E,cos(W—a), tg \ca = E.cos(W—b), 
В tg ^ab ----- E > eos (W~~~ c). 

7 1 . Probegleichungen. 

Äc + ca-\- abe=i "2S, а + b + с = 2 И7, 
sin йс . sin ca . sin ab <---- Ж, sin a . sin b • sin с = з .#, 
4sin Ä • sin (S — be) . Zin (S — ca) • sin (S — ab) = А , 
— 4cos W' eos (W— a) .eos (W—b) . eos (W— <c) :s=a B2. 

^ A.B , ^ 3 ß 3 : „ XT .- В\ ю А" 

Dannist: jfjj^h ̂ f - f ^ ^ ^ J ^ ^ f 
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1. 
Der körperliche Inhalt eines Cubus ist die Cubihzahl 

von der in der Kante des Cubus enthaltenen Maasszahl. 

Unter körperlichem Inhalt 
versteht man diejenige Zahl, 
welche anzeigt, wieviel mal 
der Cubus, dessen Seite ein. / 
angenommenes Maass ist, in 
einem Körper enthalten sey. 
Es wird aber der Cubus 
abcdfghk (IV. 45.) von 
sechs gleichen Quadraten 
begrenzt, welche zu dreien 
in jeder Ecke rechtwinklig 
zusammentreffen. Es sey das 
angenommene Maass in jeder 
Ecke L-mal enthalten, so a 

ist das Quadrat des Maasses in der Grundfläche des Cubus 
abcd oder fghk, L . L oder L2 mal enthalten (III. 1.). 
Theilt man die Kanten des Cubus in ihre L gleichen Theile, 
so erhält man in dem ganzen Cubus / /Schichten, welche das 
angenommene Maass zur Höhe haben. In jeder Schicht ist 
der Cubus des Maasses L2 enthalten, also in dem ganzen 
Cubus L . L . L oder L2 . L oder L3 mal enthalten. Also ist 
der körperliche Inhalt des Cubus К - ^ L3, und die Ober
fläche F = 6 . L\ 

B e i s p i e l . 

Der Fuss hat 12 Zoll, der Cubikfuss 1728 Cubikzoll. 
Der Faden hat 6 Fuss, der Cübikfäden 216 Cubikfuss. 
Die Saschen hat 7 Fuss, die Cubiksaschen 343 Cubikfuss. 
Die Saschen hat 3 Arschin, die Cubiksaschen 27 Cubikarschin. 
Die Kante hat 16 Zoll, der Cubus der Kante 4096 Cubikzoll. 
Die Kante hat 11 Fuss 7 Zoll oder 139 Zoll, der Cubus hat 

2685619 Cubikzoll oder 1554 Cubikfuss 307 Cubikzoll. 
Paucker Geometrie. П. І.О 
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2. 
Alle Cuben sind einander 

ähnlich, «Äre körperlichen Räume -p 
verhalten sich гсіе die Cubikzahlen 
der Kanten oder гсіе die Qua
dratwurzeln aus den Cubihzahlen 
der Oberflächen. 

Wenn man die Cuben abcdfghk 
und Ihmпорqr in einer Ecke b 
und an die Kanten «Ä, bg so 
zusammenstellt, dass die End
fläche abgf mit Ibpo zusammen
fällt, so fallen (IV. 14.) auch die Endfläche ab с d mit Ibmn, 
und bcgh mit bmpq zusammen. Von den übrigen End
flächen sind je zwei auf einer Kante senkrecht, alsq (IV., 2ß.) 
einander parallel, nämlich Inor <?^ adfk,opqr<^fghk9 

mnqr ^ > cdhk. Die Diagonallinien bn> bdt fallen zusammen, 
also (IV. 13. 14.) fallen auch die XHagonalflijohen fynry bdjk 
zusammen. Also (IV. 56.) sind die Cufyen $цз drei ähnli
chen vierseitigen Pyramiden zusammengesetzt,, шіфсЬ.х,&Іцог 
t v badfky bopqr со bfghk^bmnqrc^^edhky^9 
(IV. 57.) sind die Cuben einander ähnjicb, also ihre gleich
namigen Kanten, Diagonallinien und Axen proportionitt - ^ 

bo Ь г . - ь ^ . ; , . . ; , . : .І-Л M 
l---» ,-p- = TT> ibre Oberflächen verhalten sich wie die- Quaf 

' bf bk p i? \ " x ,*' , 
dräte derselben — =±2 -—, ihre körperlichen Räume ег^аЦец 

sich wie die СиЬед d et selben - ^ 
X/3' 

also 

oder 

ю 
к 72 

El 

B e i s p i e l e . 
1) Die Kanten zweier Cuben sind J'SL Fuäs and 15 FMs 

77 Zoll; wie verhalten sich ihre Oberflächen und körperlichen 

2,2-5527 < I)ie, Qbfirfjächen; verhehlten sich also 
wie; jf,00 : 1 0 8 | , d i e k^prperlifiheaRänm4e 
ŵ e IP) : 113. 1 • ,,; ,,,,,. .. •>? 

Räume? 
180 
187|, 2,27300 

1,0417-Г 0,0i773 

1,0S5L 0,03546 •;,;: ;.;',;• ••.-;••= , - , 
1,1303 0,05319 i -i-.i. -t«.V*-.'-- ^̂  ' ; :-•:': 

2) Wie gross ist? der körperliche Inhalt eine« Cubus, 
dessen Oberfläche 3500 QFuss ist? ' - ! 
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F 3,54407 
6 0,77815 

L2~2/76592 

V 2,76592 
L 1,38296 
L 3 4,14888 

3. 

14089 Cubikfuss. 

# 
x 

:'/ / 
/-• ; y 

/ 
/ / / / 

/ 

id 

9 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

Л 

\ 

/ 

/ 

/ 

b 

Der körperliche Inhalt eines * 
senkrechten Parallelepipedums^ 
dessen Grundfläche ein Rechteck 
ist, ist gleich dem Product der 
drei in jeder Ecke zusammen
treffenden Endkanten. 

Das Maass, mit welchem die 
Kanten gemessen werden, sey in 
af X-mal, in ab /?-mal, in ad 
i)-mal enthalten. Folglich ist in a 

der Grundfläche abcd das Quadrat des Maasses В . D-mal 
enthalten. Das ganze Parallelepipedum enthält L Schichten, 
welche das Rechteck abcd = В . D zur Grundfläche, und 
das Maass zur Höhe haben, also ist der Cubus des Maasses 
in dem ganzen Parallelepipedum L . В • /)-mal enthalten, d. h. 
der körperliche Inhalt К = L . В . D. 

Der körperliche Inhalt ist also gleich dem Product der 
Höhe L mit der Grundfläche В . D, und bleibt unverändert, 
wenn bei gleicher Höhe ein andres Rechteck von gleichem 
Flächeninhalt zur Grundfläche angenommen wird. 

Die Seitenfläche ist А = 2£ . В + 2L . D, 
die ganze Oberfläche F = 2 £ . В -f 2L . D + 2 # . D. 

Die Diagonallinien sind ag = ]/Lz + B\ ak = ]/L?+.D\ 

ac = j / i/ 2 + D\ die Axe ah = j /L 2 + B2 + Z>2. 

B e i s p i e l e . 
1) Wenn 1, = 18 Fuss, # = 5 Fuss, D = 12 Fuss, 

so ist jF — 1332 GFuss, К = 3240 Cubikfuss, die Dia
gonallinien sind У 5 4 9 " = 23,43 Fuss, / 4 6 8 = 21,63 Fuss, 
l/369 = 19,21 Fuss, die Axe ^ 6 9 3 = 26,325 Fuss. 

2) Es sey L = 18' . 7", Я = ! 5 ' 9", D = 12' 8". 
L 223 2,34830 
В 189 2,27646 
D 152 2,18184 

1728 6,76246 

К 3,56906 = s 3707,3 Cubikfuss. 
13* 
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Der Unterschied der kör
perlichen Räume zweier Си-
ben ist gleich dem Inhalt 
eines senkrechten Parallelepi-
pedums, dessen Höhe der Un
terschied der Kanten der Gu
ben ist, und dessen Grund
fläche aus dem Quadrat der 
grössern Kante, dem Quadrat 
der kleinern Kante und dem 
Product beider Kanten besteht. 

Es sey ab = A die grös
sere Kante, 16 = В die kleinere Kante. Nimmt man den 
kleinern Cubus vom grossem weg, so besteht das Uebrige 
aus drei Theilen, nämlich aus einem senkrechten Parallelepi-
pedum, dessen Grundfläche adkf — A\ dessen Höhe al 
=z= А — В ist; aus einem senkrechten Parallelepipedum, 
dessen Grundfläche o.pqr = B2, dessen Höhe pg = А — В 
ist; und aus einem senkrechten Parallelepipedum, dessen Grund
fläche cvich = А . В, und dessen Hohe cm = А — В ist. 
Also A* — BS=(A — B) (.42+ А . В-\-Вг) 

А 

f 

z 

ii 

А 

г : '^' 

: о 

го 

: • • - • • 

Id 

:'іУ'І 

''• : \ 
У-:/- • .• . "• 

.. » .. 

1 

У 

р 

ъ 

У 

q 

т 

Beispiel. Es 
- В = А Fuss 

Аг 3814,697 
# 3 3375 

# 3 439,697 

sey А = 154 Fuss, В = s 15 Fuss, 

А2 244,1406 703,5156 
А, В 234,375 А —В ' f 

*' ^ Prod. 439,697 
703,5156 

5. 

Der körperliche Inhalt cnes Cubus, dessen Kante aus 
zwei Theilen besteht, ist gleich der Summe der Cuben der 
beiden Theile, nebst dem dreifachen Parallelepipedum oder 
Product der Kante des ganzen Cubus mit ihren beiden 
Theilen. 

In der Figur des vorigen Satzes sey ab = L, und die 
beiden Theile bl = A, al = B. Nimmt man von dem über 
ab beschriebenen Cubus die über bl, al beschriebenen Cuben 
weg, so sind die übrig bleibenden Stücke: ein Parallelepipe
dum, dessen Grundfläche alos = А • В, dessen Höhe ad 
= L ist; ein Parallelepipedum, dessen Grundfläche gpq 
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= А • В, dessen Höhe fg == L ist; ein Parallelepipedum, 
dessen Grundfläche с m n v ==« А • В, dessen Höhe ch = ; L 
ist. Also ist L" == Аъ + Въ + ЪЬ - Л . 6 , 
oder (Л -j- В)Ъ = АЪ + ЗЛ 2 . # + ЗЛ . Я* + B\ 

Beispiel. Es sey Z = 15- Fuss, ^ = . 15 Fuss, 
В = -J- Fuss. 

Л 3 3375 
# 3 0,2441 

3 . X . ^ . /i 439,4531 

Z,3 3814,6972 

6. 
^MS <ism Inhalte eines Cubus wird die Kante oder 

cubische Seite geometrisch durch Bestimmung zweier mitt
lem Proportionallinien, arithmetisch durch Ausziehung der 
Cuöikwurzel gefunden. 

Das Maass sey =» AT, der Inhalt des Cubus == K, die 
Kante desselben = Z , so ist (VII. 1.) Z,3 = * AT . Л13, wo 
IT eine Zahl bedeutet. Nimmt man zwischen den Linien M 
und К . M zwei mittlere Proportionallinien an, so ist die erste 
von ihnen = 3 L. Denn wenn M : L c=» L : # , und Z : 1? 
=4 # : JK" . M ist, so ist V x=*'B . Ж, und В2 ^ К. 

L 4 J52 

X . Ж Aus der ersten folgt — = —- . Ж2, aus der zweiten 

~ = К . Ж, also L 3 = Я . W3. 

Um die Kante X arithmetisch durch Cubikwurzelauszie-
hung zu finden, wähle man für L einen genäherten Werth A, 

К. M3 Аъ 

und bestimmt die Ergänzung В nach VII. 5., ——5 . 

B e i s p i e l e . 
1) Es sey K==^ 12000 Cubikfiss, M «=. 1 Fuss, erster 

genäherter Werth А == 22 Fuss, J 3 = 10648 Cubikfuss, 
r, .. .. 12000 — 10648 

die Ergänzung В e=i — = 0,8. 
14o2 

Zweiter genäherter Werth Л = . 22,8, A2 *==> 519,84, 
147 64S 

^ 3 ^ 11852,352, В = ' - 0 — 0,09. 
1 o59,52 

Dritter genäherter Werth А = 22,89, J 2 = з 523,9521, 
Л 3 = з 11993,263569, В =* - £ — *=. 0,004285, also 
L с = 22,894285 Fuss. 1571,8563 
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2) Die Kante eines Cubus ist 18^ Zoll, wie gross ist 
die Kante eines Cubus von doppeltem und dreifachem Inhalt"? 

j/2 = : 1,25992 | /3 = 1,44225, 
die Kante des doppelten Cubus 1 8 | . j/2 ----- 23,623 Zoll, 
die Kante des dreifachen Cubus 18z . j/3 ---- 27,042 Zoll. 

7. 
Den Inhalt der Wand eines senkrechten Parallelepipe-

dums zu berechnen. 
Es seyen an dem Parallelepipedum von Aussen gemessen, 

die Höhe = L, die Kanten der Grundfläche В und D, die 
Dicke der Wand ---- «?, so ist der Inhalt der Wand 

: = L . В . D — L (B~-2w) (D — 2w) 
=== 2L . В . w -}- 2Ü/ D . w— 4L . w1 = • ^ . w — 4L . ipa, 
wo A die äussere Seitenfläche bedeutet. 

Der Inhalt der Wand und der beiden Böden ist 
== L . В . D (L — 2M>) (B — 2w) (/> — 2w>) 

= ( 2 L . # -f- 2L -JO + 2#.Z)) w — 4(L + # -f- /)) »* + 8и>3 

= F . w — 4(L + # + i)) w% +8w% 
wo F die äussere Oberfläche bedeutet. 

B e i g p i e 1 e . 

I ) Es sey L _= 10 Fuss, В = 30 Fuss, /) ==. 20 Fuss, 
w « H Fuss, so ist die Wand == 1000 . 1£ — 40 . 2£ 
= 1410 Cubikfuss. 

2> Es sey an einer Kiste L = 3 Fuss, В c=* 1 Fuss, 
D ==a 5 Fuss, w> c=t 1-̂- Zoll = J -i- Fuss, so ist die ganze 
Oberfläche .F = 142 QFuss, also der Inhalt der Wand und 
der Böden « 142 . 2 . — 6 0 . ^ + 8. • тЬг^=* l4* Cubikfuss. 

8. 

Der körperliche Inhalt гіпез 
senkrechten Parallelepipedums, des
sen Grundfläche ein schiefes Paral
lelogramm ist, ist gleich dem Pro-
duct der Hohe mit der Grundfläche. 

Die Grundfläche ab cd sey ein 
schiefes Parallelogramm, die Endkan
ten af==bg.== cA== dk s=j X auf 
der Grundfläche senkrecht. Auf die 
Kante ab stelle man die Ebenen alof, b 
bmng senkrecht, so sind sie (IV. 26.) parallel, und die mit 

; . 9 

/I y'd •my™ 
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ab рагаііеіец Kanten cd, fg,hk sind (IV. 16.) ebenfalls auf 
diesen Ebenen senkrecht, also sind (IV. 13.) die Ebenen abcd, 
abfg, cdhk oder Imno, fghk oder fgno ebenfalls auf 
jenen Ebenen alof, Ьmng senkrecht. Also ist der körper
liche Inhalt des Parallelepipedums abmlfgno (VII. 3.) 
t=j L • ab * al. 

Die beiden dreiseitigen Prismen bcmghn, adlfko ha
ben congruente Endflächen: bcm t=» adl, ghn =x fko, 
bchg = adhf, chnm === ldko, bmng === alof, und 
ihre Ecken (IV. 8.) lT m, n, о sind rechtwinklig. Also kön
nen diese Prismen in diesen Ecken so zusammengestellt wer
den, dass die Endkanten zusammenfallen, nämlich mn mit lo, 
mc mit Id, mb mit la- Da nun auch die Endflächen con-
gruent sind, so werden bei dieser Zusammenstellung alle 
gleichnamigen Endflächen der Prismen zusammenfallen. Also 
sind diese Prismen vollkommen identisch. Also haben sie auch 
gleichen körperlichen Inhalt. Aber abcdfghk = abmlfgno 
— adlfko - j - bcmghn. Also abcdfghk:'==== abmlfgno. 
Also der körperliche Inhalt des Parallelepipedums ab с dfghk 
oder К = L • ab . al. 

Aber der Inhalt des schiefen Parallelogramms a b сd 
= ab . al. Zieht man also in der Grundfläche abcd irgend 
eine Linie == D, und bezeichnet man das Verhältnišs der 
Grundfläche zu D2 durch c? so ist die Grundfläche c=i с • D~, 
und К в==а с • L • D2. Hieraus folgt weiter,, dass der kör
perliche Inhalt eines senkrechten Paraiielepipedums Unverändert 
bleibt, wenn bei gleicher Höhe ein andres Parallelogramm von 
gleichem Flächeninhalt zur Grundfläche angenommen wird. 

Es folgt ferner, dass sich die körperlichen Räume zweier 
senkrechten Parallelepipeda bei gleichen Höhen wie die Grund
flächen, bei gleichen Grundflächen wie die Höhen verhalten, 
und dass sich bei gleichem körperlichen Inhalt die Grundflä
chen umgekehrt wie die Höhen erhalten. 

, 9. '-
Der körperliche Inhalt eines senkrechten dreiseiligen 

Prisma ist gleich dem Product der Höhe mit der Grund
fläche. 

abdfgk ist ein senkrechtes Prisma, dessen Höhe af=^ L, 
dessen Grundfläche abd ein beliebiges Dreieck- Han voll
endet die Parallelogramme abcd, fghk, verbindet ch, so ist 
ch ^ bg <я^ dk, also (IV. 16.) ch auf der Ebene abcd 
senkrecht Wenn man das Prisma bcdghk so umstellt, dass 
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die Ecke ста, ö in rf, d in b fällt, 
so fallen (IV. 11.) die senkrechten End
kanten ch in afj bg in dk, dk in bg * 
zusammen, also sind die Prismen abdfgk, 
сdbhkg identisch, also an körperlichem 
Inhalt gleich, also jedes die Hälfte des 
ganzen Parallelepipedums. Dieses aber 
ist (VII. 8.) gleich dem Product L . abcd, 
also ist der körperliche Inhalt des Prisma 
abdfgk t=j-X . \abcd, also К t = L . 
abd. Man ziehe in der Grundfläche abd 
irgend eine Linie =» D, und bezeichne 
das Verhältniss von abd zu D* durch с, a 

so ist A a b d fc= с . / ) 2 , also К = с . L • Z)s 

10. 
D e r körperliche Inhalt eines senk

rechten vielseitigen Prisma oder einer m 

Säule ist gleich dem Product der 
Hohe mit der Grundfläche. 

Die Grundfläche abcdf ist ein 
beliebiges Vieleck, die Endkanten ag 
= bh- . • • = L sind auf derselben 
senkrecht. Man zieht in der Grund
fläche Diagonallinien da, db\ so sind 
die Vierecke dagl, dbhl (IV. 13. 14.) 
Ebenen, welche auf der Grundfläche f 
senkrecht sind, und die Säule in senk
rechte dreiseitige Prismen theilen. Also 
sind die körperlichen Bäume dieser 
Prismen (VII. $.)bcdhkl=:L-bcd, ubdghl *=* L • abd, 
adfglm = L . adf, also ist der körperliche Inhalt der 
Säule К c=t L . ab Си, f. Zieht man in der Grundfläche 
abcdf eine beliebige Linie = з D, und bezeichnet man das 
Verhältniss der Grundfläche zu D2 durch c, so ist die Grund
fläche abcdf =3 с . D2, und К =5= с * L • D 2 . 

Bezeichnet man den Umfang oder die Summe der Rand
kanten der Grundfläche durch Pf so ist (IV. 49.) die Seiten
fläche der Säule А = L . P. 

Beispiel. Die Höhe der Säule L = 8' 11 , die Grund
fläche ein regelmässiges Achteck, dessen Seite oder Randkante 
D е=і 3' 7", also (V. 51.) с — 4,8284. 

file:///abcd
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L 2,02938 
D 1,63347 
8 0,90309 

144 7,84164 

А 2,40758 = 255,61 ü F . 

L 
D 
D 

с 
1728 

2,02938 

1,63347 

1,63347 

0,68381 

6,76246 

К 2,74259== 552,82 Cbf. 

11. 
Der körperliche Inhalt eines 

dreiseitigen Prisma, welches se?ik-
recht auf seinem Parallelogramm 
ruht, ist gleich dem halben Pro~ 
duct der, Höhe mit der Grund
flüche, 

Auf der Ebene des schiefen 
Parallelogramms abcd sind die 
Endkanten cf == dg = L senk
recht, also sind auch (IV. 13.) die Endflächen cfgd, cfb, 
dga auf der Grundfläche abcd senkrecht. Man fälle ck, dh 
auf ab senkrecht, verbinde fk, gh, so sind (IV. 19.) diese 
Linien, so wie die "Ebenen cf к x. dgh auf der Kante ab к 
senkrecht. Auch sind (IV. 13.) diese Ebenen cfk, dgh auf 
der Grundfläche abcd senkrecht. Also sind an den Tetrae-
demfckb, gdha sämmtliche Endflächen congruente recht
winklige Dreiecke: ckb = dha, fck = gdh, fkb .s== gha, 
fcb = gda. Legt man die congruenten Dreiecke ckb, 
dha an ihren gleichnamigen Ecken zusammen, nämlich с auf 
d, к auf h, b auf a, so fallen auch (IV. 11.) die Endkanten 
cf, dg zusammen. Also sind die Tetraeder fckb, gdha 
identisch, also an körperlichem Inhalt gleich. Aber das Prisma 
abcdfg i=! hkcdfg — f c k b - j - gdha. Also ist an kör
perlichem Inhalt abcdfg — hkcdfg. Aber (VII. 9.) der 
Inhalt von hkcdfg t=t ^L • cd » ck. 
abcdfg oder К == ^L * cd . ck. 
Aber die Grundfläche abcd^=^ сd-ck. 
Also der Inhalt К = \L • abcd. 

Zieht man die Diagonallinien ac, 
bd, af, bg, s o s m d ( W . 13.) die Ebe
nen a cf, b dg auf der Grundfläche 
abcd senkrecht, also ist auch (IV. 17.) 
ihre Kante Im auf derselben senk
recht, also (IV. 16.) Im t=^fc ^ gd, 
also Im = f / c = zgd = т ^ , а 

Also der Inhalt von 
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/, m sind die Schwerpuncte der Parallelogramme abfg, abcd, 
also К ==! Im . abcd, d. h. gleich dem Product der Höhe 
des Schwerpuncts mit der Grundfläche. 

12. 

Der körperliche Inhalt eines 
schiefen dreiseitigen Prisma ist gleich 
dem Product der Höhe mit der Grund
fläche. 

Das schiefe Prisma ist abedfg. 
Man fälle auf die Ebene der Grund
fläche abc die Senkrechten dh = fk 
=== g / == L, so ist (VII. 9.); der kör
perliche Inhalt des senkrechten drei
seitigen Prisma hkldfg 1= L . hkl. 
Die Seiten des Л hkl sind (IV. 23.) a b 
den gleichnamigen Seiten des A abc parallel und gleich. 
Verbindet man also a/i, welche die Seiten bc} kl in m, n 
schneidet, so sind die Parallelogramme (IL 21.) ahlc'= Icmit, 
ahkb = s kbmn, also a hl с - j- äk-кЪ r^- leb к. Also sind 
(VII. 11.) die körperlichen Räume der Prismen ahlegd -f-
ahkb df z=i leb к fg. Aber die Summen der Prismen a bedfg 
-^ lebkfg == hkldfg + ahlegd -f- ahkbdf Also die 
körperlichen Räume der Prismen abedfg -==• hkldfg. Also 
der körperliche Inhalt des Prisma abedfg öderüf ==* L * hkl. 
Aber A hkl = ab с у also К == L . abc. Zieht man in 
der Grundfläche abc eine beliebige Linie = D, und bezeich
net man das Verhältnis« der Grundfläche zu D1 durch c, so 
ist die Grundfläche ab с = с * D 2 , und К = с * L .'Z)V 

Beispiel. Die Höhe L = 8' 3", die Grundfläche abc 
ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seite D 
(V. 51.) с = 0,43301, 

L 1,99564 
D 2,09691 
D 2,09691 

с 9,63650 
1728 6,76246 

К 2,58842 c=s 387,63 Cubikfuss. 

10' 5", also 

13. 
Der körperliche Inhalt eines schiefen Parallelepipedums 

ist gleich dem Product der Höhe mit der Grundfläche. 
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Die Grundfläche ist das Par
allelogramm abcd, auf dessen 
Ebene die Linien fl c= cm -----> L 
senkrecht sind. Das Parallelepi-
pedum wird durch die Diagonal
fläche bdkg in die nicht identi
schen aber symmetrischen dreisei
tigen Prismen (IV. 44.) abdfgh, 
Icdghh getheilt, deren körperli
che Räume (VII. 12.) L . abca 

und L . bcd sind. Da A abd = bcd :=; \abcd, so sind 
die körperlichen Räume dieser nicht identischen aber symme
trischen Prismen einander gleich, also der körperliche Inhalt 
des ganzenParallelepipedums abcdfgJik oderüC=a L . abcd. 
Zieht man in der Grundfläche abcd eine beliebige Linie = / ) , 
und bezeichnet man das Verhältnis« der Grundfläche zu D2 

durch c. so ist die Grundfläche abcd = ? 

m 

D\ also К 

14. 

Aus den Kanten und 
Diagonallinien eines schiefen 
Parallelepipedums den kör
perlichen Inhalt desselben zu 
berechnen. 

Die Grundfläche ist das 
Parallelogramm mnop, die auf 
der Ebene desselben senk
rechte Linie fl die Höhe, also 
(VII. 13.) K*=>f£ . mnop. 
Aber (VI. 14.) / / s = mf * sin 
fml, und (VI. 27.) mnop Й mn » mp • sin pmn. Wenn 
man also die Endkanten mf = E, mn = a E', mp = E" 
setzt, so ist der Inhalt des Parallelepipedums К = E . £ ' . JE". 
sin fml . sin pmn. Beschreibt man in der Ecke m mit 
einem beliebigen Halbmesser ma = mb = me «=J md ein 
sphärisches Dreieck (IV, 68.) abc, welches von der senkrech
ten JLbene fml in ad geschnitten wird, so ist £^fml'= ad, 
[^ pmn =* be, also К = з E * E' • E"» sin ad . sin йс. Aber 
(VI. 47.) s/w ad «=s «in a ö • sm #. Setzt man «й -|- ÄC 
-|- ca = 2$, Asin S i sin (S —+- ab) sin (S —• be) sin (S,-—> cd) 
t=i v42, so ist (VI. 62.) sin ab . sin be • sin b -=?, A, also 

file:///abcd
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sin ad = * sin ab • sin Ъ = 
also K ^ E . JE'. £". A. sin bc 

also sin ad • «ш bc 

Wenn nun die Endkanten mf mn, mp, und die Diago-
nallinien np, pf fn gegeben sind, so berechnet man aus ihnen 
(VI. 44.) die Winkel fmn — ab, nmp *=> bc, pmf = ca, 
hieraus A, und hieraus K. 

Beispiel, mf =з E 
E" s=s 70 Zoll, np t=s 

= = 1 6 2 , ШЙ = £ ' « 76, mp 
82, pf=i 126, fn « 138 Zoll 

/ * 
E' 
E 

ab 

138 
76 
162 

376 

188 
50 
112 
26 

2,27416 
1,69897 
2,04922 
1,41497 

7,11100 
8,55550 
0,25447 

29° 5',96 
58"! 1,92 

K = 

np 
E' 
E" 

bc 

82 
76 
70 

228 

114 
32 
38 
44 

2,05690 
1,50515 
1,57978 
1,64345 

7,32852 
8,66426 
0,16941 

34" 5',90 
68°11',80 

Pf 
E" 
E 

ca 

126 
70 
162 

358 

179 
53 
109 
17 

2,25285 
1,72428 
2,03743 
1,23045 

7,26069 
8,63034 
0,35462 

23°50,,58 
47°4l',16 

= 313,33 Cubikfuss. 

ab 
bc 
ca 
26 
S 

s-
S-
s-
s 
s-
s-
Ä -

A2 

А 
E 
E' 
E" 

5S°li',92 

68°11',80 

47"4i',16 

174" 4',88 

87" 2',44 

-ab 28"50',52 
-bc 18°50',64 
-c«39"21',2S 

9,99942 

-ab 9,68340 
-bc 9,50920 

ca 9,80216 

4 0,60206 

9,59624 

9,79812 

2,20952 

1,88081 

1,84510 

1728 6,76246 

К 2,49601 

15. 

Bei einem Prisma г ; der Inhalt des senkrechten Schnitts 
gleich dem Inhalt irgend eines schiefen Schnitts, multiplicirt 
mit dem Sinus des Neigungswinkels, welchen die Ebene dieses 
schiefen Schnitts mit den Endkanten des Prisma bildet. 

Es sey ад с irgend ein Dreieck in der Ebene des senk
rechten Schnitts, dfg das entsprechende Dreieck in der Ebene 
des schiefen Schnitts, so dass da, fb, gc auf der Ebene 
abc senkrecht sind. Die entsprechenden Seiten dieser Drei
ecke: bc und fg, сa und gd, ab und df schneiden einander 
in Puncten Л, &, /, welche (IV. 24.) in der Kante der Ebe
nen abc, dfg liegen. Zieht man am, bp, со senkrecht auf 
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diese Kante, so sind (IV. 
19.) dm, fp, go, so 
wie die Ebenen amdy 

bpf, cog senkrecht auf 
dieselbe Kante. Der 
Winkel dm а = fp b 
= goc ist (IV. 22.) 
der Kantenwinkel des 
schiefen Schnitts mit dem 
senkrechten Schnitt; der 
Winkel mda = pfb 
r^j ogc = n ist (IV. 
21.) derNeigungswinkel 
der Ebene des schiefen Schnitts dfg gegen die Endkanten 
des Prisma da, fb, gc, also ist (VI. 14.) со ----- go • sin n, 
bp t=i fp . sin n, am ----- dm • sin n. 
A ckh ----- ^hk. со, A gkh ----- ^hk-go, also Д cAA ----- gkh.«/« я, 
A bhl = M. 5/), Z\fhl ------ ^Ai.//,, also A bhl ----- /AZ • sin n, 
А «А;/ ----> ^кі • am, Д <Ш ----- -vfkl. tim, also A akl ----- dkl* sin n. 
Aber A oA:A -̂ - £A/ — aklz=z abc, A g/cA - f - /A /— dkl= dfg, 
also ist auch Д a£e £====: dfg • sm «. 

Wenn df - ^ hk, so ist А й к ( v c/cA, A dfg oo ^^A, 
«#c ca 2 gd2 dfg abc ckh 

ckh ck2 gk2 gkh1 dfg gkh 
also ebenfalls A abc -----> dfg • sin n. 

Jedes einzelne Dreieck des schiefen Schnitts, mit sin n 
multiplicirt, giebt also das entsprechende Dreieck des senk
rechten Schnitts, welches seine Projection ist, also giebt auch 
der ganze Inhalt des schiefen Schnitts, mit sin n multiplicirt, 
den Inhalt des senkrechten Schnitts, welcher seine Projection 
ist. Hieraus folgt noch, dass sich die Flächen zweier schie
fen Schnitte umgekehrt wie die Sinus ihrer Neigungswinkel 
gegen die Endkanten des Prisma verhalten. 

16. 

Der körperliche Inhalt eines schiefen Prisma ist gleich 
dem Product der Höhe mit der Grundfläche. 

Die parallelen Grundflächen des schiefen Prisma sind 
abcdf, ghklm, ag = E die Endkante, gn === L senkrecht 
auf die Grundfläche, die Höhe; gan ----,, n der Neigungswin
kel der Endkante gegen die Grundfläche. 
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Erster Beweis. 
Man ziehe die Querschnitte 

aopqr, gstuv senkrecht auf eine 
Endkante, so sind sie (IV. 16.) auch 
auf den übrigen Endkanten senk
recht. In den prismatischen Körpern ц 
aopqrabedf, gstuvghhlm sind 
die Grundflächen und gleichnamigen 
Endflächen congruent, und da diese 
letztern auf den Grundflächen senk
recht sind, so sind die genannten 
prismatischen Körper aqd, gul iden
tisch, also an körperlichem Inhalt 
gleich. Aber abcdfghhlm => 
aopqrgstuv— aqd -\- gul. Also 
der Inhalt des schiefen Prisma К 
gleich dem Inhalt des senkrechten 
Prisma. Dieses ist aber (VII. 10.) === e g . aopqr, also 
К == ag . aopqr. Aber (VII. 15.) aopqr = * abcd/. sin щ 
also К = E . sin n . abedf = « L . abedf 

Zieht man in der Grundfläche ab с df eine beliebige Linie 
= s / ) , und bezeichnet man das Verhältniss der Grundfläche 
zu D 2 durch с, so ist die Grundfläche abcd/ = с • Л 2 , also 
К = с . sin п . Е . D 2 , oder К = с . Ь . X)2. 

Zweiter Beweis. 
Mart fälle von den Ecken 

der obern Grundfläche ghklm 
senkrechte Linien gn == Л о ==» 
kp t=3 lq ----- m r == L auf die 
Ebene der untern Grundfläche 
ab cd/, so sind alle Seiten der 
Protection nopqr den gleich
namigen Seiten der Grundfläche 
ab cd/ parallel und gleich, also 
abc df !=! n op q r. Aber die 
Figur abcpqrn == abedf -f-
cdqp - + ck/? ̂  + / « « ' t---, 
nopqr + й й о я -j- bepo, also 
ist die Summe der Parallelo
gramme crf<7p + dfrq -{- / Я Й ? 
ist auch 

ab õn •+• bepo. Also 
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±L . cdqp -\- j L . dfrq -|- ±L *fanr =a ±L . «žow + -\L . £c/>o, 
also ist (VII. 11.) die Summe der dreiseiligen Prismen cdqphl 
-J- dfrqlm -f- fanrmg-. t=a abongh + bcpohk. Aber 
der ganze Körper abcp qrnghkUn в=я abcdfghklm 
-f- cdqphl -f- dfrqlm -{- fanrmg r=\ no'pqrghhlm 
•^abongh -j- Ä-cj9 о A/c. Also ist an körperlichem Inhalt das 
schiefe Prisma abcdfghklm oder /Г gleich der Säule 
nopqrghklm. Diese ist aber (VII. 10.) === L . nopqr 
== / , • a b cd/. Also ist der Inhalt des schiefen Prisma i t 
ebenfalls = L . abcdf, oder К r==s с . /, . Z)2, oder üf 

Beispiel. Die Grundfläche des schiefen Prisma ist ein 
regelmässiges Sechseck, dessen Seite oder Randkante D = 4' 7", 
also (V. 51.) с « 2,59807. Die Endkante J5 *=? 9' 1", 
ihr Neigungswinkel gegen die Grundfläche n = 68°27'. 

E 2,03743 
D 1,74036 
D 1,74036 

sin n 9,96853 
с 0,41465 

1728 6,76246 . 

К 2 , 6 6 3 7 9 ^ - 4 6 1 , 0 9 Cubikfuss. 

•nii •' •.•••••.••. . yj: ; / 

Der körperliche Inhalt eines Cy-
linders ist gleich dem Product der 
Höhe mit dei- Grundfläche. 

Die Grundfläche des Cylinders (IV. 
51.) sey eine beliebige krumme Linie 
abc, die Höhe dh => *• senkrecht auf 
die Ebene der Grundfläche, der Inhalt 
der Grundfläche abc == Gv Man a 

beschreibe in und um die Grundfläche n Ь , 
ein Vieleck; ab = df sey eine Seite des eingeschriebenen 
Vielecks, an == do und bя = * fo Theile der Umfangslinie 
des äussern Vielecks. Durch die Seiten des innern Vielecks 
ab, uttd die anliegenden parallelen Seitenlinien des Cylinders 
ad, bf lege man Ebenen, so sind sie die Endflächen eines 
dem Cylinder eingeschriebenen Prisma, dessen Endkanten mit 
den Seitenlinien des Cylinders zusammenfallen. Durch die 
Seiten des äussern Vielecks an, bn, und die anliegenden par-
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allelen Seitenlinien des Cylinders ad, bf, lege man ebenfalls 
Ebenen, so sind sie die Endflächen eines dem Cylinder um
schriebenen Prisma, und berühren die Seitenfläche desselben 
in den Seitenlinien. Wenn man den Inhalt des innern und 
äussern Vielecks durch G', G" bezeichnet, so ist der körper
liche Inhalt des innern Prisma (VII. 16.) ===> L • G', der des 
äussern Prisma == L . G". Also ist der körperliche Inhalt 
des Cylinders К > L . G' und К < L . G". Je kleiner 
aber die Seiten der Vielecke genommen werden, desto mehr 
nähern sich die Prismen in Rücksicht des körperlichen Inhalts 
dem Cylinder, desto kleiner werden also die Unterschiede 
К — L . G' und 5 . 6 — K. Zugleich ist auch G > G' 
und G < G", und die Unterschiede G — 6 , G" — G, 
werden desto kleiner, je kleiner die Seiten der Vielecke ge
nommen werden. Da К ^> L . G — L (G —> G') und 
K<^L • G -\- L (G"— Cr), der zweite Theil aber kleiner als 
jede denkbare Grösse werden kann, so muss К «=» L • G seyn. 

Da (VIT. 16.) der körperliche Inhalt eines Prisma gleich 
dem Product der Endkante mit dem senkrechten Schnitt ist, 
so sey die Seitenlinie des Cylinders ad = E der Inhalt des 
senkrechten Querschnitts hlm = Q. Alsdann lässt sich auf 
die obige Art beweisen, dass А =====E • Q sey. Da nun auch 
К e=» L • G = я sin n • E • G ist, so folgt, dass Q S=J G . 
8Ш 7l sey, wie (VII. 15.) bei jedem Prisma. 

Zieht man in der Grundfläche abc eine beliebige Linie 
==» D, und bezeichnet man das Verhältniss der Grundfläche 
zu Z)2 durch c , so ist die Grundfläche G === с » D% also 

К == с ' L • Z)2, oder A" '===- с'•'• sin n • E . D 2 . 

Wenn die Grundfläche ein Kreis ist, dessen Durchmesser 
==, D, Umfang ==> P , so ist (V. 58.) 

К S=J ^71 /- . Z)2, oder fi" = i ^7r sin n • E • D% 

К c = І - Z, . P 2 , oder / { c = i ш я ..-£ . P\ 
4TL 47i • • • , • • - ! . 

Wenn die Grundfläche eine Ellipse ist, deren Äxen D 
und ck sind, so ist (V. 67.) 

Zf = , inL.,P- d, oder Zf==* Ĵ -тг Z'XP ff. «О2 ~ ттг* £ ( # — ch^ 
d. h. der elliptische Cylinder kann als der Unterschied zweier 
Kreiscylinder berechnet werden. Bei einem- senkrechten Kreis-
cylinder, dessen Wand die Dicke ----- w hat , äusserer Durch
messer ----- Z>, innerer Durchmesser d == D — 1 w , ist der 
Inhalt der Wand == \n L . Z)2 — \n L . d2 ----- ^ L (Z) -— d) 
( D - j - d ) i= : 7lL * W {ü ff?) 5=s ж L • w> ( d - j- «?). 
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Bei einem senkrechten Kreiscylinder ist (IV. 52.) die 
Seitenfläche А = L . P =» n . L • D, die ganze Oberfläche 
F « Tr £ . D 4- 4-я . Z)2. 

Bei einem senkrechten gleichseitigen Kreiscylinder ist 
die Höhe dem Durchmesser gleich, also D t=j L, folglich 

D\ F » fr D\ К — l~ ™ 71 \n - D\ 

B e i s p i e l e . 

1) Bei einem senkrechten gleichseitigen Kreiscylinder ist 

L « D t= 
D 1,17609 
D 1,17609 
n 0,49715 

А 2,84933 

15 Zoll. 

D 1,17609 
D 1,17609 
4?r 0,67324 
F 3,02542 

D 1,17609 

D
2
 2,35218 

\n 9,89509 
К 3,42336 

А = 706,85 DZ. 
F => 1060,3 DZ. 
if *==> 2650,7 CZ. 

2) Bei einem senkrechten Kreiscylinder ist L р=з P == 
20 Zoll. 

P 3 3,90309 *F = 463,66 DZoll 
1 /f =.' 636,62 Cubikzoll. 

2,60206 

1 4 0,06414 
^ 2тг ' 

F 

— 8,90078 
4zc 

2,66620 ^ 2,80387 

C3 = /f 7Г D2 

3) Bei einem senkrechten gleichseitigen Kreiscylinder ist 
Z> t==» JL ===== 100, wie gross ist die Kante С eines Cubus von 
gleichem Inhalt? 

D
3
 6, 

in 9,89509 

К 5,89509 

С 1,96503 р=я 92,264. 

L 1, 

D
2
 1,20412 

\n 9,89509 
К 2,09921 = 125,66 Cub.-F. 

L 1,24097 
D 0,92082 
D 0,92082 

4) Bei einem senkrechten 
Kreiscylinder ist: 
L = 10 Fuss, D =3 4 Fuss. 

5) Bei einem senkrech
ten Kreiscylinder \U\ 
L = 17-JV'Z., D <==* 8|- Z. 

Paucker Geometrie. II. 

£* 9,89509 
К 2,97770 949,95 Cnb.-Z. 

14 
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6) Bei einem rigischen 
runden Loof ist der Inhalt 
К = 4202,5 russ. Cubikzoll, 
die innere Weite D = 20 Z., 
wie gross die Höhe? 

7) Bei einem senk
rechten Kreiscylinder ist der 
Umfang P = 811 Zoll, 
L ----- 314- Zoll. 

8) Bei einem senkrechten hohlen Kreiscylinder ist die 
innere Höhe L =» 13-J- Zoll, der äussere Durchmesser D = i 
214- ^o\\, der innere d -=• 20 Zoll, die Wand- und Boden
decke г л і = | Zoll, wie gross ist der Inhalt der Wand und 
des untern Bodens? 

i К 3,62351 
; #

2
 2,60206 

. \n 9,89509 

L 1,12636 s= 

L 1,49831 
P 1,91116 
P 1,91116 
±n 8,90078 
1728 6,76246 

К 0,98387 = 

=» 13,377 Zoll. 

: 9,6354 Cub.-F, 

w 
D — w 
n 

1,12630 
9,87506 
1,31702 

9,87506 
, 1,33244 

1,33244 
9,89509 

Wand 2,81553 Boden 2,43503 

w 
D 
D 

0,49715 ±7i 

Wand 653,93 
Boden 272,29 

926,22 Cub.-Z. 

9) Bei einem senk
rechten elliptischen Cylinder 
ist D «= 26 Zoll, d -----

Zoll, I, ----- 37 Zoll. 2 Ц 

1,56820 
1,41497 
1,33244 
9,89509 

10) Bei einem schie
fen Kreiscylinder ist E ====» 
12 Fuss, D -^ 8 Fuss, 
Neigung n ----- 78°39'. 

L 
D 
d 
\n 
К 4,21070 ----- 16244 Cub.-Z. 

E 1,07918 
D 0,90309 
D 0,90309 
sinn 9,99142 

К 

9,89509 

2,77187 = 591,39 Cuh.-F. 

18. 
Der körperliche Inhalt eines Tetraeders ist der dritte 

Theil des Products der Höhe mit der Gründfläche. 
Das Tetraeder ist abcd. Man vollende das Prisma, in

dem man bf und cg <f=* B=J ad zieht, und man ziehe cf, 
so ergeben sich in dem Prisma drei Tetraeder «iaöe, dbcf 
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dc fg. Die Tetraeder dabc, dbcf 
haben die gemeinschaftliche Spitze c, & 
und ihre Grundflächen dab, dbf sind 
die Hälften des Parallelogramms dabf, 
also haben dabc, dbcf gleiche Höhe 
und Grundfläche. Die Tetraeder dbcf, 
dcfg haben in d eine gemeinschaft
liche Spitze, und ihre Grundflächen 
b cfy cfg sind die Hälften des Par
allelogramms bfgCy also haben dbcf 
dcfg gleiche Grundfläche und Hohe. Wenn also bewiesen 
wird, dass Tetraeder von gleicher Hohe und Grundfläche an 
körperlichem Inhalt gleich sind, so ist der Inhalt des Tetrae
ders dabc der dritte Theil des Inhalts des Prisma abcdfg, 
welches mit ihm gleiche Höhe und Grundfläche hat. 

K r e t e r B e w e i s . 
Man theilt die Kante d 

ad in n gleiche Theile, legt ^¥P7\ e 
durch die Theilpuncte die *- A^v/^A 
Ebenen fm, go u. s. w. mit y\* ^^ч 1 \$ 
der Grundfläche abc par-
allel. Durch die Kanten ' '5'^^^V V^>^ 
dieser Ebenen auf der End- ^ \^^.../:^^^у:\^^...Ліс 
fläche dbc legt man Ebenen yV-' \ 
mit a d parallel. Dadurch X/X. ... \N^^f l "4x \ ' '-\jx^ 
erhält man eine Reihe von \Лч '-У\р*х° \ ^ 
Prismen, welche dem Te- V \ v f ? 3 ^ ^ 
traeder abcd eingeschrieben ^ \ Z " ^ r 
und umschrieben sind. Der 
körperliche Inhalt des Pr' ma 
dlmf *=* fmug sey M, so ist fnog = govh e=* 4M, 
gpqh «==a hqick ---- 9M, hrsh = hsxa «=* IQM, ktba 
= ЧЬМ u.s.w. Der körperliche Inhalt des Tetraeders abcd 
sey K, so ist 

К > M -f- 4M -f UM - [ - ( „ — l ) 2 . M 
К < M + 4M + UM -f n2 . M. 

Aber i + 4 + 9 . . . 

1 + 4+J9...+,' B «(»+OPl+j) : 
6 

14* 
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Also К > M • " ( я - 1 ) ( 2 я - 1 ) 

к < м . «_он-'На» + '>. 
Die Höhe des Tetraeders abcd sey £= £,, die Grund-

fläche abc e=* Cr, so ist JW === —-v—, also 

'>^-»(»--3( |-s) 

Indem man nun die Anzahl der Theile # immer grösser 

nimmt, werden die Brüche —, — immer kleiner, und können 

kleiner als jede denkbare Grösse werden. Folglich ist genau 
К = -У L . G. 

Z w e i t e r B e w e i s . 

Das Tetraeder ad cd hat die ^ # 
Grundfläche ад с = з G, die Höhe \v ^s[\ 
L. Man halbirt die Kanten in / , \N» ./ / \ 
g, h, k, l, m, so sind (II. 36.) АхЧ-/ \f 
fh ^=i> km <я̂  ac, fg ^ ab, gh \ 
*=*> kl ^ be, also (IV. 32.) die / '"W \ 
Ebene^gÄ <^> abc, gkm<^> dac, et ./.L\\. \ « 
Д fgh =F=> akl =5 kbm =s \G, \ / / ' " \ ^ ^ 

/^mc = -yCr, die Höhe der Pris- m\'"\'""'^/i 
men akl/gh, klcmgh ist ^/,, also \L^^ 
(VII. 12.) a^i /g/ l = IL.G. Das b 
Prisma klcmgh 5-.-i (VII. 13.) die Hälfte eines Parallelepipe-
dums, dessen Grundfläche Ikmc =s -^G, dessen Höhe ̂ L, 
also ist ebenfalls klcmgh t=x -^L • G, also beide Prismen zu
sammen (=s \L . Cr. Vollendet man über fgh das Prisma 
fghdno = akl fgh = -g-̂  * Cr, so ist das Tetraeder/gu c? 
<^ fghdno, also <^ -J.JÜ . Cr. Das Tetraeder kbmg ist mit 
dem Tetraeder fghd identisch, also ebenfalls <^ ±L • G, also 
beide Tetraeder zusammen < \L . G. Wenn also der kör
perliche Inhalt des Tetraeders abcd = К ist, so ist 

К > i ü . G und Я < ££ . G + i L . Cr. 
Halbirt man auf dieselbe Art die Kanten der Tetraeder fghd, 
kbmg, so ist jedes derselben ^> -^L . G und < -3VL . Cr + 
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~f- TVIr . G, also beide zusammen > T'^L . Cr und <^^L . G 
} + TVL • G> a l s o Ä" > \L . G + .j^X . G und üf < \L . G 

-j- T^L . G -+- TV^ • G-

Bei dieser Halbirung entstehen vier Tetraeder. Wenn 
man die Kanten derselben wieder halbirt, so ist jedes der
selben > T T ^ ' G, und < Т Т Б ^ • Cr + TTG-£ • Cr, also alle 
vier zusammen > $\L . G und <^ .g-'jZ • ^ Hb ^т^ • ^, also 

K > * L . G + ^ L . G + T?TL. G, 

und ІГ < i £ . G + T^L . G + ^ L . G + r V^ • G. 

Nach w Halbirungen der Kanten ist also 

к>ь.в(±. + ^ + ±.... + 1 ) 

* < £ . e ( i - + -L + J , . . . . + ^ + ^ ) 
oder durch Summirung dieser geometrischen Progression: 

К > {L . G — »L . G . — , 

/Г < А . £ . G' + 4Z, . G . —. 

Da bei fortgesetzter Halbirung der zweite Theil kleiner 
als jede denkbare Grösse werden kann, so ist genau 

E=-\L-.G. 

D r i t t e r B e w e i s . 

Das Tetraeder ist 
abcd, die Kanten da, 
dl/, de, ab, ca sind 
in/', g, h, k, l halbst, 
also ist nach dem vori
gen Beweis abcd = з 
2 .dfgh+ 2 -aklfgh 
oder abcd = * 2 • aklf 
-f- 2 . aklfgh. Das 
Tetraeder abcd sey an 
körperlichem Inhalt ei
nem Prisma an с dop * n и q а 
von gleicher Hohe gleich, dessen Grundfläche <3as Д an с ist. 
Das Tetraeder aklf ist (IV. 56.) dem Tetraeder abcd ähn
lich. Man ziehe lq <я̂  cw, Ar <Rv CW ^ ^ /?o, so ist das 
Prisina aqlfrh (IV. 57.) dem Prisma ancdop ähnlich, und 



214 

Д alq : а kl == асп : abc, also ist auch an körperlichem 
Inhalt Tetraeder ahlf «= aqlfrh. Aber vermöge der 
Annahme ist an с dop E=J 2 . aklf -f- 2 . aklfgh, also 
\ancdop oder anefst ==» aklf + aklfgh, also anefst 
===» aqlfrh -}- aklfgh. Diese drei Prismen haben gleiche 
Hohen, also sind ihre Grundflächen Д «wc = «g/ + «&/. 
Man halbire «& in «, so ist А «А;/ ==з л с м , also ist А «wc 

= «</i -j- acu, also A с я м t=» aal. Aber —^- == —„ 
anc ac~ 

=rr- ^., also А спи = І Й Й С . Also А anc t=» J « с м 
==» ^abc. 

Wenn also das Tetraeder abcd den körperlichen Inhalt 
K, die Höhe X, die Grundfläche abc *=* & hat , so ist К 
I==I ^ £ • <3. Zieht man in der Grundfläche eine beliebige 
Linie t=* D , und bezeichnet man das Verhältnis der Grund
fläche zu / ) 2 durch c , so ist Ä" = » $c • L - / ) 2 . 

Theilt man die Kanten des d 
Tetraeders in drei gleiche Theile 
ak ==== \ad, bg t=i 4fbd, cls==t^cd, 
so ist (IV. 32.) die Ebene к gl 
oder fgh der Grundfläche des 
Tetraeders parallel, und geht (V. 
13.) durch die Schwerpuncte der 
Endflächen dab, dbc, dca. Das 
Tetraeder ist an körperlichem In
halt dem Prisma ab с fgh gleich, d e 

B e i s p i e l e » 

1) Bei einem regelmässigen Tetraeder sind alle End
flächen gleich, itige Dreiecke. Wenn die Endkante = D , 
so ist der Cosinus ihrer Neigung gegen die Grundfläche (VI. 
Aufg. 72.) - - - j / | , also L =* fö , D. Es sey D ----- 10'5", 
wie gross ist der körperliche Inhalt? 

D 2,09691 
D2 4,19382 
|/J. 9,91195 

j/ T^ «=* с 9,63650 
$ 9,52288 

1728 6,76246 

К 2,12452 = 133,21 Cubikfuss. 

file:///ancdop
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2) Die Grundfläche ist 
ein gleichseitiges Dreieck, 
D t==S 11'7", L 30'5 

L 2,56229 
D 2,14301 
D 2,14301 
с 9,63650 
4- 9,52288 
1728 6,76246 

К 2,77015 == 589,04 Cub. F. 

19. 

Der körperliche Inhalt einer Py
ramide ist gleich dem dritten Theil 
des Products der Hohe mit der Grund-
fläche. 

Die Höhe der Pyramide sey ah 
= L. Man theilt ihre Grundfläche 
bcdfg durch Diagonallinien in Drei
ecke, so ist (VII. 18.) а 6 c h 
hch, acdh = -JX . cdh, adfh 
\L . fgh, agbh = 
körperliche Inhalt 
=» ^X . bcdfg. 
Kige Linie == D, 
Grundfläche zu D2 

^L» 
& 

iL 
dfh, afgh *==* 

gbh, also durch Summirung der 
der ganzen Pyramide abc dfg oder К 
Zieht man in der Grundfläche eine belie-
und bezeichnet man das Verhältnis der 
durch c, so ist К == -J-c' • L . D2. 

Bei einer regelmässigen Pyramide ist die Grundfläche ein 
regelmässiges Vieleck, dessen Mittelpunct h, Umfang ----- P, 
Centralwinkel bhc «=я m, und die Seitenfläche (IV. 54.) 
А == ^ak . JP, wenn ak, hk (IV. 19.) senkrecht auf bc 
sind. Es sey hier die Randkante J c t = : J ) , so ist bk с=з ^-D, 

4L h 
hk ==> ^D . cot \m, tg к е=з — » tg ^7«, ak D sin к 

B e i s p i e l e « 
l ) Bei einer unregelmäs

sigen Pyramide ist die Grund
fläche ein Quadrat, die Rand
kante D = 8' 7", die Höhe 
L => 21 ' 6", с = 1. 

L 2,41162 
D 2,01284 
D 2,01284 
•J- 9,52288 
1728 6,76246 

К 2,72264 =. 528 Cub.-F. 

2) Bei einer regelmässigen Pyramide ist die Höhe L => 
15', die Grundfläche ein regelmässiges Sechseck, die Rand
kante D ===== 7 Fuss, also (V. 51.) с == 2,59807, m « 60°. 
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L 1,17609 
D 0,84510 
D 0,84510 
с 0,41465 
l. 9,52288 

К 2,80382 = : 636,53 Cub.-F. 

tgim 
2L 
D 
tg к 
sin к 
L 
ak 

9,76144 
1,47712 
0,84510 

0,39342 
9,96714 
1,17609 

1,20895 

ak 1,20895 
£P 1,32222 

А 2,53117 

A= 339,75 
D"F. 

20. 
Der körperliche Inhalt eines 

schief geschnittenen dreiseitigen д | 
Prisma ist gleich dem dritten 
Theil des Products der Summe 
der Höhen mit der Grundflache, 
oder gleich dem Product der 
Hohe des obern Schicerpuncts 
mit der Grundfläche. 

Die Grundfläche ist abc 
----- G, die parallelen Endkatiteii 
sind ad, bf, cg, die von d, f, g 
auf die Grundfläche gefällten Hö
hen sind L', L", V", der schiefe 
Schnitt dfg schneidet die Grund
fläche abc in der Kante hkl. 
Der prismatische Körper ab с dfg ----- К besteht aus den Te
traedern dabc, dbcf, de fg. Das Tetraeder dabc (VII. 18.) 
ist ----- \V» G. Die Tetraeder dabc, dbcf haben in с eine 
gemeinschaftliche Spitze und verhalten sich also (VII. 18.) wie 
ihre Grundflächen, wie A dab : dbf -=• ad : bf==L' : L", 
also Tetraeder dbcf *=* \L'. Cr. Die Tetraeder dbcf, defg 
haben in d с іе gemeinschaftliche Spitze und verhalten sich 
also wie ihre Grundflächen, wie Д b cf : cfg ----- bf : cg 
« L" : L'", also Tetraeder defg ----- \U". G. Also ihre 
Summe К ----- {{V + L" + L w ) • G. . 

Zieht man in der Grundfläche eine beliebige Linie ----- D 
und bezeichnet man das Verhältniss der Grundfläche zu D2 

mit c, so ist 6 ----- o . D\ also / 5 - - - - ^ . (Z/ + L" + Z/") . D\ 
Halbirt man bc, ca, ab in o, p, q, imdfg, gd, df in 

r, s, t, so sind die Linien or, ps, qt den Endkanten ad, 
bf, cg parallel, die Diagonallinien ao, bp, cq schneiden ein
ander in u, die Diagonallinien dr, fs, gt schneiden einander 
in m. Die Puncte и, m sind (V. 13.) die Schwerpuncte der 
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Dreiecke abc, dfg, und um den Endkanten ad, bf, cg par
allel. Also ist bf + cg :==^ 2 . or, 2 • or -(- öd ==: 3 . um, 
also «df-j- ö/° -^ oẐ  r--, 3 . «in. Fället man also von dem 
obern Schwerpunct m auf die Grundfläche abc die senkrechte 
Höhe mn z=i L, so ist 3L s= L' + ^ + ^"? also ist 
К => L . G oder /f =3 с . L . D\ 

Bezeichnet man die Schwerpunctslinie mu durch E, und 
den Neigungswinkel der Endkanten ad, bf, cg, oder der 
Schwerpunctslinie E gegen die Grundfläche abc durch n, so 
ist E . sin n = /y, also К = sin n • E • G oder jfif = 
с • sin n • E * D2. Wenn eine Ebene die Endkanten senk
recht durchschneidet, und der Inhalt des senkrechten Schnitts 
durch Q bezeichnet wird, so ist (VII. 15.) 6r . sin n = Q, 
also К =* E . Q. 

B e i s p i e l e . 
1) Die Grundfläche L'+L"+L"1 1,40654 

G == 56 QEuss, die G 1,74819 
Höhen L' = V 8", L ± 9,52288 
= ; 9' 3", L'" = 8' 7". К 2 , 6 7 7 6 1 = 476 G-F. 

2) Die Grundfläche G L+ L"-\- L'" 1,54407 
= t 184- QZoll, die Höhen G 1,26717 
/ / •= ,10" , £ " = 1 2 " , Z/" i- 9,52288 
= 13"'. К 2,33412 = 215,83. 

21. 

Der körperliche Inhalt eines schief
geschnittenen Parallelepipedums ist 
gleich der Hälfte des Products der 
Gegenhöhen mit der Grundfläche, oder 
gleich dem Produci der Höhe des 
obern Schwerpuncts mit der Grund- f 
fläche. 

Die Grundfläche ist abcd= G, 
der schiefe Schnitt fghk ist ebenfalls« 
ein Parallelogramm. Die Durchschnitte der Diagonallinien /, 
m sind die Schwerpuncte dieser Parallelogramme,' und Im 
den Endkanten af bg, ch, dk parallel. Also ist 2/m = af 
-|- ch = bg - j - dk. Also wenn man die Endkanten durch 
E, die Hohen durch L, den Neigungswinkel der Endkanten 
gegen die Grundfläche durch n bezeichnet, so ist 

2E = E -f E'" i=s JE" - j - JE"", 
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also 6£ *=* (E' + E" + E'") + ( £ ' + JE"' + E'"% 
E . sin n ==: L, also auch 
6 .L = (U + L ' + L") + (Z/ + L'" + X""). Aber (VII. 20.) 
abcfgh == H # + *<" + £"') - G, und «cd/Au = 
^•(Z/ + ^ Hb ^ ) • G, also der körperliche Inhalt des 
ganzen schiefgeschnittenen Parallelepipedums ^ t = i L . G a 
с . £ . D2 =s с . sin n * E • D\ 

Beispiel. Die Grundfläche 
6 =4 56^ DF., I / = 10^-R Z, 1,11394 
L" = . 12£ F., L"' ^ 15£- F. G 1,75205 
a lsoX'"=:13^F. , 1 = 1 3 F. К 2,86599 « 734,5 Cub.-F. 

22. 
I?et einem schief 

geschnittenen Prisma 
aus den Höhen oder 
Endkanten dreier 
Puncte die Höhe oder 
Endkante des vierten 
Puncts zu bestimmen. 

Die Grundfläche 
ist abcd, der schiefe 
Schnitt/gAÄr, ihre ge
meinschaftliche Kante 
pq, die Endkanten af 
= E', bg*=*FJ', ch 
e=J JE'", dk =? E"", 
ihre Neiguug gegen 
die Grundfläche =s 
я, die Höhen fl 
E'. $ш я 
== L'\ ho « £ 

L', F M X", AM S=S JB . «/« тг 
Der körperliche Inhalt 

г=э JE" . sin n 
sin n =5 L"". 

des vierseitigen schief geschnittenen Prisma ist durch Addition 
der beiden dreiseitigen (VII. 20.) К = ^(L r + X," + X/>. 
abc + •£(!/ + Z/" + X/'") . « c d und К *=» £(!/ ' + Z/" 
-Ь X"") £<?<* + i (L" + L"" + L') . bda, also Zf « -J-(L' 
l" + | / " + X/") . «Jcrf = : 4-Х"" . abc — -J-X" . acd und 
JfiT » i ( I ' -j- L" + X/" + L"") abcd — iL'.bcd — \L" . 
ölia. Also X"" . «so =» Z/ . äcrf — X/' . acd -J- X'" » bda 
und JE"", лис *=. E'. bcd — JE", «crf + E'". bda. 

Wenn also die Grundfläche und ihre Theile gegeben sind, 
so kann man aus drei Höhen L', X/', Lm die vierte X"", und 
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aus drei Endkanten E', JE", £'" die vierte JE"" finden. Die 
obige Gleichung heisst in der analytischen Geometrie die 
Gleichung der Ebene. 

B e i s p i e l e . 
1) Es ist abcd == 18, abc ----- 6, aed = з 12, öl/« 

= 10, s ö l i - - 8 DZoll, L' = 10, / / '== 12, Z/"=>13ZolI, 
10 . 8 — 12 . 1 2 + 13 . 10 

so ist L"" 

hieraus К 
6 

206 Cubikzoll. 

= = 1 1 Zoll, und 

2) Es ist abedfg ein regelmässiges Sechseck, dessen 
Theile abc = 1 
L" « 12, L" = 
Hieraus das 4 t e L = 

das 5 t e L s=i 
das 6 t e I » 

Hieraus das mittlere 
von abd = : o? 

i2t 1 + 4 

aed = 2, « c / ----- 3 QZoll, V 
13 Zoll. 

= 10 . 1 — 12 . 2 + 
=i 10 . 2 — 12 . 3 4" 
-, 10 . 2 — 12 . 2 -І-

D von bed =* 
von a/ii 

! 2 i 

13 . 2 
13 . 2 
13 . 1 
Zoll, 

l l j-, 

1 + 14 2 + 

23. 

101 
1 0 2 

10, 

12 Zoll, 
10 Zoll, 

9 Zoll. 
von afg == 

2 -----
also JK" 

66 DZoll. 

De?' körperliche In
halt eines schief ge
schnittenen Prisma ist 
gleich dem Product der 
Höhe des obern Schwer-
punets mit der Grund-
ßüche. 

Der senkrechte Durch
schnitt des prismatischen 
Körpers sey ein hei' -
biges Vieleck abcdf, 
der schiefe Schnitt sey 
g h к lm. Die Endkanten 
ag, bh, ck, dl, fm 
sind auf der Ebene ab cd/ 
senkrecht und bilden mit 
der Ebene des schiefen 
Schnitts ghklm den Neigungswinkel = », so ist der Winkel 
des schiefen und senkrechten Schnitts an ihrer gemeinschaft
lichen Kante zz ==J R — n. 

Durch Halbirung der Seiten ergeben sich in den Drei
ecken abc, aed, adf die Schwerpuncte (V. 13.) w, o, /?, 
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und in den Dreiecken ghk, gkl, glm die Schwerpuncte r, 
8, t. Die Linien, nr, os, pt sind (VII. 20.) den Endkanten 
ag, bh u. s. w. parallel, also auf der Ebene abcdf senk
recht. Auch ist (VII. 20.) der Inhalt der dreiseitigen schief-
geschnittenen Prismen abcdfg ==» nr - abc, acdghl = 
0 8 - acd, adfglm = pt • adf also der körperliche Inhalt 
des schiefgeschnittenen vielseitigen Prisma К = s nr . abc 
-J- os . асе? -f- p£ . ad/. Zieht man von den Puncten n, 
o, j» auf die Kante zz die senkrechten Linien nv, ow, px, 
so sind auch (IV. 19.) die Linien rvy sw, tx auf der Kante 
zz senkrecht, also die Winkel nrv ===» osw = ptx *=: tt, 
also nr === Й • ooi n , o« = : ow? . cot n, pt t=t px . cotn. 
Wenn man also die obige Gleichung durch cot n dividirt, 
oder mit tg n multiplicirt, so ist К . tg n «=* nv . « £ c 
•\- ow • acd -{- px • ad f. Es sey nun q der Schwerpunct 
der ganzen Figur abcdf, und gry senkrecht auf die Kante 
zz gezogen, so wird die Lage dieses Schwerpuncts durch 
folgende zwei Gleichungen bestimmt: 

1) qy . abcdf ----- nv • abc + ÖW . «<?</ -J- рл : • ad f. 
2) яг/ . abcdf ==s яг; • а й с -|- 2«? . ас</ -f- ж а г * adf 

Aus der ersten Gleichung folgt: 
К * tg n = ^ y . abcdf, also ЛГ = • cot n • qy > abcdf 

Errichtet man in q eine senkrechte Linie auf die Grund
fläche, so ist cotn • qy = qu = s L, also К = L • abcdf, 
d. h. der körperliche Inhalt ist gleich dem Product der im 
Schwerpunct der Grundfläche bis an die schiefe Ebene errich
teten Höhe mit der Grundfläche. 

Es ist aber (VII. 15.) abc = ghk . sin n, acd =i 
gkl • sin n, adf c=t glm • sin n, abcdf == ghklm • sin n; 
ferner nv = гг; » sin n, ow = sw • sin n, px = ia7 • яги n, 
qy с=з wy . sin n. Wenn man also jene Gleichungen zu 
beiden Seiten, die erste ^vei Mal, die andre einmal mit sin n 
dividirt, so ergiebt sich: 

uy • ghklm = rv • ghk -{- sw . gkl -{- î 7 * glm, 
zy . ghklm = a u • gÄA; - j - 2w 'gkl -f- ÄJ? • glm. -

Dieses sind aber die Gleichungen des Schwerpuncts des 
schiefen Schnitts ghklm, also ist « dieser Schwerpunct, also 
ist qu = L die Höhe des Schwerpuncts der schiefen Fläche 
ghklm über dem senkrechten Durchschnitt abcdf 

Es sey nun noprs die Grundfläche eines prismatischen 
Körpers, ghklm ein schiefer Schnitt, abcdf ein auf die 
Endkanten senkrechter Schnitt, q der Schwerpunct desselben, 
und in q auf die Ebene abcdf eine senkrechte Linie bis an 
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die Ebenen noprs, ghklm 
errichtet, welche dieselben in 
den Puncten t, и schneidet, so 
sind t, и die Schwerpuncte der 
Flachen noprs, ghklm, und 
es ist der körperliche Inhalt von 
dem obern Stück = qи • abcd, 
der körperliche Inhalt von dem 
untern Stück = qt • ad od, 
also der Inhalt des zwischen 
den Flächen noprs, ghklm 
enthaltenen Körpers К = tu • 
abc df. Nimmt man zur Grund
fläche das Vieleck noprs s=s G 
an, und setzt man den Winkel, 
welchen die Endkanten ng, oh 
u. s. w. mit der Grundfläche noprs bilden, г=з n, so ist 
(VII. 15.) abcdf = G . sin n, also К == tu . sin n • Cr. 
Fället man von dem Schwerpunct и der obern Fläche ghklm 
eine senkrechte Linie uv = L auf die Grundfläche, so ist 
tu . sin n == uv = L, also К «= L • 6r. Zieht man in 
der Grundfläche eine beliebige Linie = D, und bezeichnet 
man das Verhältniss der Grundfläche zu D2 durch c, so ist 
G = . c D * , also К = с . X . D\ 

24. 
Der körperliche Inhalt eines 

schief geschnittenen Cylinders ist 
gleich dem Producl der Höhe des 
obern Schwerpuncts mit der Grund
fläche. 

Die Grundfläche cL.* Cylinders 
sey die krumme Linie abcd, der 
schiefe Schmttfghk, der Schwerpunct 
desselben l, die von diesem Schwer
punct auf die Grundfläche gefällte11 

senkrechte Linie oder Höhe Im г=з L, Ъ 
der Inhalt der Grundfläche abcd = G. Man beschreibt in 
und um die Grundfläche Vielecke, deren Flächen G' und G" 
seyen, so ist G ^> G' und G < G". Durch die Seiten 
des Innern Vielecks legt man Ebenen, deren Endkanten in 
der Seitenfläche des Cylinders liegen, und in der krummen 
Linie des schiefen Schnitts fghk ein eingeschriebenes Vieleck 
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bilden, dessen Schwerpimct V sey, die von demselben auf die 
Grundfläche gefällte Höhe Vm' = 3 JJ. Durch die Seiten des 
äussern Vielecks lege man Ebenen, welche die Seitenfläche 
des Cylinders berühren, und um die krumme Linie des schie
fen Schnitts fghk ein umschriebenes Vieleck bilden, dessen 
Schwerpunct l" sey, die von demselben auf die Grundfläche 
gefällte Höhe X'm « L. Also ist (VII. 23.) der körper
liche Inhalt des eingeschriebenen Prisma ----- JJ • G', des um
schriebenen Prisma C=J L" . G", und der körperliche Inhalt des 
schief geschnittenen Cylinders К ^> JJ • G' und К <^ L" . G". 
Je grösser die Anzahl der Seiten des eingeschriebene» und 
umschriebenen Vielecks genommen wird, desto mehr nähern 
sich die Flächen G', G" der Fläche G, und die Höhen L% 
L" der Höhe L als ihrer gemeinschaftlichen Grenze. Die Un
terschiede zwischen G', G" und G, zwischen / / , JJ' und £ , 
können kleiner als jede denkbare Grösse werden. Folglich 
ist genau К = L . G. Zieht man in der Grundfläche eine 
beliebige Linie е=з D, und bezeichnet man das Verhältniss der 
Grundfläche zu Z)2 durch c , so ist К e=» с • L . / ) 2 . 

25. 
Die körperlichen Räume ähnli- //Л\ 

сЛег Pyramiden verhalten sich wie / I! Д\ 
die Cuben ihrer gleichnamigen Linien. / / .-,M \ 

Wenn die Pyramide abedfg y&* 7. .Л'-\ /\ 
durch eine mit der Grundfläche beäfg^-^^"j \i \ / 7 / 
parallele Ebene hklmn geschnitten \ д г ' | Xl / 
wird, so ist (IV. 56.) abedfg ô > \ / ... i0 \/ 
ahklmn* Fället man von der Spitze с d 
a auf die parallelen Grundflächen bedfg = G, hklmn = G 
die Höhen ao = L, « t = ! i ' , so ist (VII. 19.) der körper
liche Inhalt abedfg 00er К ----- \L . G, ahklmn oder /Г' 
----- \U . G . Zieht man in den Grundflächen zwei beliebige 
gleichnamige oder parallele Linien, z. B. bd «---- D, hl =» D', 
und setzt man G «==s с • Z)2, so ist auch G' ==== с • Z)'2, also 
К <=* \c . L . D\ K'c=*\c.L' . D'\ undL-.L' =* D: Z)', 
also L . Z)2 : Z/ . Z)'2 === І ) 3 : D ' 3 , also К : К = Db . D'\ 
oder AT : JT = L3 : 1,ъ. 

26. 
Z)«e körperlichen Räume ähnlicher Polyeder verhallen 

sich wie die Cuben ihrer gleichnamigen Linien. 
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Aehnliche Polyeder bestehen (IV. 57.) aus ähnlichen auf 
ähnliche Art zusammengestellten Pyramiden. Sind also D, D' 
zwei gleichnamige oder parallele Linien der Polyeder, so ver
halten sich (VII. 25.) je zwei ähnliche Pyramiden wie D 3 : / ) " , 
also auch die körperlichen Räume der ganzen Polyeder К: К' 
=» Z)3 : D'\ 

27. 
Eine Pyramide durch Ebenen, 

welche der Grundfläche parallel 
sind, in Theile von gleichem kör
perlichem Inhalt zu theilen. 

Wenn die Ebene lp der Grund
fläche bcdfg parallel ist, so sind д 
die Pyramiden alp, abcdfg (IV. 
56.) einander ähnlich, also verhalten 
sich (VII. 25.) ihre körperlichen 
Räume wie al3 : ab*. 

e d 

Wenn sich also diese körperlichen 
Räume auch wie die Zahlen m : n verhalten sollen, so muss 
аІъ : аЬъ «=» m : n , also al\ ab === l/m : \/n seyn, oder al 

----- \l— . ab. Soll also die Pyramide in n gleiche Theile 
j n 

getheilt werden, so berechnet man (VII. 6.) die Cubikwurzeln 
1 2 3 Vi 

der Brüche —, —, — u. s. w. und nimmt ah ----- \— • ab, 
n n n in 

| / 1 . ab, al = yt ah -----
73 . 

— . ab u. s. w. 
n 

Wenn ein Polyeder in gleiche Theile zu theilen ist, so 
zerlegt man es durch Ebenen in Pyramiden, welche einen 
angenommenen Punct zur gemeinschaftlichen Spitze, und die 
Endflächen des Polyeders ZU Grundflächen haben. 

Beispiel, Eine Pyramide, in welcher eine Kante D 
c=5 36 Zoll gemessen worden ist, in fünf gleiche Theile zu 
theilen, d. h. die der Linie D gleichnamigen Linien in den 
parallelen Abtheilungsebenen su finden. 

•J- 9,30103 

9,76701 
D 1,55630 

1,32331 

21 ",053 

f 9,60206 

9,86735 
D 1,55630 

1,42365 

26",525 

| 9,77815 

9,92605 
D 1,55630 

1,48235 

30",363 

* 
5 

D 

9y90309 

9,96770 
1,55630 

1,52400 

33",419 
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а 
28. 

Der körperliche Inhalt eines 
parallel abgestumpften Tetraeders /I 
ist gleich dem dritten Theile des • 
Products der Höhe mit der Summe • 
der beiden parallelen Grundßüchen '. 
und ihrer mittlem Proportional- \ 
fläche. 

Das parallel abgestumpfte Te
traeder ist bcdfgh, die parallelen 
Grundflächen sind A bcd === А, A fgh c==> C, die End
kanten bfy cg, dh treffen in a zusammen, die von einem 
Puncte der obern Grundfläche fgh auf die untere Grundfläche 
gefällte Höhe ist L, der körperliche Inhalt des abgestumpften 
Tetraeders bcdfgh ist K. 

U r e t e r B e w e i s « 
Man zieht hb, hc, bg, so ist К ===J hbcd -\- hbcg 

+ hbfS (VII. 18.), hbcd ----- \L . A, hbfg ----- ^L . С 
Die Tetraeder hbcd, hbcg haben in b eine gemeinschaftliche 
Spitze und verhalten sich also (VII. 18.) wie ihre Grundflä
chen, wie A hcd : heg ----- cd : gh. Die Tetraeder hbcg, 
hbfg haben in h eine gemeinschaftliche Spitze und verhalten 
sich also wie ihre Grundflächen, wie Д beg : bfg ==s be : fg. 
Aber cd : gh t==» be :fg, also hbcd: hbcg ----- hbcg: hbfg. 
Setzt man A£cg ==- ^X . J5, so ist Ä£cd : Äžeg == А : В, 
hbcg : hbfg e= # : (7, also 4̂ : # ----, J? : (7. Nimmt man 
zwischen a s , af die mittlere Proportionallinie a/c (III. 59.), 
so ist ab : ak -----, а к : в/, «й 2 : ak2 = а к2 : af2. Zieht 
man durch eine Ebene к Im mit #crf und^gÄ parallel, 
ist A bed : klm ----- be2 : kl2 t 
Ö Ы 2 : / g 2 c=, ah2 af2, also 
A ^im ----- В, und К" 

«й2 : а к2, 

i* 
Л : 
( Л 

Aim = 

so 
А klm '.fgh 

= klm : С, also 
+ С). 

Zweiter Beweis. 
Man ziehe in der untern Grund

fläche eine beliebige Linie op «===» D, 
ziehe eine Ebene aop, welche die obere 
Grundfläche in qr <----> d schneidet. 
Man setze Д bcd = А *= с » D2, 
so ist A fgh *== С === с . d2. Man 
fälle von « auf öe<i die Höhe « s = Z/, 
welche die Ebene fgh in t schneidet, 

а 
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at = L"9 so ist das Tetraeder abcd oder Kf = -JX' . Л 
=> ] c . L' . I) 2 , das Tetraeder afgh oder /^ = ^L" . С 
;=: 36? . L" . d2. Die körperlichen Räume der ähnlichen Te
traeder verhalten sich (VII. 25.) wie Kf : K" =* D3 : d\ 
К « ^ — K\ also K' : K= D* : D3 — d\ also А 

= g (Д3 - d% aber J « ^ 
!L (/)з __ ^ A b e r L, . L ^ D t ^ L __ ^ ^ ^ 

/ / /, 

also L' : L — D : D — </, also — = — , also /t 
О и — li 

= \c . ту-^—, (Я 3 — d3). Aber (VII. 4.) D* ~~~ d* 

(jr)3 — d% aber --5 = ! — — , also ist А" = -Зс 

/> — rf ' J D — d 
= &> + Л . rf -f d2, also Я = i c . /, (i>2 -f- JD . rf -f- d% 

Hier ist с . D% == Л, с . б?2 = С, 
с . D 2 : с . Z> . d = D : d, 
с . Z) . d : с • с?2 = D : d, 

also А : с ' D • d =* с • D . d : C. 
Setzt man also с > D • d == B9 so ist А : В = В : C. 

Der dreitheilige Ausdruck JFf == £c . L (D2 + Z> . cZ -f- cf) 
lässt sich zur bequemern Berechnung in einen zweitheiligen 
Ausdruck verwandeln. Nämlich 
<7)-f-<f)2==:2)2-|-2Z).</+d2, (D—d)2 = D*— <2D>d+d\ 
also 3(D + df)2 + ф — df «==. 4 # 2 -f 4D - tf + 4rf2, 
also Ä" = i<? . L . (7) H- d)2 + T\c . L . (D — df. 

Beispiel. Die Grundflächen sind gleichseitige Dreiecke, 
die untere Randkante D = 10' 3", die obere J = 8' 5", 
(V. 51.) с = 0,4330127, die Höhe L = 30' 7". 

I 2,56467 L 2,56467 I 1153,63 
D -f d 2,35025 D —(/1,34242 И 3,71 
D+d 2,35025 /) — d 1,34242 I T « 1157,34 Cub.-F. 

с 9,63650 с 9,63650 
•4- 9,39794

 T
V 8,92082 

1728 6,76246 1728 6,76246 

I 3,06207 II 0,56929 

29. 

Der körperliche Inhalt einer parallel abgestumpften 
Pyramide ist gleich dem dritten Theile des Products der 
Höhe mit der Summe der beiden parallelen Grundflächen und 
ihrer mittlem Proportionalfläche. 

Paucker Geometrie. IT. 1 *̂  
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Man wählt in den parallelen Grund
flächen zwei beliebige gleichnamige par
allele Linien bft=i D, hm *= d, und 
setzt Ь с dfg oder А = з с . D 2, so ist 
hhlmn oder С t=j с • d2. Man setzt die 
Höhe ao *=} L', ap =* L", op = J L, $ 
so ist (VII. 19.) abc dfg oder Ä' = 
4-c • I»' • D2, ahklmn oder JK" 
Л " . d2, (VII. 25.) JäT' : ЛГ" = 
К* —. J T « Я, also ДГ': Я 

_ V 

а 

Z>3 ?d\ 
D*:D 

(Я3 — <f ) ъ (D 3 - d3) ic 
also К = -Je . L . (X>2 -f D . d + d2). 
( ^ -j- j? + C), wenn А : В = В : 

D — d 
Oder Я 

О. Oder 
\о 

К ±с . L . (D + d)2 + т\с . L • (D — d)\ 

Beispiel. Die Grundflächen sind regelmässige Achtecke, 
die Halbmesser der umschriebenen Kreise D = 5 Fuss, 
d = 41 Fuss, also (VI. 51.) с = 2,8284, die Höhe £ =» 
74- Fuss. 

Z 0,87506 
D-j-rf 0,97772 
# + rf 0,97772 

с 0,45154 
\ 9,39794 
I 2,67998 

L 0,87506 
D — d 9,69897 
D — d 9,69897 

с 

I 
II 

478,61 
0,44 

i 
T2-

0,45154 
8,92082 

К s=a 479,05 Cub.-F. 

II 9,64536 

30. а 
Eine parallel abgestumpfte Py

ramide durch Ebenen, welche den 
Grundflächen paralle1 sind, in 
Theile von gleichem körperlichen 
Inhalt zu theilen. 

Es soll z. B. ghop : ghbc 
= m : n seyn. Esist aber (VII. 25.) 
agh : aop = agb: ao3 = ghb: OJO3, 
egÄ : abc = ßg3: «63 = g/г3: öe3. 

Hieraus folgt: 
oghp : «gÄ =3 « o 3 — a g 
agÄ : bghc == «g 3 : ab 

also cghp : bghc r=: «o 3 — « 
е й 3 — « g 3

 = J also ao 
eben so op' g/Г : bc h = m 
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Hieraus ao3— a g 5 = («£3— ag6). - , op3—gÄ3== (£c3— gÄ3). -

a l s o a o 3 ^ « Ä 3 . ^ + « g 3 ( l — ~ ) , o / ^ c ' . ^ + g / M - - -Y 

Bei der Berechnung lässt sich mit Vortheii die Aufgabe 
anwenden (VI. Aufg. 71.): aus den Logarithmen zweier Zah
len den Logarithmus ihrer Summe zu finden. 

Beispiel bc =» 80, gh = 30, bg w 100, also ab 
=» 160, ag = 60; die Zahl der Theile n = . 5 , also die 
Theilungsbrüche 0,2; 0,4; 0,6; 0,8. 

« g 3 

0,8 
abb 

0,2 

'g 2 * 
f g ЛГ 

COS X 

cos1 X 

am3 

am 

8h 
ag 

7/171 

« g 3 

0,4 
ab3 

0,6 

*g* x 

ig X 

cos X 
cos2 X 

aqd 

aq 
gh 

« g 
qr 

5,33445 
9,90309 
6,61236 
9,30103 

5,23754 
5,91339 

9,32415 
9,66207 
9,95844 
9,91688 

5,99651 
1,99884 
1,47712 
1,77815 

1,69781 

5,33445 
9,60206 
6,61236 
9,77815 

4,93651 
6,39051 

8,54600 
9,27300 
9,99250 
9,98500 

6,40551 

V 3 5 1 7 
1,47712 
1,77815 

1,83414 

авъ 

0,6 
ab* 
0,4 

tg2 X 
tg X 

COS X 

CO« 2 X 

e o 3 

ao 
gh 
ag 

op 

« g ' 
0,2 

ab0 

0,8 

tg2 X 
tg X 

COS X 

cos'1 X 

e s 3 

« 3 

gh 
ag 

st 

5,33445 
9,77815 
6,61236 
9,60206 

5,11260 
6,21442 

8,89818 
9,44909 
9,98347 
9,96694 

6,24748 
2,08249 
1,47712 
1,77815 

1,78146 

5,33445 
9,30103 
6,61236 
9,90309 

4,63548 
6,51545 

8,12003 
9,06002 
9,99716 
9,99432 

6,52113 
2,17371 
1,47712 
1,77815 

1,87268 
15* 
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am — 99,73, ao— 120,92, aq — 136,51, as = 149,18, 
wn = 49,866, o/, — 60,458, g r = 68,256, s f . = 74,590, 
»io = 21,19, oy== 15,59, ^ — 12,67, sb ~ 10,82. 
g w = 39,73 

Um die Probe zu machen, ob die abgestumpften Pyra
miden gmnh, mop?i u. s. w. einander gleich, und der fünfte 
Theil von gbch sind, berechnet man ihren Inhalt nach VH. 
29., indem man statt der Hohen die denselben proportionirten 
Abschnitte gm, mo u. s. w. setzt. 

31. 
Der körperliche Inhalt eines Ke

gels ist gleich dem dritten Theile des 
Products der Höhe mit der Grund
flüche. 

Die Grundfläche des Kegels (IV. 
60.) sey eine beliebige krumme Linie^/;.'.'.'.-:......!.. ft..:'".V:\c 

bfc, die Höhe ad ==* L senkrecht auf 
die Ebene der Grundfläche gezogen, " * 
der Inhalt der Grundfläche bfc = G. Man beschreibe in 
und um die Grundfläche ein Vieleck; bf sey eine Seite des 
eingeschriebenen Vielecks; bh, fh Theile der Umfangslinie 
des umschriebenen Vielecks. Durch die Seiten des eingeschrie
benen Vielecks und die Spitze a lege man Ebenen, so sind 
sie die Endflächen einer dem Kegel eingeschriebenen Pyramide, 
deren Endkanten in der Seitenfläche des Kegels liegen. Durch 
die Seiten des umschriebenen Vielecks und die Spitze a lege 
man Ebenen, so sind sie die Endflächen einer dem Kegel 
umschriebenen Pyramide, und berühren die Seitenflächen des
selben in graden Link а, welche durch die Spitze a gehen. 
Wenn man den Inhalt des eingeschriebenen und umschriebenen 
Vielecks durch G', G" bezeichnet, so ist der körperliche Inhalt 
der innern Pyramide (VII. 19.) = ^L . G', der der äussern 
Pyramide v=* JJ-L . G". Also ist der körperliche Inhalt des 
Kegels К ^> \L . G' und <^ l

sL . G". Je kleiner aber die 
Seiten der Vielecke genommen werden, desto mehr nähern 
sich die Pyramiden in Rücksicht des körperlichen Inhalts dem 
Kegel, desto kleiner werden also die Unterschiede К—\L-G' 
und \L . G" — K. Zugleich ist auch G }> G' und G 
<^ G", und die Unterschiede G — G', G" — G werden 
desto kleiner, je kleiner die Seiten der Vielecke genommen 
werden. Da /i > -J-ü - G — \L (G — G') , und К < 
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\L . G - j - JL (G" — G), der zweite Theil aber kleiner als 
jede denkbare Grösse werden kann, so muss genau К = 
\L . G seyn. 

Zieht man in der Grundfläche eine beliebige Linie = D9 

und bezeichnet man das Verhältnis der Grundfläche zu D2 

durch c, so ist die Grundfläche G =2 с • D 2 , also К => 
\c . L • D\ 

Wenn die Grundfläche ein Kreis ist, dessen Durchmesser 
= 2>, Umfang « P, so ist (V. 58.) 

К = T\n L . Д2, oder К ^ ~ L . P\ 

Wenn die Grundfläche eine Ellipse ist, deren Axen D, 
d sind, so ist (V. 67.) 
K= T\nL.D.d=^ -fcn L . (О + df — ^?r Z, . (D — d)\ 
d. h. der elliptische Kegel kann als der Unterschied zweier 
Kreiskegel berechnet werden. Bei einem gleichseitigen Kegel 
(IV. 61.) ist die Grundfläche immer ein Kreis, die Seitenlinie 
= з E ist gegen die Grundfläche unter dem Winkel n geneigt. 
Wenn also der Durchmesser des Kreises =* D, Umfang == P, 
so ist beim gleichseitigen Kegel: 

2L 2?r - 5 r 

7 g и s==> — = , . sm n = L, 
(IV. 61.) die Seitenfläche ^ = ££ . P = ITZ £ D, die 
ganze Oberfläche F z=> ^TI D (2E -f- / ) ) , der körperliche 

Inhalt К = т тг £ . D2 *=* ~ L . P2. 
1 2 TT 

B e i s p i e l e . 

1) Bei einem schiefen 
Kreiskegel ist die Höhe L 
*= 15', der Durchmesser 
D = 14'. 

2) Bei einem schiefen 
Kreiskegel ist die Höhe L 
i=a 15', Umfang der Grund
fläche P ' = 42'. 

L 1,17609 
D 1,14613 
D 1,14613 

T\TI 9,41797 
К 2,88632 «=* 769,69 Cub.-F. 

L 1,17609 
P 1,62325 
P 1,62325 

T\n 8,42367 
К 2,84626 = 701,87 Cub.-F. 

3) Bei einein senkrechten Kreiskegel ist der Durchmesser 
der Grundfläche D = 8', die Höhe L c= 3'. 
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L 0,47712 L 0,47712 
D 0,90309 2 0,30103 
D 0,90309 D 0,90309 

~ 9 41797 *Sn
 9,87506 

12 ' sinn 9,77815 
К 1,70127 E 0,69897 
J f = 50,265 Cub.-F. 

E 0,69897 
D 0,90309 

x

Tn 0,19612 
А 1,79818 
Dl
 1,80618 

62,832 DF. 

G 1,70127= 50,265 QF. 
F = 113,097 DF. 

\ж 9,89509 

4) Bei einem senkrechten Kreiskegel ist P ----- 64'6", 
L ---- 8'7". 

L 0,93366 
2 0,30103 
n 0,49715 
P 1,80956 

tgn 9,92228 
sin n 9,80717 

E 1,12649 
К =» 947,22 Cub.-F. 

L 0,93366 
P 1,80956 
P 1,80956 

i 

8,42367 

E 1,12649 
P 1,80956 
4 9,69897 

127Г-

K 2,97645 

А 2,63502 
P

2
 3,61912 

1 

431,54 DF. 

8,90078 4 л-
G 2,51990 = 331,05 

F=i 762,59 GF. 

32. 
а 

Die körperlichen Räume ähn
licher Kegel verhalten sich wie die 
Cuben ihrer gleichnamigen Linien. 

Wenn der Kegel abcd durch - / •\--.-\jb 

eine mit der Grundfläche bcd par- y^^i l iLX^ 
allele Ebene fgh gesch»'tten wird, ' ' 
so ist (IV. 64.) abcd rv> afgh. 
Fället man von der Spitze a auf die Ь ^ ^ ^ ^ " L i 
parallelen Grundflächen bcd = G, с 
fgh= G', die Höhen а к = i L, alx=*U, so ist (VII. 31.) 
der körperliche Inhalt abcd oder К t=* ^ £ . G, afgh oder 
/ t ' = ^V . G'. Zieht man in den Grundflächen zwei belie
bige gleichnamige oder parallele Linien z. B. Je » D^ fg 
= i D', und setzt man G = с . D2, so ist auch G' =» с . D' 2, 
also /Г с=* ^c . I . # 2 , ЛГ== ic - Z/ . />'2, L : / / = = # : # ' , 
also Z/ . Z)2 : £ ' . Z)'2 = Z)' : Z)3, also К : K' = Пъ: D'\ 
oder Zf : Ar' .=* L3 : Z/3. 
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Beispiel. Ein Einsatz gewicht von 
einem Pfunde abcd, in Form eines 
abgestumpften Kegels soll in einzelne 
Gewichtstheile so getheilt werden, dass 
die vollen Stücke fghk, Imno, pqrs 
u. s. w. dem ganzen Stück abcd J i i ^ 
ähnlich sind. Die Verhältnisse der 
gleichnamigen Linien sind also 

für 32 Loth 

q ™9 6 

16 
8 
4 
2 
1 
i 

"5" 
JL 
4 

VA 
PA 
j/rV 

= Vi 
I 

• , I \ / \ 

1 3 / 1 

1, 
0,79370, 
0,62996, 
0,5, 

= 0,39685, 
= з 0,31498, 
== 0,25, 
= 0,19842. 

33. 
а /)e/ körperliche Inhalt eines 

parallel abgestumpften Kegels ist 
gleich dem dritten Theile des Pro
ducts der Höhe mit der Summe 
der beiden parallelen Grundflächen 
und ihrer mittlem Proportional
fläche. 

Man wählt in den paraHelen / . ~l'""\ \A 
Grundflächen bcd, fgh zwei belie
bige gleichnamige parallele Linien e 

bc =3 D, fg =3 d, und setzt die Grundfläche bcd oder А 
= с . D\ so ist (IV. 62. (4.) die Grundfläche fgh oder 
С г=з с . d2. Man setzt die Höhe ak *=* V, « / t = //', 
bk = L, so ist (VII. 31.) der Inhalt des Kegels abcd oder 
/ i ' = -• с . Z/ • D 2 , «/*gÄ oder /^" =3 i c . L" . tf2, (VII. 32.) 
K' : K" = з D 5 : <f der Inhalt des abgestumpften Kegels 
bcdfgh oder K= К — K\ also ÜT' : ü f ;= .# 3 : Z)3 — <*3, 

# ' _ a .. Z/ 
also ІГ D3 (D3 

(VII. 4.) / ) 3 — d3 

V (D 
K ^ i c 

d) 

D 

d3) = -Je - ^ ( 0 ' — </3), Aber 

( # _ d) (P2 + # . d + <f), also 

( D 2 + ^ . ( / + <f). Aber Г : L" 

*=* D : d, V — /," = Z, also Z/ : 5 
also üT = £c . L (Z)2 + D . d + al2). 
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Setzt man A:B ,= B: C, so ist с . D2: В = В : с > d% 
also В = с . D . d, also K" = \L . (Л + В -f C). 
Der dreitheilige Ausdruck lässt sich zur bequemern Berech
nung in einen zweitheiligen verwandeln: 
(D+dy = D2 + <2D.d+d\ (Я—<0 2 = D 2 — 2D.tf-M 2 , 
3(D + d) 2 + ( # — df = 4І)2 + 4D . d + 4öf2. Also 

i f = £c . X . (Z) + rf)2 + T\c . X . (D — ch2. 

Wenn die Grundflächen Kreise sind, deren Durchmesser 
= D und d, Umfange = P und p, 
so ist К = TVTI . X . ( 0 + li)2 -j- VT7i . X . (D — l/)2, 

Bei einem parallel abgestumpften gleichseitigen Kegel 
(IV. 63.) sind die Grundflächen immer Kreise, die Seitenlinie 
= E ist gegen die Grundflächen unter dem Winkel n geneigt, 
also ist hier 

2X „ . r „ , . _ ^ 
tgn = ———-, . ш к = X, E • oa« w = •£(// — а), 
(IV. 63.) die Seitenfläche A~ £E . (P + jo ) = ^n.E.(D + ch. 

B e i s p i e l e . 

1) Bei einem runden Gefasse ist die Höhe X = 36 Zoll, 
die innere Weite oben d — 18", unten D = 22". 

X 1,55630 X 1,55630 X 1,55630 
D + d 1,60206 D — d 0,60206 2 0,30103 
D + d 0,60206 O —ti 0,60206 D — d 0,60206 

•i> 9,29303 ^n 8,81591 tg n 1,25527 
I 4,05345 II 1,57633 sin n 9,99933 

E 1,55697 

E 1,55697 
D + d 1,60206 I ^ 11309,7 

U 0,19612 и = 37,7 

А 3,35515 /^ == 11347,4 Cubikzoll. 

А = 2265,4 DZoll. 

2) Bei einem runden Gefasse ist die Höhe L = 36", 
der innere Umfang oben p = r 54", unten P = 66". 
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L 
P+p 
P + p 

1 
16/r 

I 

P 

А 

1,55630 
2,07918 P 
2,07918 P 

8,29873 

4,01339 

E 1,55691 
+ p 2,07918 

£ 9,69897 

А 3,33506 

= 2163 DZoll. 

L 
—p 

— P 
1 

4 8 ^ 
11 

1,55630 
1,07918 
1,07918 

7,82161 

1,53627 

L 
2тг 

P—p 
tgn 

sin n 

E 

I = 10313,2 
II = 34,4 

1,55630 
0,79818 
1,07918 

1,27530 
9,99939 

1,55691 

K = 10347,6 Cubikzoll. 

34. 
Die durch die Umdrehung einer graden Linie um eine 

Axe beschriebene Kegelfläche ist an Inhalt gleich dem Pro-
duct der beschreibenden Linie mit dem Umfange eines Krei
ses, dessen Halbmesser der Abstand der Mitte der beschrei
benden Linie von der Axe ist, 

Oder gleich dem Product der Höhe der Zone mit dem 
Umfange eines Kreises, dessen Halbmesser die in der Mitte 
der beschreibenden Linie senkrecht auf dieselbe bis an die 
Axe gezogene Linie ist. 

Die Linie ab dreht sich um 
die Axe cf. Fället man von a, 
b, d senkrechte Linien ag, bh, 
dk auf die Axe, so beschreiben 
bei dieser Umdrehung die Puncte 
a, b, d Kreise, deren Halbmes
ser ag, bh, dk sind. DerPun-t 
d ist die Mitte von ab. Der 
Abstand gh heisst die Protection von ab, oder die Höhe der 
Zone. Die von fa, fb beschriebenen Kegelflächen sind (IV. 
61. VII. 31.) n . ag • af, n • bh • bf, also die von ab be
schriebene Kegelfläche А = n (ag • af — bh • bf). Aber 

ag = af* — bh^= bf - — , also А = n ~ (af2 — bf2). 

Aber af2 — bf2 = (af + bf) (af-- bf) = <*df.ab, 
also А = 2я dk • ab. Zieht man de senkrecht auf ab, 

e 0 

so ist 
dk 
с d 

^—, also А = 2тг cd • sh. 
ab 
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35. 
Die durch die Umdrehung eines gleichschenkligen Drei

ecks um eine Axe, von den Schenkeln desselben beschrie
bene Kegelfläche ist an Inhalt gleich dem Product der Höhe 
der Zone mit dem Umfange eines Kreises, dessen Halb
messer grösser als die von der Mitte des Dreiecks senkrecht 
auf die Grundlinie, bis an die Axe gezogene Linie ist, und 
zwar im Verhältniss des Schenkels zur halben Grundlinie. 

Das gleichschenklige Dreieck 
abd dreht sich um die Axe pq. 
Die Grundlinie ad des Dreiecks 
ist in f halbirt, die Höhe bf in 
m halbirt, und bis zur Axe pq 
in с verlängert. Die Puncte a, 
6, d, f, m beschreiben bei der 
Umdrehung Kreise, deren Halb
messer die auf die Axe senkrecht 
gezogenen Linien ag, bh, dk, fl, mn sind. Die von ab, 
bd beschriebene Kegelfläche ist (VII. 34.) A =a n ab 
(ag -h bh) + n bd {bh + dk). 

Da ab =* bd ist, so ist А =» n ab (ag -f- 23А + dk), 
oder A =a In ab (fl -f- bh) = 4л ab • mn. 

.. mn gk gk , . „ , ab 
Aber — s=a ^— s=s -^—-, also A t=> 4n . mc . gk . —. 

mc ad ^af ° af 
Also А : 2n . mc • gk = a i : af. 

Die Linie g& heisst die Höhe der Zone oder die Pro
tection der Grundlinie ad auf die Axe. 

e«k 

36. 
Der körperliche Inh'.lt des Sectors, welcher durch Um

drehung eines Dreiecks um eine Axe, in welcher die Spitze 
des Dreiecks liegt, beschrieben wird, ist gleich dem dritten 
Theile des Products der Höhe des Dreiecks mit der von 
der Gegenseite beschriebenen Kegelfläche. 

Das Dreieck abc dreht sich 
um die Axe cf, die Gegenseite 
des Dreiecks ist ab, die Hohe 
cd, die Linien ag, bh sind senk
recht auf cf. Der vom A caf 
beschriebene Körper ist (VII. 31.) 
— i-rc • «g2- c§ -»r in . ag2>fg ^ 

ag2 » cf. Der vom<f in 
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A cbf beschriebene Körper ist t = a \ n . £ Ä 2 - ck + -$ті • bh2*fh 
K = \n . 6Л2 . c/". Also der vom A abc beschriebene Kör
per an Inhalt К = ^n . « g 2 • c/" — \n . £Zt2 • с/". 

A b e r

 а_Ж — " l bh - , b l . 
cd cf cd cf 

Also К = \cd • (n . ag • «/* — n • #Ä • ^ / ) . 
Hier ist (VII. 34.) n . ag . af — TI . bh > bf, die von ab 
beschriebene Kegelfläche. 

37. 
Die Seitenfläche eines Ku

gelsegments ist gleich dem Pro-
duct der Höhe des Segments mit 
dem Umfange der Kugel. 

Der körperliche Inhalt eines 
Kugelsectors ist gleich dem drit
ten Theile des Products des Halb- f 
messers der Kugel mit der Seitenfläche des Segments. 

Der Halbkreis a da beschreibt durch Umdrehung um die 
Axe a a eine Kugel (IV. 67 . ) , deren Halbmesser cd == с а 
=» r. Man fälle df senkrecht auf aa, so beschreibt der 
Bogen ad die Seitenfläche eines Kugelsegments, dessen Höhe 
af = L ist , und dessen Grundfläche ein Kreis vom Halb
messer df ist. Der Kreissector acda beschreibt einen Kugel-
sector, dessen Grundfläche die Seitenfläche jenes Kugeiseg-
ments ist. Man beschreibe in und um den Bogen ad die 
Seiten eines regelmässigen Vielecks. Es sey dg eine Seite 
des eingeschriebenen Vielecks, gh senkrecht auf die Axe ge
zogen, die berührenden Linien dl ==== gl, die halben Seiten 
des umschriebenen Vielecks, also с hl senkrecht auf dg. Bei 
der Umdrehung um die Axe beschreiben die graden Linien 
dg, dl, lg Kegelflächen, und die Dreiecke dcg, dcl, gel 
beschreiben Sectoren. Setzt man с к ==$ r', -^(ck + cl)* 

— = J r", so ist die von dg beschriebene Kegelfläche (VII. 
dk 
34.) = = 2 7 1 . / * fh, die von dl, lg beschriebene Kegelfläche 
(VII. 35.) = s 2Tr . r"' • fh, der vom A dcg beschriebene 
Sector (VII. 3*5.) t=s -|тг . r' . r' * fh, der vom Viereck dc lg 
beschriebene Sector ===i ^n . r • r" • fh. Da alle Seiten des 
eingeschriebenen Vielecks, so wie alle Seiten des umschriebe
nen Vielecks gleich sind, so sind in den obigen Ausdrücken 
alle Abschnitte fh mit denselben Factoren multiplicirt, die 
Summe dieser Abschnitte von a bis f ist af ----- L. Wenn 
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also die Seitenfläche des Kugelsegments = A, der körper
liche Inhalt des Kugelsectors ^=: K, so ist 

А > 2тг . г' . L, А < 2л . г" . L, 
К > £т* . г' . г' . L, К < »т* . г . г" . L. 

Oder: 
Л > 2 т г . ? - . . £ — 2тг(/—-г ')-£, ^ < 2 т г / - . І + 27г(г / / —r).L, 
і Г > | г с - ^ - ^ - M r 2 - / 2 ) . L , К<Цп.г2.L+$n.?-(/'—г).L. 

.Je grösser man die Anzahl der Seiten des eingeschrie
benen und umschriebenen Vielecks nimmt, desto mehr nähern 
sich die Linien r\ r" dem Halbmesser als ihrer gemeinschaft
lichen Grenze. In den obigen Ausdrücken können also die 
Unterschiede r — r', r* — r'2, r" — r kleiner als jede 
denkbare Grösse werden, folglich ist genau 

А 2л: L, К c=: п . L lr . А, 
Hier ist 2л: . г і=з P der Umfang der Kugel, also А = P . L. 

Setzt man die Seitenlinie des Segments ad c=a E, ihren 
Neigungswinkel gegen die Grundfläche ^ adf = w, den 
Durchmesser der Grundfläche 2 d f / = Z>, so ist der halbe 
Centralwinkel acd =* *2n, der ganze Centralwinkel wi = i 
2 . acd =» 4w, auch ist 
2 / , _, L 2) r • 
— t=* tg n, E = = , L c=; 2r 
D sin « 2cos и 
also die Seitenfläche des Segments: 

А = з 4т • r 2 • s/w2 и s = 4л . r 2 • sm 2 i m , 

sm n, 

А = * 71 E" TL . V 4- Л . D 2 = ^я . E . 

Der körperliche Inhalt des Kugelsectors: 

К = n sin2 ~m. 

D 

cos n 

38. 
Die Seitenfläche e? er von fl

 a-^ * 
zwei Parallelkreisen begrenzten 
Kugelzone ist gleich dem Product u 

der Hohe der Zone mit dem Um
fang der Kugel. 

Der Umfang der Kugel sey 
P *=: 2л . r, so ist (VII. 37.) 
die Seitenfläche des Segments gal 
= P • ah, des Segments dah 
== P. a / . Wenn also gl ^^ dh, 
fh =i go = L die Höhe der 
Zone ist, so ist ihre Seitenfläche А = P • L oder А 
2л L. 
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Da Д цod ^ 2рк. so ist — = J 5—, also gp . go 
dg gp 

= dfg • g/;. Setzt man also die Seitenlinien der Zone dg 
= E, gk => E', so ist die Seitenfläche А *= n - E . E'. 

Setzt man die Durchmesser der Grundflächen der Kugel
zone dk = D, gl =t d, die Neigungswinkel der Seiten
linien gegen die Grundfläche gdk ==» n, gkd *=» n', so ist 

2L 2L , T, L D — d 
n й ^ fg n> n , й = tgn, L = =* , 
и — a JJ -f- a sm n leos n 

sm тг leos n cos n 
Wenn man um die Kugel einen gleichseitigen Cylinder 

qrst beschreibt, so schneiden die Ebenen der Grundflächen 
oder Parallelkreise auf der Seitenfläche dieses Cylinders eine 
Zone ab, deren Seitenfläche derjenigen der Kugelzone gleich 
ist. Parallelkreise, welche die Axe der Kugel in gleiche oder 
proportionirte Theile theilen, theilen auch die Oberfläche der 
Kugel in gleiche oder proportionirte Theile. Setzt man die 
Mittelpun ets winkel de к t=* M, gel t=* m, so ist dg »= E 
= 3 2r . sin i (M—m), gk = E' J=A 2r . sin ^ (M-{- ni), 
also А = » in . r2 . sin £ (M + ni) . sin -J- ( Л 1 — «и). 

Dieser Ausdruck bleibt immer gültig, die Grundflächen 
der Zone mögen parallel seyn oder nicht. 

В c i s p i c l e , 

1) Die Höhe der L 1,17609 L 1,17609 
Kugelzone ist L => 15 2 0,30103 •«•(/)-f-d) 1,04139 
Zoll, die Durchmesser D — d 0,77815 f(y n* о 13470 
der Grundflächen sind tg n 0,69897 cos n' ',77185 
D = 1 4 Zoll, « / = 8 Sm г 9,99148 fi> \ 26954 
Zoll, wie gross die £ 1 1 8 4 6 1 ' 

£ ' 1^6954 
n 0,49715 

Л 2,95130 = 893,92 DZoll. 

Seitenfläche A? 

2) Die scheinbare Schiefe der Ecliptik ist im Jahr 1841 
23°27',7 t=s e, wie verhält sich die kalte, gemässigte und 
halbe heisse Zone zur Halbkugel, oder die beiden kalten, die 
beiden gemässigten, und die ganze heisse Zone zur Ober-
Oäche der ganzen Erdkugel? 

Für die kalte Zone ist (VII. 37.) m s=» 2k, also die 
beiden kalten = in . ?*2 . Isin2 | г . Für die gemässigte Zone 



238 

ist M = 2/i — 2k, m «=» 2k, also die beiden gemässigten 
f=j \n . r2 . 2вш 4-^ • sin G"R — c). Für die halbe beisse 
Zone ist M = 2/2, яг s=s 2jR — 2k, also die ganze beisse 
Zone =3 4n • r 2 • 2«ш (Ä —- 4 0 sew 4^ t=» 4л; . r 2 « sin e. 

2 0,30103 2 0,30103 2 0,30103 
£« 9,30817 «-/г 9,84949 Я — 4 c 9,99083 
ie 9,30817 4/i — г 9,56482 4k 9,30817 

I 8,91737 II 9,71534 III 9,60003 

I Kalte 0,08266 
II gem. 0,51921 

III beisse 0,39813 
1,00000 

39. 

Die Oberfläche eine?' Kugel ist gleich dem Product 
ihres Durchmessers mit dem Umfange, ihr körperlicher In
halt gleich dem dritten Theile des Products ihres Halbmes
sers mit ihrer Oberfläche. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus VII. 37., indem man 
die Höhe des Segments dem Durchmesser gleich setzt, wo
durch sich die Seitenfläche des Segments in die Oberfläche 
der Kugel, der körperliche Inhalt des Kugelsectors in den 
der Kugel verwandelt. 

Demnach ist die Oberfläche einer Kugel 4mal so gross 
als ihr grösster Kreis, oder gleich einem Kreise, dessen Halb
messer der Durchmesser der Kugel ist. Ihr Inhalt ist gleich 
dem eines auf dieser Grundfläche ruhenden Kegels, dessen 
Höhe der Halbmesser der Kugel ist. Auch ist die Oberfläche 
der Kugel gleich der Seitenfläche des umschriebenen gleich
seitigen Cylinders, und der Inhalt der Kugel H- des Inhalts 
dieses Cylinders. 

Die Oberfläche der Halbkugel ist doppelt so gross als 
ihre Grundfläche, der körperliche Inhalt derselben ^ des Pro
ducts der Höhe mit der Grundfläche. 

Setzt man bei der Kugel den Halbmesser e=t r9 Durch
messer = D , Umfang = P, die Länge eines Grades oder 
den 360sten Theil von P ?=; G, die Oberfläche = F, den 
körperlichen Inhalt =a K, so ist: 

71 П ' 
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1 n 3 7776000 ^ Г Г і , 
071 ?I у Зотг 

п 
t/L . Fi = іУ±. ЛГІ 
f Я f 7Г 

P == 360 . G = j/тг . JP? = J / W . ÜTT. 

TT. . 360 
Hier ist = 114,5915590 2616464, 

71 

129600 
n 

7776000 
TZ2 

41252,9612494 1927103 

787873,5240028 1851074. 

^ Die Grösse der Erde^wird am bequemsten nach Graden 
angegeben. Bei jeder Kugel enthält der Umfang 360, der 
Durchmesser 114,5915 Grade, die Oberfläche nahe 41253 
Quadratgrade, der Inhalt 787873,5 Cubikgrade. Die Erde 
ist ein durch Umdrehung einer Ellipse um ihre kleinere Axe 
entstandenes Sphäroid, wird aber bei genäherten Bestimmun
gen in der mathematischen Geographie als eine^ Kugel an
genommen, deren Umfang dem des elliptischen Meridians 
gleich ist, also 360 Erdgrade enthält, welche man in runder 
Zahl zu 15 geograph. Meilen annimmt, wonach ein Erd-Qua-
dratgrad 225 geogr. OMeilen, ein Erd-Cubikgrad 3375 geogr. 
Cubikmeilen enthält. Ein solcher Erdgrad beträgt (VI. Aufg. 
77.) 364554,765 russ. engl. Fuss oder 104,158 Werst, also 
ein Erd-Quadratgrad 10849 Quadratwerst, ein Erd-Cubikgrad 
Г130016 Cubikwerst. 

Bei einer hohlen Kugel, deren äusserer Durchmesser = D, 
Wanddicke е=$ w, innerer Durchmesser =» D — 2w = d 
ist, ist der körperliche Inhe;, der Wand ^n . (Z>3 — db) = 
\n . w (Z)2 + D . d •+• d2) = \n . w (W . d + Z)2 — 
2D . d + d2) = n . w . D . d •+• \n . w\ 

Um aus dem Durchmesser den körperlichen Inhalt der 
Kugel auf eine sehr genäherte Art zu finden, lässt sich eine 
der folgenden Regeln anwenden: 

ч i r , , . 14^, к , 2a , b 

2 ) К=Ъ-Ф^ + с 9 к ^ - В \ а ^ 1 [ Ш у Ь = 1 ^ с 
1 1 _ 4k , 6.« b 

40-
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Z. В. D t==, 14, 
Erste Art. 

2744 

10976 

D 2744. 

Zweite Art. 

2744 

2744 

0> 

3 ) -

« -f-
b — 

К => 

38416 

4268,4444 

1422,8148 

14,2281 

2845 

28_ 

1436,7556 

7> 

3)-

/c • • • 

а — 
h — 
c
 +_ 

К = 

30184 

4312 

1437,33333 

57493 

345 

8 

1436,755 

B e i s p i 
1) Der Durchmesser D •== 7',. 

wie gross die Oberfläche und der 
Inhalt? 

D 
D2 

0,84510 
1,69020 

e.I e. 
D 0,84510 
D 0,84510 
ж 0,49715 

F 2,18735 К 2,25430 
F=* 153,94 DFuss, K= 179,59 Cub.-Fuss. 

\n 9,71900 

2) Der Umfang P i=i 22 
Fuss, wie gross die Oberfläche 
und der Inhalt? 

P 
P 
1 

1,34242 
1,34242 

TT 
9,50285 

P 
P2 

1 

671 

1,34242 
2,68484 

TT» 8,22754 

F 

3) Die Oberfläche F 
=» 156 | DFuss, wie gross 
der Durchmesser, Umfang 
und Inhalt? 

/ )== 7,0523 F., P = 

4) Der körperliche In
halt К = i 750,568 Cubik-
zoli oder ein Wedro, wie 
gross der Durchmesser, Um
fang und die Oberfläche? 

F = 399,40 DZoll. 

F 2,18769 
154,06 DFuss, K*=* 

F 2,19382 

F± 1,09691 

9,75142 

0,24857 

К 2,25480 
* 179,81 Cub.-F. 

F 2,19382 

F? 1,09691 

У-А- 8,97328 
3 6 я — 
Я 2,26401 

/) 0,84833 

P 1,34548 
22,155 F., A"t=» 183,655 Cub.-F. 

К 2,87539 

І/бяа 

Tt f 
0,95846 

0,59081 

0,09366 

P 
D 

1,54927 

1,05212 

R± 0,95846 

& 0,95846 

'/36^ 0,68449 

F 2,60141 

=t 35,422 Zoll. 

= 11,275 Zoll. 
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5) Vier Kugeln haben die Durchmesser 8' 7", 1Г, 12', 
17', wie gross sind ihre körperlichen Räume? 

D 0,93366 D 1,04139 D 1,07918 D 1,23045 
# 2 1,86732 D 2 2,08278 D 2 2,15836 Z>2 2,46090 
±7i 9,71900 ^n 9,71900 \n 9,71900 \it 9,71900 
К 2,51998 К 2,84317 К 2,95654 К 3,41035 
ÜT=331,1 =696,9 =-904,78 =2572,4Cbf. 

6) Wie gross ist der Durchmesser einer Kugel, welche 
mit einem gleichseitigen Cylinder von 100 Zoll Höhe, gleiche 
Oberfläche oder gleichen Inhalt hat? 

bei gleicher Oberfläche i ) = 1 100 ^ = 122,47 Zoll, 
bei gleichem Inhalt D = 100 Щ ---, 114,47 Zoll. 

40. 
Alle Kugeln sind einander ähnlich, ihre Oberflächen 

verhalten sich wie die Quadrate, die körperlichen Räume 
aber wie die Cuben der Halbmesser, Durchmesser, Umfange, 
oder der gleichnamigen Linien überhaupt. 

Denn der Mittclpunct einer 
Kugel bildet mit zwei Puncten 
der Oberfläche ein Dreieck, des
sen Ebene jede concentrische Ku
gel in einem Kreise schneidet (IV. 
67.), in welchem die Halbmesser 
ein ähnliches Dreieck abschneiden, 
dessen Sehne jener Sehne par
allel ist (V. 53.). Sind also auf 
der Oberfläche der Kugel drei 
oder mehrere Puncte gegeben, so 
werden die vom Mittelpur t nach 
diesen Puncten gezogenen Halbmesser die Oberfläche der con-
centrischen Kugel in Puncten schneiden, welche eine ähnliche 
Figur bilden. 

Da (VIT. 39.) die Oberfläche der Kugel aus dem Qua
drat , der körperliche Inhalt aus dem Cubus des Halbmessers, 
Durchmessers oder Umfangs, durch Multiplication mit unver
änderlichen Zahlen gefunden wird, so ist bei zwei Kugeln 

F' 
T~ 
к 
K~~ 

r ' 2 

7 
7-'3 

~? 

•— 

= i 

/ ) 2 jQ/2 Qt2 

7)2 = ] p 2 = G 3 \ 

D'3 P 3 -G'3 

W = F ^ cp 
Pancker Geometrie. I I . l ö 
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г' __ o 
г -~ D 

1) Es sey — 

F _ 

2) Es sey -

rL 
r 

p 
/ i ' 2 

7r 

G' 
7J 

B e i s p i e l e 

21 
^ 32 

441 /t ' __ 9261 
=. , ~^ — 32768 

, so ist 

1024 

5 20 ' S° i S t 

ZV __ F 1 _ 
D'• ~~ P ~ 4,472 

3) Es sey — = : — , so ist 

4) Es sey 

?L -

r 
r 

E 
15 

i EL 
9 ' К 

E 
D 

EL — 
^ p ~~ 

, so ist 

1 

2,7144 

3 
8 F'3 ___ Jff'2 ___ _6£ 

27' F -~ / ? ~~ 729 

41. 
Der körperliche Inhalt eines 

Kugelsegments ist gleich dem halben 
Product der Höhe dt der Grund
fläche^ nebst dem Inhalt einer Kugel, <̂  
deren Durchmesser die Höhe des Seg
ments ist. 

Der Halbmesser der Kugel sey 
— »-, so ist (VII. 37«) 6er Iulialt без 
Kugelsectors dc la e= ^ж . г*2 . af, 
und (VII. 31.) der Inhalt des Kegels 
dclf s=3 ^n . d/2 . cf = \n (2r 
— «/) . af . cf, also der körperliche Inhalt des Kugel
segments dalf oder K, durch Subtraction des Kegels vom 
Kugelsector, 
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=з 4л: • г 3 • sin1 п 

23328000 ^ 
5 . G3 . 

— ~ г 3 . sin" п, oder ( Н. 39.) 

15552000 _ , \ 
sm п — к " " • sm п. 

71 

Kt=±n. af(2r2 — 2r . ef + Ö / . C / ) . Aber c / = r — «/, 
also К ----- ̂ 7г . af2 . (2r -j~ с / ) = . \-n . а / 2 . (3r — л / ) . 
Setzt man also die Höhe des Segments af = L, so erhält 
man einen Ausdruck, welcher von dieser Höhe und dem Halb
messer der Kugel abhängt, nämlich К t = тс • L2 »? {ж . ХЛ 

Es sey der Neigungswinkel der Seitenlinie ad oder E 
gegen die Grundfläche adf с=з n, so ist der Mittelpuncts-
winkel des Segments Je/ = wt=i 4я, ad =i Et=*2r • sin tt, 
af == X e=* 2?» . sin2 n, also 

К 

Hierdurch lässt sich aus dem Centralwinkel der Inhalt 
des Segments in Cubikgraden finden. Setzt man 

3r — « / = 4 - (2r — af) 4- 4-a/, so ist 
e / ( 3 r - « / ) = # « / . (2r — а / ) + ^ а / 2 = i ^ 2 + i « / 2 . 
Setzt man also den Durchmesser der Grundfläche des Seg
ments dl s=s D, so ist 

AT t=* |7T - Z - Z>2 + ^7Г . L 3 , 

welches der im Lehrsatz ausgesprochene Ausdruck ist. Hal-
birt man die Höhe af in h, und zieht man durch h die Linie 
gh 4=^ dl, so ist 3r — afs=. £(2z* — baf) — kaf? a^so 

а/ (3r — af) « dgh2 — ^af\ 
Setzt man also den Durchmesser des mittlem Querschnitts 
des Segments gh = /)', so ist 

К t=, іл: . £ - # ' 2 — ДгТГ - /А 

Setzt man das Verhältniss des körperlichen Inhalts des Seg
ments zu dem der ganzen Kugel = S, das Verhältniss der 
Höhe des Segments zum dreifachen Halbmesser der Kugel 

= : .Г 8 0 l S t : -jj-rA = = x -— X . 

3r 
Um also den körperlichen Inhalt einer Kugel durch eine 

Ebene nach gegebenem Verhältniss zu theilen, muss man diese 
kubische Gleichung auflösen. 

B e i s p i e l e . 

1) Der Durchmesser der Kugel ist 10 Fuss, die Höhe 
des Segments L = 2^ Fuss, wie gross die Oberfläche und 
der körperliche Inhalt? 

16* 
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2r l 

L 0,39794 
n 0,49715 
А 1,89509 

0,69897 

0,39794 
г 
L 
L 0,39794 
n 0,49715 
I 1,99200 

L 0,39794 

V 0,79588 

{тс 0,02003 

II 1,21385 

2) Die Hohe des Segments L 
der Grundfläche D t=» 14'. 

h 1,17609 L 1,17609 
D 1,14613 
D 1,14613 

\TI 9,59406 

jD 0,84510 

tgn 0,33099 
sin n 9,95722 

jE 1,21887 
E 1,21887 
n 0,49715 

А 2,93489 

L 
V 

I 3,06241 

1,17609 
2,35218 

-J-тг 9,71900 

II 3,24727 

I 98,175 
II 16,363 

К = з 81,812 Cub.-F. 
^ = 78,54 DFass. 

15', der Durchmesser 

I 1154,54 
II 1767,14 

Й Г « 2921,68 C.-F. 
A=~ 860,79 D F . 

42. 
Der körperliche Inhalt einer 

zwischen zwei Parallelkreisen ent
haltenen Kugelzone ist gleich dem 
halben Product der Höhe mit der ^ 
Summe der Grundflächen, nebst 
dem Inhalt einer Kugel, deren 
Durchmesser die Höhe der Zone ist. 

Nach VII. 41 . ist der Inhalt 
des Kugelsegments dadf c=» n . 
r . af2 — \JI . af3, des Kugel-

7t . al3, also der körper-
= n . r ( e / 2 

Segments babl «=» TL • r - al — 
liehe Inhalt der Kug^zone dbbl oder Ä' 
— a / 2 ) — ITI ( a / 3 —- aZ 3 ) , 
(III. 7.) af — aZ2 = я ( « / — ef) . ( « / + aZ) = * / / ( « / + «Z), 
(VII. 4.) af — «Z3 = (af — aZ) ( « / 2 -{- af . al -{- аГ~) 

« Я О/2 + «/•«* + «i2), 
also JTt==i л .fl (r • af-\- r • al) — £ n >fl (af -J- « / . al - j - eZ2), 
aber ck/2 ==:' 2r . « / — « / 2 , 6Z2 = 2r . al — a l 2 , 
also r . af ==> l « / / 2 + 4-й/2, r . «Z « \bl2 -f- ^-<W2, 
also Ä «=* ^TT . / Z (<Z/2 + öZ2) + Tr . / Z ( l « / 2 + ial2 

— з й / 2 — за/' al — ^ a i 2 ) , 
oder K=±n.fl (dd* -f bb2) + \n.fl (af—2af.al + a/2). 

Setzt man also die Durchmesser der Grundflächen 
dd = Z), bb = d, die H ö h e / 7 === a / — a / = Z/, 

file:///n.fl
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so ist К s=4 \п . X . Z>2 + ^л - X . <f - j . ̂ 7r . X3, 
welches der im Lehrsatz ausgesprochene Ausdruck ist. 

Halbirt man die Höhe fl in h, und zieht man durch Л 
die Linie gg ^ dd ^ bb, so ist af'-\- al = 2 ah, also 
/f c=» ж . f l . 2r . a/i — ^7r . / i . ( л / 2 + «/*. « i + a / 2 ) . 
Aber 2r . ah^ag2^gh2 + ah* = J-gg2 + *•(«/ + « i) 2 , 
also / f = \n .fl . gg2— TT .fl . (laf2 -> ^ a f . « i -f | a / 2 

— • £ ( * / + «/)'), 
oder К = , ^ .// . gg2 — J | . / / . (4«/2 + 4 «/. «l + 4 eZa 

— 3 « / 2 — baf -al — 3 e Z 2 ) , 
oder # * = = in .fl . g g 2 — -\п .fl . (af — al)2. 

Setzt man also den Durchmesser des mittlem Querschnitts 
gg = 3 x> , SO ist 

IT ===== |тг . X . JD'2 — T V i . X3. 

В e i <ß p ! e I . 

Die Höhe der Kugelzone ist (VII. 38.) X = 15"^ die 
Durchmesser der Grundflächen D = 1 4 " , d -.=?. 8". 

X 1,17609 X 1,17609 X 1,17609 I 1154,54 
D 1,14613 d 0,90309 X2 2,35218 II 376,99 
D 1,14613 d 0,90309 z?r 9,71900 III 1767,13 

\n 9,59406 J7E 9,59406 Ш 3,24727 /f == 3298,66 C.-Z. 

I 3,06241 II 2,57633 

43. 

Gleichschenklige sphärische Dreiecke 
von gegenseitig gleichen Zwischenwifikeln 
und Nebenseiten sind iderisch. 

Es sind с a b, c'a'b' sphärische Dreiecke 
(IV. 68.) auf der Oberfläche einer Kugel, 
deren Mittelpunct m ist. Die Dreiecke sind 
gleichschenklig, die Zwischenwinkel gegen
seitig gleich, а = «', die Nebenseiten sind 
ebenfalls gegenseitig gleich: с а = » ab = 
ca! = ; a'b'. Man kann also diese Drei
ecke an den Ecken а', a zusammenlegen, 
alsdann fällt a'b' mit ac, und c V mit ha zusammen, b' mit 
б*, c' mit b zusammen; die Dreiecke sind also identisch, folg
lich auch an Oberfläche und körperlichem Inhalt gleich. 
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44. 
Sphärische Verlicaldreiecke ъ 

sind nickt identisch, aber gleich. 
Es sind abc, a'b'c' sphäri

sche Dreiecke auf der Oberfläche 
einer Kugel, deren Mittelpunct 
m ist. Da ihre gleichnamigen 
Puncte a, a'\ b, b'; c, cf ein
ander diametral entgegengesetzt 
sind, so heissen sie Vertical-
dreiecke. Bringt man die grad
linigen Dreiecke mbc, mb'c' zu
sammen, so dass m mit m, b' 
mit b, cf mit с zusammenfällt, 
so fallen die Puncte a', a auf entgegengesetzte Seiten der 
Ebene mbc, die Dreiecke abc, a'b'c' sind also symmetrisch 
(IV. 44.) und ihre Gleichheit kann daher nicht durch das 
Decken oder die Identität bewiesen werden. Da aber die 
Sehnen ab <^> ----- a'b', bc•'<^ = b'c', сa <«ь *=* с'af, so 
sind (IV. 32.) die durch die Puncte a, 6, c, und a', V, c' 
gelegten Ebenen parallel. Fället man also von m auf die 
Ebene abc eine Senkrechte, welche die Kugel in d trifft, 
so ist ihre Verlängerung (IV. 29.) auf der Ebene a'b'c' senk
recht und trifft die Kugel in d', so dass d, ä" diametral ent
gegengesetzte Puncte der Kugeloberfläche sind. Da die grad
linigen Verticalwinkel amd = a'md', bmd = b'md', cmd 
= c'md'', da md, md' auf den Ebenen abc, a'b'c' senkrecht 
sind, also auch (I. 36.) die gradlinigen Winkel amd =» bmd 
t=i cmd, a'md' ==> b'md' == c'md', so sind die sphärischen 
Dreiecke adb, bdc, с da, a'd'b', b'd'c', cd'a' gleichschenklig, 
und alle sechs Bögen einander gleich, nämlich ad = bd = 
cd :=: a'd' = bd' «=-> c'd'. Auch sind die Kantenwinkel je 
zweier durch dd' gehenden Ebenen gleich, nämlich: [^ adb 
= a'd'b', /_ bdc = b'd'c', £ с da t=» c'd'a. Also sind 
(VII. 43.) diese gleichschenkligen sphärischen Dreiecke iden
tisch, nämlich Д adb C==J aV6' , Д bdc == 6'<fc', A c d « 
— c'd'a'. Aber aus den Winkeln, Flächen und körperlichen 
Räumen dieser gleichschenkligen sphärischen Dreiecke sind 
die Wmkel, Flächen und körperlichen Räume der sphärischen 
Dreiecke abc, a'b'c' auf gleiche Art zusammengesetzt. Also 
sind diese sphärischen Verticaldreiecke zwar nicht identisch, 
aber ihre Seiten, Winkel, Flächen und körperlichen Räume 
gegenseitig gleich.. 

<r 
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45. 
Ein durch zwei grüsste Halb

kreise oder Meridianhälften ge
bildeter Kugehtreifen verhält sich 
zur ganzen Kugel wie sein Win
kel zu vier rechten Winkeln. ö 

Die Axe ««', deren Aequator 
bfb'f ist, ist die Kante der bei
den Halbkreise oder Meridianhälf
ten aba', afa', welche auf der 
Oberfläche der Kugel einen Kugel- e> 
streifen oder ein sphärisches Zweieck abschneiden, dessen 
Winkel baf = s a durch den Aequatorsbogen bf gemessen 
wird. Theilt man diesen Bogen in soviel gleiche Theile bc, 
cd, df als der Winkel a Grade enthält, so erhält man (VII. 
43.) eben soviel identische Kugelstreifen. Die ganze Kugel 
enthält 360 solcher Kugelstreifen. Also verhält sich der Kugel
streifen a b a'fa zur ganzen Kugel wie bf: P, oder wie а : AR. 
Wenn also der Winkel a in Graden ausgedrückt wird, und 
die Länge eines Grades der Kugel 
aus VII. 39. für den Kugelstreifen 

die Seitenfläche А — 

der körperliche Inhalt К — 

G ist, so ergiebt sich 

360 

21600 

G 

G a. 

46. 

Der Inhalt eines sphärischen Dreiecks verhält sich zur 
Oberfläche der Kugel, wie der halbe sphärische Ueberschuss 
zu vier rechten Winkeln oder 360 . 

Das sphärische Dreieck sey abc, 
der Mittelpunct der Kugel sey m. 
Durch die Verlängerung der Halb
messer am, bm, cm entsteht auf der 
entgegengesetzten Seite der Kugel das 
Verticaldreieck a'b'c\ welches (VII. 44.) 
dem Dreieck abc gleich ist. Folg
lich ist das sphärische Dreieck a'b'c 
gleich dem durch die Meridiane ca'c\ 
cb'c' gebildeten Kugelstreifen, weniger 
dem Dreieck abc. Eben so ist das 
sphärische Dreieck ab'с gleich dem durch die Meridiane bab% 
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beb' gebildeten Kugelstreifen, weniger dem Dreieck abc. 
Aber nach VII. 45. verhält sich der durch zwei Meridiane 
gebildete Kugelstreifen zur ganzen Kugel wie der Meridian-
winkel zu 360". Diese Meridianwinkel sind hier die Winkel 
des Dreiecks ab с Wenn also diese in Graden ausgedrückten 
Winkel durch a, b, c, und die Oberfläche der Kugel durch 
F bezeichnet werden, so ist 

Setzt man also а -f* b -f- с ^=з 180° -J- 2 A , 
wo 2 А der sphärische Ueberschuss heisst, so ist 

., _, . _ . ISO + 2 A 
f . F = F — ~ — 2 . a ö e , 

also abc .=• F . - — -
.360 

Da der Satz VII. 44. auch für den körperlichen Inhalt 
gilt, so folgt, dass der körperliche Inhalt mabc gleich dem 
Product des Flächeninhalts von abc, mit dem dritten Theile 
des Halbmessers ist. I90fi00 

Da (VII. 39.) F ^ t l l L l . G\ so ist, wenn Л in Graden 
71 360 

ausgedrückt wird, der Inhalt des Dreiecks й к и . G 2 . А . 
71 

Wenn A in Minuten ausgedrückt wird, so ist abc = — . 6r2. A . 

Wenn A in Secunden ausgedrückt wird, so ist abc ==> 77— • Gz • A . 

Dieser halbe sphärische Ueberschuss A kann also als 
das Maass des sphärischen Dreiecks angesehen werden. Kennt 
man den Flächeninhalt eines sphärischen Dreiecks in Quadra
ten desselben Längenmaasses, durch welches der Grad G aus-

ж 
gedrückt wird, sc giebt die Multiplication mit — - — - ^ den 
halben sphärischen Ueberschuss in Graden. 

Wenn a, b, с Puncte auf der Ober- P~\ 
fläche der Erdkugel sind, p der Nord- .': ' . 
pol des Aequators, so sind in der Rieh- • f 
tung der Meridiane die Bögen pa, pb, / ; 
pc die Polardistanzen. Diese findet man, 
wenn man die nördliche geographische 
Breite von 90° abzieht, die südliche zu 
90° addirt. Die Winkel am Pol sind die 
Unterschiede der geographischen Längen, 
und werden durch p bezeichnet. 
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In dem Dreieck раб sey 180° — p ab — pbа е=з 2 . щ 
so ist das Maass des Dreiecks p a b, ===: \p — u. Verlängert 
man die Meridiane J P « , pb bis zum Aequator, so ist das Maass 
dieses rechtwinkligen Dreiecks (VII. 45.) ----- ^p. Also ist и 
das Maass des rechtwinkligen sphärischen Trapeziums, wel
ches die Puncte « , b mit den Puncten im Aequator bilden. 
Bezeichnet man die halbe Summe der geographischen Breiten 
der Puncte a, b durch S, und ihren halben Unterschied durch 

d, so ist nach VI. 67. tg и = tg \p • -——-• 

Wenn also aus den geographischen Langen und Breiten 
dreier Puncte a, b, с auf der Erdoberfläche der Inhalt des 
sphärischen Dreiecks berechnet werden soll, so bestimmt man 
nach der obigen Formel für je zwei Puncte den Werth von и 
oder das Maass des Trapeziums, zieht die Summe der beiden 
kleinem vom grössern ab , so giebt der Rest das Maass des 
Dreiecks. 

B e i s p i e l 

Waigaz а 
Kalicz b 
St. Nikolai с 
Waigaz а 

geogr. 
Länge. 

75' ' 0' 
35°45' 
66 
75 

tgbp 9,55215 
sinS 9,94130 
cos d 9,99447 

tgu 9,49898 

А 
_6_ 

TL 

326. 21 

э 0' 
0 Q/ 

geogr. 
Breiie. 

70° 0' 
51°45' 
38° 0' 
70°. О7 

9,43183 
9,84854 
9,99686 

9,28351 

2,23249 

0,28100 

2,51 349 

^ 

19°37',5 
— 15° 7',5 
— 4U30' 

8,89598 
9,90796 
9,98284 

8,82110 

21600' 
Л 

126,46 

S 

60°52',5 
44°52',5 
54« 0' 

— 

Д = 

4,33445 
2,23249 

2,10196 

d 

9° 7',5 
6°52',5 

16° 0' 

и 

17°30,,6 
10Ü52',4 
3°47',4 
2°50',8 

= 170,8 

' 

Der Inhalt des von Waigaz, Kalicz und St. Nikolai am 
kaspischen See gebildeten Dreiecks beträgt also 326,21 Qua
dratgrade oder den 126 s t e n Theil der ganzen Erde. 
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47. 

Den Flächeninhalt eines sphärischen Vielecks zu finden. 

Man ziehe von allen Winkelpuncten Meridiane auf den 
Aequator. Für j e zwei benachbarte Puncte sey die halbe 
Summe der geographischen Breiten ----, F , ihr halber Unter
schied = з d, der Längennnterschied е=з р. Man berechne и 

nach der Formel tg и == tg \p •> -, so ist (VI. 46.) das 

Maass des Trapeziums ----- tu Man berechne also die Summe 
der u, indem man zuerst von Westen nach Osten, dann von 
Osten nach Westen fortschreitet. Der Unterschied beider ist 
das Maass der sphärischen Figur. Dieses in Minuten aus
gedrückte Maass giebt mit — multiplicirt den Inhalt in 
Quadratgraden. n 

Behringsstrasse /' 
Peterpaulshafen d 

St,Nikolai. . . . Ь 

B e i 

Länge. 

З5045 
750 0' 

2090 0 
176028' 
124019 
66° 0' 
З5045 

Breite. 

5I045 
70° 0' 
660 o' 
53° 1 
50020' 
З80 0' 
51045' 

s p i e 

ІР 
19037,5 
67° 0' 

—16016' 
—26° 4,5 
—290 9,5 
—150 7',5 

I . 

£ 

60052',5 
680 0 ' 
59°30',5 
51040',5 
440Ю' 
44052',5 

d 

90 7',5 
2° 0' 
6°29',5 
1020,5 
6010' 
6052,5 

Д = 

и 

+ 17030',6 
+65024,9 
—14012,0 
—210 0,4 
—21021,3 
—10052,4 
= 15029,4 
= 929,4 

6 

n 
А 

1775 

0,28100 

2,96820 

3,24920 

21600 

Л 
23,24 

4,33445 
2,96820 

1,36625 

Der Inhalt ist also 1775 Quadratgrade oder der 23 s t e 

Theil der ganzen Erde. 

Wenn die Puncte nur wenige Grade in Länge und Breite 
verschieden sind, so ist и = ?p . sin S. 
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B e i s p i e l . 

Den Flächeninhalt von Kurland nach den in VI. Aufg. 82. 
gegebenem Verzeichniss der Grenzpuncte zu berechnen. 

Länge. Breite. £ P 2м 

Libau 
Felixberg . 
Windau *. 
Domesnäss 
Angern.. . 
Peterhof. . 

38°39',6 
39° 0 
39°12 
40°15 
40°55 
41°35 

Brambergshof 42° 2 

56°30',4 
57° 0' 
57°23',9 
57°45',6 
57°15/ 

56°48' 
56°52/ 

56°37/,l 
56°30',1 
55°53',2 
55°50' 
55°40' 
55°45' 
56" 0',3 
56°10' 
56°22',9 
56°25',4 
56°24',4 

,8 56°25',6 
56°22',0 
55°55',1 
56°30',4 

Der Flächeninhalt von Kurland, sphä
risch berechnet, beträgt also 23339 Qua
dratwerst. 

Nach der Neumann'schen Charte 23195 
Quadratwerst. 

Friedrichstadt 
Jakobstadt. • 
Dünaburga . . 
Wernowicz.. 
Ilgen 
Egipten 
Subbat 
E l l e r n . . . . . . 
Schönberg . . 
Sessau 
Grenzhof.. . 
Essern . . . . . 
Gramsden... 
Polangen . . . 
Libau • • 

42°43 
43°31 
44° 9 
45° 0 
44°25 
43°57 
43°33 
43°12 
42°17 
41°22 
40°58 
40° 4 
39° 15 
38°42 
38°39 

56°45^2 
5'7°11',95 
57°34;,75 
57°30',3 
57° l',5 
56°50' 
56°44',55 
56°33',6 
56°11',65 
55°51',6 
55°45' 
55°42',5 
55°52',65 
56° 5',15 
56°16',45 
56°24/,15 
56°24/,9 
56°25' 
56°23',8 
56° 8',55 
56°12',75 

20°,4 
12°,5 
62°,7 
39°,8 
40° 
27° 
41°,8 
47°,4 
38°,5 
50°,3 

— 35° 
— 28" 
— 23°,1 
— 21°,9 
— 54°,4 
— 54,J,7 
— 24" 
— 54°,1 
— 49°,7 
— 32°,2 
— 3°,3 

17°,061 
10°,507 
52°,928 
33°,568 
33ff,557 
22°,601 
34 V 54 
39°,554 
31°,991 
4l°,632 

— 28°,931 
— 23°,133 
— 19°,123 
— 18°,174 
— 45°,245 
—-45°,562 
— 19°,994 
— 45°,070 
— 41°,394 
— 26°,740 
— 2°,743 

2Л 
Л 
Л 
6 
n 
G2 

2,244 
1,122 

0,04999 

0,28100 

4,03709 

23339 4,36808 

Diese Rechnung lässt sich auf folgende Art noch genauer 
führen: 

Es sey m die geographische Breite eines mittlem Paral-
lels. Man bezeichne die geographischen Breiten zweier be
nachbarten Grenzpuncte der Figur durch m + x, m -f~ y, 
so ist $ s= m - j - 2 (x + y), d = 7- (x — y), 
sin S s=: sin m • cos ? (x -|- y) - j - cos m • sin •? (x -f- y). 
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sin S ---- sm m -\- cos m • •£• (лг 4" у) •— в »я «я -g- (A" + у)2> 

c o s <z « i - ^ (j. - y)\ - L - = i + ; о _ у)», 
ею S . c o s « 

. = sin m 4- cos m . 4- (x + V) — ew M . і д : . w. 
oos <i ~ v . J 2 yt 

, «до А 
и =* ip - -, 

oos a 

also г< = з ^p . $ш «n -j- <?o« m » {p (x -f- y) — s/n «и . $р » x » у. 

Wenn jo, лг, у in Minuten ausgedrückt sind, so muss 
TC 

10800' 
dritten Theil rechts mit sin2 V multipliciren, um alles auf 
Minuten zu bringen. Nachher multiplicirt man noch mit — . G2. 
Der zweite Theil rechts wird dann: n 

Hier ist —-G . cosm • p der Abstand der Meridiane auf dem 
60 ,j 

mittlem Parallel, und --—rG . (x-h v) die halbe Summe der 7 120 • ' *• 
Perpendikel auf dem mittlem Parallel. Der zweite Theil ist 
also der Inhalt des Trapeziums, wenn man dessen Bogenseiten 
als grade Linien ansieht, und der dritte Theil die Verminde
rung wegen der Krümmung der Erde. Bezeichnet man die 
Summe aller Producte p (x -f- y) durch «, und die Summe 
aller Producte p . x•• • у durch b, so ist der Inhalt tler Figur, 
da der erste Theil sich von selbst aufhebt, 

X-sin V - — • G% . cos m * а — isin2 1' * — G2 • sin щ • b. 
* n TT 
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In dem obigen Beispiel sey für den mittlem Parallel die 
geographische Breite von Mitau m = 56°39',1 angenommen, 
so ist 

Domesnäss 

Brambergshof. • 
Friedrichstadt. . 
Jakobstadt • • • • 

W e r n o w i c z . . . . 

Schönberg . . . . 

Gramsden . 

P 

20°, 4 
12", 5 
62°,7 
39°,8 
40°,0 
27°,0 
41°,8 
47°,4 
38°,5 
50°,3 

— 35°,0 
— 28°,0 
— 23°,1 

— 54°,4 
— 54°,7 
— 24°,0 
— 54°, 1 
— 49°,7 
— 32°,3 
— 3°,3 

X 

— 8°,7 
20°,9 
44°,8 
66°,5 
35u,9 

8°,9 
12°,9 

— 2°,0 
— 9U,0 
— 45°,9 
— 49°,1 
— 59°, 1 
— 54°,I 
— 38°,8 
— 29°,1 
— 16ü,2 
— 13°,7 
—. 14°, 7 
— 13°,5 
— 17°,1 
— 44°,0 
— 8°,7 

p • О + y) 
248,88 
821,25 

6978,51 
4075,52 
1792,00 

588,60 
455,62 

— 521,40 
— 2113,65 
— 4778,50 

3787,00 
3169,60 
2145,99 
1487,01 
2464,32 
1635,53 

681,60 
1525,62 
1528,82 
1967,42 

173,91 

« = 2811365 

p . x . у 

— 3709 
11704 

186796 
95014 
12780 

3100 
— 1079 

853 
15904 

113360 
— 101588 
— 89526 
— 48490 
— 24726 
— 25645 
— 12140 
— 4833 
— 10736 
— 11474 
— 24228 
— 1263 

£ = 80074 

i 

n V 

6 

я 
G2 

>s m 
а 

9,39794 
6,46373 

0,28100 

4,03709 
9,74015 
4,44892 

4,36883 

i 

sin2 V 

6 
71 

G2 

sin m 
Ь 

9,39794 
2,92745 

0,28100 

4,03709 
9,92187 
4,90349 

1,46884 

23380 

Inhalt von Kurland 23351 Quadratwerst. 
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48. 
Die Seitenfläche eines senh'ech~ 

ien Cylinder&ectors, dessen G?'und-
fläche ein Kreissector, ist gleich dem 
Product der Sehne mit der Höhe, 

Der körperliche Inhalt desselben 
ist gleich dem dritten Theile des Pro-
ducts des Halbmessers mit der Seiten
fläche. 

Der Kreissector am ob wird von 
dem Halbmesser mb =* r halbirt. Auf 
der Ebene desselben sind die Seiten
linien des Cylinders ad, hk, bf, cg 
senkrecht. Eine schiefe Ebene schnei
det die Cylinderfläche in dfg, die 
Grundfläche in sq ^ ac, und bildet mit der Grundfläche 
den Winkel n, so dass also ad c8 
tg n, hk = s hp * tg n, bf = mb • tg n 

as * tg n cq . 
Es sey ah eine 

beliebige Sehne des Bogens, ml senkrecht auf ah, lo senk
recht auf qs. Das Trapezium ahkd t==i \{ad + hk) . ah 
== \tg n (as + hp) ah t=t tg n . lo . ah = tg n * ml * sp. 
Der körperliche Inhalt der Pyramide mahkd ^-, \tg n »ml . 
sp . ml. Beschreibt man also in den Bogen а с ein regel
mässiges Vieleck, dessen Seite =з ah, so ist die Linie ml 
für alle gleich, die Summe aller Abschnitte sp beträgt qs 
= ac, also ist die Seitenfläche des Cylindersectors acgd 
oder A ^> tg n • ml . ac, der körperliche Inhalt amcgd 
oder К > ^tg n * ml? ' ac. Je grösser man die Anzahl 
der Seiten des Vielecks nimmt, desto mehr nähert sich ml 
dem Halbmesser r, und der Unterschied kann kleiner als jede 
denkbare Grösse werden, Also ist genau А *=« tg n * r * ас 
oder A = s bf • а с, und К = \tg n . r% . а с oder K= ^r . A. 
Setzt man die Höhe bf=ir*tgn =* L, den Durchmesser 
2/> s=ss D, den Centralwinkel amc =i m, so ist 

А == L • D • sin ^m, Ä" == -JX . Z>2 . «i« 4^-
Verwandelt sich die Grundfläche in einen Halbkreis, so 

ist sin 4-w s=s I , also: 
А = L . D, К i=* $L . D\ 

Durch Hülfe dieses Satzes lässt sich der Schwerpunct t 
des Kreissectors amcb bestimmen. Da ab *=* bc, so liegt 
dieser Schwerpunct in der Linie m b, also ist die im Schwer-
punct bis zur schiefen Ebene errichtete Höhe = mt • tg n. 
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Die Grundfläche am с = \r • Bogen abc. Also der Inhalt 
des Cylindersectors (VII. 24.) Kt=smt • lg n . $r . Bogen abc. 
Aber auch, wie oben bewiesen worden К t=» ^tg n • r 2 . «<?. 

Also \mt. Bogen abc = \r . «c oder /и£ = f r . - . 
Bogen abc 

Bei einem Halbkreise ist also mt 
4 

t=i r . —- « r . 0,41831. 
АТС 

49. 
Der körperliche Inhalt des 

Raums у welcher durch Umdre
hung einer Figur um ihre Axe / 
beschrieben wird, ist gleich dem I} 
Product des Umfangs des vom 6 *—• 
Schwerpunct der Figur beschrie
benen Kreises mit dem Flächen
inhalt der Figur. 

Es sey bfd = F die Ro
tationsfigur, bd ihre Axe, a ihr 
Schwerpunct, ac s=s r senkrecht 
auf b d, der Halbmesser des vom 
Schwerpunct bei der Umdrehung 
beschriebenen Kreises. Man be
schreibe um diesen Kreis ein regelmässiges Vieleck, dessen halbe 
Seite ag, dessen Umfang =a P sey, und lege durch die Axe 
bd und die Puncte a Ebenen, welche den Rotationskörper 
in der Figur bfd schneiden. Man lege senkrecht auf jede 
Ebene bfd Cylinderflächen, welche den Rotationskörper in 
der Figur bfd berühr^., so ist der körperliche Inhalt jedes 
schief geschnittenen Cyhnderstücks (VII. 24.) t=* ag • F, also 
der Inhalt des ganzen den Rotationskörper umhüllenden Kör
pers =a P . F. Je grösser aber die Anzahl der Seiten des 
umschriebenen Vielecks genommen wird, desto mehr nähert 
sich der Umfang des umschriebenen Vielecks dem Umfang des 
Kreises = 2л: . r, und desto mehr nähert sich auch der 
Inhalt des umhüllenden Körpers dem Inhalt des Rotations
körpers. Also ist der Inhalt des Rotationskörpers K= 2пг . F. 

s = f r • — oder mt 
71 
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Inhalt der Stereometrie, 

Bezeichnungen. Länge oder Höhe = L, Breite !=: B, 
Dicke oder Diagonallinie oder Durchmesser der Grundfläche 
^> D, Verhältniss der Grundfläche zum Quadrat dieser Linie 
= c, Grundfläche _ з с • Z)2, Endkante oder Seitenlinie == E, 
Umfang =3 P, Dicke der Wand =_ w, Seitenfläche t=» A, 
ganze Oberfläche i=s JP, Neigung der Endkante oder Seiten
linie gegen die Grundfläche = n, Centralwinkel = m, kör
perlicher Inhalt = K, Länge eines Grades der Kugel e=s G. 

1. Cubus F —= 6 . L\ К =_ V. 

3. 7. Rechtwinkliges Parallelepipedum: 
A = 2L.B+2L.D, F=2L.B+ 2L . D + 2B-D. 
Axe == VL'2 + B* + D\ К с=з L . В . D. 
Wand == А . w — 4L . «Л 
Wand und Böden = F.w~ 4 (L + В + D)-w* -J- '8.«Л 

8—17. Senkrechtes und schiefes Parallelepipedum und Prisma, 
senkrechter und schiefer Cylinder: 

К = . с . L . Z)2 =« с . sm Tl . E . J ) 2 . 

10. Säule А =* L - Р. 

14. Schiefes Parallelepipedum. Die Endkanten JE, JE', £" 
bilden die gradlinigen Winkel a, b, c, und а + Ь + с 
e=l 2Ä 

/Г — = £ . £ ' . JE". j/4sm 'š-sin(S—a) . sm (£—й) • sin (S—c). 

17. Senkrechter Kreiscylinder: 
^ —- ?r . L . D, F *=* 7i . L . D + in . D\ 

К = \n . L . Z>2 =_ -i- Z . P 2 . 
4?r 

Wand s=3 7i » L ' w - (D —• w?) t=i n . L . и? • (ß + w). 

18. 19. Tetraeder und Pyramide: К = \* - L . D\ 

20. Schiefgeschnittenes dreiseitiges Prisma: 

К = ic . (£/ + L" + //") . D\ 
21. Schiefgeschnittenes Parallelepipedum: 

Jf _= 4-c . ( 1 / + L"') . / ) 2 ^ ^ . ( / / + L"") . D\ 
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23. 24. Schiefgeschnittenes Prisma, schief geschnittener Cy-
linder, die Höhe des obern Schwerpuncts == £,, die 
Verbindungslinie beider Schwerpunkte =» E. 

К == с . L . D2 == с . sin n . E . Z)2. 

25 — 27. Aehnliche Körper JRT : Ж' --- Z>3 : / ) " . 

28 — 30. Parallel abgestumpfte Pyramide: 
К = \c . L . (D + df + .TTC • L - (D — ff. 

31. Kegel überhaupt. . . . JK = {c . L . Z)2, 
Gleichseitiger Kegel: s 

2L 2?rL _, • • • 
tg n = ^ «--- ——) Ь . «t« n ==> L. 

А га i E . P = 7̂T . Jg . Z), F = |тг . Z) . (2£ -f D). 

К га т тг . L . Z)2 = - i - . L . P\ 
' ,:. • . ,12л: , . ,. .,;,,; 

33. Parallel abgestumpfter Kegel überhaupt: 
К га \C';. L . (В + df -\- T\C - L . (/) — df. 
Parallel abgestumpfter gleichseitiger Kegel: 

2Z, " " " L ±(D — d) 
U — d sinn cos n 

А га '•%$ . ( P + p) ^ 4-д: . Е - (ІХЦ- ck). 

к га ^ . x . (он- rf)2^;:;^л.І(;.;(Ь —d)1. 

37. Kugelsector: ZT == -£л: . г3 . sm2 | m . 

3ö. Kugel: :.: ; r ,. m 6 0 0 

F ra P . / ) га 4ЯГ2 ra Я . Z)2 га ' І . P 2 ra ^ ^ . Gl 

, : 1 _ 7776000 ._,_ 
AT « > - Г3 ra ^ . & ra _-, . P 3 ra — 5 — . G\ 

071 71 

Wand =3 и . w> . D • d -\- %n •w*. 

37. 41. Kugelsegment: : 
2Z. 5 Z) r л . 2 ш * = 4»,' -77 *=з tgn, E == -™- е=в --—-.,• Л t=» 2r%em w. 
X/ sm w 2cos« д 

^ c=3 27f "• V • L ES=4 47Г . Г 2 . Sin%ri ===i ^ . £ ? === -у7Г . £ ^--——. 

cosn 
К « TI . L2 . Г — І7Г . L3 ra j.71 . L . / ) 2 + ^я'.'Х». 

38. 42. Kugelzone: t - r ! i 

6 /) — б/' ö О + (i s%nn sinn' 
Faucker Geometrie. I I . 1 * 



258 

.-• ' -А-=* п.. E . E''• = \n . E .DJirf. -,'.- • .< v 

45. Kugelstreifen: л . •• - i ; . , 

, 3 Ö 0 - 2 r - -31600.. 
71 Л 

46. Sphärisches Dreiecke" а -4^ Ь Щ- с — 180 = * -А. 

48. Cylindersector: i 
А =z L . D . sin \mt K'-*=* \h • ö 2 • е м 2 7?«. 

49. Rota t ionskörper . . . . К = a 2л: . ?• • F . 

Zahlen у welche vom Kreisverhältniss abhängen, u?id bei der 
Berechnung des Kreises, Ci/lindeks, Kegels und der 
Kugel angewandt werden, überhaupt' auch in der höhern 
Geometrie von* häufigem Gebrauche sind. 

л - - - 3 ^ 1 4 1 5 9 2 6 5358979 3238462 6 4 3 M 3 2 7950288 
4 1 9 7 1 6 ^ 3 9 9 3 1 5 1 0582097 4944592 3078164 
06Ž86Ž0189986^8 Ö343253 "4211706 7982148 
0865132 8230^64 7093844 6095505 8226136 

Alis dieser von Vega berechneten ZabI habe ich die übri
gen abgeleitet: .? . .i 

\n = 0,7853981 6339744 8309615 6608458 1987572 
1049292 3498437 76 

£тг =*'. 0,5235987 7559829 8873077 1072305 4658381 
x i ,; 4032861 5665^25 17 
— и 0,3183098 8618379 0671537 7675267 4502872 

71
 4068919 2914809 1289749 5334688 1177935 

9526845 3070180 2276055 3250617 1912145 
6854535 1591607 3785823 6922291 5730277 

In Euler's Introd, in Anal. Infin. I. § 198. i s t — nur 

auf 36 Stellen angegeben, und daselbst die 2 5 8 t e Stelle nn-
richtig 9 statt 5. 

J- =0,0795774 7154594 7667884 4418816 8625718 
A7t
 1017229 8228702 28 

-L = аЮ13211 8364233 7771443 8794632 0972763 
71','-,. 8904358 7746722 46 t 
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6л:5 

' |/зт • * = = 

2J/T* -Я=* 

зб °--> 

(Ai = 

J/6 п"1 ==ss, 

ЗТ*^й=і 

7Г 

7 Г 

..71' 

71 

77 

77.' 

Я -' ---israj 

0,0168868 6394038 9628573 
6484059 7957787 ОТ 

1,7724538 5090551 6027298 
2797549 4561223 8712821 
8459103 2181374 9506567 
8236242 8257066 6236152 

3,5449077 0181103 2054596 
5595098 9122447 '74 

0,5641895 8354775'6286948 
5844050 6293289 9885684 

Щ283791 6709551 «2573896 
1688101 2586579 9771368 

0;0940315 9725795 9381158 
0974008 4382214 9980947 

1,8171205 9283213 9658891 
2428210 4631412 1967148 

3,3019272 4889462 6683874 
6846884 6443184 9333697 

1,4645918 8756152 3263020 
1738596 8556279 37 

2,1450293 9711102 5600077 
7486667 3654715 56 

1,2407009 8179880 0033336 
470Й72 ̂ 003^20 0 *• 

, 3^7^770^89,72075 3958963 

І0І5ЙІ2І205839О 5б' 

4M59798 6204940m8>922150 
ÖU3S842 2169715 85 ; 

9,8696044 0^08935 
7615113 5313699 

31,00(!766 8029982 
, . 0139520 222 

"..'„"У 97,4090910 3400243 

0511124 97 

306,0196847 8528145 

;;„;;'Г'^ГІ:;;:;;]7;;,;з5бІ0()48'02 ""•-:;,::;; 
1:.:::..:.:.;̂ і-.з

!
89і-935-7-53044̂  

: I ' 19'8988'6 68 •""'" 
> 3020,2932277 76792Õ6 

• 4183191 62 '-' 
к i >9488,531XN6S>.7O57M0 
:Г ; 6579669 29 

9799105 3495460 

1674833 
3807789 
3854466 
8657244 
3349666 

0794515 
4085721 
1589031 
8171443 
0132419 
4014286 
2117563 

6099524 

1425272 

4441009 

0136240 

4700177 

9005399 

3618854 
4072408 
0175476 

7236440 

3262741 

7030219 

751420c 

7138KM 

17* 

4114518 

8529112 

5416226 

2261088 

8229036 

6077258 

709 

2154517 

418 

2679543 

951 

2726050 

0908495 

6379039 

4123559 

9555633 

9985674 

17 854 8*1 

4909998 

3150671 

3326887 

3JL00434 

4434&24 

4930720 

5039067 
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75' 

п" 

7lU 

лп 

71 

71й 

п[ь 

тгг$ 

s a 

=̂ = 

29809,0993334 4621166 

5536385 31 

93648,0474760 8302097 

4563594 6 

294204,0179738 9059710 

6702738 

924269,1815233 7418622 
0717230 

2903677,2706132 8340498 

3046839 

9122171,1817543 5317020 

744956 

28658145,9693879 984533? 
32966 

90032220,8429332 7956713 
94380 

6509402 

3716690 

5695642 

2579170 

8596199 

4375110 

8821971 

0768227 

4012396 

1849193 

0071846 

3584756 

487803s! 

7628162 

6605433 

9165370 

А n h a n g« 
Aufgaben zu practisehera fiebraueh. 

(Pas hier vorkommende Längenmaasš ist der russisch-englische Zoll 
und Fuss. Authentische Vergleichungen der Maasse und Ge
wichte findet man in meinem Rechenbuche.) 

• 1 . -• 

Den Inhalt eines Kornspeichers in Tschetwert, rigischen 
Loofen und revalschen Tonnen durch Maassstöcke zu 
bestimmen. 

СиЬікгоІі. Cubikwutzel in Zollen. 

Tschetwert 12809,7 23,39805 « -} (72 — 1,806) 
rig, Loof 4202,5 16,1375 = * ± (72 + Ц$) 
rev. Tonne 7757,7 19,796 = i (99 — ^ ) 

Die Einheit des Maassstockes wird der hier angegebenen 
Cubikwurzel gleich genommen und in 10 gleiche Theile getheilt. 
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Beispiel, Nach einem für Tschetwert eingerichteten Maass
stocke wurde ein Kornraum (Abzirk) gemessen. Es war die 
Länge L => 7,9; die Breite В — 5,8; die Höhe D ~=> 2,3 
Einheiten, also der Inhalt L . В . D = 1051 Tschetwert. 

Den Inhalt eines Kornspeichers, dessen Abmessungen in 
Fuss oder Faden gegeben sind, zu finden. 

Die Formel ist ÜT.*=i а • L * В » D. Hier bedeutet К 
den Inhalt in Tschetwert, oder Loof, oder Tonnen, oder 
Lasten u. s. w. Die Abmessungen L, B, D Länge, Breite, 

1728 • . , T r 

; m ist das Kornmaass Hohe in Fuss, der Factor a t=» 
in Cübikzollen. m 

Garnez 
Tschetwerik 
Tschetwert 
rig. Loof 
rev. Tonne 

m 
2 0 0 , 1 Й 5 

160 I M 18 
12809,6948 

^4202,5 
7757,7 

log а 

rig. Last 4 5 
rig. Last 48 
rig. Last 60 
rev. Last 24 

7,93279 
7,83^88 
7,96760 

0,93618 
0,03309 
9,13000 
9,61403 
9,34781 

' Sind die Abmessungen in Faden gemacht, so multiplicirt 
man noch: bei Faden von 6 Fuss mit 216, bei Saschen von 
7 Fuss mit 343. Sind die Abmessungen in Zollen, so mül-

1 

log а 

7,96082 

tiplicirt man mit 
1 7 2 8 ' 

Zog = 6,76246. 

B e i s p i e l e « 
1) Bei einem Speicher ist L = 5 0 ' 7'', В = 16' 5", 

D == 4' 8", wieviel Tschetwert und Last enthält er? 
L 2,78319 
В 2,29447 

D 1,74819 

1728 6,76246 

а 9,13000 

2,71831 

Tschetwert 5 2 21; 

2,78319 

2,29447 

1,74819 

6,76246 

7,96082 

1,54913 

rig. Roggenlast 35,41; 

2,78319 

: 2,29447. :/ 

1,74819 

6,76246 

7,96760 

1,55591 

rev. Last 3S,97; 

2) Bei einem Speicher ist L 
= 10^ Faden, В = * 8̂ - Faden, 
D . = 2£ Faden, der Faden 6 Fuss. 

L 
В 
D 

216 

а 

1,02119 
0,92942 
0,35218 
2,33445 
9,13000 

Tschetwert 3,76724 - - - 5 8 5 1 
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3) Bei einem Speicher ist Z L 1,01072 
= * 10£ Saschen, В = > 8 f Saschen, В 0,91645 
Z > ^ 2£ Saschen, die Saschen 7 Fuss. D 0,39794 

' ^/iv;: •'.</ • ;•: . , . 343 2>53529 ^ n 

« 9,13000 

Tschetwerf 3,99040 = * 9781. 

. 3 . 

Den Inhalt eines Heuschobers zu berechnen. \ 

( Die Formel ist Ä" == л - X . В ц D% die Abmessungen 
L, B, D sind Fuss, К Berkowez. Man rechnet auf eine 

•• . •;.••:..,••• •-.!•:.. <•••• '-" ' -' '. r : , •.-;...i-^.'2 •.-. ,, / ' n \ -...:;;.{•«; 

Cubiksaschen 2 Berkowez Heu, also л t = , log а ?=: 7^76574, 

'"• '-.l^i \ ' ' "'.V'- '• 

* .'Vi'«Bei" einem Heuschjobqr ', ist ;&.;*=» 6 5 ] /̂  ^ , 8 1 2 9 1 ,,f-j <;и.. , у 
F e a w i ; ^ i*i<3ŠLjF*ise,-* І>*««»;'Д5-Й ,іівя.^,іАп1і5Р515 , / / !- 1п. 1, 'г 
. li?;,:;.; : i;.- ;<••..? ,•>•. ' *;*;' \: •• $ ^ 1 , 1 7 6 0 9 ;, ( ) . j ,„:-, 

: " ' p -/Г: '? у76574,< ; ! . .л .;'.; 

.;.r:w)-:« <,- ^':i;,;,;-:> ги!,ч'-* Berkowez, 2 ,25989 =да; 182. 

Eine Quantität Brennholz nach gesetzlichem Holzmaass 
2tt berechnen. 

Das gesetzliche Holzmaass ist J Cubiksaschen oder 257^ 
Cubikfuss. Das Holz* wird* ёіШ SäscftefPhoch und breit auf
gestellt, u n d d e r Scheit oder Moben H«D im Durchschnitt 2^ 
Arschin oder H. Saschen l-=e 63»Zoll langi Dieses Maass heisst 
die d r e i b r ä n d ige Sascheu ,und beträgt ungefähr 9 Fuder. 
Nimmt man! den Klobe nur eine Elle ==» 21 Zoll lang, so 
heisst dietees * Maass eine e in b r ä n d i g e Saschen. Da aber in 
verschiedenen Gegenden des Reichs provincielle Holzmaässe 
im Gebrauch sind, so sey die Anzahl der Faden nach pro-
vinciellenx Maass e=s M, das Verhältniss des proyipciellen Holz-
maasses zum gesetzlichen ".~=*-,-л, so ist die Anzahl der Faden 
nach gesetzlichem Holzmaass К «=* а • M. Wenn umgekehrt 
der Preis des provinciellen Holzmaasses durch ä dividirt wird, 
so ergiebt sich der Preis des gesetzlichen Holzmaasses. 
Diese Reduciion gewährt ein Mittel zur Vergleichung der 
Preise des Brennholzes in verschiedenen Gegenden des Reichs. 
Nach meinen Ausmittelungen kommen nachstehende provincielle 
Maasse vor^ 
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Holzmaass 

gesetzlich 
einbrändig 
Moskau 
Finnland*) 
Reval 
Riga 
Mitau 
Kronflossholz 
Forsteten 

— — 

Deputat j 

hoch 

7 Fuss 
7'y 

V 
3 Ellen 
88",4 
8' 

V ' ч " 
6' 

r 
8' 

breifc 

7 Fuss 
7' 
7' 
4. Ellen 
88",4 
9' 

r •••• 
6' 
7' 
8' 

Kloben 

5£ Fuss 
1 3 

5|. 
1^ Ellen 
21", 166 
2' 

6 '6 f 
6' 
7' 
8' 

« 

1 
i 
3 

4 
0,43117 
0,37208 
0,55975 

1,25 
0,83964 

4 
1,9903 

log а 
— 

9,52288 
0,04575 
9,63465 
9,57064 
9,74800 

0,09691 
9,92409 
0,12493 
0,29891 

*) Die finnländisehe oder schwedische Elle — 23,379 £oJ|. 

В e i s p i с 1 e . 
1) Bei einem der Behörde zur Bestätigung vorgelegten 

Anschlage für dâ s erste Halbjahr(. 1833 fandi ich, dass man 
den halbjährlichen Bedarf von 94£ einbrändigen Saschen auf 
42 Faden Kronflossholz zu RS, 5,50 berechnet hatte. Um 
wie viel war dieser Anschlag zu hoch? 

9 4 | 1,97543 25,2 1,40140 ; 

»- 9,52288 42 1,62325 
1,25 0,09691 \ 5^5 0,74036 
25,2 1,40140 2,14176 Ы RS. 138,60 sollte seyn 

2,36361 ' ^ RS. 231,00 angegeben 

der Anschlag war zu hoch um RS. 92,40. 

2) Im September 1833 kostete der RS. 7 0,84510 
Faden Kronflossholz auf dem Matz RS. 5, а 0,09691 
das Abführen 1, das Sägen 1, wie viel HZ 5 60 0 74819 
die gesetzliche Saschen? 

3) Im Januar 1841 kostete der RS. 7,50 0,87506 
Faden von 7 Fuss rundes Birken-Brenn- а 0,12493 
holz RS. 7,50, wie viel die gesetzliche RS. 5,62| D,75013 
Saschen? 
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5. 
Den Preis einer Stange russischen geschmiedeten Eisens 

aus den Preisen zweier andern Stangen von gleichem Ge
wicht zu berechnen. 

Gesetzlich sollen sich (Rechenbuch II. 287.) bei gleichem 
Gewicht die Unterschiede der Preise wie die Unterschiede der 
Oberflächen verhalten. Das Stabeisen ist vierkantig, also 

К = L . # . D, A=**L..,B +*L.D=* ^K(~ -j- -i-Y 
1 • 1 \Lß B/ 

Setzt man — - j - —- ==== c, und bezeichnet man die Preise 
JJ В 

durch p, p', p", so ist ^ - — ~ ==( ———,. Sieht man p' p" 
P — P c — ° 

als die gegebenen Preise, p als den gesuchten Preis an, und 
setzt man den festen Preis m* = ^-.—— ^ den festen 

, и * 1 c — c 
P ~~~ p 

Factor #===» r

r

 r

llf 3o ist jeder andre Preis » = m + а . c, 
c - — • c ' " 

wornach man leicht eine Tabelle berechnen kann. 

Beispiel. Ein Pud Stabeisen kostet bei 3 Zoll Breite, 
4- Zoll Dicke Кор. S.s-Ш-Ь bei 1^ Zoll Breite und £ Zoll 
Dicke Кор. S. 155, wie viel bei jeder andern Breite un«ä 
Dicke? г'.<"г!:.'.. ..'•;;. ''.//, 

B' «=» 3, D' = . 4 , , І V = 24, p ' ==, 924, 
? . = . i h D <=*h/c'^ 8-ь / ^ ^ 5 , : 

, 1320 1500 
also m === --—- = 69,474, * = = - — - - = 9,868, 

1У 154 
I? «===> 2, І ) = f, с ----44, /, ==ь Kop S. 113,88. 

Bei dem sogenannten soriirten Eisen ist der (Querschnitt 
ein regelmässiges Vieleck oder ein Kreisy also IT---- ^L • D • P, 

A =z L * P, also f̂ i = 4 / ^ . —. Setzt man also - - - - - ^ 

so erhält man dieselbe Formel wie oben. 

Beispiel. Еід Pud S4>rtirtes Eisen kostet bei 14 Zoll Dicke 
Кор. S. 924, bei i Z o 1 1 vicke Кор. S. 339, wie viel bei 
jeder andern Dicke? 

D' ----- H , c' « j , /,' ----- 924, 
D ----- 4, o------ 4, / / ' « 339, 
also ет ----- 30,875, а ----- 77,03125, 
D « *, с p==. 1 | , p = Kop. S. 1544. 
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6. 
Das Gewicht eiserner Stangen, Platten, Kugeln u. s. w. 

zu berechnen. 
Der körperliche Inhalt = K, der vom specifischen Ge

wicht abhängende Factor = #, das absolute Gewicht = G, 
also G ===» а .К. Nach meiner Abwägung wiegt ein Cubik-
fuss russisches Schmiedeeisen 541,36 rassische Pfund, Guss
eisen aber 492,78 Pfund (englisches Schmiedeeisen 538,60, 
Gusseisen 498,40). Wenn, also К in Cubikzollen, G in Pfund 

541 36 
ausgedrückt ist, so ist für Schmiedeeisen а = -—, 

J Q O по 112b 
loga=z 9,49595; für Gusseisen а д , ' , log «== 9,45511. 

1728 
Wenn die Länge L in Fuss, Arschin oder Saschen angegeben 
ist, so muss man noch resp. mit 12, 28, 84 multipliciren. 

В e i s p I с 1 e . 

1) Eine vierkantige Stange Schmiede-
eisend £ « 5] Fuss, В I===J H^ Zoll, 
&Ш l Zoll. 

; ^ Gewicht russ. Pfund 38,77 

2) Ein sechskantiger Stab Schmiede
eisen,, , L == 3y Arschin; zwischen den Ge-
genjföcben Dicke D = 2^ Zoll. 

Gewicht russ. Pfund 166,18 

3) Eine ründe Stange Schmiedeeisen, 
3 1-i Saschen, D ----- 1 ̂  Zoll. 

L 
В 
D 
а 

7 

L 
D 
D 
с 
а 

8 

L 
D 

P 
?7l 

а 
84 

1,81954 
0,39794 
9,87506 
9,49595 

1,58849 

1,99123 
0,39794 
0,39794 

9,93753 
9,49595 

2,22059 

0,13830 

0,09691 
0,09691 
9,89509 

9,49595 
1,92428 

Gewicht russische Pfund 44,406 1,64744 

4) Eisenplatten zum Dachdecken sind 2 Arschin lang, 
1 Arschin breit, und wiegen 15 Pfund. Andre Eisenplatten 
sind 20^. Zoll lang, 14 Zoll breit, und wiegen 1,275 Pfund. 
Wie viel Dicken gehen auf einen Zoll? 
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L 1,74819 L 1,30373 
В 1,44716 В 1,14613 
а 9,49595 « 9,49593 

2,69130 1,94579 
G 1,17609 G 0,10551 

1,51521 = s 3 2 | auf einen 1,84028 = 6 9 | auf einen 
Zoll. Zoll. 

5) Drei Platten Verzinntes Eisenblech waren jede 14 Zoll 
lang, 10,2 Zoll breit, wogen aber: die erste 0,8; die zweite 
0,7; die dritte T

7

T Pfund. Wie viel Dicken auf einen Zoll? 
L 1,14613 4,65068 
В 1,00860 G 9,90309 
g 9,49595 , .Ж 9,84510 
. 1 , 6 5 0 6 8 fe 9,66901 ; ^ 

1,74759 --, 55,9 auf einen Zoll 
,1,80558 = 6^9 » » » 
1,0816% « 96,9 » » ), 

; ., 6) Ein Pfeiler von tiusseisea £ '4*$i'' І 1',8195.4 
Fuss, D =? 6|Zoll. ' " ' " p 0,81291T 

D 0,81291 
г \n 9,89509 

"'• ' '"''' l " " " ; '" '" : а 9,45511 

;: M :.;, Gewicht russ, Pfund 624,5 2,79556 

7) Röhre von Ousseiseri І V = eine .V X 1,92428 
Saschen; die Wand w = £ Zoll, der " w 9,52288 
äussere Durchmesser D =» 3^-". D — w 0,50060 

n 0,49715 
• а 9,45511 

Gewicht russ. Pfund 79,44 1,90002 

8) Das Gewicht einer Kanonenkugel von Gusseisen von 
2 Zoll Durchmesser heisst in der russischen Artillerie das Sca len-
pfund. Wie schwer ist dieses Pfund, und wie viel wiegt 
demnach eine 8pfündige Kanonenkugel nach russischem Gewicht? 

I ) 3 0,90309 
' frt 9,71900 

а 9,45511 

0,07720 *==* 1,1945 russ. Pf. ein Scalenpfund 
8 '0,90309 

0,98029 = 9 Pf. 53^ Sol. die 8pf. Kanonenkugel. 
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7. 
Das Gewicht von Goldstangen, Goldplatten u. s. w. zu 

berechnen. 
Die Formel ist G == а ,. К. Ein Cubikfuss gemünztes 

Gold von der 94 Probe wiegt 1300,62 russ. Pfund, jede* 
Pfund beträgt 117^ Pu^aten. 

Also für Pfunde ist а == , ' ; , ' ' % # M* 9,87660, 

л-. ^ i . . 1300,62 X 1174 , • „.-
für Dukaten ist а w — - - ^ — - ^ - , /og Ä = * 1,94664. 

B e i s p i e l e . .".., 

;... 1) Bei einer Barre Dukatengold ist L 0,69897 

Ь^Ллг'лД ъ#Л\ ^ w . i " > ^ ; , " . •. в 9,87506 
.-: — л -м:.-.'..,:«-'^ »•; ••:.- -.rlf,,--- ,к,Д> 9,69897 
..,.';, ,....:иЛ: , л > - •, ,,Ь: , . ..-• ', • / < » 9,87660 

Gewicht russ. Р £ lv39ЛВо1. 45 BoJi 0,14960 
{.:-у:чХ ,V:^->;lI-7^:.:2>07004 

L ^ bWerth Dükatetf I65 ,S 2,21964 

7; !i 2) ,DZS Gewicht eines Drahtes Dukaten- . Z)2, 6, 
gold ist 1 TUSS. P ^ die- Dicke T ^ Zoll. ^ ^ ^ 9,89509 

^ h ; > ь ; ' ' . t. ', :-УУУЛ<}І І,,Ш" : ^ 9,87660 
.; , 1 2 ,1,07918 

•ii- !<>ч,і^ ; І ' ? ii •:• , , Vi З-ЛІІ ; , . , : 1 и , . . - , ; - , 6 , 8 5 0 8 7 

а о n Die Lä»gei^409,7 Fusg . . .Л£ 3,14913 

3) Das Gewicht eines Drahts Du- i>* 4, 
katengold ist 1 russ. Pfund, ^ e Dicke ';'*"., \it 9,89509 
т ^ Zoll. " , ' \ " V я 9,87660 

^ ' 42000 4,62325 

-.. s v.. ,.• < • -.wr/^/.j .:- , 8,39494 
; Die Länge 4 ^ 2 7 7 \ Y e r s t . - ^ j ; 1,60506 

;4) Ein Dukaten liefert 2729,73 2729,73 3,43612 
Quadratzqll Blattgold, wie dick ist es? а 9,87660 

'" •'•'- ^ ; i" И ; ; " '•'"':-' " ' ' ' 1 1 7 ^ . 2 , 0 7 0 0 4 
1 Auf einen Zoll 24141 ±- 5,38276 

5) Bei Vergoldung des 8ilhers liefert 36 1,55630 
ein Dukaten 36 Quadratzqll Vergoldung, а -9,87660 

.: - J v ' ;•;.. ;;',w .;,,., 117^ 2,07004 

Auf eraeri Zoll 3184i . ^ i 3,50294 
LJ 
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8. 
Die Menge des zu Bauten erforderlichen Materiah zu 

berechnen. 
Die gesetzlichen Bestimmungen für Bauanschläge enthält 

der Befehl vom 15. Januar 1825, No. 30194, aus welchem 
ich folgendes aushebe: „Bei Mauerwerk zu Fundamenten 
schlägt man zu der berechneten Anzahl Cubiksaschen, für 
Ausfüllung der Zwischenräume noch den 6 t e u Theil hinzu. 
Nach dieser Zugabe rechnet man auf 5 Cubiksaschen Steine, 
für Mörtel 1 Cubiksaschen oder 480 Pud ungelöschten Kalk 
und 1 Cubiksaschen Sand." 

„Bei Mauern von Ziegeln rechnet man auf 1 Saschen 
mit Inbegriff der Mörtelfugen 8 Ziegellängen, 16 Ziegelbrei
ten , 30 Ziegeldicken, so dass 3840 Ziegel eine Cubiksaschen 
machen." (Nach meiner Ausmessung an mitauischen Ziegeln 
1835 , enthält eine Saschen mit Inbegriff der Mörtelfugen 
7^- Ziegellängen, 15 Ziegelbreiten, 23 Ziegeldicken, also 
1 Cubiksaschen 2587^ Ziegel.) 

„ Z u der berechneten Anzahl Ziegel schlägt man noch 
den 10 t e n Theil für zerbrochene hinzu. Nach dieser Zugabe 
rechnet man, bei Gebäuden, welche nicht über 6 Saschen hoch 
sind, auf 100,000 Ziegel für Mörtel 6 Cubiksaschen un
gelöschten Kalk und 10 Cubiksaschen Sand, oder 10 Cubik
saschen gelöschten Kalk." 

„ B e i eisernen Stangen rechnet man auf 3 Cubikzoll ein 
Pfund. Bei Eisenplatten uu Dächern rechnet man das Gewicht 
einer Platte von zwei Quadratar^chin zu 15 Pfund, und we
gen der Umbiegung der Känder 16 Platten auf 3 Quadrat
arschin. Eine Platte von 1 Quadratarschin rechnet man zu 
7^ Pfund, und wegen der Umbiegung 12 Platten auf 1 Qua-
dratarschin." 

Beiläufige Angaben des Gewichts der Materialien sind, 
auf einen Cubikfuss: Fichtenholz 1 Pud, Erde 2 Pud, Sand 
und Grand 2 1 , Ziegel 3 — 3 4 - , feuchter Mörtel 3£ , Sand
stein 3 4 - — 4 } , Granit 4§-, Kalkstein 4 } Pudi Genauere 
Bestimmungen findet man in meinem Rechenbuch II. 2 7 5 — 2 7 7 . 

9. 
Den Inhalt cylindrischer Röhren und Gefässe zu berechnen. 

Die Formel ist: К = * а » L . Z)2, die Länge"L in Fuss, 
die innere Weite D in Zoll. Soll der Inhalt К in Cubikzoll 
angegeben werden, so ist а = Ззт, log а = 0,97427. 
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Für J £ Cubikfuss ist а = -4~-, los а =»-7,73673. Für А 
5 7 6 ' ö ' 

russische Stoof ist, weil ein Stoof = 75,0568 Cubikzoll, 

a « — n—5 fog a —. 9,09888. Da ein Cubikzoll destil-
75,0568 

lirtes Wasser in der Luft bei 13-J0 Reaum. und 30 Zoll Ba
rometerhöhe 367,96315 Doli wiegt, so ist für К TUSS. Pfund 

, . -,. ^ 3 » . 367,96315 , 
Wasser bei dieser Temperatur, а = КсПИ ' °8 a 

--, 9,57553. 9 2 1 6 

B e i s p i e l e . 

1) Bei einem cylindrischen Fasse ist L 0,52288, 
L = 3 ' 4", innere Weite D = * 30". D 1,47712 

D 1,47712 
а 9,09888 

Inhalt russ. Stoof 376,7 2,57600 

2) Bei einer Wasserröhre ist L = 81 £ L 1,91116 
Fuss, der Durchmesser D «=* 3£ Zoll. D 0,51188 

D 0,51188 
а 9,57553 

Wassergewicht russ. Pfund 323,93 2,51045 

10. 

Aus dem Inhalt cylindrischer Röhren oder Gefässey 

ihre Länge oder Weite zu berechnen. 

Da hier К gegeben, L oder D gesucht, so ist die For
mel: а • К e=a L • Z)2, wo & den umgekehrten Werth des а 
in der vorigen Aufgabe hat, also wenn L in Fuss, D in Zoll, 
so ist für К Cubikzoll log а = 9,02573, 

für К Cubikfuss log а = 2,26327, 
für К Stoof log а в 0,90112, 
für К Pfund Wasser log а = 0,42447. 

B e i s p i e l e. 

1) Bei einem runden Balken ist К К 1,25527 
==* 18 Cubikfuss, L = 20 Fuss. а 2,26327 

L 1,30103 

Dl 2,21751 
Durchmesser 12,845 Zoll D 1,10875 
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2) Bei- einer Röhre ist К 
Cubikzoll, D . * = J5Ä- Zoll. 

J 750 

Länge in Fuss 13,153 

3) Bei einem cylindrischen Fasse ist 
/ 5 ^ 125 Stoaf, L «=. 3 | Fuss. 

Wfite in Zollen 16,864 

68 4) Bei einer Wasserröhre ist К 
Pfund Wasser, innere Weite Z) '» 

# 

а 
D 
D 

h 

К 
а 
L 

D2 

D 

К 
а 
D 
D 

L 

3,57403 

9,02573 

0,74036' 

0,74036, 
=
 1,11904., 

2,00691 

0,90112 

0,54407' 

2,45396 

1,22693 

1,83251 

0,42447 

0,36797' 

0,36797 

1,52104 

Ц Zoll. 

Länge in Fuss 33,192 

, 11. 
Den Inhalt vierhantiger gleichförmig, breiter und dicker 

Balken und Ureter zu berechnen. 
Die Formel ist К = а • L . В •> Z>, wo L in Fuss, 

В und D in Zollen, К in Cubikfuss, also a= T | ^ 5 log а 
---7,84164. '" :' ' •-•'••"•••-• 

B e i s p i e 1 e . 
1) Bei einem Balken ist L = * 57', 

N ---- 2 5 , /) = r 4 8 " . - . \ І , ; , Ц . . І , 1 • ^ 
1,75587 L 

V l l V\v_ • .,;; , # 1,39794 
Д 1,25527 

, H 7,84164 

Cubikfuss 1 Л 8 | / Г 2,25072 

2) Bei 1000 Stück Bretern ist 
28' , В 1 1 ' D 

Cubikfuss 3354 

3) Bei 1583 Stück Bretern ist im 
Durchschnitt l =£ 32', В = 1 2 ^ , 

1000 

L 
В 
D 
а 
К" 

1,44716 

1,06070 

0,17609 

7,84164 

3,52559 

D | 3" 

'ubikKlW 7695 

1583 3,19948 

L 1,50515 

В 1,09691 

D 0,24304 

а 7,84164 

К 3,88622 
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•• - '•••• 12 

Den Inhalt vierkantiger, sechskantiger, überhaupt äu
gestumpft pyramidalischer Balken zu berechnen, welche von 
unten nach oben einen Abfall haben oder schmäler werden. 

Die Formel ist: К === а. • с • L (D -j- d)2 -\- \a . с . L 
(D — а)й

9 wo die Lange oder Hohe L in Fuss; D und d in 
Zollen, sind zwei gleichnamige Linien, Kanten oder Durch
messer der Querschnitte, с • Z)2 und с • d~ sind die Flächen 
der Querschnitte, а = J Tjs, log а = 7,23958; \a = ху ^? 
log ==} 6,76246. Beim Quadrat ist с = 1. Bei andern 
regelmässigen Figuren bestimmt man с nach V. 5 1 . 

B e i s p i e l e . 
1) Bei einem vier- L 1,69020 

kantigen Balken ist L = з 
49 Fuss, die Querschnitte 
Quadrate, D s = 14', 
<i - - - 1 2 " , с c=» L ' i:,7 5972; 

Hieraus К = 57,621 Cubikfuss -57,507 

D + d 1,41497 
Q+d 1,41497 

а 7,23958 

2) Bei einem vier
kantigen Balken ist L s=a 
48 Fuss, die Querschnitte 
sind keine Quadrate, un-
ten Z > — 1 4 " , D'=\r\ 

L 1,68124 
1,38021 

D + d 1,38021 
с 9,93305 

•: а : ' 7,<Ш58 
alsöfe: 

H 
JL? 
X 4 

'У oben d=: 10". 1,61429 
ieraüs К =» 41,524 Cubikfuss 41,143 

3) Bei einem sechs
kantigen Balken ist L p= 
37', der Durchmesser des 
eingeschriebenen Kreises 
Я = 14', d » 11", 
с == 0,8660254. 

L 1,56820 

u + d 1,39794 
D + d 1,39794 

с 9,93753 

а 7,23958 

1,54119 

L 1,69020 

D— d 0,30103 
D— d 0,30103 

\a 6,76246 

9,05472 

0,114 

L 
D — d 
D — d 

L 
D — d 
D — d 

Hieraus К « 34,936 Cubikfuss 34,769 

1,68124 

0,60206 

0,60206 

9,93305 

6,76246 

9,58087 

0,381 

1,56820 

0,47712 

0,47712 

9,93753 

6,76246 

9,22243 

0,167 

13. 
Den Inhalt runder Balken von ghicliföfp^iger Stärke 

zu bevfchnen. 

DieFormel i s t / l « « . / . . D ^ « = = * ^ - , fog «=^7 ,73673 , 

oder К а » L . Pz, а 
1 

HQn 
, log a ==i 6,74243, wo 
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L in Fnss, D und P in Zollen. Wenn die Balken noch mit 
Rinde bedeckt sind, so nimmt man die Dicke der Rinde zu 
T'T> T V , oder -g- des äussern Durchmessers an, und muss dann 
den obigen Inhalt resp. mit -ftr? ттпг» тгi multipliciren. Bei 
den Masten, Spieren, Bugsprieten, Burtillen wird der Um
fang mittelst eines umgelegten Bandes von Fischbein in einer 
Höhe von 12 Fuss über dem untern behauenen Ende gemes
sen. Die Einheit ist der holländische Palm = J •}. holländische 
Fuss = 3 3,717 engl. Zoll. Wenn P in Palmen, so ist log а 
== 7,88281 (rigische Handelsordnung 7. Dec. 1765, Kap. I. 
§ 136. Instruction für die russischen Mastenbraker 15. Juni 
1784, Art. 7. In der Schrift: „Berechnung der Zölle und 
Unkosten, Riga 1829", sind die Verhältnisse S. 26. 30. nach 
der obigen Bestimmung des Palm zu berichtigen). 

B e i s p i e l e . 

1) Bei einem runden Balken ist L = 49', 
der Durchmesser ohne Rinde / ) ----- 12". 

Cubikfuss 38,484 

2) Bei einem runden Balken ist L р=з 36', 
ohne Rinde D = 14". 

Cubikfuss 38,484 

3) Bei einem runden Balken ist L = 46', 
D = 1 3 " , ohne Rinde. 

Cubikfuss 42,40 

4) Bei einem runden Balken ist L = 26', 
D = 15" mit Rinde, welche ~T. 

L 
D 
D 
а 

1,69020 

1,07918 

1,07918 

7,73673 

К "1,58529 

L 
P 
D 
а 

1,55630 

1,14613 

1,14613 

7,73673 

Jf 1,58529 

L 
D 
D 
а 

- К 

L 
D 
D 
а 

1 2 I 

1,66276 

1,11394 

1,11394 

7,73673 

1,62737 

1,41497 

1,17609 

1,17609 

7,73673 

9,92443 

Cnbikfuss 26,81 t=* К 1,42831 
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5) Bei einem runden Balken ist L c=*3"5', L 1,54407 
der Umfang ohne Rinde P = 32". P 1,50515 

P 1,50515 
а 6,74243 

Cubikfuss 19,806 = К 1,29680 

6) Bei einem runden Balken ist L = 49', L 1,69020 
D Ö= 1 2 f ohne Rinde D 1,10551 

'•• ! ;i , . ;.-,:: / ) 1)10551 
;..? « 7^73^73 

Cubikfuss 43,446 = - /£ 1>63795~~ 

7) Bei einem runden Balken, ist Lt=t 35', L 1,54407 
der Umfang P = 1 1 Palmen. P 1,04139 

P 1,04139 
•;f.',"-i"i' ,.__•• ;, .•••'••;';,•:* A $ 8 2 8 1 -

; Cubikfuss 32,334 ,*=.,V 1,50966 

- ' ; ^ и ' ' г j 14. 

I)ew Inhalt runder abgestumpft konischer "BälUen zu 
berechnen, welche von unten nach oben einen Abfall haben;, 
oder schmäler werden. 

Die Formeln sind, für L in Fuss, D, d, P, p in Zollen: 

üf = , а . & . (Дчг|- <J)? + i « • / , ( / > — . б)', 

a G=a ™7П* i i * = 2304* т - 6912' 
% - = = ; 7,13467, % 5== 6,6575V 

«:=: <* . L . (P -f pУ + $ä . L . (P — />)Y 

" " ^ 2304^' ъа;"7 6912^' 
U>£ ==4 6,14037, % == 5,66325. : 

Wenn der Ümfang in Palmen gemessen \si, so ist Z^g.« 
=== t ,Ž80&, 6 g '£«' = 6,80363. г г " 

': B e i s p i e l e . : J ; ; „„••, 

1) Bei einem runden L, 1,66276 l D 1,6627O 
abfallenden Balken ist D + d 1,39794 П—4 0,69897 
L = 46', Z> == 15% #-{-</ І^ІЫ D-^d 0,69897 

j ^ ==! Ц", а 7,13467 ia 6,65755 
:.^-:^-.^.l У :-;• 1,59331 ^ 9,71825 

Hieraus І Г ^ 39,725 Cubikiusšl 39-202 0,523 
Paucker Geometrie. II. I b 
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2) Bei einem runden 
abfallenden Balken ist 

P = 45", 

P 

L ; = 4ТУ, 

£ L,67669 
P-f~/> 1,88366 
P~\-p 1,88366 

а 6,14037 

• :u - r; Vi ••.-.- si,- . ; .... . . ;« ',1,58438 
Hieraus К = 38,804 Cubikfuss. 38,405 

31f' 

' 3) Bei einem runden 
abfallenden Balken ist 
L === 50', D => 13", 

I, 1,69897 
/> + rf 1,34242 
D + d 1,34242 

.•>.:..«.•<;• Л,13467 

-.••.;. , . ... .1,51848. 
-jHieraüs К = 33,361 CubifcfussV 3£,99# 

a 4) еі einem runden L 1,66978 
aÄfinfdba/Balken ist L P + p 1,44326 
=^4Üf,*P^~ 16^Falm, P±p 1,44326 

p <=* 1 1 | Palm. а 7,28075 

- 1,83705 
.. . H i e r a u ^ l i f ^ 6 ^ 3 8 6 Qubikfuss, 68,715 

KU-L. ; 1^67669 
B + p 1^13033 
P-\-p 1,13033 

\a 5,66325 

9,60060 
0,309 

• -L 1,69897 
D — d 0,60206 
D — < i 0,60206 

> 6,65755 

9,56064 
. H ^0,363 

L 1,36978 
P—p 0,67669 
P—p 0,67669 

{-« 6,80363 

9,82679 
, J0,671 

15. 
! v , Цеп \ IniiaU eineni Baumes, zu. Oereötimn. 

(Der b^rühmtö könjgh! sächsisehe ' Oberforstrath Cotta, 
dessen „Tafeln zur Bestimmung des Inhalts der runden Höl
zer, Dresden 1838 , 3 t e Auflage"»; in allgemeinem Gebrauch 
sind, hat nach "vielfachen .TJfctersnchungen ausgemittelt, dass 
jeder ausgewachsene Baum durchschnittlich eine gewis&e mitt
lere Form hat , * eiche er den N o r r a a l b a u m nennt. Dieser 
Baum besteht aus drei Theilen 1) aus einem untern hohl oder 
einwärts gekrümmten Stück von 5 Fusi Höhe, unten 35 Zoll, 
oben 31,5 Zoll im Durchmesser, an Inhalt, 29,60 Cubikfuss 
(konisch berechnet 30,18 (^ubiMuss); Щ aus' einem gradlinig 
abfallenden oder konischen Stuck von 10 V'uss ЙоЬе," unten 
31,5 Zoll, oben 28,07 Zoll im Durchmesser, an Inhalt 48,44 
Cubikfuss; 3) aus eiriem ernaberi öder auswärts gekrümmten 
Sti ick^on 1V5 Fuss Höhe, unten 2 8 M i Zoll; oben 5 Zoll 
Ы Durchmesser, an Inhalt 232,77 Cubikfuss (JkonisehJ berech
net 181,97.5 Cubikfuss). Der Gesammtihhalt dieser drei Stücke 
ist 310,81 Cubikfuss. Ein parallel abgestumpfter iCegel von 
1Z9 Fuss Höhe, unten 3 5 , oben 5 Zoll im Durchmesser, 
hat nahezu denselben Inhalt, nämlich 310,89 Cubikfuss. 
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Bei einem solchen Kegel ist der mitt
lere Durchmesser gg = 20", die Spitze 
с hat eine Höhe ch S=J 20' über dem 
obern Ende, der mittlere Durchmesser 
20" verhalt sich also zur Baumhöhe 
fh e= 120' wie 1 : 72, die Summe 
der beiden Durchmesser 35" -f- 5", 
welche die S tä rke heisst, verhält sich 
zur Baumhöhe wie 1 : 36. Wenn nun 
die Form aller Bäume diesem Normal*, 
bäum ähnlich wäre, so müsste ihr mitt
lerer Durchmesser - ^ , ihre Stärke -^ 
der Höhe seyn. Man verlangt aber 
kubische Tafeln, welche für jede Baum
höhe und jede Stärke den Inhalt an
zeigen. Die.Cotta'schen Tafeln beste
hen aus drei Abtheilungen 1 ) 1 " — 4" 
Stärke bei 1'—33'Höhe;. 2) 5"—28", 
Stärke bei 1'— 125' HohV'3) *i$'~ 
100" Stärke bei 1' — 61' Höhe. Der 
Verf. hat die Art der* Berechnung nicht 
geometrisch erläutert, da es ihm, wie 
er S. 10 sagt, nicht um mathematische 
Spitzfindigkeit .(?). zu thun war. Aus 
den von ihm gegebenen Andeutungen 
lässt sich indessen folgendes entnehmen: 

Es sey a'a'b'b' der gegebene Baum, 
die Höhe/7* = X in Fuss, die Durch-
mesšer unten dfa', oben 1>V in Zollen 
angegeben. Man theilt die Seitenlinien' 
a'b', a'b' in g, g in die Hälfte, ver
längert die Äxe fh nach c, so dass 
ch c=i 20 Fuss, und zieht cg, cg~, 
welche die Durchmesser oben bb, un
ten а a abschneiden. Nun sind zwar 
die Flächen, nicht aber die körper
lichen Bäume ааЬЬ, a'a'b'b' einander 
gleich. Indessen diese Voraussetzung 
liegt den Cotta'schenTafeln zum Grunde. 

^ . .. '1 , . 20 
Es ist naralich Ы *=*gg * 2 Q , , ^ 

und а а gg 
20 -f L 

also 

№ 

а а 
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aa -j- bb 
aa — bb 

2 - gg, und aa 
D~d 1 

bb 
2 0 ^ - ^ ' 

also 

aa-\-b b D + d 40 -f L 
Nun ist die allgemeine Formel: 

oder К = JT + JT, wo К =* 

6912 
71 

2304 
L . (Z) 4 . rf)2 der 

eylindrische Theil, und K" == \K' . f • j die Ergän

zung heisst. Nach der Voraussetzung der Cotta'schen Tafeln 

ist nun -̂ —:—, с=з —r——-. Die Formel, welche den Cotta'-
D + d 40 + L 

sehen Tafeln zum Grunde Hegt, ist also folgende 

2304' 

B e i s p i e l e . 

— l + i V4ÕTT) • 

L =3 33' 
D + rf = 4' 

L 1,51851 
40 + L 1,86332 

9,65519 

L 
D + d 
D + tf 
a 
b 

К 

9,31038 

9,52288 

8,83326 

1,06812 

1,51851 
0,60206 
0,60206 
7,13467 
0,02862 

Ls=il25' 
D + d 
= 5" 

2,09691 
2,21748 

9,87943 

9,75886 

9,52268 

9,28174 
Ы9131 

2,09691 
0,69897 
0,69897 
7,13467 
0,07602 

£=120' 
D + d 
. « 28" 

2,07918 
2,20412 

9,87506 

9,75012 
9,52288 
9,27300 
1,1875 

2,07918 
1,44716 
1,44716 
7,13467 
0,07463 

L = 61' 
D -h d 
•=» 62" 

1,78533 
2,00432 

9,78101 

40-f L> 

L = 60' 
D + d 
=3 100 

1,77815 
2 

9,56202 
9,52288 
9,08490 
1,12159 

1,78533 
1,79239 
1,79239 
7,13467 
0,04984 

2,55462 

9,77815 

9,55630 
9,52288 

9,07918 
1,1200 

1,77815 
2 
2 
7,13467 
0,04922 

2,96204 

916,3 

9,88592 0,70554 2,18280 

К = 0,769 = 5,076 ==» 152,33 . =* 358,61 

Diese Zahlen stimmen vollkommen mit den Cotta'schen 
Tafeln überein. Die genaue Rechnung nach der konischen 
Form wird eben so geführt, indem man nur statt des hypo
thetischen Verhältnisses л —=- das richtige — setzt. 

40 -j- ti и -j- d 
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L = 33' 

D — d 0,30103 
D + d 0,60206 

9,69897 

9,39794 

9,52288 

8,92082 

1,08333 

1,51851 

D + d 0,60206 
D+d 0,60206 

а 7,13467 

Ь 0,03476 

К 

9,89206 

= 0,780 

I.-----125' 

D = 4", 

d ---, 1" 

0,47712 

0,69897 

9,77815 

9,55630 

9,52288 

9,07918 

1,1200 

2,09691 

0,69897 

0,69897 

7,13467 

0,04922 

0,67874 

---- 4,772 

X = I20' 

Z>=18", 
d ---- 10" 

0,90309 

1,44716 

9,45593 

8,91186 

9,52,2,88 

8,43474 

1,02721 

2,07918 

1,44716 

1,44716 

7,13467 

0,01166 

2,11983 

= 131,77 

L ----- 6 1 ' 
/)----59", 
d ----. 3" 

1,74819 
1,79239 
9,95580 

9,91160 
9,52288 

9,43448 
1,27194 

1,78533 
1,79239 
1,79239 
7,13467 
0,10447 

2,60925 

-«406,68 

L ----- 60' 
/)--- . 58", 
d «==» 42" 

1,20412 

9,20412 

8,40824 
9,52288 
7,93112 
1,00853 

1,77815 
2 
2 
7,13467 
0,00369 

2,91651 

--, 825,1 

16. 
Den Inhalt der Garbenhaufen ш berechnen. 

Auf meine Bitte veranstaltete ein 
erfahrner Landwirth in Litthauen eine 
sorgfältige Ausmessung eines Garbenhau
fens (Kuje)5 wie solche in dortiger Ge
gend nach der Erndte aufgeschichtet wer
den. Bei dem cylmdriscuon Rumpf b сhf 
war die Höhe dg = L е==« 8 Fuss, der 
Durchmesser der Grundfläche bc ----- D 
= i 18 Fuss. Von dem konischen Dache 
abc war die Höhe ad •===• / / - - - - 1 3 F u s s . 
Der Inhalt war 94^ Schock oder 5670 Garben, welche einen 
reinen Ertrag von 155^ rig. Loof Roggen lieferten. Die For-

D2 . (3L - f V). 
TL 

mel ist К s = —-

U + V 
D 
D 

TT71 

К 

1,56820 

1,25527 

1,25527 

9,41797 

3,49671 

К 
100 
941 

3321 

3,49671 

2 
1,97543 

3,52128 

К 
100 
155* 

2023 

3,49671 

2 
2,19080 

3,30591 
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Demnach war der Inhalt des Garbenhaufens 3 1 3 8 Cubik-
fuss; in einem Garbenhaufen von 3 3 2 1 Cubikfiiss sind 1 0 0 
Schock G a r b e n , und in einem Haufen von 2 0 2 3 Cubikfuss 
sind 100 rig. L»oof Roggen enthalten. 

Den Inhalt eines Fasses bei v&rausgesettä 
scher Krümmung der ВішЬеп zu berechnen. " 

E r s t e r T K 61 l. •' 
Den Flächeninhalt eines parabolischen Segment* m bestimmen. 

64. 69.) ein Bogen der 
Parabel, g der Schei
tel, ßh, gr die beiden 
rechtwinklig einander j 
schneidenden Axen der 
Abscissen und Ordina
len, gk = A eine feste 
Linie, welche der Para
meter heišstr Für jede 
beliebige Ordinate gr, 
==: у zieht man kr, 
und darauf rq senk
recht, wodurch sich 
die Abscisse gq = x 
ergiebt. Der Durch- ; , ,,,..:• 
schnitt der Parallellinien rp, qp giebt den entsprechenden 
Punct p der Parabel. Also ist für; j eden Punc t derselben 
•2 - t А . x . F ü r einen zweiten Punc t p ' isjt/*/'2 ^ А * x \ 

n - 2 —1 А . • . . • 
У' 
also 

У — у 
У 

(У — лг). Abter / 2 ^ у" / = (У — у) -
у А ! . і •; 

E s sey lp eine Beruh" (У + #)> a l s o / . . . „ . , . -
r e n d e , so ist , je näher у und у einander s ind, desto genauer 

у — У ^м ^ y_ U n d

 Ä
 = Д 

.r' — дг /? " i</' / + у 2 / 
2/ Л 

Also ist genau 

ч — , also 2« 2 = з ^ 

Hierdurch ergiebt sich der Punct i 
r e n d e gezogen wird. 

\q, also lq,= 2x, gl <=* x-

aus welchem die Beruh-
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Je naher у und у' einander sind, desto genauer ist 

4 У 2 ^ У У + У2 у (у' — З О (У'2 +-У'ЗА-Ь У2) 

^ + У) О' 

= 

*) = 

4 

у ' ' * Г Ы 3 ^ ' — у ) (У'-НУ) 
у 3 L - у •••' , • : ' 

alsor desto genauer 
уП±^у* E '•'•' • ::- -' ' ' 

.-§. . ^ , '. DHK Glied liaks ist das 

zwischen den Ördinätenfiq ';s=* ?jr, und » у » у' enthaltene 
Trapezium. Je näher у nnd У einander sind, desto genauer 
ist die Summe aller Glieder links dem halben Segment fgh 
= -?F gleich. Auf i der ?r«chtefr Seite heben sich bei der 
Summirung aller̂  Differenzen,$}л-^ y*x alle Zwisphenglieder 
auf, und die Summe ist also fh3., Folglich ist genau das 

halbe Segment \F = l 4\f*-jr\^>*fh<i %h, also>F t^ 

•••••-: Z w e i t e r fJieTl. 
De« Schwerpftnct eines рагаІщШсЛем $е^е$І8ущЬе$фптем. 

Die zwischen dem parafäolifcnenf Bögen" / # / und der 
Axe gr enthaltene Fläche Tiekchrelb^1 tun* die Axe"»gy*. einen 
Körper > so beschreiben die Ш Ш ^ " ^ * Kreise^ йёгепШШі 

mGsey ^ ^ i d e ^ e n M ä ^ h e n ^ . ^ :яь.**?г o ^ r .-^У, *Ä-#^ 

sind. Also beschreibt das Irapeziurn. rppr einen ICorper,, 
dessen Innalt, je naher у und т/ j^id, desto , genauer '-

•-••>- :::^;-^'a^!.^ Д ^ ^ ^ Т ^ - ^ і ^ ^ ^ ^ у ; oder ' ll t sb8 
- • . ' T ' •''•- ''.'-Ulli . ; Ь Ь М : . ; М » С А Л">Ь ,. Vž : . = '•л ni . i* „-..-.• "•'i "f;*^-i'i •?£ 

Ib -# -^ У' ^ ^ Ш гЬ.-зй ^ 4h- У'л У* + -i£ syy/. v TrY 

Aber die Multiplikation, gie|>t: , д , ; 

(?'4 ,+y*.:;r,;U' •/+ >', •/ +/> .Qf V У ^ У ' - / • 
Also je näher ?/ und a/ sind, desto genauer ist Дег ,уощ Тта-
peziumi'.>p^ / j beschriebene Körper =±s -^-* : іУ' r ' •• iä* Du¥Öh 
Summirung der Differenzen y'fjhr ^^Heben sich alje Mischen»-
glieder M ^ und man erhäljt ßhb. Wso ^ ^ d e r vom Segment 

, ! Г - 5 

f})gr um gi' beschriebene Körper genau === 'n' » —-~1==^ 

\к *fh . gh2. Der vorn Rechteck/'Ägsribeseliriebene Gyliöderiist 
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=з Ti *fh . g/t2, also ist der vom halben parabolischen Seg
ment fgh beschriebene Körper t=i { л . fh • gh2, und der 
vom ganzen Segment fgf beschriebene Körper = ±n .ff. gh\ 
Es sey n der Schwerpunct des parabolischen Segments fgf 
C=J F, so muss, weil die Axe gh dieses Segment symmetrisch 
theilt, n in gh liegen. Also ist der genannte Körper auf 
(VII. 49.) t=* 2тг . gn . F s== In . gn* >§- . / / , ghs\ Man 
hat also die Gleichung 2тс . gn . \ff*gh.= jn*ff.gh\ 
also ist gn fgÄ, und hn ='"-J-gÄ. 

;гч 

D r i t t e r TheiIv 
Den Inhalt des parabolischen Fasses zu bestimmen. 

Dieser Inhalt entsteht durch r 

Umdrehung .der Figur к fgf к um 
die Axe k h. Im ersten Theil wurde 
der Flächeninhalt des parabolischen 
Segments fgf = F' *=, - § - / / . g h 
bestimmt. Im zweiten Theil wurde 
der Schwerpunct n dieses Segments 
gefunden, hn = %ghy also mn 
==з mh -\- ~gh. Also ist der kör^ 
perl^ehe Inhalt des vom Segment 
fgf durch Umdrehung um кк beschriebenen Raums (VII. 49.) 
==J %ji . mn . %ff <- gh = = £я . / / . gU(mh + fgA)» Der 
durch Umdrehung des Rechtecks kffk um к к beschriebene 
(Zylinder ist ==з Ti »ff • mh*, ъ\$о der körperliche Inhalt aes 
ganzen Fasses К ==з 7t 'ff . (mh* •+• ^mh . gh -j" TT§h%). 
Setzt man die Länge des Fasses ff = X, den Spunddurch
messer Zg =3 2 . mg = D, den Bodendurchmesser 2 . kf 
= j 2 . mh p=t J, so ist »г А2 «=* [ Й 2 / 1 « Й А • gh = ^<i • (D—d), 
T\gb2 = TQAD-d)\ also 

1) # = ^ X . (8 . D 2 -f 4Я . d -f- 3 - d2). 

Wenn L, В und <i in Zollen gegeben sind, so erhält 
man К in Cubikzollen. Das geeignetste Maass zur Bestim
mung des Fassinhalts ist aber das Stoof, indem alle grössern 
Weinmaasse Vielfache desselben sind, nämlich ein Stückfass 
960, eine Tonne 400, eine Pipe 360, ein Oxhöft oder Bar-
rique 180, ein Ohm 120, ein Anker 30, ein Steekan 15, 
ein Wedro 10, ein Viertel oder eine Veite 6 Stoof. Die 
Grösse dieses Maasses ist in den verschiedenen Ländern ziem
lich übereinstimmend, nämlich: 
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Die alte französische Veite oder der Septier hielt nach 
genauer Ausmittelung einer Commission 375,6 par. Cubikzoll, 
also das Stückfass 60096 par. oder 72754 engl. Cubikzoll, 
also das Stoof 75,785 Cubikzoll. 

Das jetzige bordeauxer Oxhoft oder Barrique von 32 
Veltes hält 229,63 Litres, also das/Stückfass 1149,65 Litres 
oder 70158 engl. Cubikzoll, also 4as Stoof 73,081 Cubikzoll. 

Das frankfurter Stückfass wkigt nach Chelius 2449,4 
frankfurt-kölner Pfund Wasser, und hält also 70105,6 engl. 
Cubikzoll, also das Stoof 73,0217 Cubikzoll. 

Das russische Stücktass wiegt gesetzlich im leeren Raum 
bei 134-° Reaum. 2880 russ. Pfund Wasser, und halt also 
72054,5 Cubikzoll, also das Stop^ 75,05Д8 Cubikzoll. 

Das rigische Stückfass hält nach meiner Ausmittelung des 
neuen rigischen Stoofs 74711 Cubikzoll, das Stoof 77^824 
CuHikzoll. ;, 

Um also den Inhalt des Fasses in russischen Stoof zu 
erhalten, dividirt man die obige Formel mit 75,0568. Hier
nach ist 

2) К « a' .L . D2 + a" . L .D . d -f a!"'.. L . d2, 
log a! t=* 7,74670; lag а"e 7,44567; log «'" «-- 7^32073. 

£ 
T> 
D 
а 
I 

L 
D 
D 
a' 
I 

1) L -
1,47712 
1,34242 
1,34242 
7,74,670 
1,90806 

2) L = 
1,61278 
1,55630 
1,55630 
7,74670 
2,57208 

B e i l 

* 30", D -
L l,47'712n 

D 1,34242 
d і,зоіоз 
«"7,44567 
II 1,5'624 

s p i e l e * 

= 22", <i -

\., /) 1,47712 
: d" 1,30103 

d 1,30103 
«"7,32073 
III 1,39991 

= 41", D = * 36", d -
L 1,61278 
D 1,55630 
d 1,44716 
и 7,44567 
II 2,06191 

L 1,61278 
d 1,44716 
d 1,44716 

am 7,32073 
III 1,82783 

- - 2 0 " . 

I 81,03 
It 36,83 

III 25,11 
142,97 ^toof 

=» W . 
I 296,54 

II 115,32 
III 67,27 

4 7.9,13 Stoof. 

Vierter TheiL 
Den Inhalt des Fasses aus der DiagGnallinie %u bestimmen. 

Der Visirstab wird durch den Spund l in die Diagonal
richtung If gebracht, und soll auf der Eintheilung den Inhalt 
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anzeigen. Es sey die Diagonallinie If . «=» E, der Winkel 
flh=n, >..•••:>-.• -.»;•,.•' > •'•.:;• . .'• '• .-...:-чм/ Ъ і м ; ^ , 
SO Ist fh^=^^L e s a E * Sitl Щ /& : = : £ ( ö - j - l i ) « ; E«C08M, 

a i s o ri—Г~Т/ =^= %" й- ?^^zt man ferner „ ,s=» 0, 
i ) -f- ^ "ö.; •,:,.;,;.„.- •,..-,.,.•>«( -..д ЦІ. tf 

->.tr so ist #.U-j-'tf --= ( ö ^j- ef) 
aisa gÄ'e=i £<# if #)•< ^, VwÄ '=t= ̂ ! ( D • L p ^ ^ ' - J c}, 
also ^ = = t ^ I . ( ^ -f- df>^(| ( l ^ c ) 2 H - ^ ^ f l ' ^ ) ^ f t c 2 ) , 
oder К ^ H ^ / ^ , . c h ^ . H 2 ^ ^ ^ ^ ^ N ^ ^ > ^ ) ^ 

'"••'[ tief ffiuitqif'r^ 
des Fasses zu einem СуІМег* von; ! gieicne.r, täiige' '2/ und glei
chem nfitfrerti T>archmesser,-^(ß - j : d) aül ^ Der ganze Factor 
\TI •• sžw n »cos2 n . 5 => л zeigt das Verftätfniss des Fasses 
zu einem Cubus von gleicher Diagonallinie E an. Л^пЙ'Й 
in Zollen gegeben ist^ so'ist hiernach J 

if ^ iT=J; JS3 V # i n ШікгоІІёп bes t raÄ b ^ -
Um den Inhalt in Stopf zu erhalten, muss man цо'сЪ"іШ 

m r#^r.J g . д , ^ multipuciren>. Twoaach /og # і- *=*4- '8,1 Ы І. 1 -л 
75,05оо 

tflfl'jf'lyJ! . 
Ich, l̂ ess, folg^nfle. Fasser ausnaessen: J) ein Nüid aus 

dem suVHen,;Fran^^ictz'^on 36 y ^ j t ^ J Щ еіп^ЬЩёаш^ 
()xhoft yon 3 ^ Veltes; ХІТ). ein Rhelnwemfasa von j£p"Wr£elii; 
IV) ein doppeltes englisches Rorterifass von circa (*QCf Gallons-, 
V) erne rigische BierhaMõnne; VI) einelissäbonner г'т& von 
34 Almuden; Л 1̂) erne itfallkga-Botita Von 30 Arrobeh5: Die 
Maasse in Zollen. 
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L 
D 
d 

I. 

30,3 
28,55 
25,2 

D — d 0,52504 
£) + d 1,73038 

2 
J 

1 5 
7 л 

8,79466 
9,82391 
8,61857 

7,58932 
9,66901 
/7,25833 

0,04155 
181 

1,04336 

1,73038 
^,751D 

9^69114 
9 M 0 0 8 
V,9400>8 ^ 
'0,19612 f 
0,01843 j 

9,78585 

а = 0,6107 

D + d 
Je ". i 

šin 'ri''' 

CÖS Tl * 

а 

L 
! 

coseo n 
E 

E5 

а 
vi 
К 

1,48144 
9,69897 
0,30886 
1,48927 

II. 
= 29,05 
= 25,1 
= 22,6 

0,39794 
1,67852 

8,71942 
9,82391 
8,54333 

7,43884,, 
9,66901 

: 7,107 85 

0,03494 
U - - ' 1 2 8 f 

1-03622 

1,46315 
,1^7852 
M8463 

9,9^150 
9^93150 
0,19612" 
0,01545 

III. 

= 33,75 

= 27,8 

=» -22,5 * 

0,72428 

1,70-157 < 

9,02271 

9,82391 

8,84662 

8,04542 
9,66901 
7,71443 

0,07025 
518 

1,07543 

I -52827; 

I^OIÄT; 
^9Z267^^ 

-9^74S9Sf 
9Z1V28 
9,І91Ш8 

\ 0,03*58 

: 46,0 
= 31,05 
=з 23,775 

0,86183 
1,73898 

9,12285 
9,82391 
8,94676 

8,24570 
9,66901 
7,91471 

0,08846 

1 5 0 » 8 

l,6627fr 
,I,7W9V 
V,9237R 

D,80VWi 
>*9,884Й7Т 

9,88427Г 
0,1 W l 2 
O,04O08 

•• V . 

^ 20,4 
« 1:7,63 
==.14,325 

0,51917 
1,50454 

9,01463 
9,82391 
8,83854 

9,7
 r
 070 

0,6176 

1,46315 

9,69897 

0,28387 

1,44599 

4,46781 4,33797 

9,78585 

8,12461 

2,3782 7 

9,79070 

8,12461 

2,25328 

К = 238,9 | = 179,2 

9,81224 

0 F 4 9 0 

1,52827{: 
9,69897 
0,25402 
1,48126 

4,44378 
9,81224 
8,12461 
2,38063 

= 240| 

8,02926 

9,66901 

7,69827 

0,06895 

499 

1,07394 

1,30963 

1,50454 

'9,80509 

\, 9,73086 
9,92577 
9,92577 
0,19612 
0,03098 

9,81279 

[;0,б4'9®'м» 

1,6627fr 
9,69897? 
0,191 95 
1,55368 

4,66104 

9,81279 

8,12461 

2,59844 

=» 396,7 

9,80950 

' 0^64 49 

1,30963 

.9,69897 

0,26914 

-1,27774 

3,83322 

9,80950 

8,12461 

1,76733 

= 58,5 
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VI. VII. 

L =я 48,6 = 42,15 
D = 33,1 = 32,5 
d t=* 23,05 - - 25,775 

D — d 

D + d 
с 

•i 
fr-

V 
7 

1 5 
7 - 2 

т т с 

5 = 

/, 

# + tf 
tgn 

sin n 
cos n 
cos n\ 
'••yj*: ? 

•-. Ä - J . v 

"••'.'и;- ; 

a s= 

Z 
> 

T cosec n 
£ 

£ 3 

а 
m 
К 

1,00217 
1,74935 

9,25282 
9,82391 
9,07673 

8,50564 
9,66901 
8,17465 

0,11932 
1495 

1,13427 

1,68664 
1,74935 
9,93729 

9,81587 
H,87858 
9,87858 
0,19612 
0,05472 
9,82387 

- 0,6666 

1,68664 
9,69897 
0,18413 
1,56974 

4,70922 
3,82387 
8,12461 
2,65770 

К « 454,7 

0,827 69 
1,76548 

9,06221 
9,82391 
8,88612 

8,12442 
9,66901 
7,79343 

0,07693 
622 

1,08315 

1,62480 
1,76548 
9,85932 

9,76795 
9,90863 
9,90863 
0,19612 
0,03469 
9 81602 

0,6547 

1,62480 
9,69897 
0,23205 
1,55582 

4,66746 
9,81602 
8,12461 
2,60809 

= 405,6 

R e s u l t a t. 

I 
II 

III 
IV 
V 

VI 
VII 

Factor а 

0,6107 
0,6176 
0,6490 
0,6498 
0,6449 
0,6666 
0,0547 

Inhalt in russi
schen Stoof 

berechnet 

238,9 
179,2 
2404-
396,7 

58,5 
454,7 
405,6 

gemessen 

181,4 
248,8 

59,6 

Die RechmiDg gab also den 
Inhalt etwas zu klein und zwar 
bei II. um l i Pröcent, bei III. 
um 3-f- Procerit, bei V. um 

, 1-| Procent. Dieser geringe 
Unterschied kann herrühren: 
aus der Abweichung, der Dau
ben von der reinen paraboli
schen Form; aus der Unsicher
heit der Messung des in nern 
Bodendurchmessers und der in-
nern Länge; aus der Abwei
chung der Böden von der Kreis
form; aus der Wölbung der 
Boden. 



285 

F ü n f t e r The i l . 
Einen Visirstab zu berechnen. 

Die erste Art der Visirstäbe hat zwei Einteilungen: auf 
der einen Fläche für die Länge des Fasses L\ auf der an
dern Fläche für die Durchmesser. Zu diesem Ende richtet 
man die obige Formel 1) К i=* \n . L . (T

8

T*>2 + T

4

TZ> . d 
-j- -^d2) für den mittlem Durchmesser ?(D + d) t=a d' ein, 
woraus 

5) к = \7i. L . ( д о » + A^' 2 . + А««2). 
Es sey nun z. B. der Visirstab für russische Stoof 

= 75,0568 Cubikzoll eingerichtet, und f die Längeneinheit 
für beide Abtheilungen, so erhält man aus dieser Formel, 
wenn L =3 D = d' «=* d s=i f ist den gleichseitigen Cylinder 
75,0568 = £rc . / 3 und hieraus / = 4,5719 Zoll, log f 
= 0,66010. Auf die Fläche der Länge trägt man / , / . 2, 
f . 3 , f. 4 u. s. w., auf die Fläche der Durchmesser trägt 
m a n / , / . j / 2 , / . j / 3 , / . j /4 , / . j/5 u. s. w. 

B e i s p i e I . 

Auf der Längenfläche giebt die Länge des Fasses die 
Zahl L = 6|-, auf der Durchmesserfläche giebt der Spund
durchmesser die Zahl A :=» 39,0, der Bodendurchmesser die 
Zahl С c=» 30^, der mittlere Durchmesser die Zahl В t=: 34^, 
so ist 6Л + SB + С =3 540£, L . 540f = 3602H, 
36022 

1 _-, 240/-. Stoof, Inhalt des Fasses. 
15 *7 ' 

Die zweite Art der Visirstäbe ist auf die Diagonallinie 
lf = j £ eingerichtet, nach der Formel 4) К е=я JE3 . «, 
wo E in Zollen, und К in Cubikzollen. Soll aber К die 
Anzahl der Stoof anzeigen, und enthält das Stoof S Cubik-

3/S 
zoll, so ist K- S =5 £ 3 . я, also JE = . j/fif. V—. Die Länge 

für ein Stoof ist also A/—, für 2 Stoof s=i j/2 . y — , für 

960 Stoof j/960 . V — u. s. w. Ein solcher Visirstab ist 

also nur für Fässer von ähnlicher Form richtig, bei welchen 
der Factor a einerlei Wevih hat. Dieser Werth ist, wie oben 
gefunden wurde, zwischen 0,60 und 0,67. In beifolgender 
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Tafel habe ich die Länge des Visirstabes für ein Stückfass 

nach der Formel E = W 
т а 

Inhalt des Stückfasses ist. 

berechnet, wo 960 * S der 

Altfranzö
sisch. Bordeaux. .Frankfurt. Bussland. Riga. 

StückiassCübikzoll .72754 70158 70105 72054 74711 

а Die Diagonallinie E in Zollen. 

0,60 
0,61 
0,62 
0,63 

.0,64 
0,65. « 
0,ßßi 
0,67, 

49,49 
49,22 
'48,96 
48,70 

48,90 
48,63 
48,37 
48,11 

48,89 
48,62 
48J36 
4&,10 

48>44 
48,19 
,47,95 
,47,71 

47,86 
4 7 M 

'47,37 
47,13 

47,85 
..47Д0 
47,36 
47^12. 

49,34 
49,07 

''48,80' 
'^8,54 

49,94 
4D,66 
49,39 
49,13 

48,29 
,<48,04 

47,79 
47,56 

.48,87 
: 48,62 

48,37л 
48,13,, 

Diese Tafel dient | цц j e d ^ Lis^stab zu prüfen, und 
um auch mit einem unrichtigen Visirstab den Inhalt eines 
Fasses", desseii Factor a bekannt ist, richtig zu finden. Denn 

eä ist К =± E?h-^, also ÄC=== 960 , ~ j , wo£ ' 

die in der vorstanden TafeJ) enthaltene Anzahl уов sollest ist,. 
а 

В e i s p l e l . 

Ich untersuchte vier Visirstäbe: I) einen auf altfranzösi
sche Veiten, II) einen auf frankfurter oder rheinlandische 
Viertel, ІІІ) einen tzuf russische Viertel, IV) einen auf rus
sische Steeken zu 15 Stoof eingerichteten Visirstab, und fand 
diß D îagonallifiie des Stückfasses von 160 Viertel oder 64 
Steeken in Zöllen: 

I) 49,89. N) ^9,13. ' M ) 49,535. V IV) 49,86. 

Weria also diese Visirstäbe an Fassern von verschiedener 
Form den Inhalt von 960 Stoof anzeigen, so ist der wahre 
Inhalt in: Stoof nach der obigen Formell berechnet folgender: 
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а 

0,60 
0,61 
0,62 
0,63 

0,64 
0,65 
0,66 
0,67 

Stab I. 

französische. 

983 
999 

1016 
1032 

1049 
1065 
1081 
1098 

Stab II. Stab III. 

Inhalt in Stoof. 
1 frankfurter. 

974 
991 

1007 
1023 

1039 
1056 
1072 
1088 

russische. 

972 
988 

1004 
1020 

1036 
1052 
1069 
1085 

Stab IV. 

russische. 

991 
1007 
1024 
1040 

1057 
1073 
1090 
1106 
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