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Der Erbe eines seit drei Menschenaltern in den
Annalen der mathematischen Wissenschaften hoch-
beriihmten Namens, erwarben Sie selbst durch
mithevolle Forschungen in demselben Bereiche
die glinzendsten Lorbecrn, welche die Wissen-
schaft bietet. Mit seltnen Eigenschaften des
Geistes und Herzens ausgeriistet, vereinigten
Sie die vereinzelt gewordenen Bestrebungen der
Gelehrten des Reichs. Sie wurden der geistige
Regenerator der hochsten wissenschaftlichen
Anstalt Russlands, welche jetzt aufs Neue d~n
ihr gebithrenden Rang unter den Akademieen
Europas einnimmt. Wo gibe es gerechiere An-
spriiche als diese, auf die dankbare Verehrung
derjenigen, denen die geistize Stellung unsers
Vaterlandes thcuer ist? '



Wenn ich es aber wage, meinem Buche
durch Ew. Excellenz hochgeehrten Namen eine
Zierde zu verleihen, so spricht fiir mich ein
meinem Herzen ndher liegender Grund.

Konnte ich jemals des herzlichen Wohlwol-
lens uneingedenk seyn, mit welchem bereits Thr
hochverehrter Herr Vater meine Erstlingsarbeiten
aufnahm, der Akademie zur Beriicksichtigung
empfahl, und im Laufe vieler Jahre bei jeder
Gelegenheit freundlich aufmunterte? Sie geruh-
ten, diese Gesinnungen auf mich iberzutragen.
Die zahlreichen Beweise Ihrer iite und Freund-
schaft werden meinem Herzen unausldschlich
eingeprigt bleiben.



Auch dieses Werk, als ich es in lithogra-
phirter Handschrift Ew. Excellenz zu iiberreichen
die Ehre -hatte, wiirdigten Sie Ihres Beifalls und
lhrer Theilnahme. Moge es Thnen denn auch
jetzt als ein Hiilfsmittel erscheinen, nicht un-
geeignet, die Fortschritte  der Jungend unsers
Vaterlandes in jener hohen Wissenschaft fester
zu begriinden, die nichst der Religion die wahre
Grundlage aller geistigen Erziehung ist. Maige
es, unter giinstigen Auspicien beitragcn, ver-
altete Methoden zu beseitigen, welche in geist-
losen Formen sich ergehend, den Kern der
Wissenschaft verhiillen. Mage es in der Er-
weckung und Schirfung einer schopferischen Gei-
stesthiitigkeit die Stufe bezeichnen, welche die
Mathematik nach den Absichten unsrer erhabenen



Regierung unter den Unterrlchtsgegenstanden
einzunehmen bestlmmt ist.

Mit der innigsten Verehrung zeichnet sich

Ew. Excellenz

gehorsamster Diener

Professor Dr. G. Paucker.

Mitau, am l%« Februar 1842.



Vorrede.

Bekanntlich hat die Geometrie seit etwa 20 Jahren
durch die Entdeckungen eines (Gauss, Steiner, Plicker,
Mbibius, Gergonne, Poncelet u. a. eine ginzlich ver-
iinderte Gestalt angenommen. Sie ist nach Richtun-
gen erweitert worden, welche man frither kaum ahnte,
und welche aufs Entschiedenste selbst in die Dar-
stellung der Elemente eingreifen miissen. . Daraus
erklirt sich die grosse Anzahl geometrischer Lehr-
biicher, welche in diesen letzten Jahren erschienen
sind. Die Schulminner, welche das wahre Wesen
der Geometrie erkannt haben, kénnen die Frage nicht
mehr abweisen, wie die Elemente nach den neuern
Betrachtungen umgestaltet werden miissen, um diese
letztern fiir den Unterricht fruchtbar zu machen.

Das hier erscheinende Werk hatte urspriinglich
den Zweck, als Lehrbuch fiir Gymnasien zu dicuen,
und erhielt daher folgende Anordnung:

Der erste Band besteht aus vier Cursen:
I, Congruenz.
II. Parallellinien und Aehnlichkeit.
1. Flicheninhalt gradliniger Figuren, einfache Eigen-
schaften des Kreises.
IV. Elemente der Geometrie des Raums,
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Der zweite Band enthiilt drei Curse:
\. Metrische Relationen, regelmissige Vielecke, Kreis-
berechnung,
Vl. Gradlinige und sphéirische Trigonometrie.
VIl Inhalt der Korper.

Der dritte Band wird aus finf Cursen bestehen:
VIl Analysiometrie erster Theil: Lisung der Aufgaben
durch geometrische und trigonometrische Ana-
lysis; Sectio rationis, spatii, determinata.
IX. Coordinatenlehre, Gleichung der graden Linie und
des Kreises, ebene Oerter.
X. Parametrie, Beriihrungen, harmonischer Schnitt,
Collineation.
XL Analysiometrie zweiter Theil: Inclinationes, kubi-
sche und biquadratische Gleichungen.
XII. Krystallometrie.

Die ersten acht Curse sind vor dem Druck in
lithographirten Exemplaren verbreitet worden. Dieses
hat mir den Vortheil verschafft, beim Abdruck einige
mir gemachte Bemerkungen beriicksichtigen, auch hin
und wieder Verbesserungen anbringen zu kinnen.
Das Werk enthilt, als Lehrbuch iiberhaupt, auch
Siitze, welche nicht nothwendig in einen durch geringe
Stundenzall ohnehin beschrinkten offentlichen Unter-
richt gehiren, dessenungeachtet aber im wissenschaft-
lichen System an der geeigneten Stelle nicht fehlen
diirfen. Diese konnen dem eignen Studium iiberlas-
sen bleiben.

Dahin gehiren im V. Cursus die Satze tber regel-
missige Polygone. Die Polygontafeln habe ich mit
besondrer Sorgfalt und auf mehr Stellen berechnet,
als sie in den Lehrbiichern der hohern Geometrie



—_ X —

vorkommen. Der Anhang dieses Cursus enthillt als
Anregung fiir fihigere Schiiler und zu practischem
Gebrauch verschiedene Rectificationen und Quadratu-
ren, welche hier vereinigt zu finden Manchem an-
genehm seyn dirfte, dem es vielleicht Miithe machen
wiirde, sie aus Werken iiber hihere Geometrie zu-
sammen zu suchen.

Im VI Cursus habe ich durch mehrere in den
Lehrbiichern gewdhnlich nicht vorkommende Sitze
die Berechnung des Dreiecks gleichsam in ihre inner-
sten Elemente zu zerlegen gesucht. Die Wissenschaft
fordert, dass sich der Mathematiker in den Besitz
der mannigfaltigsten Methoden setze, die zu dem ver-
langten Resultate fiilhren. Wer sich die Fundamente
gehirig angeeignet hat, wird sich allerdings diese
Wege selbst éffnen konnen, wenn er ihrer bedarf,
gewdhnlich aber unterbleibt es. Daher diirfte diese
vollstindigere Sammlung trigonometrischer Auflésun-
gen vielleicht bei Manchem einer einseitigen Auffas-
sung zuvorkommen.

Im VIL Cursus habe ich mich bemiiht, den Be-
weisen die mdglichste Strenge zu geben. In dieser
Riicksicht mache ich auf VII. 18. 37. aufmerksam.
Dass jede Rechnungsregel mit einem vollstindigen
Zahlenbeispiel versehen ist, wird man hoffentlich bil-
ligen. Von dem Anhange zum VII. Cursus gilt das-
selbe, was vom Anhange zum V. Cursus gesagt wurde.
Man wird wohl keinen Anstoss daran nehmen, dass
hier die Berechnung des parabelisch gekriimmten Fas-
ses mit aufgenommen ist, da ich mich bemiiht habe,
die Richtigkeit der Resultate auch denjenigen, welche
die Differentialrechnung nicht kennen, durch einfache
geometrische Betrachtungen einleuclitend zu machen.
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Ein Hauptaugemmerk bei der Abfassung meines
Lehrbuchs war der, begabtern Schiilern Mittel in die
Hinde zu geben, sich durch eignes Studium mehr-
seitiz auszubilden. In keiner Wissenschaft ist die
selbststindige Ausbildung so leicht erreichbar, so
wichtiz und fruchtbar, als in der Mathematik. Wenn
man den Schiilern die Geometrie gleichsam nur mit der
Elle zumessen will, so werden sie in der Mathema-
tik immer nur Stiimper bleiben. Sollte denn eine Seite
ciceronianisches Latein fiir den Jingling wirklich so
sehr viel mehr Werth haben, als das Studium geo-
metrischer Wahrheiten, auf denen das Weltsystem
beruht? Er lieset in den hohern Gymnasialclassen den
Aeschylus und Sophokles, wihrend er sich eben dort
kaum iiber die Anfangsgriinde der Geometrie zu erhe-
ben im Stande ist. Und doch ist grade dieses Jiing-
lingsalter von 17-—18 Jahren, bei einigermaassen
giinstiger Anlage, vollkommen befihigt, sich die Ana-
lysis des Unendlichen, Differentialrechnung und héhere
Geometrie anzueignen, ja sich in diese Disciplinen
mit Enthusiasmus zu vertiefen, wie jeder Mathemati-
ker aus Erfahrung weiss. ,

Weit entfernt zu fiirchten, dass man meinem
Werke eine Ueberladung an Stoff zum Vorwurf ma-
chen konnte, weiss ich nur zu wohl, wieviel dem-
selben noch fehlt. Um einen Begriff von Reichhaltig-
keit bei einem Lehrbuch der Geometrie zu bekommen,
sehe man van Swinden’s Geometrie nach der trefillicher.
Bearbeitung des Professors an der Landesschule Pforta
Jacobi (Jena 1834). Das Original hat 686, der An-
hang 30, die Zusiitze des Herausgebers 1154 Artikel.
Wenn dieses Werk etwas iibersichtlicher geordnet,
die Zusiitze etwas mehr begriindet nnd entwickelt
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wiiren, so wiirde es unstreitig die erste Stelle unter
den deutschen Lehrbiichern einnehmen.

Dass die Mathematik in den Gymnasien eine so
untergeordnete Stufe hat, daran sind wohl grossten-
theils die Schulminner der iltern Zeit Schuld, an
deren Schulpline und Ideen man mit geringen Abiin-
derungen bis auf den heutigen Tag gebunden ist.
Nach ihnen sollte der Unterricht der Mathematik in
den Schulen nur ein Vehikel der Logik seyn. Die
Mathematik sollte nicht um ihrer selbst willen, son-
dern nur um der Logik willen gelebrt werden. Sie
beseitigten alles, was eine sogenannte practische Rich-
tung hatte, weil sie wohl wussten, dass die practi-
schen Fragen, z. B. in der Astronomie, Mechanik,
Physik w. s. w. zu allen Zeiten diejenigen waren,
welche der Mathematik neuen Aufschwung gaben.
Aus gleichem Grunde legten sie in der Mathematik
auf die logischem Formen ein grosses Gewicht. Sie
waren zufrieden, in der Arithmetik bis zu den Pro-
portionen, in der Geometrie etwa bis zum pythago-
riischen Lehrsatz zu kommen, nur musste alles griind-
lich logisch erortert werden; non multa sed multum,
war ihr Wahlspruch. Dazu waren zwei bis drei wo-
chentliche Lehrstunden villig ausreichend. In diesem
engen Kreise drehten sich geistreiche Minuer ein
volles Jahrhundert hindurch herum. Diess ist der alte
Streit der Humanisten und Realisten. Was in Deutsc’ -
land einige hochbegabte Geister zur Ausbildung der
Geometrie geleistet haben, war und ist noch den
Schulen véllig fremd.

Derjenige Schiiler, welcher die Mathematik nu:
als eine Uebung um logischrichtige Schlussfolgen zu
bilden. benutzt hat, welcher in ihr nur eine Reihe
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cinzelner Wahrheiten ohne den hindurchgehenden
rothen Faden der Wissenschaft sah, wird einst, wenn
er ins biirgerliche Leben tritt, von der erlernten Ma-
thematik gar wenig Nutzen haben. Die Siitze werden
vergessen seyn, und die sogenannten Denkiibungen
waren fiir ihn weiter nichts, als Reproductionen der
vom Lehrer vorgetragenen Schliisse. Aber jeder gut
organisirte Kopf macht mit freiem Bewusstseyn logisch
richtige Schliisse, ohne dass er dieses erst durch die
Mathematik zu erlernen braucht. Wenn man ihm sagt,
dass darin das Wesen der Mathematik bestehe, so,
giebt man ihm die Schale statt des Kerns, man macht
ihn zu einem einseitigen Pedanten und Halbwisser.

Wenn ihm hingegen diec Mathematik zur Schiir-
fung des Verstandes, zur Anregung der combiniren-
den und producirenden Geistesthiitigkeit, zur Forschung
und Erfindung in selbststiindigem wissenschaftlichem
Gange dargestellt worden ist, so mgen immerhin die
speciellen Wahrheiten der Vergessenheit anheim fal-
len; die erworbene und gewonnene geistige Kraft wird
firs ganze Leben fruchtbar geworden seyn.

Die Mathematik ist keinesweges, auch fiir die
Schulen nicht, ,eine practische Logik<, sondern sie
ist, ihrem innersten Wesen nach die Wissenschaft des
Verstandes, der Forschung, der Erfindung, der Divi-
nation des Allgemeinen im Besondern. Haben denn
etwa die Bernoulli, Euler, Lagrange, Laplace, Le-
gendre, Gauss, Steiner, Bessel, Abel, Jacobi unc
andre grosse Mathematiker ihre bewundernswerthen
Entdeckungen durch die Logik gemacht? Sicherlich
nicht. Die Mathematik bedient sich allerdings der
Logik, aber sie ist nicht die Logik selbst. Diec Ma-
thematik kann in hohem Grade als geistiges Bildungs-
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mittel wirken, aber nicht sowohl durch ihren Einfluss
auf die immer vorhandene Thitigkeit der Urtheils-
kraft, als vielmehr dadurch, dass sie den Verstand
schiirft, die Ideen cntwickelt, die Combinationsgabe
iibt. Auf diesem indirecten Wege reift die Urtheils-
kraft, erstarkt das Gedéchtniss von selbst.

Daher gehort es denn auch keinesweges zum
Wesen eines guten Unterrichts in den untern Classen,
dass man die Schiiler das Besondre im Allgemeinen
wahrnehmen lasse. Dieses kann erst in der hiohern
Geometrie geschehen, wo man von allgemeinern Stand-
puncten ausgeht. Hingegen 6ffne man dem Schiiler
der untern Classen das geistige Auge, welches ihn
in dem besondern Falle den allgemeinen Satz ahnen,
anschauen lisst. Kein allgemeiner Satz ist in der
Mathematik jemals anders gefunden worden, als durch
geistige Anschauung™ des Allgemeinen im Besondern.
Die Mathematik ist immer und iiberall vom Einfachen
zum Zusammengesetzten, vom Besondern zum All-
gemeinen fortgeschritten, und so muss auch ihr Gang
beim Unterricht seyn.

Ich habe daher in meinem Buche von den logi-
schen Formen der alten Schule keinen Gebrauch
gemacht. Das Ganze ist nach fortlaufenden Sitzen
geordnet, ohne Benennungen von Lehrsitzen, Auf-
gaben, Grundsitzen, Zusitzen, Folgesitzen, Forde-
rungssiitzen, Erklirungen u. s. w. Ich halte die Form,
in welcher eine Wahrheit vorgetragen werden soll,
im Allgemeinen fiir unwesentlich; den Namen beizu-
fiigen ist vollends iiberfliissig, da die Abfassung selbst
keinen Zweifel dariiber lassen kann, ob der Satz ein
Lehrsatz oder eine Aufgabe sey.
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Die Ueberschriften habe ich so einzurichten ge-
sucht, dass der Hauptgedanke scharf hervortrete, aber
Jede Wortiiberladung méglichst vermieden werde. Dass
die Ueberschrift des Satzes alles enthalte, was bewie-
sen werden soll, scheint mir iiberfliissig. Man ver-
wechsele nicht den miindlichen Vortrag des Satzes
durch den Lebrer, mit dem Ausdruck, welchen der
Satz im Buche hat. Diese Ueberschrift kénnte ganz
und gar fehlen, ohne dass damit dem Beweise der
mindeste Eintrag geschihe. Die Ueberschrift hat nur
den Zweck, zu bewirken, dass sich der Satz dem
Gediichtnisse leicht einpriige. Daher muss sie den
Hauptgedanken scharf, ohne Unklarheit, aber auch
ohne Breite im Ansdrack wiedergeben. Ueberschrift
und Figur miissen einander gegenseitig erginzen.

Viel wichtiger war es mir, die Sitze so anein-
ander zu reihen, dass jeder Satz eine aus dem Vor-
hergehenden folgende, doch selbststindig bewiesene
Wahrheit enthalte, zugleich aber auch die Divination
der nichsten Sitze einleite. Im Laufe eines dreissig-
jdhrigen Unterrichts wurde das Werk vielleicht ein
Dutzend Male umgearbeitet, ehe ich bei der gegca-
wirtigen Abfassung stehen blieb. Es konnte getadelt
werden, dass ich im IIIl. Cursus nach dem Satz 51.
welcher von der Tangente und beliebigen Secante
handelt, im Satze 57 den speciellen Fall von der Tan-
gente und Mittelpunctssecante folgen lasse. Aber beide
Sitze waren an der Stelle, wo sie stehen, nothwendig.
Jeder liefert eine Divination nach einer verschiedenen
Richtung hin; jener zum Viereck im Kreise, dieser
zur Verbindung des rechtwinkligen Dreiecks mit dem
Kreise. Auch wird auf letztern gewdhnlich die Be-
stinmung der mittlern Proportionallinie gegriindet; da
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aber diese ebenfalls durch den allgemeinen Satz be-
stimmt werden kann, so musste jener diesem voran-
gehen.

Wie schwicrig die Durchfiilhrung des Gedankens
sey, die Geometrie iibersichtlich und wissenschaftlich
zugleich im oben angedeuteten Sinne zu ordnen, da-
von geben unsre besten Lehrbiicher genugsame Belege.
Man schlage z. B. das vielgebrauchte Lehrbuch von
Kries an der ersten besten Stelle auf: zuerst kommt
ein Lehrsatz, dann fiinf Zusiitze, dann zwei Erkli-
rungen, dann eine Aufgabe, und so geht es fort. Oft
ist eine Wahrheit, auf welche am hiufigsten verwiesen
wird, in einem Zusatze ohne Beweis enthalten.

Die ersten sieben Curse meines Buchs enthalten
zusammen 431 Sitze. Fiir zwei Schuljahre oder
80 Wochen kommen auf jede Woche etwa 5 Sitze.
Wem dieses zuviel scheinen sollte, dem schlage ich
vor, folgende Siitze nicht in den Unterricht zu ziehen,
sondern dem eignen Studium zu iiberlassen:

I. 32.

II. 32, 34, 36, 37, 40, 41, 51, 66, 67, 68S.

u. 1, 2, 5, 6, 7, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 27, 47,
60, 61, 62, 70, 72, 73, 74.

1v. 37, 38, 50, 53, 68, 69.

V. 1, 2,8, 7, 10, 14, 15, 18, 20, 21, 22, 93, 24,
25, 26, 27, 28, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39,
40, 42, 43, 44, 45, 48, 50.

VI 21, 22, 37, 38, 40, 41, 42, 43, 45, 46, 55, by,
57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68,
69, 70, 71.

Nach Weglassung dieser 116 Sitze, bleiben 315
Niitze, also auf jede Woche der zwei Schuljahre 4 Sitze.
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Vorrede zum Rechenbuch.

Ich benutze diese Gelegenheit, um mich auch iber
meinen Leitfaden der Arithmetik (1841. Mitau, Lucas,
zweite Auflage) mit Riicksicht auf die dariiber bekannt
gewordenen Urtheile auszusprechen. Dieses Werk
ist nicht zu einem Handbuch fiir die untern Schul-
classen, sondern nur zu einem Leitfaden bestimmt,
welches den Lehrer nothigt, einen bestimmten Gang
festzuhalten, und dem Schiiler die Repetition erleich-
tert. Da es wohlfeil seyn sollte, um auch von dem
irmsten Schiiler angeschafft werden zu kénnen, so
behandelt es die untern Theile der Arithmetik nur kurz.
Denn fiir diese Theile sind geschickte Lehrer und gute
Hiilfsmittel in Menge vorhanden. Den vielen Lehr-
biichern der Arithmetik fiir die untern Schulclassen
ein neues hinzuzufiigen, lag nicht in meiner Absicht.
Die Einfiilhrung eines Leitfadens findet aber bei den
Lehrern selbst den meisten Widerstand, weil jeder
Lehrer seine eigenthiimliche Mittheilungsart und Un-
terrichtsform hat. Um also den Lehrern das Buch
annehmlich zu machen, durfte ich bei den ¥rklirun-
gen in den untern Regionen nicht zu ausfiihrlich seyn,
und nur da eine Begriindung anbringen, wo etwas
Neues oder weniger Bekanntes zu erkliren war. Auf
diese Weise erlangte ich einen dreifacher. Vortheil.
Erstlich wird der Schiiler genithigt, schirfer nach-
zudenken, und wo ihm der Gegenstand dennoch dun-
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kel bleibt, den Lehrer zu befragen. Das Buch regt
also die Geistesthiitigkeit des Schiilers an. Zweitens
wird der Lehrer zu einer griindlichen Vorbereitung
auf den Uiterricht gendthigt, da er stets gewiirtig
seyn muss, iiber schwierige Stellen zu Rathe gezogen
zu werden. Die Fragen der Schiiler geben ihm Ge-
legenheit, auch die minder fibigen Kopfe geistig an-
zuregen. Das Buch gewinnt so drittens Raum fiir die
weniger bekannten Betrachtungen iiber die Zahlen.
Nicht als ob diese alle vom Schiiler gelernt werden
sollten. Aber sie bieten einen Stoff dar, um den sonst
so trocknen Unterricht in der Arithmetik zu beleben.
Das Lebendige des Unterrichts besteht aber nicht darin,
dass man Gegenstinde des tiglichen Lebens hinein-
zieht, auch nicht darin, dass man durch logische De-
finitionen iiber die Natwr der Zahlen, wofiir die Schit
ler in diesem Alter ohuehin wenig Sinn haben, aw
ihre Urtheilskraft zu wirken sucht, sondern darin,
dass man ihren Verstand entwickelt und beschiiftigt,
dass man jeden Umstand benutzt, welcher geeignet
ist, ihnen einen Blick in die oft so geheimnissvolle
Verkniipfung der Zahlen zu offnen, ihre Ideen zu
bereichern, ihre geistige Wahrnehmung fiir Dinge zu
entwickeln, welche ihnen bei dem gewdhnlichen Un-
terricht vollig unbekannt geblieben seyn wiiiden. Der-
jenige Schiiler weiss nur wenig, welcher seine Rech-
nung nur auf eine einzige Art auszufiihren ver .teht.
Wenn die Arithmetik geistiges Bildungsmittel seyn soll,
so kommt es nicht sowohl darauf an, dass der Schii-
ler auf richtigem Wege ein richtiges Facit zu erlan-
gen wisse, als vielmehr darauf, dass in ihm digjcuige
Geisteskraft geiibt werde, welche ibn befibigt, das-
selbe Resultat auf den verschiedensten Wegen wieder-



zufinden, und in der Wahl des leichtesten Weges eine
schnelle Priifung seiner Rechnung zu erlangen.

Um mich durch ein Beispiel verstindlicher zu
machen, so seyen 37 Quadratfuss in Decimalstellen
einer Quadratsaschen zu verwandeln, also % auf eine
Decimalzahl zu bringen. Dividirt man auf gewéhn-
liche Art 37 mit 49, so hat man nur ein Rechenexem-
pel mehr gemacht, ohne etwas Besonderes dabei
gelernt zu haben. Ueberlegt man hingegen, dass 49
in 100 die Zahl 2 zum Quotienten und 2 zum Rest
giebt, so hat man nur nithig, 37 doppelt zu nehmen
== 74, diese Zahl doppelt zu nehmen == 148 w. s. w..
diese Zahlen immer um zwei Stellen weiter rechts
geriickt, zu addiren, so hat man mit einem Male nicht
allein die ganze Reihe der Decimalstellen, sondern
man erkemt auch dadurch den merkwiirdigen Zusam-
menhang, welcher die Stellen des Quotienten unter
einander verkniipft.

In diesem Sinne also muss mein Buch benutzt
werden. Nicht eine todte Sammlung von Regeln, durch
welche man mechanische Rechner bildet, soll es seyn,
sondern ein Hiilfsmittel, um Geist und Leben in den
Unterricht zu Dbringen. Diese Regeln sollen keines-
weges auswendig gelernt werden. Eben so wenig
braucht man sie alle auf einmal durchzugehen. Der
Lehrer wihle in dem einem: Jahre den einca, in dem
andern Jahre einen andern Theil des Buchs, nach
welchem er seine Schiiler beschiiftigt.

Wenn man also sagt, mein Buch sey gut fiir
Realschulen, wo es nur gelte. mechanische Rechen-
fertigkeit zu bewirken, aber untauglich fiir Gymnasien,
wo es auf logische Begriindung ankommne, so kann
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ich nur bedauern, dass man das Buch nicht begriffen
hat. Findet der Lehrer in dem Buche keine Begriin-
dung angegeben, so gebe er sie selbst dem Schiiler.
Aber in den schwierigern Gegenstinden ist sie immer
angedeutet, und mehr kann man billiger Weise von
einem Leitfaden nicht verlangen. Einer meiner geehr-
ten Recensenten bemerkte sehr richtig ,,er wiinsche
dem Buche geschickte Lehrer und fihige Schiiler.¢
Noch muss ich bemerken, dass ich auf einen
Fehler S. 106 aufmerksam gemacht worden bin, wo
irrig die Zahl 49 unter die Primzahlen gerathen ist.

Mitau, %’ Januar 1842.

PDer Verfasser.
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Der Punot.

Wenn ein Naturkirper in immer kleinere Theile zerlegt wird,
so ist dasjenige Theilchen desselben, welches durch kein me-
chanisches Mittel mehr verkleinert werden kann, welches da-
her fiir unsere Sinne ohne Ausdehnung ist, und nur noch bei
der Beleuchtung dem Auge durch seine Farbe sichtbar wird,
ein physischer Punct. Wenn aber der Punct nicht bloss fiir
unsere Sinne, sondern auch fiir unser Denkvermogen ohne alle
Ausdebnung ist, d. h. wenn er keine Theile, und weder Linge
noch Breite oder Dicke hat, so ist er ein geometrischer Punct.
Ein solcher Punct ist nicht in der Natur, sondern nur in un
serer Vorstellung vorbanden.

Dio Linie.

Die Babn oder Spur, welche ein ohne Unterbrechung
fortriickender physischer Punct beschreibt, heisst eine physi-
sche Linie. Eine solche Linie hat eine fir unsere Sinne un-
merkbar geringe Breite oder Dicke, aber eine sichtbare Aus-
dehnung nach der Linge. Die feinen Linien, welche der Kal-
ligraph oder Lithograph, der Zeichner, Maler oder Kupfer-
stecher, der practische Geometer u. s. w. mit der Spitze der
Feder, des Blei- oder Metallstifts zeichnen, die Linien, wel-
che der Glaser mit der Demantspitze zieht, oder der Optikus
in Glas iitzt, die Linien, welche der Sonnenstrahi in den Son-
penstiubchen abbildet, oder in den Lichtbildern auf der Me-
tallfiiche darstellt, sind physische Linien. Wenn wir in unse-
rer Vorstellung von der physischen Linie nur die Auslehnung
in der Lénge behalten, die Breite oder Dicke aber wegden-
ken, so erhalten wir den Begriff einer geometrischen Linie,
welche also auch nicht in der Natur, wohl aber in unserem
Denkvermogen vorhanden ist. Anfang oder Ende, die Grenze,
oder irgend eine bestimmte Stelle der geometrischen Linie ist
also ein geometrischer Punct. Er entsteht da, wo zwei-geo-
metrische Linien einander durchschneiden. Die Bahn eines
geometrischen Puncts ist eine geometrische Linie.

‘lt
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Die grade Linie.

Indem nun ein Punct bei seinem ununterbrochenen Fort-
rviicken oder bei seiner Bewegung eine Linie beschreibt, wel-
che nur eine Ausdechnung nach der Linge hat, so kann bei
derselben, abgesehen von der verschiedenen Geschwindigkeit
der Bewegung, noch eine Verschiedenheit in der Richtung
stattfinden. Wenn die Richtung der Linie sich bestindig 4n-
dert, d. h. wenn sie in jedem Puncte eine andere ist, so heisst
die Linie eine krumme Linie. Bleibt aber die Richtung in
allen Puncten unverindert dieselbe,
so heisst die so gezogene Linie eine
grade Linie. Um also bei einer krummen Linie die Aende-
rung der Richtung wahrzunehmen, muss man in jedem Puncte
derselben eine grade Linie ziehen, oder sich denken.

Zwischen zwei Puncten kann man unzihlige krumme
Linien, aber nur eine einzige grade Linie denken. Diescs
+iebt ein Mittel, um die Richtigkeit einer graden Linie (z. B.
. einem Lineal) zu erkennen. Denn wenn man die Linie
m zwei ihrer festen Puncte wie wmn eine Axc sich drehen
iisst, so werden ihre Puncte, wenn sie krumm ist, bei fort-
gesetzter Drehung sich trennen. Dieses wird bei der graden
“inie nicht der Fall seyn. Also:

Zwei grade Linien, welche zwei Puncle mit einander
gemein haben, decken einander in allen iibrigen Puncten,
d. h. sie bilden nur eine einzige grade Linie, welche zwischen
diesen beiden Puncten die kiirzeste Entfernung oder die Ent-
fernung iiberhaupt angiebt. Die grade Linie ist daher das
Mittel, nicht bloss die Richtung zu erkennen, sondern auch®
die Entfernung zu bestimmen, welche immer auf der graden
Linie gemessen wird.

Der Winkel.

Wenn zwei grade Linien ab, 5
ac von einem Puncte g nach ver- //
schiedenen Richtungen gehen, so P /}
bilden sie einen Winkel. Der 7 7" 5
Punct « heisst die Spitze des aN‘ \;‘\'7“,‘,'"‘1«\ —
Winkels; die Linien @b, ac heis- ~o T ¢
sen die Schenkel oder Seiten des \ c
Winkels. Der Winkel selbst wird ¢

entweder bloss durch den Buchstaben a der Spitze bezeich-
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net; oder indem man diesen Buchstaben in die Mitte setzt:
bac oder cab.

Die Grosse des Winkels éac hiangt bloss von der Nei-
gung der Linien ¢d, ac zu einander ab, d. h. er ist kleiner
oder grisser, je nachdem die Richtungen ab, ac niher zu-
sammen fallen oder weiter auseinander riicken. Da die Seiten
des Winkels unbegrenzt verlingert gedacht werden konnen,
ohne dass dadurch die Richtung derselben gedndert wird, so
hingt die Grosse des Winkels nicht von der Linge der Sei-
ten ab.

Wenn zwei grade Linien ab, \
cd, welche nach verschiedenen Rich- 6

tungen gehen, einander immer ni- g /f/

her riicken, so dass sie zuletzt bei / 2
gehoriger Verlingerung in einen ein- / -
. . c =

zigen Punct f zusammentreffen wiir- -Z.-~'@

den, so heissefl sie convergirende f Fr——uu__ a4
Linien; wenn sie aber immer weiter T
auseinander gehen, so heissen sie divergirende Linien.

Gleichheit der Winkel

Zwei Winkel bac, dfg kinnen ein-
ander gleich seyn, -
Um dieses za erkennen, denkt man Pt
die kaelspltze S auf die Winkelspitze ¢ _—

<
gelegt und einen Punct der graden Linie® -
Jfg in die grade Linie ac fallend. Dann g
miissen beide Linien fg, ac einander de-

cken, d. h. nur eine einzige grade Linie c
bilden. Wenn in diesem Falle auch die graden Linien f'd,
ab cinander decken, so sind die Winkei dfg, bac einander
gleich.

]

&

Das Dreltieck.

Wenn je zwei von drei nicht g~

in grader Linie liegenden Punc- \\

ten @, &, ¢ durch grade Linien BN

verbunden werden, so entsteht J ™~

eine Figur, welche ¢in Dreieck \c 7

heisst. Die drei Puncte a4, b, ¢ /
heissen die Winkelpuncte, bpt- K
txen oder Ecken des Dreiecks. Auf
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den unbegrenzten Verbindungslinien aéd, bcf, cag heissen
diejenigen Stiicke, welche zwischen den Ecken des Dreiecks
gemessen werden, namlich ¢d, be, ca, die Seiten des Dreiecks.
Die Winkel cad, abec, bca heissen die innern Winkel des
Dreiecks. Die Winkel, welche jede Seite des Dreiecks mit
der Verlingerung der andern Seite bildet, namlich bag, cbdd,
acf, heissen die Aussenwinkel des Dreiecks.

Ein Dreieck, in wel- a
chem bloss zwei Seiten ad, \ /
ac einander gleich sind, \
heisst ein gleichschenkliges \
Dreieck, jene beiden Seiten
heissen die Schenkel, die
dritte Seite 4c, welche den & * /'b-—*-*——-"4é
Schenkeln nicht gleich ist,
heisst die Grundlinie oder Basis. Ein gleichseitiges Dreieck
ist ein solches, in welchem alle drei Seiten «b, éc, ca ein-
ander gleich sind.

\

& Die Ebene.

g Wenn sich eine grade Li- f

nie df lings den Seiten eines \ ....... -
‘Winkels 3 ac¢ ununterbrochen . d, /
fortschiebt, so dass sie sich bei §
dieser Bewegung fortwihrend a

auf die Seiten ba, ac stitzt,
d. h. dass einer ihrer Puncte d
immer in der graden Linie ad, TSN
ein anderer ihrer Puncte immer LT
in der graden Linie ac liegt, g/~ /\
so beschreibt die grade Linie "
eine Ebene. Der Winkel bacé
liegt in dieser Ebene, und jede andere grade Linie, welche
auf dieselbe Art wie df ununterbrochen fortriickt, indem sie
sich anf die Linien @b, ac stitzt, beschreibt dieselbe Ebene
wie df. Die Lage dieser Ebene ist also durch den Winkel
hac villig bestimmt, d. h. durch diesen Winkel kann keine
zweite Ebene gedacht werden, welche von der ersten ver-
schieden wire.

Da die Richtung der graden Linic a4 durch die Puncte
a und &; die Richtung der graden Linie @¢ durch die Puncte
a und ¢ bestimmt ist, so ist auch der Winkel bac durch die
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drei Puncte «, &, ¢ bestimmt. Folglich bestimmen auch drei
Puncte die Lage einer Ebene, d. h. grade Linien, welche
sich bei ihrer Bewegung auf die graden Linien @, ac, oder
auf die graden Linien ad, 4c, oder auf die graden Linien «c,
bc, stiitzen, beschreiben immer dieselbe Ebene.

Ferner, da zwei Puncte eine grade Linie bestimmen, so
ist die Lage einer Elene auch durch einen Punct und eire
grade Linie villig bestimmt, d. h. durch einen Punct und eine
grade Linie kann immer eine Ebene, und zwar nur eine ein-
zige Ebene gelegt werden.

Eine Ebene ist nichts anders, als der geomelrische Ort
aller derjenigen Puncte, welche in graden Linien liegen, die.
sich auf je zwei von dreien ein Dreieck bildenden graden
Linien stitzen.

Wenn zwei Puncte einer graden Linie in einer Ebene
liegen, so liegen auch alle iibrigen Puncte dieser graden Linie,
so weit man dieselbe auch verlingern mag, in derselben Ebenc.

Wenn also aus dem Punctc

a eine grade Linie ah 80 gezo-

gen werden soll, dass sie in der 0/ /
Ebene bac liege, so hat man

nur zu bewirken, dass sie durch

irgend einen Punct d gehe, wel- /
cher in einer graden Linie fg /

liegt, die sich auf die graden e 7
Linien ab, ac stitzt,

1.

Wenn in zwei Dreiecken zwei Sei- e
ten und der eingeschlossene Winkel ge-  / f\ )
genseitig gleich sind, 8o decken die Drei- / / ~

ecke einander. TR S

D. h. alsdann sind auch die dritte Seite e
und die beiden andern Winkel gegenseitig q
gleich.

Es sey ab = df, bec = fg, [ abec = dfg.

Die Winkel df'g, abec lassen sich so zusammenlegen, dass
die Spitze f auf 4, die Richtung der Seite fg auf ¢ fillt.
Da nach der Annahme / f = 4, so muss dann auch dic
Richtung fd auf bc fallen. Ausserdem ist nach der Annahme
Sg == bec, ab=df. Also fillt bei dieser Zusammenlegung
der gleichen Winkel f, 4, auch der Punct g auf ¢, der Punct
d auf a. Also fallen die Ecken d, f, g gegenseitig auf dic
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Ecken a, 6, c. Also decken die zwischen iunen Y:genden-Seiten
einander. _ Also ist dic Seite dg =ac, [ g =rc¢,/ d=a.

9 £
L] a’ .‘.
Wenn in zwei Dreiecken eine
d \

Seite und die beiden anliegenden Win-

kel gegenseitig gleich sind, so decken / \\
die Dreiecke einander. b L N
D. h. alsdann sind auch die beiden / N
andern Seiten und der dritte Winkel
gegenseitig gleich.
Es sey be = fg, [ b =), [ ¢ = g
Man nehme an, df sey < als a6, mache 6k = df, und
zieche ch. Dann ist in den Dreiecken dfg, héc, df =hb,
Sg =be, [ =8, also (I. 1) decken die Dreiecke hbc,
dfg einander, also / hcé = dgf. Aber [ dgf = ach,
also / heb = acé. Dieses ist aber unmoglich, also kann
nicht df < als ad seyn.
% Man nchme an, df sey grosser als a 4, mache 4 k== df und
ziehe ¢ k. Dann ist in den Dreiecken dfg, chc df =k, fg=
de, [ f==18, also (I. 1.) decken die Drelecke kb c,dfg emander,
w50 kcb:-.-dgf. Aber / dgf=—acb,alsoist [ keb=ach.
{1eses ist aber unmdéglich, also kann nicht df > als a4 seyn.
Da df weder <C moch > als ¢é seyn kann, so muss
df = ab seyn. Aber auch ¢ = fg und Lbr.:af Also
decken die Dreiecke abec, dfg einander. Also ist ausser ab
== df und / ¢ == g, auch ac = dg und / a = d.

o
3. \

In einem gleichschenkligen Dreiecke sind |
die Winkel an der Grundlinie einander gleich. ‘
D.h.wenn @b ==ac, so ist auch / adec

e,
- ¢
\

g

— acb b
Erster Bewels. d
Man bringe das A abc in die umge-
kehrte Lage acbd. Da /[ a = a, ab = ac, ac = ab,
so decken dic A adc, ach einander, der Punct ¢ fillt auf
b, und § auf ¢ (I. 1.) also ist der / 6 = ¢, und / ¢ == &.

z'weiter Beweis.

Man verlingere a4, ac nach d, f, und mache 4d =
cf, und ziehe cd, 4f. 'In den A acd abf ist ac = ab,
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ad =af, [ a =a, also (I. 1.) A acd == abf, also
cd==104f, [ acd=abf, [ adc=afb. In den A bdc,
cfbist cd = 1Uf, bd = cf, [ bde = cfb, also (L. 1.)
A bde == ¢fb, also / bed = cbf, also / acd — bed
= abf — cbf, also [/ abec = acé.

4. f\ a
Wenn die Winkel an der Grundlinie / ‘\d
eines Dreiecks einander gleich sind, so AR
i8t das Dreieck gleichschenklig.

D. h. wenn / abec == acbh, so ist
ab = ac.

Denn es sey a4 < als ac. Man mache ¢
cd = ab, ziche bd. In den A dcb, abc ist de = al,
be == bec, [ dcb = abc, also (I. 1) A dcb = abe.
Dieses ist unmoglich, also kann nicht @b << als ac seyn.

Es sey ab > als ac. Man mache cf== ad, zieche f.
In den A feb, abe ist fc = ab, be = be, [ fch =
abe, also (I. 1.) A fcb == abec. Dieses ist unmiglich
also kann nicht a6 => als ac seyn.

Da a b weder grosser noch kleiner als @ c seyn kano
so ist b = ac.

——

5 .

Wenn in zwei Dreiecken die
drei Seiten gegenseitig gleich sind, Ry ,
s0 decken die Dreiecke einander, / d \

'‘D. h. wenn df = @b, fg = / /\\ N
be, gd = ca, soist /[ d = a, 8% :

s 8 ’ s
Lf = 5, L g =oc

2
.
AN ‘
’.'//‘\
I <N\

Erster Bewels.

Man lege fg auf 4c, und bringe den Punct d in die
Ebene des A abc¢, nach der Richtung von e, so fillt d ent-
weder innerhalb des A\ « & ¢ in &, oder oberhalb des Puncts
a in k, oder seitwirts von a4 in L

Wenn d in & fallt, so ist 6k = ba, ch = ca, also
(I.3) Lbéah=bha, [ cak = cha, also [ bac =.bha
+ ¢ ha, was unmoglich ist; also fillt d nicht in A.

Wenn d in k fillt, so ist bk == da, ck = ca, also
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(I.3)/Lbka=bak, [ cka=cak,also [ bke =
bak 4 cak, was unmoglich ist; also fallt d nicht in k.

Wenn d in [ fillt, so ist 6l = ba, cl=ca, also (1. 3.)
Lbal=tbla, [cal =cla. Da [ cla>>als ila, so ist
auch / cal > als 4la. Da [/ bla == bal, so ist auch-
[ cal > als bal, was unmoglich ist. Also fallt d nicht in I

Also kann d mrgenda anders fallen, ala in a, also decken
die A dfg, abc einander.

Zweiter Bewels.

Man lege fg auf bc, und
bringe den Punct d in die Ebene
des Dreiecks a 6 ¢, auf die entgegen-
gesetzte Seite von ¢, so dass der
Punct d in m fallt. Alsdann ist
bm=10ba, em=ca, also (I. 3.) . :
L ima = bam, uwmd [ cma = B : e

cam,also [ bme oderfdg bac. §
Also ‘A 1) A abe = dfg. \ L

6.
Der Kreis ist eine krumme f 7
P
Linie, welche ganz in einer f,’*’\/\ ~
Ebene liegt, und deren Puncte s

liegenden festen Puncte gleich-
weit entfernt sind,

Der feste Punct ¢ heisst der
Mittelpunct oder das Centrum,
die gleiche Entfernung der Puncte /
des Kreises vom Mittelpuncte, ca, /
cd, cf, cg, cb, ck, heisst der :
Hallmesser oder Radius, die k
krumme Linie adfgdha, als Linge betrachtet, heisst der
Umfang, die Peripherie oder Circumferenz, ein Theil der-
selben zwischen zwei Puncten, z. B. dfg, heisst der Bogen;
die grade Linie dg, welche die Endpuncte des Bogens ver-
bindet, heisst die Sekne oder Chorde; der Winkel deg, wel-
chen die nach den Endpuncten des Bogens gezogenen Halb-

d \ /-
von einem in derselben Eb.ene / g | /
u\
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messer mit einander im Mittelpuncte bilden, heisst der Mitzel-
punctswinkel oder Centralwinkel, eine grade Linie acé, welche
durch den Mittelpunct gezogen wird, heisst der Durchmesser
oder Diameter und ist doppelt so gross als der Halbmesser.
Der Durchmesser theilt den Kreis in zwei gleiche Theile,
welche Halbkreise heissen.

1

Ueber eine Grundlinie
ein gleichschenkliges Drei-
eck zu beschreiben.

Die gegebene Grund-
linie sey a &, die gegebene
Lange der Schenkel sey ad
= bg. Wenmn die Ebene,
in welcher das Dreieck lie-
gen soll, gegeben ist, so . LN
beschreibe man in dieser e e
Ebene, aus ¢ als Mittelpunct
mit dem Halbmesser ad, aus 4 als Mittelpunct mit dem Halb-
messer b g, zwei Kreise. Wenn diese Halbmesser grosser alsf
/2 a b sind, so durchschneiden die Kreise einander in e.
Dann ist (I. 6.) ac == ad, b¢c = bg; aber nach der Vor-
aussetzung ad = bg, also’ ac == bc, also A abc gleich-
schenklig. Wenn die Ebene nicht gegeben ist, so wahle man
einen beliebigen Punct /, wodurch man dic Ebene g f erhilt,
ziche in dieser die Halbmesser ¢ fd — &§fg, und beschreibe
die Kreise in dieser Ebene.

8. 6.

Einen Winkel einem gegebenen Ve
Winkel gleich zu machen. s

Der gegebene Winkel sey 6 aec.
Aus @ als Mittelpunct beschreibe man
einen Kreis mit einem beliebigen Halb- )
messer, welcher die Winkelseiten in &, G
¢ schneidet. Man ziehe bec. Es sey R
in der graden Linie, an welcher der s
Winkel zu zeichnen ist, der Punct d /!
als Spitze des inkels gegeben, so d
beschreibe man aus d als Mittelpunct
einen zweiten Kreis mit demselben Halb-
messer df = ab == ac. Aus f als
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Mittelpunct beschreibe man einen dritten Kreis mit dem Halb-
messer §c, welcher den zweiten Kreis in g schneidet. Man
ziehe d g, so ist der / fdg == bac.

Denn fg = be¢c, dg = df == ab == ac, also (. 5.)
ist das A\ fdg = bac, also / fdg = bac.

9.

Ein Dreieck einem gegebe- a
nen Dreiecke gleich zu machen. \

Man mache eine grade Li- / N
nie fg = bc, beschreibe in / :
einer beliebigen Ebene, aus f L
als Mittelpunct mit dem Halb-
messer ba, aus g als Mittel-
punct mit dem Halbmesser ¢ «,
{reise, welche einander in d
schneiden, so ist (I. 6.) fd =
va, gd = ca, fg = bec,
wo (I 5) Adfg —=abe.

10.
Einen Winkel in dis Hilfte

zu theilen.

Der gegebene Winkel sey éac.
Man beschreibe aus der Spitze des
Winkels a als Mittelpunct einen
Kreis, welcher die Winkelseiten in
b, c¢ schneidet, ziehe éc, und
beschreibe iiber 4 ¢ als Grundlinie
in der Ebene & ac ein gleichschenk- '
hges Dreieck &dc (1. 7.), ziehe die grade lee ad so theilt
sic den / bac in die Hilfte. Denn da aé =— ac, bd =
cd, ad = ad, so ist (I.5.) Abad = cad, also L bad
== cad.
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11.

Eine grade Linie in die Hilfte zu AL
theilen. EaS

Die gegebene Linie sey aé. Ueber S
dieselbe als Grundlinie beschreibe man in ‘
der namlichen Ebene zwei gleichschenk-
lige A abe, abd (1.7). Man verbinde
cd, so schneidet diese grade Linie die

gegebene Linie a4 in f, so dass die @™ R
Theile a f, & f einander gleich sind. b
Demn da aec = bec, ad = bd, Ry
cd = cd, so ist (I. 5) A acd = R

bed, alsoLacd::bcd oder / acf . -
— bcf Aber auch ac = be, ¢f = c¢f, also (I l)
A acf =1bcf, also af = b f.

12.

Nebenwinkel sind Winkel, welche 4
an einer graden Linie neben einan- //
der liegen, und eine gemeinschaft- /
liche Seite haben. /

[ bac, dac sind Nebenwinkel, b @ d

da sie an der graden Linie 4d hegen und die gemeinschaft-
liche Seite ac¢ haben.

13.

Ein rechter Winkel ist ein Winkel,
welcher seinem Nebenwinkel gleich ist.

Der Winkel cad sey scinem Neben-
winkel cad gleich, so heisst er ein rechter
Winkel. Die Linie ca heisst auf $ad7
senkrecht lothrecht (perpendikulir, nor-
mal), oder auch das Loth (Perpendlkel
Normallinie).

M
>

14. _

Die Summe zweier Neben- g\ <

winkel, und iiberhaupt die Summe 1.

mehrerer Winkel, welche an einer \ \ :
graden Linie in einer Ebene ne-

ben einander liegen, ist gleich s
der Summe zweier rechten Winkel. 6
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Auf der graden Linie dad sey ac senkrecht, und in der
Ebene 4 « ¢ d seyen die Linien af, a g, ah gezogen, so ist
(1.13) [ bac = cad = R, wnd (L. 12) / baf, daf
sind Nebenwinkel. Aber / baf = bac 4+ caf = R +
caf, [ daf == cad — caf = R — caf, also [/ baf 4+
daf =— 2 R.

Da / baf = bah 4+ hag + gaf, so ist auch die
Summe der Winkel éah 4 heg 4+ gaf + fad = 2 R.

15. d/

Die Summe aller Winkel, ~g / f
welche in einer Ebene um einen N fo e
Punct herum liegen, ist gleich der ‘///
Summe von vier rechten Winkeln. S u\\ """"" ¥

In einer Ebene seyen die Li-
nien «b, ac, ad, af, ag, ah, 3 \
aus einem Puncte @ gezogen. Man < " [N
verlangere da nach £, so ist (I, 14.)

bac 4 cad 4 daf + fak 2R,
gak + gah 4 hap 2 R.

Da aber / fak -+ gek = fag, so folgt

L bac + cad + daf +fag + gah 4 habt = 4 R.

I

16.

Wenn zwei in einer Ebene lie- 0o/
gende Winkel, welche eine gemein- /
schaftliche Spitze und Seite haben, /
zusammen wet rechte betragen, 8o / O
liegen die andern beiden Winkel fe T
seiten in grader Linie, b « ¥

Es sey /[ bac 4+ cad = 2R. Wire bad keine
grade Linie, und man verlingerte 4« nach f, so wiirde (1. 14.)
Lbac 4 caf = 2R, also [ bac 4+ cad = bac + caf,
also / cad=caf seyn, was unméglich ist, da ac, ad, baf
in einer Ebene liegen; also muss ad eine grade Linie seyn.

l7o a ’f

Alle rechie Winkel sind ein-
ander gleich. Oder auf eine grade
Linie lisst sich aus einem shrer it
Puncte in einer Ebene nur eine i
einzige senkrechte Linie ziehen. }




—_ 15 —

Es seyen anf # 4 in einer Ebene zwei rechic Winkel d«,
Sfab gesetzt, und es sey / dad <Cals fab. Da / dal==R,
so ist (I. 13.) / dab = dac, also [/ dac < als fab.
Da /[ fab =R, so ist (L 13) / fab = fac. Also

dac < als fac. Dieses ist unmoglich. Also kann / da’
nicht kleiner als fa b seyn. Eben so beweiset man, dass / dab
nicht grosser als fabé seyn kann. Also sind die rechten Win-
kel dab, fal einander gleich, und die Lothe ad, af fallen
znsammen.

18.

Scheitelwinkel oder Verticalwin-
kel, welche entstehen, wenn szwei
grade Linien einander durchschnei-
den, sind einander gleich.

Wenn die graden Linien «d, cd
einander durchschneiden, so sind die an ihrem Durchschnitts-
puncte einander entgegengesetzten Winkel f, g und %, k& Schei-
telwinkel. Aber (L 14.) f + A = 2R, h 4 g = 2R,
also f 4+ h=~h 4 g, also f=g. Ferner g + k=2 K
also k + g = g 4+ k, also h = £

19. e

AT
Auf eine grade Linie aus einem
ihrer Puncte eine senkrechte Linie zu
errichten. ‘
Die gegebcene grade Linie sey b,
ihr gegebener Punct sey a.

Erste Art, ! ;, a

el

Man schneide aus a auf 4c zwei °

gleiche Stiicke ab, a4 == ac (L. 6.), . = =4

errichte iilber & ¢ als Grundlinie ein '

gleichschenkliges Dreieck 6 dc¢ (I. 7.), P

ziehe ad, so ist ad lothrecht auf de..

Denn gbr=ac, bd=cd, ad=—ad, ,ﬁ\' a4

also (1. 5) A abd = acd, also AN

L bad = cad, also / bad = R

(I 13) ] (' ‘.
b /4 [

Zweite Art.

Man setze an éc in a zwei gleiche Winkel daf = ’cag
an (1. 8.), theile den / fag durch ad in die Hilfte (I. 10.),
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so ist ad lothrecht auf 4c. Demn (I. 14.) / baf + fag +
cag=2R, Lbaf:- cag, Lfag = 2 fad, also 2 baf
4+ 2fad=2R, also [ baf+ fad=R, also / bad=R.
Auf diese Art verfahren die Feldmesser, um auf dem Felde,
wo sich die erste Art nicht anwenden lisst, semkrechte Linien
zu ziehen. Mit Hiilfe eines einfachen Instruments, welches
Diopterkreuz heisst, tragen sie einen Winkel, welcher einem
rechten Winkel sehr nahe kommt, auf beiden Seiten des Puncts
a auf die Linie 4c¢, und theilen den kleinen Zwischenraum
fg in die Hilfte.

20.

Auf eine grade Linie aus einem .
ausserhalb derselben gegebenen Pun- R
cte eine senkrechte Linie zu fillen. g

Die gegebene grade Linie sey
~bc, der ausserhalb gegebene Punct ™ . e
sey a. Aus @ als Mittelpunct be- b-»:_-'.._h__(l_____,':,-.--‘
schreibe man einen Kreis (L. 6.), wel- L ‘
cher die gegebene Linie in 4 und ¢ Tl
schneidet. Ueber 4 ¢ als Grundlinie I
errichte man (I. 7.) ein gleichschenkliges Dreieck &¢f in~der
Ebenc des Dreiecks abc, man verbinde af, so schneidet af
die éc in d, und ad ist senkrecht auf §c. Denn da ab =
ac, bf = cf, af = af, so ist (L. 5.) A abf = acf,
also [ baf = caf, oder / bad=—cad. Aber ab —ac,
ad == ad, also (I.1.) A abd = acd, also [ adb=adec,
also (I. 13.) / adbd = R.

21.

Um ein Dreieck einen A
Kreis zu beschreiben. ey

Das gegebene Dreieck se N
abe. Magngtheile (. 11.) az // \ \
in g, éc in d, in dic Halfte, / /o ~
errichte (I. 19.) auf ¢ in g, o
auf ¢ in d senkrechte Linien ; TGN
in der Ebene des A abe, so |/ iU \
dass diese senkrechten Linien, & o /c
gehorig verlangert, die Seiten \
des A\ abc schneiden. Der ,
Durchschnittspunct m der bei- \—-//

den senkrechten Linien ist der Mittelpunct des umschriebenen
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Kreises. Denn da ag = bg, mg=1mg, [ agm = bgm
=R, so ist (I.L1) A agm = bgm, also am = {m.
Da bd = cd, md = md, [ bdm = cdm = R, so ist
(I 1) A bdm=-cdm, also bm=—cm. Also am = bm
== ¢m, also (I. 6.) m der Mittelpunct des umschricbenen
Kreises.

An einem Dreiecke ist der
Aussenwinkel grisser als jeder
von den innern Gegenwinkeln.

Das A abc hat in ¢ die
Aussenwinkel acd == é¢cf (1. 18.),
die innern Gegenwinkel sind 4 ac, : N
abec. Man theile ac in g in die LI A
Hilfte (1. 11.), ziehe &g, verlin- "'..";
gere sie nach k, so dass gh = i :
bg sey, verbinde ch, so ist ag = cg, bg = gh, [ agh
= cgh (I. 18)), also (I. 1) A agb = cgh, also / ach
== bag = bac. Aber [/ acd > als ach, also / acd
> baec.

Man theile 4 ¢ in k in die Hilfte (I 11.), ziche ak, ver-
langere sie nach I, so dass k!l = ak, verbinde cl, so ist
bk = ck, ak = ki, [ akd = ckl (I 18.), also (I 1.)
A akd = ckl, also [ bel=1abk =abc. Aber / bcf
> als bcl, also [ bcf > als abe, und auch / acd >
als abe. ' '

' 23.

]
Wenn in zwei Dreiecken A
zwei Winkel und eine Gegen- d X
seite gegenseitig gleich sind, 8o /
decken die Dreiecke einander.  /
D. h. alsdann sind auch der p— o
dritte Winkel und die beiden an- [ o~
dern Seiten gegenseitig gleich. 7 g
Es sey ab=df, [ abec=dfg, [ acl=dgf. Wire
Sg<alsbc, so mache man bh = fg, verbinde a h, so ist «b
=df, bh=fg, [abh=dfg, also (. 1) A abh=4dfg,
also / ahb=dgf. Aber [ dgf=acb, also [ ahb=
acb, was unmdglich ist, da (L. 22)) / akd > als ach.
Wire fg >> als bc, s0 mache man bk = fg, verbinde
ak, so ist ab=df, bk=fg, [ abke=dfg, also (I.1.)
Aabk=dfg, also [ akb =dgf. Aber [ dgf==ach,
2

Paucker Geometrie, T,
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also / akb = acbh, was unmoglich ist, da (I. 22.) / acé
> als aké.

Da fg weder kleiner noch grosser als 4¢ seyn kann, so
ist fg = bc. Da nun auch @b = df, [ abc = dfg, soist
(L1)Aabc=dfg, alsoauch / bac=fdg, undac=dg.

24- (g:i,‘
Von einem Puncte, welcher ausser- ?\\
halh cviner graden Linie liegt, lisst sich b
nur eine einzige senkrechte Linie auf i \
die grade Linie fillen. P
Denn es seyen ad, af zwei verschie- b d r ¢
dene senkrechte Linien, so bilden sie ein A adf, in welchem
(1. 22) / adb > als ufb. Dieses ist aber unmiglich, da
/[ adb=R, [ afb=R, also (I.17) [/ adb = afb ist.
Also konnen die beiden senkrechten Linien ad, af, kein Drei-
vck mit einander bilden und fallen also zusammen.

25.

, a
In einem Dreiecke hat die grissere ™
Seite den griossern Gegenwinkel, / \ 7
Es sey in dem A abc die Seite ac | U~
~> als 4. Man mache ad == a b, ziche / TN
4d, soist in dem A $dc der / ads > e

als ach (1. 22.). Aber (1. 3.) / abd = adb, also [ abd
> als acd, also um so mehr / abc >> als achd. Es liegt
aber [ abc der grossern Seite ac, und / acé der kleinern
Seite ad gegenuber.

26. e )
In einem Dreiecke hat der grissere /.
Winkel die grissere Gegenseile., ’
Es sey in dem A abde der Winkel / N
b > als ¢. Wire ab == ac, so miisste / S
(I 3)) / & == ¢ seyn, also kann nicht® ¢
ab = ac seyn. Wire ab => als ac, so misste (I 25.)

L ¢ > als & seyn. Also kann nicht 44 >> als ac seyn.
Da also «c weder gleich a4 noch kleiner als ¢4 seyn kann,
so muss ac grosser als @b seyn. Es liegt aber ac dem
grossern Winkel 4, und @4 dem kleinern Winkel ¢ gegeniiber.
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27.

In jedem Dreiecke ist die
Summe sweier Seiten grisser als :

d

Jre

; e
die dritte Seite, s o
In dem A abc seyen ab, ac ".,/-/ I -
die kleinern Seiten, 4c¢ die grossere . . =
Seite. Man verlangere ca nach d, %

und mache ad == ab, so ist ¢d gleich der Summe der Sei-
ten ab, ac. Da ad=ab, so ist (I. 3.) / cdb == abd;

aber / cbd> als abd, also L cbd >als cdb, abso (L 26)
cd > bec, also abd + ac > be.

9
28. a

Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten /N
gegenseitig gleich, die Zwischenwinkel aber /':\ N
unglezclz sind, 8o hat der grossere Winkel ! \\ N\

die grissere Gegenseite, Z \\

Es sey in den A abe, dfg, die Seite ¢ —— % \
ab = df, ac = dg, aberLbac > als kﬂ_ ~\ \
Sfdg. In der Ebene des A dfg mache I ===\ 4

man (L 8.) den / fdi = bao und dh o * vg
== ac, so ist auch dh = dg, wmd (1. 1.) :

A fdh=1lac, also fh=bc. Dadh==dg, so st (L 3)
L dgh = dhg, aber / fgh > dgh, also / fgh > als
dhg; aber / dhg > als / fhg, also um so mehr [ fgh
> fhg, also (I 26.) Sk > als fg, also auch ¢ =>als fg.

29.

Aus drei gege- S
benen graden Linien
ein Dreieck zu bilden. e B

Die gegebenen gra-
den Linien seyen D, .° AN

E, F. Man mache ; / N
be==D, u. beschreibe : ] \
aus ¢ als Mittelpunct B €
mit dem Halbmesser " - P R
E, aus § als Mittel- " Fo
punct mit dem Halb- -

messer F Kreise, wel-
che in einer gemein-

-

........
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schaftlichen Ebene liegen. Wenn diese Kreise einander in a
durchschneiden, und man @b, ac zieht, so ist abc das ver-
langte Dreieck, weil (I. 6.) 26 = F, ca = E ist.

30.

Wenn zwei Kreise einan-
der durchschneiden, so ist die
Summe threr Halbmesser gris-
ser als die Enlifernung der
Mittelpuncte, und der Unter-
schied ihrer Halbmesser klei-
ner als die Entfernung der\
Mittelpuncte.

Wenn die Kreise, deren
Mittelpuncte 4, ¢ sind, einander
in @ durchschneiden, und man
ab, ac, bc zieht, so entsteht -
ein Dreieck adc, in welchem
- ab, ac die Halbmesser, §¢ die
Entfernung der Mittelpuncte ist,
in welchem also (I. 27.) @b 4
ac > als bc, und gc < ab
4 bec, also auch ac — ab
< als 60 ist. -

. Wenn zwei Kreise ein- B L=
anderin einem Puncte durch- 7 ~as \
. . / ]
schneiden, so durchschneiden  / AN

zweiten Puncte, ‘

Die Kreise, deren Mittel- /

uncte &, ¢ sind, durchschnei- N e

gen einander in . Man fille \1/"\—’/
aus @ auf §c¢ die senkrechte Linie ad (I. 20.), verlingere sie
nach £, und mache df = ad. Da auch bd=6d, [ adl =
bdf =R, cd = c¢d, [ adc =cdf =R, so ist (L L)
A adb=bdf, N adc = cdf, also bf = ab, cf = ac,
also liegt (I. 6.) der Punct f im Umfange beider Kreise, eben
so wie der Punct a.

ste einander noch in einem ( | Y ld\\,,,c

32.

Wenn zwei Puncte gegeben sind, mehrere andere Puncte
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in derselben graden Linie, durch
blosse Kreisdurchschnitte ohne
Lineal, zu finden, :

Die gegebenen Puncte seyen
a, . Aus diesen Puncten als
Mittelpuncten beschreibe man mit
beliebigen ungleichen Halbmes-
sern Kreise m einer Ebene, wel.:
che einander in ¢, d durchschnei-
den. Daca=da,cb = db,
ab=uab, soist (1.5.) A acs
= ad}, also L cab=1lad. .
Wenn cd ab, einander in n durchschnelden s0 ist also [ can
=dan, ca ==da, an =an, also (1. 1) A\ can = dan,
also cn = dn und [ cna = dna = R ([ 13.).

Aus ¢, d, als Mittelpuncten beschreibe man in der Ebene
acbd mit belleblgen gleichen Halbmessern Kreise, welche
einander in f, g durchschneiden. Da cn = dn, cf df,
Sn==fn, so lSt (. 5)Acfn__dfn also—l[_ cnf-——-‘unf
= R. Dacn == dn, cg == dg, gn-.—«gn .50 nst(l 5.)
Acng-———edn,al‘%oécng::o ng ="R. DLcnf
= R, [ cng = R, so liegen (L 16.) die Pincte f, n
in grader Linie. Da L enf=R, [ cna = R, so hegen
(1. 17.) die Puncte a, f, n in. grader Linie. Da L cng =
R, [ cnb = R, so liegen die Puncte 4, g, n in grader
Linie. Also hegen die Puncte f, g in der gradén Linie aé.

Um noch mehrere Puncte zu ﬁnden, beubrelbe man ans
f, g, als Mittelpuncten mit beliebigen ungleichen Halbmeqsem
in der Ebene acbd Kreise, welche die heiden voxigen Kreise
in k, k und I, m durchschneiden. Da Sh=fk, cf = df,
ch = dk, so ist (I. 5.) A cfh == dfk, also / cfh =
dfk. Aber (L 14.) [-cfn + cfh+ hfa=2R, [ dfn
4+ dfk 4 kfa = 2 R, also Lefn + ¢fh + hfe ==
dfn + dfk + kfa. Aber [ cfn=adfn, [ cfh=dfk,
also / hfa = kfa. Eben so wird bewiesen, dass / lgé
==mgb. Da nun fh==fk, gl ==gm, so werden hk, lu
von ab senkrecht halbirt. Also kann man sich der Puncte k,
k und !/, m, wie der Puncte ¢, d, bedicnen.

33
In einem rechtwinkligen Dreiecke ist jeder der beiden
andern innern Winkel kleiner als rechter.
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cte nach einer graden Linie eine senk-
rechte und eine schiefe Linie zieht,
so ist von den beiden ungleichen \
Nebenwinkeln der schiefen derjenige, \
dessen Oeffnung dem Lothe zuge- —3 A ¢ §
kehrt ist, der kleinere, und derje-
nige, dessen Oeffnung vom Lothe abgekehrt ist, der grossere.
Jener heisst spitz, dieser stumpf.

Denn es sey / abc == abd = R. Aber (I 22)
Lach < abd, und [ acf > als abe, also / acd < R,
und / acf > R.

Oder wenn man von einem Pun- a \

34.

Das Loth ist die kiirzeste Ent-
Sfernung eines Punctes von einer gra-
den Linie.

Es sey ab senkrecht auf dg, ~ & ¢ g s
so ist (I. 33.) / acdb << R, [/ aft < R, also ist (I. 26.)
in dem A abe die Seite ab < als ac, und in dem A abf
die Seite a6 < als af. Auch ist (I 33.) / acf > R
Da nun / afe < R, soist [ acf > afec, also (I. 26.)

. ' ° .

die Seite ac < af.

‘30. _—

Bei dem Schnitte eines Kreises :
durch eine grade Linie, oder in einem
gleichschenkligen Dreiecke, entstehen o

T M"

Dreiecke, in denen zwei Seiten und | AN

der eine Gegenwinkel gegenseitig /// / \/
gleich sind, welche einander aber<— £ -
nicht decken. ¥ aL,/ b

Wenn der Kreis ¢ die grade Linie 6/, in @, & durch-
schneidet, so entstehen zwei ungleiche Dreiecke cfa, cf6, in
welchen aber zwei Seiten und der eine Gegenwinkel gegen-
seitig gleich sind, ndmlich ¢f ==cf, ca==c¢bd, [ cfa==cfb.

In dem gleichschenkligen Dreiecke @ b ¢ entstchen zwei
ungleiche Dreiecke adc, bdc, in welchen ebenfalls zwei Seiten
und der eine Gegenwinkel gegenseitig gleich sind, niimlich
cd = cd, ca = cb, [ cad = cbd.

36.

Wenn in xwei rec  kligen Dreiecken die Hypotenuse
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und eine Kathete gegenseitig gleich «
sind, so decken sie einander. i*
D. h. die zweite Kathete und dne !

beiden andern Winkel sind dann eben- | f
falls gegenseitig gleich. ' N

Die Seite, welche dem rechten' l_!
Winkel gegeniiber liegt, heisst die Hy- & l X
potenuse, die Seiten; welche den rechiten L \g
Winkel einschliessen, heissen die Kathe- ] Co
ten. Inden A\ abe, d‘fg, 1stL 6==f==R ac--e:dg, ab:-::df

Es sey fg < als b¢. ":Man mache 6k == fg, ziche
ah, so ist ab = df, bh=f3; [ b=L=R, also (I 1.)
Aabh = dfg, also ah = dg. Aber dg = ac, also
ah = ac, was unmoglich ist, da (I 34.) ah < als ac seyn
muss. Also kann nicht fg < als Jc seyn.

Es sey fg > als bc. Man mache 6k = fg, ziche ak,
so ist ab = df, bk = fg, [/ b = f = R, also (L. 1.)
A abk = dfg, also ak = dg. Aber dg == ac. Also
ak = ac, was unmoglich ist, da (L. 34.) ak > als ac seyn
muss. Also kann nicht fg “>-als bc seyn.

Da fg weder kleiner noch grosser als 4¢ seyn kann, so
ist fg == bc. Aber auch «b = df, / b = f = R, also
(A1) A abe=dfg, also auch / a = d und / ¢ = g.

37. 7

/.

Wenn in zwei Dreiecken zwei /_4 :
Seiten und der eine Gegenwinkel T / :

gegenseitig gleich sind, der andere l// L_//

Gegenwinkel aber in beiden kleiner g Lo
oder inbeiden grisser als ein rechter / IR
ist, 80 decken die Dreiecke einander..2_______ «q/ e

D. h. die dritte Seite und dief o
beiden andern Winkel sind dann A
ebenfalls gegenseitig gleich. AT

In den A abc, dfg ist ab a ,///f//
== df, ac=dg, [ abc=dfg. cé—ﬁﬂ/.//..{.... ;,
Man fille (I. 20.) aus @ auf bc SN A b
oder ihre Verlangerung die senk- j- _/3‘(
rechte Linie ak, aus d auf fg oder N
ihre Verliangerung die senkrechte i1 AN \\
Liniec dk, so ist ab == df, [ ba.- -~ T \\,
== f, L h=rk=R, also (1.23) .~ w_w?‘_;j"_f_\ gJ

A abh = dfk, aso bh = fk, | &
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ah = dk. Da ac = dg, ah =2 dk, [ h = k = K,
so ist (1. 36.) A ach == dgk, also ok-—»-gk und / ach
== dgk.

Der andere Gegenwinkel der Drexecke abce, dfg ist acd,
dgf. Dieser Winkel ist entweder der Nebenwmkel des Wm-
kels ach, dgk (1), oder er ist ihm selbst gleich (II. und IIL).
Vermige der Voraussetzuiig aber, soll, wenn « ¢ & der Neben-
winkel von @ch ist, auch.dgf der Nebenwinkel von d gk
seyn, und wenn / acd == ach ist, auch / dgf==dgk seyn.
Aber es ist bewiesen worden, dass L ach = dgk ist. TFolg-
lich ist in allen obigen Fillen auch / acé == dgf. Aber
auch / abe = dfg, und ab==df. Also (I. 23.) A abe

= dfg.




Zweiter Cursus,

Parallellinien und Aehnlichkeit.



1.

I einem Dreiecke betrigt die Summe der
beiden innern Winkel weniger als zwei
rechte, und die Summe der beiden Aussen-
winkel mehr als zwei rechte Winkel.

Wenn 4c¢ von abd, acf durchschnit-
ten wird, so ist (I. 22) / acd < cbd,
also / abe + acb < abe + cbd. &
Aber (I. 14) [ abec + cbd =2 R,
also / abc 4+ ach < 2 R |

- Ferner ist (I. 22.) / cbd > ac?, also / cbd + bef
> acbh + bcf. Aber (I. 14) [ acb + bcf = 2 R,
also / ¢bd 4 bcf > 2 R. ‘

‘ 9, a/ ¢ /

Wenn die innern Winkel zusam- !
men zwei rechte betragen, oder wenn
die Wechselswinkel oder Seitenwinkel 9
einander gleich sind, 8o sind die in f
einer Ebene liegenden graden Linien
parallel.

Die graden Linien ab, cd liegen
in einer Ebene und werden von der
graden Linie fgh so durchschnitten, 6 d
dass die innern Winkel afg -4 cgf = 2 R, oder bfg +
dgf = 2 R, oder dass die Wechselswinkel afg == dgf,
cgf == bfg, oder dass die Seitenwinkel afg = cgh, bfg
= dgh. Wirden nun ab, cd einander irgendwo auf der
Seite von @c¢ durchschneiden, so miisste (II. 1.) afg -+ cgf
< 2R,bfg + dgf > 2 R oder (I. 22.) afg < dgfs
cgf < bfg, afg < cgh, 6fg > dgh seyn, was der
Voraussetzung widerspricht. Wiirden a4, c d einander irgendwo
auf der Seite von &d durchschneiden, so miisste (Il 1.) afg
+ cgf > 2 R, bfg + dgf < 2 R, oder (I. 22)) afg
> dgf, cgf > bfg, afg > cgh, bfg < dgh seym

/’—‘



bindung mit den Diagonallinien ad, 4f, cg, die Abschnitte
am, dm, bm, fm, cm, gm. Nun berechnet man (V. 10.11.)
die Transversallinie df als Diagonallinie des A\ cad oder bcf;
die Transversallinie fg als Diagonallinie des A aff oder cag;
die Transversallinie gd als Diagonallinie des A\ @b d oder bcg.
Beispiel. Es sey ab = 46, bc == 56, ca = 39,
bd = 24, ¢d = 32, ¢f = 18, af = 21, so ist:
ag = 28, g = 18, und hieraus .
ad? = 1093, }f? = 22877%, cg? = 200045, =
ad = 33,06055, bf = 47,82500, cg = 44,72184,
am = 24,17861, dm = 8,88194, = . = .
bm = 21,83845, fm == 19,08655,
cm = 30,70454, gm = 14,01729, ‘
df? = 6771L, fg* == 106033%, gd? = 2744,
df = 26,03548, fg = 32,56981, gd = 16,56214.

98

An einem ebenen Vierecke ver-
halten sich die Abschnitte der Dia- .
gonallinien oder verlingerten Sei-
ten wie die Nebendreiecke.

Das Viereck sey abcd, die
Dlagonallxmen ac, bd schnelden ein-
ander in f, die verlangerten Seiten /..
e¢b, cd in g; be, da in h. Mang"
falle ak, cl auf d, und cm, dn?®
auf ad senkrecht, so ist :

ef el Abed cg  cm A abe

o T @& R dar U dn A dab
ebenso A cda bg AN 6cd R A cda
of A abe ag . D eda’ bk A dal’
dh A bed . |
ah N abc

EE]

2

29.

An einem Kreisvierecke
verhalten sich die Abschniite
der Diagonallz'm'en oder ver-
lingerten Seiten wie die Recht- ¢
ecke der Nebenseiten.

Die Dnagonallnmen ac, bd
schneiden emander m f d1e




IR Sy LA S TR 4 -

—_ 97—

verlingerten Seiten @4, cd in g; be, da in h. Da A afd

~ bfc, so i§t g:: é{g Da A ¢fd o> bfa, so ist %
ald . : g{' __da . ab

= — Aus beiden Proportionen folgt: =

Eben so wird bewiesen, dass Z—;—— -——-——:5 : 3: '3% = 32 - 22’

cg be-ca ch ac-cd dh ~ cd.db

dg bd -da” bh ab-bd’ ak ca-.ab ,
Sind also zwei Abschnitte einander gleich, so sind auch

die Rechtecke der Nebenseiten einander gleich. "Z. B. wenn

bf == df, so ist ab.bc = c¢d . da; wenn af == cf, so

ist da«ab = bc . cd. ‘

30.

- An einem Kreisvierecke ist das )
Rechteck der Diagonallinien gleich
der Summe der Reckteclce der Ge-
genseilen.

Man mache dxe Sebne ak =
bec. Wenn ca, dk enander in m -
schneiden, so ist (IIL 38.) / edk
= adm = bdcy [-dam = dac - ' :
= dbec, [ adb = mde, [ dba = dca = dcm, also

da  bd

A dam ~ dbec, A dem ~ dba, also — == — oder
ed bd . am . bhe
bd . am-—bc~da,—--—-—m——~, oder bd - em-_---ab cd;
T em ab
aus beiden folgt ac - bd = b - cd + be . da.
31.

An einem Kreisvierecke verhallen
sich die Diagonallinien wie die Sum-
men der Rechtecke der Nebenseiten.

Man mache die Sehnen ak == f¢ ”
bl = da, so ist anch ck = «é, dl* .
= ab, ol = dk. Aber (V. 30)
ac - dk = ak - cd + da-ck:::
bcecd 4 da-ab, bd.cl = dl.
be + cd-bl:::ab-bc-l—cdoda,
ac da.ab + be.cd :

bd~ ab-bec + cd-da

also
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was der Voraussetzung widerspricht. Es konnen daher a4,
cd einander weder auf der Seite von ac, noch auf der Seite
von bd durchschneiden. Sie durchschneiden einander also nir-
gends, und da sie in einer Ebene liegen, so heissen sie parallel.

3.

Wenn die Linien parallel sind,
so ist die Summe der innern Winkel
gleich zwei rechten, und die Wech-
gelswinkel, so wie die Seitenwinkel
sind einander gleich. o

Parallellinien konnen auf dreierlei
Art erklart werden:

1) Grade Linien, welche in einer
Ebene liegen und, soweit man %
sie auch verldngern mag, nirgends
zusammentreffen, heissen Paral-
lellinien. Siche Euklides Ele-
mente, erstes Buch, 35ste Erklirung.

2) Grade Linien, welche in einer Ebene liegen und uberalli
gleichweit von cinander entfernt sind, heissen Parallellinien.

3) Grade Linien, welche in einer Ebene liegen, und welche
an einer andern graden Linie innere Winkel bilden, deren
Summe gleich der Summe von zwei rechten Winkeln ist,
heissen Parallellinien.

Die beiden Hauptlehrsatze der Parallellmlen sind :

a). Wenn zwei in einer Ebene liegende grade Linien an
einer andern Linie innere Winkel bilden, deren Summe
gleich 2 R ist, so durchschneiden sie einander nirgends,
so weit man sie auch vellangern mag.

Dieser Lehrsatz a) ist in 1L 2. strenge bewiesen worden.
by Wenn zwei in einer Ebene liegende grade Linien an
irgend einer Linie tnnere Winkel 6zlden, deren Summe
rrlez'clz 2 R dst, so lbilden sie auch an jeder andern
Lmze innere W inkel, deren Summe gleich 2 R ist.

Es “ist den Mathematlkem aller Zeiten nicht (relungen,
einen Grundsatz von hinreichender Einfachheit, d. h. einen
Satz, welcher an und fiir sich selbst einleuchtend, keinen wei-
tern Beweis erfordert, zu finden, durch welchen sich dieser
zweite Lehrsatz 4) bewemn lasst. Euklides nahm als Giund-
satz (Elemente erstes Buch 11r Grundsatz) das Umgekehrte
oder die Converse von ll. . an, namlich: :
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c) Wenn zwei in einer Ebene liegende grade Linien an
einer andern Linie innere Winkel bilden, deren Summe
kleiner als 2 R ist, so durchschneiden sie einander an
dieser Neile,

Durch den Satz ¢) wird der Satz
b) folgendermaassen bewiesen:

Es sey afg 4 cgf = 2R, so
schneiden (Il 2.) «b, cd einander
nirgends. Es scy fkl eine beliebige
grade Linie. Ware nun afk 4 ckf
< 2 R, so wirden nach Satz ¢) abd,
cd einander oben schneiden, also (IL. 1.)

afg + cgf < 2R seyn. Wire aber
afk + ckf > 2R, also bfg + dgf

< 2R, so wiirden nach  Satz ¢) ab, cd einander unten -
schneiden, also (II. 1.) afg + cgf >> 2R seyn. Beides
widerstreitet der Annahme, dass afg 4 cgf = 2 R ist.
Also ist auch ¢fk 4 ckf = 2R, wemn afg + cgf =
2 E/lat

Da aber der Satz ¢) nicht einfach genug ist, um als
Grundsatz zu gelten, so nimmt man gewohnlich folgenden
Satz als Grundsatz an. (Siehe meine altere Geometrie, Ko-
nigsberg 1823, Seite 29, XXI, und Kries’ Geometrie § 39. 4.)

d) Wenn eine grade Linie und ein Punct gegeben sind,
so lasst sich in ihrer Ebene nur eine einzige grade
Linie ziehen, welche die gegebene Linie nirgends schnei-
det, so weit man sie auch verlingern mag.

Durch den Satz d) wird der Satz
) folgendermnaassen bewiesen:

Es sey afg + cgf = 2 R, so
schneiden @b, c¢d einander nirgends.
Es sey fkl eine belicbige grade Linie.
Wire nun af'k 4 ckf <2 R, so lasst
sich in der Ebene a b k die ko so ziehen,
dass afk + okf = 2R ist. Also
wiirde (11.2.) ko die @ 4 nirgends schnei-
den. Also miisste es in der Ebene a b k
zwei grade Linien k¢, ko geben, wel-
che die ad nirgends schneiden, was dem Satz d) widerstreitet.
Wire aber afk 4 ckf > 2 R, so lasst sich in der Ebene
abk die kp so ziehen, dass afk 4 pkf =2 R ist. Also
wiirde (Il. 2.) kp die aé nirgends schneiden. Also miisste
es in der Ebene ab/k zwei grade Linien ke, kp geben, wel-
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che die «b nirgends schneiden, was dem Satze d) wider-
streitet. Also ist afk - ckf weder grosser noch kleiner
als 2 R. Also ist afk 4 ckf = 2R, wenn afg 4 cgf
= 2 R ist,

Ich nehme noch folgenden Satz als Grundsatz an:

f) Wenn zwei Grissen auf eine solche Art von einander
abhiingen, dass mit der einen auch die andre wichst,
und dass beide eine gemeinschaftliche Grenze haben,
80 muss, wenn die eine von thnen diese Grenze erreicht,
auch die andre dieselbe Grenze erreichen.

Durch den Satz ) wird der Satz %/
b) folgendermaassen bewiesen: SN

Es sey afg 4+ cgf = 2 R, , N
und £kl eine beliebige grade Linie.
Man nehme auf aé beliebige Puncte

m, n an, und ziche mg, mk, ng, nk. 7” Y
[

Man bezeichne die Summe der beiden
innern Winkel an fg durch 4, an b
Sk durch B, so ist: ' '
fiur den Punct m: 4 = afg 4+ mgf, B = afk 4+ mkf,
fir den Punct n: 4 = afg + ngf, B = afk 4 nkf.
Wenn fn grosser als fm ist, so ist offenbar ngf grosser
als mgf, und nkf grosser als mkf. Wenn also fm grosser
wird, so wird sowohl A grosser, als B grosser. Also hingen
die beiden Summen 4, B so von einapnder ab, dass, wenn
die eine zunimmt, auch die andre zunehmen muss. Aber so
lange sich der Punct m noch irgendwo auf der graden Linie
af befindet, ist (II. 1.) sowohl 4 < 2 R, als auch B <
2 R. Also ist 2 R die gemeinschaftliche Grenze von A4 und
B. Also wird nach Satz f), wenn 4 = 2 R ist, auch B =
2 R seyn. Wenn also afg - cgf = 2 R ist, so ist auch
afk + ckf = 2 R.

4. a ¢

Grade Linien, welche auf ei-
ner andern graden Linie senkrecht
stehen und in einer Ebene liegen, 8 4
sind parallel. f

[abd=R, [cdf=cd}
=R, also f abd 4 cdb = 2 R,
also (I. 2)), ¢ =~ cd. : l
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5.

Wenn zwei grade Linien einer drit-
ten parallel sind, so sind sie einander
parallel,

Es wird angenommen, dass die gra-
den Linien ab, cd, fg in einer Ebene
liegen, und dass sowohl @& als cd der
Linie fg parallel sey. Da ¢b =~ fg,
soist (1. 3.) / abg + fgb = 2 R.
Da cd = fg, so ist (I1.3.) [ edg + fgb = 2R Folg-
lich ist / abg = cdg. Da diese Winkel Seitenwinkel sind,
so sind (II. 2.) ad =~ cd.

6.

Aus einem Puncte eine grade
Linie einer andern graden Linie
parallel zu ziehen, ; IR

Der gegebene Punct sey a, 5~ =
die gegebene Linie 4c. Man ver-
binde @b, ac, beschreibe aus a mit dem Halbmesser &c,
aus ¢ mit dem Halbmesser @ 4 Kreise, und zwar in der Ebene
des A abe. Da ab 4 bec > ac (1. 27.), so betragen die
Halbmesser der beiden Kreise zusammen mehr als die Ent-
fernung der Mlttelpuncte ac, also (I. 30.) durchschneiden die
Kreise einander in d, und es ist (I. 5.9) A acd = cab,
also / cad = ach. Da nun diese Dreiecke acd, cab,
also auch die graden Linien ad, éc¢ in einer Ebene llegen,
so dass ac, bd einander in f schnexden, nnd die Wechsels-
winkel cad == acb sind, so sind (II. 2.) ad =~ be.

a d

7. 4.
In einem Dreiecke ist die Summe '
der innern Winkel gleich der Summe
von zwei rechten Winkeln.
Man ziehe dcf = abd, so ist
(L 3) / abe + deb — 2 R,®
oder / abec + ach 4 dca ==
2 R Aber (1. 3.) [/ dca ==
bac, also [ abe + acd + bac &
= 2 R.

a.,
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8.

An einem Dreiecke 18t der Aus- @ ’f
senwinkel gleich der Summe der
beiden innern Gegenwinkel.

Man ziche ¢f = ab, so ist
(I.3) [/ fed = abe, Lacf= ;
bac, also [_acd_‘.abc+6ac B — 1

9.

An einem gleichschenkligen Dreiecke
ist der Aussenwinkel an der Spilze dop-

pelt so gross als jeder Winkel an der by
Grundlinie.
Nach (IL 8.) ist / cad = abc
+ acbh. Aber ab = ac, also (L 3)
L abe == ach, alsoLcad=2 abe 5 T e
= 2. acb.
-10.
Im rechtwinkligen Dreiecke
machen die beiden spitzen Winkel l
susammen einen rechten Winkel aus. S
Nach (IL.8.) ist / acd==albc § d
+ bac. Aber [ acd==acb=R, alsoLabc + bac=R.
11. I

.

In jedem Vzelecke, dessen kaelpuncte alle in einer
Ebene liegen, ist die Summe aller innern Umfangswinkel
so viel mal zwei rechte Winkel, als das Vieleck Seiten hat,
weniger vier rechte Winkel.

Die Anpzahl der Seiten des Vielecks
sey' N, die Summe der innern Umfangs- 8.
winkel abe¢ 4 bedu s. w. = 8. Man \ ™.
wahle einen beliebigen Punct m im Innern
der Figur, verbinde diesen Punct mit den
Ecken a, &, ¢ u. 5. w., so ergeben sich
soviel Dreiecke als das Vieleck Seiten hat,
namlich N. In jedem Dreiecke ist die
Summe der Winkel == 2 R (II. 7.). Also ist die Summe der
Winkel aller Dreiecke N. 2 R. Die Summe der Winkel an
den Grundlinien der Dreiecke ist = §. Die Winkel an den
Spitzen der Dreiecke liegen um den Punct m hernm, und




betragen also (1. 15.) 4 R. Demnach ist N. 2 R = § +
4 R,also S = N.2 R — 4 R.

12. % s 9 \a

An  jedem Vielecke, dessen
Winkelpuncte alle in einer Ebene
liegen, ist die Summe der Aussen-
winkel gleich vier rechten Winkeln.
Man ziehe ¢cn = bh, co =~
ag,cp = fm, soist (IL 3)Llccn
= cbh, [ nco = bag, [ ocp
= afm, L pcd = fdl. Aber
d.15) [/ dek 4+ ken 4+ nco 4 ocp + pcrl = 4R,
also auch / dck 4 cbh + bag + afm 4 fdl = AR

13.

Der innere Umfangswinkel ei-
nes regelmdissigen ebenen Vielecks,
dessen Seiten und Winkel alle ein-b,
ander gleich sind, ist gleich zwe
rechten Winkeln weniger dem Quo-
tienten, welcher aus der Division *
von vier rechten durch die Seiten- ™. .
zahl entsteht. PR —b'g

Die Summe aller Aussenwinkel e
ist (IL. 12.) = 4 R; da alle Aussenwinkel des regelmassngen

v 4

Vielecks einander gleich sind, so ist jeder = N Jeder

Aussenwinkel macht mit dem innern Umfangswinkel 2 R, also
4 R

ist der innere Umfangswinkel gleich 2 R — N~

Z. B. beim Dreieck 3 R, beim Viereck R, beim Fiinf-
eck & R, bein Sechseck § R, beim Siebeneck .°* R u. s. w.

14.

Ein Parallelogramm, d. h. ein d ¢
ebenes Viereck, dessen Gegenseiten
parallel sind, wird von seiner Dia-
gonallinie in zwe: gleiche Drezecke VA
getheile,
Da ab = cd, so ist (1. 3.) / abd = cdb. Da
Paucker Geometrie, 1. 3
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be = da, so ist /[ chd = adb. Nun ist bd == bd, also
(I. 2) A abd = cdl.

15. e
In einem Parallelogramm sind /
die Gegenwinkel einander gleich. /
Da ab = cd, so ist (II. 3.) ¢ &
[ abe 4 bed == 2 R. Da be
= da, so ist /[ bed 4+ cda = 2 R. Also ist [/ abe
+ bed = bed 4 cda, also /[ abc = cda. Eben so
ist / bed = dab.

In einem Parallelogramm smd
die Gegenseiten einander frleuh oder \
Parallellinien zwischen Pa: allellz- /

nien sind einander gleich.
Da b = cd, be =~ da, so ist (Il. 14) A abd =
cdb, also ab = ¢d, bec = da. '

17.

In einem Parallelogramm hal-
biren die Diagonallinien einander. /

Wenn von zwei Puncten Par- , ,/\
allellinien nach einerlei Richtung
gehen, so heissen ibre Endpuncte gleichnamig; wenn sie aber
nach entgegengesetzten Richtungen gehen, so heissen sie wech-
selnamig. So sind auf den Parallellinien ¢4, dc die Puncte
b, ¢ gleichnamig zu den Puncten @, d und umgekehrt, aber
die Puncte &, d wechselnamig zu den Puncten ¢, ¢ und um-
gekehrt. Die Diagonallinien sind also die' Verbindungslinien
der wechselnamigen Puncte.

Da ub =~ cd, be = da, soist (Il 3) [/ baf =dcf,
Labf==cdf,und (1L16.) ab=cd. Also(l.2) A abf=
cdf, dso bf == df = +bd, wnd af = cf = jac.

18.

//“"

Zwischen Parallellinien sind d g d T ¢
alle senkrechten Linien einander
gleich.

Jede dieser senkrechten Li- B
nier: heisst daher der Abstand der * f h 1 o

Parullellinien, oder auch die Hohe der Purallclogramme oder
Dreiecke, welche zwischen dcn Parallellinien liegen.
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Es scy ab ~ cd; auf eé seyen die senkrechten Linien
fg, hk, lm errichtet. Da [/ gfh = R, / khf = R, so
ist / gfh 4+ khf = 2 R, also (Il. 3.) fg = hk, also
S hkg ein Parallelogramm, also (1. 16.) fg==/hk und (1. 15.)
Lk=f=R, [ g=h= R

Eben so wird bewiesen, dass auch Im == hk = fg,
und dass / m = R.

19.

Wenn zwei grade Linien par-

d €
allel und einander gleich sind, so : ’ /
sind auch die Verbindungslinien ih- | x/
rer gleichnamigen Endpuncte paral- 4 5

lel und einander gleich. )

Es sey ab ~ cd, so ist (Il.3.) / abd = ¢db. Aber
auch ¢ = cd und bd = bd, also (1.1.) A abd = cdb,
also da == bc und / cbd ==lda, also (Il. 2.) da = be.

20.

Wenn an einer graden Li- d

k m
nie mehrere einander gleiche Par- : / )
aliellinien liegen, so ist die Ver- /

h

bindzmgslzme threr Endpuncte
eine grade Linie, welche der ;
Grundlinie parallel ist. “f
Es sey ab = c¢d, und fg f\==hk,—\-—-.lm, s0
ist (1. 19.) kg = fh, mk =~ ki, also (L 3.) [/ fhk +
hkg = 2R Aber auch / fhk 4+ khl = 2R, also
L hkg == khl. Aber auch / khl 4 hkm = 2 R, also
L hkg 4+ hkm = 2 R, also (I. 16.) gkm eine grade Linie.

21.
d

Parallelogramme auf ei-
nerlei Grundlinie und von glei-

g e
cher Hihe sind einander an \/(
Inhalt gleich.

Die Parallelogramme aécd, / /
abfg, abhk haben einerlet
Grundlinie @4 und liegen zwxschen Parallelhmen ab, dh,
haben also gleiche Hohen (II. 18.). In abcd ist (ll 16.)
¢d = fc und ab = c¢d. In abfgist ag =05f wd fg
== ab. In abhk ist ak = bh und Ak = ad. Also ist

3*

'y h
. ~
/
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cd = fg = hk. Wenn man von cd, fg das Stick cg
nimmt, so ist gd = fe. Wenn man zu cd, hk das Stiick
ck hinzulegt, so ist kd == he. Also (I. 5.) ist A\ agd =
bfc und A akd = bhe. Wenn man zu den A agd,
bf ¢ das Trapez ab ¢g hinzufiigt, so ist abcd =—=abfg. Wenn
man von den Dreiecken akd, bhc das gemeinschaftliche A
clk wegnimmt und zu den Trapezien alcd, 6lkh das A abl
hinzufiigt, so ist abcd = abhk.

22.

Parallelogramme auf einerlei q c & h
Grundlinie und von gleichem In- TN
halt haben gleiche Hihe.

Die Parallelogramme abcd,
abfg sollen vermoge der Voraus-
setzung gleichen Inhalt haben. Da
cd =~ ab, fg =~ ab, so missen a 6
cd, fg entweder zusammenfallen oder (Il 5.) parallel seyn.
Wenn c¢d, fg nicht zusammenfallen, so verlingere dc¢ nach
kh, dann ist (I1I. 21.) abcd = abhk. Aber auch abcd =
abfg, also abfg = abhk, was unmoglich ist, da sie um
das Parallelogramm gfhk unterschieden sind. Also miissen
cd, fg zusammenfallen.

23.

Parallelogramme auf gleichen g -
Grundlinien und von gleicher Hihe
sind an Inhalt gleich.

Es wird angenommen, dass aé
= fg sey. Da hk = = fg, so
ist hk ~=uab, also (11.19.) abhk
ein Parallelogramm, also (1. 21.)
abcd=abhk,abhk=fghk, also
abcd = fghk.

[

24.

Parallelogramme  von  gleichen &
Grundlinien und gleichem Inhalt ha-
ben gleiche Hihe.

Es wird angenommen, dass al
— fg sey, dass ab, fg in grader Li-
nie liegen, und dass an Inhalt abcd =

&« b f ¢
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Sfghk sey. Da hk = fg, fg = cd, so ist (IL.5.) hk ~
¢cd. Wenn man dc¢ nach m! verlangert, so ist (IL. 23.)
abed = fglm. Also ist fghk == fglm. Dies ist un-
moglich, wenn nicht Ak, Im zusammenfallen. Also muss A%
in der Verlingerung von dc liegen.

25.

Parallelogramme von gleicher 4__¢
Hike und gleichem Inhalt haben
gleiche Grundlinien.

Es wird angenommen, dass
abcd = fghk sey, und dckh
eine grade mit ag parallele Linie o3¢ 79 _
sey. Wire ab nicht = fg, so sey ab = fI. Man ziche
Im = fk, so ist (II. 23.) abecd = fimk, also auch fghlc
= flmk. Dieses ist aber unmoglich, wenn nicht in g
fallt. Also ist a4 = fg.

26.

Dreiecke auf einerlei Grund- , a2 d
linie und von gleicher Hihe haben (N
gleichen Inhalt.

Es wird angenommen, dass
cd =~ ab sey. Man ziehe §f ~
ac, ag = bd, so ist (1I. 14.) e
A abe = Y abfc, A abd = b
3 abdg, und (I1.21.) abfc = abdg, also A\ abc=abd.

27.

Ein Dreieck ist an Inhalt die
Hilfte eines Parallelogramms von
gleicher Grundlinie und Hihe.

Es wird angenommen, dass ab
== df und dass ckg eine grade der ;
af parallele Linie scy. Man ziehe @ 6d f
bk =~ ac, so ist (Il 14.) A abec = } H abke und (11, 23.)
abkc = dfgh also ist A abe = } dfgh.

. 28.

Dreiecke auf einerlei Grundlinie und von gleichem In-
halt haben gleiche Hihe,
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Es wird angenommen, dass die &.ciirnein
A abc, abd an Inhalt gleich sind
und in einer Ebene liegen. Wire cd
nicht 7= a b, so sey ¢f -~ ab, folglich
(L. 26) A abec = abf, also A\ abf
== abd, was unmoglich ist. Also ist
cd = al.

29.

Dreiecke auf glei(;hgnc P TR

Grundlinien und von gleicher : :

Hihe sind an Inhalt gleich.
Es wird angenommen, dass

ab = df, und dass cg eine

grade der ¢f parallele  Linie — e

sey. Man ziehe 4k ~ gec, 6 d

dk = fg, soist (IL14) A abe =1} al)hc, Adf

+ dfgk, und (1L 23)) abhe = dfgk, also A abe = djg

Dreiecke auf gleichen
Grundlinien und von glei-
chem Inhalt haben gleiche ..
Hile.

Es wird angenommen, /-
dass ab = df sey, dassz s
die A abc, dfg an Inhalt gleich seyen ung in einer Ebene
liegen. Wire cg nicht =~ af, so sey ch =~ af. Dann
ist (II. 29.) A abe = dfh. . Aber auch A abe = dfg.
Also A dfh = dfg, was unmoghch ist. Also ist cg & af.

31

Dreiecke von gleicher Hihe undei <+ - i
gleichem Inhalt halben gleiche Grund—
lmwn 1

~ Es wird angenommen, dass ctr A
cine grade der af parallele Linie sey, | /
und dass an Inhalt A abe == dfg’ i
sey. Wire ab nicht = df, so sey ¢ 6d kS
ab = dh, und gh gezogen. Damn ist (1l 29.) A abe =
dhg. Aber auch A abe = dfg. Also A dhg = dfg,
was unmoglich ist. Also ist df — ad.
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32, : / \
Wenn die Seiten eines Winkels durch =~ /|

Parallellinien geschnitten werden, so sind / \\
die wechselnamigen Dreicke an Inhalt ' /

gleich..

Es sey bd =~ cf, so ist (IL. 26.)
A bdf = bdec. Addirt oder subtrahirt
man das A abd, soist A abf=adec.

33.

Wenn von drei in grader Linie lie-

lellinien in einer Ebene gezogen werden, / '
so sind die an diesen Puncten liegenden -/, Lty -
Parallelogramme an Inhalt gleich. VO

Die Puncte a, b, ¢ liegen in
grader Linie, und af ~ bk =
chy, ah =~ bl~cf. Also (1L 14.)
A abg == abd, A\ ach = acf,

Dbel=bck, also ach—abg— p
bcl-—acf—abd—bck d h. Q/ o /"
blgh=104kfd. Fermerach — bela a4 r

+ abd = acf — bek 4 abg, d h. edlh = agkf
Ferner ach — alg 4 bck = acf — abd + bel, d. h.
chgk = cldf. , _

- Parallellinien schnezden m oq ..... @ Tp
Dreiecken von gleichen Grund- : Lo

linien und Hihen glezche .Stitcke
ab.

D. h. wenn b¢ = df,'und B
gl = bf, soist auch gh =kl m -
Denn wenn man iber bc, df die . /:
Parallelogramme vollendet sowst /. N
(L.33) eomh = aqsc, apnk & s e :
== artd. Aber (II. 23.) domh = apnk, also aqsc-—-—arld
also (1I. 25.) se = d¢. Aber (Il 16.) 80 = gh, dt ==
kl, also gh = kl.

35.

Parallellinien schneiden auf beliebigen Transversallinier
gleiche Sticke ab. ‘
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D. h. wenn die Parallellinien ¢ 3,
cd, fg, hkvon den Transverzallinien
ah, bk geschnitten werden, und ac
= fh ist, so ist auch 4d = gk.
Denn wenn man ad, ag, ek, und /[ ) e [
be, bf, bh zieht, so ist (II 26.) @ c f h
A bac = abd, N\ baf — abg, A bak = abk, also
D bfh = agk. Aber ac = fh, also (1. 29.) A bac =
bfh, also auch A abd = agk, also (Il. 31.) 6d = gk

36.

Wenn grade Linien, welche
in einer Ebene liegen, in gleiche
Theile getheilt werden, und zwei
Verbindungslinien der Theilpuncte
parallel sind, so sind auch die ibri-
gen Verbindungslinien der Theilpuncte parallel.

Es sey @b = bc = cd und fg =— gh = hk. Wem
nu af =~ bg, so ist auch af ~ ch, uwnd af =~ dk.
Denn man ziehe fb, fe, fd und ag, ah, ak, soist (II. 26.)
N fab = afg. Aber (II. 29) A fab = fbec = fecd,
und A afg == agh=ahk, also A fac = afh, A fad
= afk, also (Il. 28.) af = ch und af = dk.

37.

Eine grade Linie durch Dia-
gonallinien in gleiche Theile zu
theilen.

Die zu theilénde Linie sey ab.
Man ziehe eine beliebige Linie e ¢,
und aus ¢ eine Linie parallel ab;
auf dieser nehme man soviel gleiche -

Sticke cd, df, fgu. s.w.als ab 5 ; i v 0w ™
Theile erhalten soll. Den letaten & B R B T
Punct % verbinde man mit a, ziehe 4/ -~ ac an «k, und
lg = ke, soist (I 16.) lg = ab. Da ¢d = df = fg
w s. w., so ist (Il. 34.) ¢gp = po = on u. s. w.

38.

Eine grade Linie durch Parcllellinien in gleiche Theile
zu theilen.
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Die zu theilende Linie sey a6. Mang I m » o P &
ziche aus @ eine grade Linie in beliebi- " :
ger Richtung und nehme darauf soviel ¢ !
gleiche Stiicke ac, cd, df u.s.w. als ad A
Theile erhalten soll, den letzten Punct % a -,
verbinde man mit 4, ziehe mit k4 Paral- £
lellinien durch die Theilpuncte von afk, g
so theilen diese Parallellinien auch @4 in A,
gleiche Theile. Denn da a¢ = cd = Ei
df w.s. w. und ¢! = dm =~ fr u s w, so st (1L 35.)
al = Ilm = mn u. s. w.

39.

Eine grade Linie durch zwei ~
Parallellinien in gleiche Theile zu L.~
theilen. ¢ B

Die zu theilende Linie sey a .
Man ziehe aus @, & in beliebiger .5 ;
Richtung zwei Parallellinien ac, éd, 77—
und nehme auf denselben sovicl gleiche
Stiicke als ad Theile erhalten soll. ; - : :
weniger eins. Wenn man pun dem | .-}
ersten Punct ¢ mit dem letzten o, :.™
den zweiten f mit dem zweitletzten
m u. s. w. verbindet, so theilen diese Linien die a4 auf die
verlangte Art. Denn da ¢f -~ = om, fh =~ = mk u.s. w,
so ist (Il 19.) co = fm = hk u s w., also (Il 35.)
ap =— pg = ¢gr w. 8. w.

Eine grade Linie durch
Parallellinien in eine unbe-
stimmte  Anzahl  gleicher
Theile zu theilen.

Die zu theilende Linie :||Y\ \ Pl
sey ab. Man ziehe aus @ © | VN NN i
eine beliebige grade Linie al, 7| | \ )
nehme auf derselben eine be-
liebige Anzahl gleicher Sticke
ac, cd, df u. s. w., ziehe
durch die Theilpuncte nach
einer beliebigen Richtung @
Parallellinien, beschreibe aus
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a mit dem Halbmesser af einen Kreisbogen, so wird der
Halbmesser an == aé durch ¢ (Il. 35.) in 2 gleiche Theile,
ao == ab durch ¢b, dn, in 3 gleiche Theile, ap = a i
durch ¢b, dn, fo in 4 gleiche Theile u. s. w. getheilt.

41.

Parallellinien auf dem
Felde in gleiche Theile zu
theilen.

Die gegebenen Parallel-
linien seyen AA, BB, man 5:1
soll auf denselben mehrere _
gleiche Stiicke durch Visiren
ansetzen. Man wihle ausser- /
halb der Parallellinicn in ihrer ® ~ % & 0 9
Ebene einen Punct @, und ziehe ¢! .~ 4 -~ B von belie-
biger Lange. Man verbinde @4, welche die B in ¢ schnei-
det, Ic, welche die 4 in d schneidet, ad, welche die B in
S schneidet, If, welche dic A4 in g schneidet, ag, welche
die B in h schneidet, /%, welche die 4 in % schneidet u. s. w.,
so ist bd = dg = gk u. s. w. und ¢f == fh u s w.
Denn wenn 4 die B in m schneidet, so ist (II 32) A acd
= lcb). Aber (Il. 26.) A acd = Ifd, A lcd = Imd,
also A Ifd = Imd. Zieht man mn = ld, fo =~ ld,
so ist (Il 26) A Imd = Ind, A\ lfd = lod, also ist
A lod = Ind, also (IL. 3L) od = nd, also (Il. 16.)
cf = cm, also (I[ 34) dg = 6d, also (II 34) of =
Sh ou s w
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o

Einen tausendtheiligen Maass- | |-
stab zu verfertigen, und darnuch g\——
grade Linien auszumessen. ]

Die Einheit des Lingenmaasses ¢
ist der russisch-englische Fuss von
12 Zoll. Dieser Fuss wird in 10

i

l
|

gleiche Theile getheilt, welche man ,| |1+
neben einander auftrigt. Das erste —

I

R gy

NN

Zchntel a4 wird wieder in 10 gleiche &/
Theile getheilt, jeder Theil ist also
+4o Fuss. Im Anfangspunct 4 er-
richtet man auf @ eine senkrechte
Linie ac von beliebiger Lange, wel-
che man ebenfalls in 10 gleiche Theile
theilt. Durch die Theilpuncte von
ac zieht man Parallellinien mit 4 .

Die Linie ¢d, welche der a4 parallel
und gleich ist, wird in 10 gleiche
Theile getheilt, auch werden parallele
Transversallinien von & nach dem
ersten Theilpunct von c¢d, von dem
ersten Theilpunct von @4 nach dem |
zweiten Theilpunct von ¢d u. s. w.
gezogen. Die erste Transversallinie

bf bildet mit 4 d ein A bdf, in wel- ?
chem die durch die Parallellinien ab-
geschnittenen Stiicke respective -4,

> To W 5. W. von df, oder v,
T‘ﬁ'ﬂ) T'?TU von ab, oder 'rv'w: ‘f'ogmn
1oor des ganzen Fusses sind. Passt
nun die zu messende Linie auf einer
der Parallellinien z. B. von % bis [,

e,
7

so giebt die Bezifferung von 4 nach 3
k die Zahl 2, von 4 nach a die Zahl
6, von @ nach ¢ die Zahl 4, zu-
sammen also %f#% oder 0,264 Fuss,
d. h. 3,168 Zoll
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43.

Ein Quadrat ist ein ebenes Viereck, 4
dessen vier Seiten einander gleich sind,
und dessen vier Winkel rechte Winkel
sind.

Man errichtet namlich ¢ d, ¢ senk-
recht auf @4 in einer Ebene, so ist (II. 4.)
ad = bec. Man macht ad = be = a 3
ab, so ist (Il. 16.) ¢d ~ = ab, also
das Viereck abcd ein Quadrat.

Wenn die Seite des Quadrats @& ist, so wird der Inhalt
des Quadrats durch @b ? bezeichnet.

4.

Das Quadrat der Diagonallinie N/
eines Quadrats ist doppelt so gross
als das Quadrat selbst, ~
Das Quadrat sey abcd, man d ¢

verlingere die Seiten ad, ¢d nach g

JS> 8, mache df — dg =ad=cd,

so ist acfg echenfalls ein Quadrat,

und acfg = 4. A acd, abed == ¢ s
2 A acd, also acfg = 2 abcd, oder ac? = 2 al?’.

45.

Im rechtwinkligen Drei-
ecke ist das Quadrat der Hy-
potenuse gleich der Summe
der Quadrate der Katheten.

Erster Bewels.

Es sey abc das recht-
winklige Dreieck, a der rechte ¢
Winkel, ¢ 4, ac die Katheten,
bc die Hypotenuse. Ueber
diese drei Seiten seyen die
Quadrate ¢bdf, acgh,bckl
beschrieben. Man ziehe die
Diagonallinien ak, al, bg,
cd, und die grade Linie amn P :
senkrecht auf /¢ oder ki . ' A
Alsdann ist in den Dreiecken




abl, dbc, der [ abl =R + abc, der /[ dbc = R +
abc, also [ abl — dbc; auch ab = db, 4l = bc, also
(L 1) A abl = dbe. Aber (II. 27) A abl =} bmnl,
A dbe =% abdf, also bmnl = abdf. In den A ack,
gebist [ ack = R + ach, [ gcb = R + ach, also
[ ack = gcb; auch ac = gc, ck = be, also (I. 1)
A ack = gecb. Aber (I 27) A ack = % emnk,
A geb=%acgh, also cmnk = acgh. Also bmnl +
cmnk = abdf + acgh. Aber bmnl 4 cmnk = bekl,
also bckl = abdf 4 acgh, oder bc? = ab?® 4 ac?.

Zweiter Bewels.

Man beschreibe iiber a b,
bec die Quadrate abdf, bekl,
falle kg, hlm senkrecht auf
ca; km senkrecht auf kg, so
ist (Il 10.), / beca = gke
= lkm, also (I. 2, 23.) A
abe = gck = mlk, also
ca==kg =km, also kghm
== ac? Ferner (I. 10.)
Ldén=abo, also (1.2, 23.)
A dén = abo, also bn ==
bo, also cn = lo, also (L
2, 23.) A cnf = loh. Aber
bekl==abo 4 abnf 4 cnf m ‘
+ gck 4 kgol. Aber abo 4+ abnf =dbén 4 abnf =
abdf, und cnf + gck 4 kgol =1loh 4 lkm + kgol.
Also bckl = abdf 4 kghm, oder bc? = ab? 4 ac?.
Hieraus ersieht man, wie ein Quadrat in fiinf Stiicke zerlegt
werden kann, aus denen sich zwei Quadrate bilden lassen;
und wie umgekehrt bei zwei Quadraten das kleinere in zwei,
das grossere in drei Stiicke zerlegt werden kann, aus denen
sich ein Quadrat zusammensetzen lasst.

46.

Wenn in einem Dreiecke das Qua-
drat der grissern Seite gleich der Summe
der Quadrate der beiden kleinern Neiten
ist, 80 ist das Dreieck rechtwinklig, und
die grissere Neile die Hypotenuse.

Es sey b¢c? = ab? 4 ac?. In der Ebene des A abc
errichte man auf ¢ c die Senkrechte ad = a b, so ist (1I. 45.)
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cd?® = ad? 4 ac?, also cd? = ab? 4 ac?, also c¢d?
= Jc? also ¢d = be. Aiso (I. 5) A\ adec = abe, also
[ dac = bac, aber / duc = R, also auch / bac = R.

470

In einem gleichseitigen Dreiecke ist
das Quadrat der Hihe gleich dem drei-
fuclzen Quadrat der halben Grundlinie,
oder » des Quadrats der Grundlinie.

Es sey ab =— bec = ca, so ist,
wenn man die Senkrechte ad fallet, A\ ad 6 -"
—acd, also bd = cd, also ab:? bd. 5
Aber (l[ 45) ab? = azl2 4+ 46d?, also
45d? = ad® 4+ bd? also ad® = 3 4d*?
Auch ist jeder der Winkel ¢ —= &6 = ¢ =

48.

Wenn von den Seiten eines

Winkels zwei Paare von Parallel- N
linien ausgehen, 8o sind die Ver-
bindungslinien der wechselnamigen @ f
Durchschnittspuncte ebenfalls parallel.

Es sey 6f = ch, bd =~ cg, so ist fg ~ dh. Man
verbinde néamlich b¢, dg, fh, so ist (1. 32.)) A adg =
abec, A abe = afh, also A adg = afh, also A fgd
__fgk also (IL 28)fg ~ dh.

49.

Wenn drei in einer Ebene
liegende grade Linien in einem
Puncte zusammentreffen, und
von der ersten zur weilen ein
Paar Parallellinien, von der ¢ ‘
sweiten zur dritten ein Paar
Parallellinien ausgehen, so sind * g
die Verbindungslinien der gleich-
namigen Durchschnittspuncte der ersten und dritten eben-
Jalls parallel.

Es sey bd =~ cf, dg = fh, so ist bg -~ ch. Denn
da die Puncte 4, g in den Linien 4d, ag liegen, so ist,
wenn man bk ~ gd an ag, und gl /=~ ba an bd zicht,
auch (Il 48.) k! = adf. Wenn also k!, ¢f einander in m
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schneiden, so ist (II. 16.) Im = df. Wenn k! die Paral-
lellinien dg, fh in n, o schneidct, so ist (II. 16.) df = no.
Also ist Im = no. Da gl = be, so ist (IL. 26.) A\ cég
= ¢cbl. Da em = bl, soist (Il. 26.) A ¢ll = mil
Also ist A cbg = mél. Da lm == no, so ist (II. 29.)
A mbl=mnbo. Also ist A ¢cbg = nbo. Dalbk = ho,
so ist (IL 26.) A bkh = bko. Da bk ~ gn, so ist
(L 26.) A bkg == bkn. Also ist A bgh == nbo. Also
ist A cbg = bgh Alsoist (I. 28.) g —~ ch.

50.

Wenn zwei grade Linien von threm gemeinschaftlichen
Maasse nuch denselben ganzen Zahlen ausgemessen werden,
wie zwei andere grade Linien von ithrem gemeinschaftlichen
Maasse, so sind die beiden erstem Linien den beiden andern
Linien proportionirt.

Man driickt das Verhaltniss zweier Linien M, N arith-
metisch aus, indem man sie neben einander setzt, namlich
M : N, Schreibt man die erste itber die zweite, indem man

setzt —lj:v—[ == A, so bedeutet 4 eine Zahl, und heisst der Werth

oder Exponent des Verhiltnisses M : N. Zwei Verhiltnisse

von gleichem Werthe geben eine Proportion. Es seyen nam-
M P

lich bei vier Linien M, N, P, Q, N = A, und = A,
] /]
so hat man die Proportion M: N = P : @ oder % = é—

Auch konnen zwei Dreiecke oder Parallelogramme von
ihrem gemeinschaftlichen Maasse, welches dann ebenfalls ein
Dreieck oder Parallelogramm seyn muss, nach denselben gan-
zen Zahlen ausgemessen werden, wie zwei grade Linien von
ihrem gemeinschaftlichen Maasse. Dann sind jene Dreiecke
oder Parallelogramme diesen Linien proportionirt.

Wenn zwei grade Linien von ihrem gemeinschaftlichen
Maasse nach ganzen Zahlen ausgemessen werden, d. h. wenn
das gemeinschaftliche Maass in jeder Linie eine ganze Anzahl
Male enthalten ist, so haben diese graden Linien ein ratio-
nales Verhiliniss zu einander, und zwar das Verhiltniss Jener
ganzen Zahlen.

Es giebt aber Falle, vo zwei grade Linien von keinem
gemeinschaftlichen Maasse jemals in ganzen Zahlen vollkommen



—_— 48 —

genau ausgemessen werden konnen. Dann haben sie ein ir-
rationales oder incommensurables Verhiltniss zu einander.

Z. B. die Seite und Diagonallinie eines Quadrats stehen
zu einander in dem irrationalen Verhiltniss von 1 : y/2 (1L 44.).
Die Hohe und Grundlinie eines gleichseitigen Dreiecks stehen
zu einander in dem irrationalen Verhiltniss von p/3:2 (IL 47.).
Jedoch lassen sich immer ganze Zahlen finden, deren Ver-
haltniss dem irrationalen Verhaltniss der Linien je weiter desto
genauer entspricht (V. 3.).

Z. B. die geniherten Verhaltnisse fiir die Seite und Dia-
gonallinie eines Quadrats sind }:1; 2:3; 5:7; 12:17; 29:
41; 70:99; 169:239; 408:577 u. s. w. Die geniherten
Verhiltnisse fiir die Hohe und Grundlinie eines gleichseitigen
Dreiecks sind 1:1; 6:7; 13 :15; 84 :97; 181 : 209;
1170 : 1351 u. s. w.

51.

Wenn zwei rationale Linienverhiltnisse einander gleich
sind, so ist das Rechteck oder Product der ersten und vier-
ten gleich dem Rechteck oder Product der zweiten und dritten.

Nimmt man an, dass zwei Linien durch ihr gemein-
schaftliches Maass gemessen, die Zahlen M, N; und zwei
andre Linien durch ibr gemeinschaftliches Maass gemessen,
die Zahlen P, @ geben, und dass diese vier Linien propor-
tionirt seyen, auch dass die Zahl 4 der Exponent ihres Ver-

hiltnisses sey, so ist (II. 50.) % = E = A4, also M =

Q .
A.N, A.Q==P. Hieraus folgt durch Multiplication 4. M. @

== A.N.P, und hieraus folgt: M.@Q == N.P. Aber die
Zahlen, welche sich durch Messnng der vier proportionirten
Linien ergaben, waren M, N, P, Q. Folglich ist das Pro-
duct der ersten und vierten Zahl gleich dem Product der
zweiten und dritten Zahl, oder die Producte der wechsel-
namigen Glieder sind einander gleich, wie bei jeder Zahlen-
proportion in der Arithmetik.

Bildet man aus den beiden gemeinschaftlichen Maassen
ein Rechteck, so zeigt das Product M. Q an, wie viel Mal
dieses Maassrechteck in dem Rechteck der ersten und vierten
Linie enthalten sey; so wie das Product N.P anzeigt, wie
viel Mal dieses Maassrechteck in dem Rechteck der zweiten
und dritten Linie enthalten sey. Folglich ist auch das Recht-
eck der ersten und vierten Linie dem Rechteck der zweiten
und dritten Linie an Inbalt gleich. Wenn zwei grade Linien
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dasselbe irrationule Verhaltniss (1L 50.) wie zwei andre grade
Linien zu einander haben, so lassen sich &hnliche Dreiecke
bilden, deren gleichnamige Seiten diese Linien sind, und an
denen nach II. 49. bewiesen wird, dass das Rechteck der
ersten und vierten Linie dem Rechteck der zweiten und drit-
ten an Inhalt gleich sey. Dieses wird in Il. 55. geschehen.

52.

Dreiecke oder Parallelo-
gramme von gleicher Hohe ver-
halten sick dem Inhalte nach
wie ihre Grundlinien.

Bei den Parallelogrammen
abed, fhgh, so wie bei den
Dreiecken abe, dfec sind die
Grundlinien in grader Linie, die
Hohen gleich. Wenn die Grund- -
linien ein rationales Verhaltniss
zu einander haben, so werden
sie (1I. 50.) von ihrem gemein-
schaftlichen Maass nach ganzen
Zahlen gemessen, d. h. das : ,
Maass wird eine ganze Anzahl Male in ihnen enthalten seyn.
Durch- die Theilpuncte ziehe man Parallellinien mit den Seiten
der Parallelogramme, oder grade Linien nach den Spitzen der
Dreiecke, so sind (II. 23. 29.) die einzelnen kleinen Paralle-
logramme oder Dreiecke einander am Inhalt gleich, also das
gemeinschaftliche Maass dieser Parallelogramme oder Dreiecke.
Also werden diese Parallelogramme oder Dreiecke von ihrem
gemeinschaftlichen Maass nach denselben ganzen Zahlen gemes-
sen, wie die Grundlinien von ihrem gemeinschaftlichen Maasse.

‘ abed ab
Also 1. abed : fogh = ab : fb oder Figh 73
abe be
IL A abc : dfc = be : fe oder iFe = Fe
Wenn die Grundlinien ein irrationales Verhiltniss zu einander
haben, so werden dieselben gendherten Verhéltnisse, welche
man nach und nach fir dic Grundlinien findet, auch fiic die
Flichen der auf ihnen ruhenden Parallelogramme oder Drei-
ecke von gleicher Hohe giltig seyn. Alsdann haben diese
Parallelogramme oder Dreiecke von gleicher Hohe dasselbe
irrationale Verhiltniss zu einander, wie ihre Grundlinien, und
sind also ebenfalls den Grundlinien proportionirt (II. 51.).

Paucker Geometrie, I.
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53.

Wenn die Seiten eines Winkels von
Parallellinien geschnitten werden, so sind
die gleichnamigen Abschnitte und Abstiinde
proportionirt, und die Parallellinien ver-
halten sich wie die Abstinde von den |
Winkelspitzen. "

Es sey ¢ =~ df, man ziehe die Dia-

cab dl-

gonallibnien ed, 6f, so st (Il 52) — 7 n > f

:::_d, % 7, aber (I 26.) A cbd == 6cf, also
—2{—3—:%, alsoﬂ=—gfi,oder qb :bd = ac : ¢f.

Ferner (1L 52) cad %, %mg. Aber (11. 26.)

cad

A ebd = 6cf, und (H 32.) A cad = baf, also ——

6af ad af
—_—= d - - -
6f 0 o cf,oerad bd = af : cf.

cbd

Ferner (II. 52.) “‘Z 5%, g-% Z;, aber (IL 32.)
A cad = baf, also cab __ cab also L1 = ﬂ, oder

cad baf’ ad af
ab : ad = ac : af.
Man ziehe g ~ af, so ist aus demselben Grunde in

dem / d, welcher durch die Parallellinien 6g, af geschnit-

ten wird, — :‘—3&, aber fg = b¢, also %g L oder

ad af ar
ab:ad = be : df. Man zieche ch =~ ad, so ist aus
demselben Grunde in dem / f, welcher durch die Parallelli-

nien ch, ad geschnitten wird, 8¢ — ﬂ Aber dh = bec,

af  df
also Z—;m—% oder ac : af = bc : df.



Wenn die Neiten eines Winkels
von Parallellinien geschnitten werden,
so sind die Parallelogramme der weck- e
selnamigen Seilen einander an Inhalt \

gleich.

Es sey bec = df, so ist (lI 32.)
A abf = acd. Zieht man also fg
= ab, bg = af, ch = ad, dh
= ac, so ist (Il. 14.) abgf =

81 —
54.

2 A abf, achd =2 A acd, also abgf = achd.

t

Wenn die Seiten eines
Winkels von Parallellinien
geschnitten werden, so sind
die Rechtecke der wechsel-

namigen Seiten einander an

Inkalt gleich. }
Essey bc =~ df. Man

errichte in der Ebene von- -
adf die ah senkrecht auf
a@d, und mache ag = ac, .

k == af. Man verlingere
ca nach m, so ist (II. 9.)
Lgam::? acg, [ gam

== 2 afh, also ist / acg = afh, also (IL 2) cg = fh.
Aber auch be¢ =~ df, also (IL 49) bg =~ dh, also (II 54.)
ablh = adkg. Der Iphalt eines Rechtecks wird geschrie-
ben, indem man die beiden anliegenden Seiten neben einander
setzt und durch das Multiplicationszeichen verbindet, also statt
ablh = adkg setzt man ab.ah = ad ag, oder ab.af

Da é¢c &.df, so ist (IL 53.)

2~ %% Es sey A der Werth dieser Verhiltnisse, so ist

= ad.ac.
Arithmetischer Beweu
ab a
ad af
ab @c
ad = G

4, also b — 4 ad, ac = 4. af,

also 4. af.ab = A. ad.ac, also af.ab = ad.ac.

4#
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56.

Wenn auf den Seiten eines Winkels die
gleichnamigen Abschnitte proportionirt, oder
die Rechtecke der wechselnamigen Abschnitte
gleich sind, so sind die Verbindungslinien
der gleichnamigen Puncte parallel.

[ 4

ab ac
E — — . .
8 sey — = afoderab af = ac

ad. Wire df nicht = bc, so seydg =~ be, 4 e
dann ist (IL 53.) ﬁé = gﬁ und (IL 55.) @é.ag = ac.

ad. Aus beiden folgt af = ag. Also missen die Puncte
f, g zusammenfallen, und da dg & bc, so ist auch df = be.

o7.

Wenn zwei Linienverhiltnisse
einem dritten Linienverhdltniss gleich
sind, so sind sie einander selbst
gleich.

Man trage die in Verhiltniss
stehenden Linien auf drei Linien, die
in einer Ebene von einem Punct « :

ab ad ad  ag
ausgehen. Es sey = 7 und af.:—.: oy oder es sey
ab.af = ac.ad und ad.ah = af.ag, so folgt (II. 56.)
bd = cf, dg = fh, also (Il. 49.) bg= ch, also (II. 53.)

%_Z = %, oder (1L 55) ab. ah = ac. ag

3

58

Wenn wvier Lzmen in Proportion &
stehen, so bleibt die Proportion richtig, ‘
wenn man die innern Glieder vertauscht. a

Es sey :Z _‘ff_", oder ab.af =
ac.ad, so ist (IL. 56.) be ~ df. Man )
mache ag == ac, ah == ad, und ver- 97
lingere ca nach k, so ist (II. 9.) / dak gle

= 2. acg, [ dak = 2. ahd, also
[ acg = ahd, also (1. 2.) cg = dh.
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Aber auch ¢4 = df, also (ll. 48.) bh = fg, also (IL 53.)
ab ah d _a_b ad

ag  af’ oder ae T af
59.

In Ghnlichen Dreiecken sind *
die gleicknamigen Seiten propor-
tiontrt.

Achnliche Dreiecke sind solche,
deren Winkel gegenseitig gleich sind.
Wenn in den A abe, dfg, [ a
=d, [ b=f, [ c=g ist,
so ist A abe o dfg. Gleich- ¢
namige Seiten sind diejenigen, wel- _ A ’
che gleichen Winkeln gegeniiber liegen.  In den &hnlichen
Dreiecken abc, dfg sind also die gleichnamigen Seiten «?
und df; ac und dg; bc und fg. Man mache ah = df,
ak = dg; da nun auch / a == d;.s0 ist (I. L) A ahk

= dfg, also [/ h = f und hk = fg. Aber [/ f =},
also / h = &, also (Il. 2) hk--=~ bc, also (Il. 53.)

ﬁma—]fmﬂ,alsoauch—:f:dg /s,
ab ac be ab ac be

Hieraus folgt auch (II.58.)§‘[ b df ab dg__
5

ac’ fg = rg 6c
Ferner (II. 55.) df .ac = dg.ab, df .bc = fg.ab,

dg.be = fg.ac.

In iihnlichen
Dreiecken sind
die Umfinge
den gleichna-
migen Seiten

proportionirt. l-- . ity Tt I
Essey Aabe : " ,
~ dfg. Aufder 5o b i U

Verlangerung von §¢ mache man 3k = abd, ck = ac, auf
der Verlingerung von fg mache man fIl — df, gm = dg,
so sind Ak, Im die Unmfinge der Dreiecke abc, dfg. Nach
lIQlStLb-—?hLO"“?kL =21 [/ g=
2m, aber [ b= f, [ ¢c=g, also Lh—l L k= m,

also A ahk o~ dlm, also (Il 59.) l—]—c = %—I;. Aber auch
m
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A abk e dft, ako (L 59) 57 = ab
hk ab bc ac af

—_— e e ETm

Im ~ df fg

Arithmetischer Beweu Das Verhiltniss der gleichnami-
gen Seiten sey durch die Zahl 4 ausgedriickt (II. 50.), so
ist ab = A.df, be = A.fg, ac = A.dg, also ab +

b+ be + ac
b = A4 (d dg), also 2
ey R Y

df = fg dg’
61.

Wenn die gleichnamigen Seiten
proportionirt sind, so sind die Drei-
ecke einander dhnlich. ‘ !

In den Dreiecken abo, dfg sey 3

ab be ac
— = —— = —+ AD be¢ setze man
df  f dg

b :
(d.8) L hée == f, [ hecb = g, so ist anch (IL. 7.),

L bhe = d, also A hbc ~ dfg, also (1L 59.) ke d¢

e aof Jg
= e Also (II. 57.) hé == ab, he = ac, also (L. 5.)

A hbec=abec. Aber A\ hbc ~ dfg, also A abc o~ dfg.

62.

Wenn ein Winkel gegenseitig
gleich und die Nebenseiten proportio-
nirt sind, 8o sind die Dreiecke dhnlich.

In den Dreiecken abe, dfg sey

L b=/, d%éc——:;,—g. Man mache 3

L bch = g, so ist L h = d, also A héc ~ dfg, also
(IL 59.) % — }‘_‘3 also (IL 57.) k6 = ab, also (L L)
g

A hbec == abc, aber A hbc ~ dfg, alse A abe ~ dfyg.
63.

Rechiwinklige Dreiecke, in denen die Hypotenuse und
eine Kathete gegenseitig proportionirt sind, sind einander
ihnlich.

Also (1L 57.)
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In den A\ abe, dfg sey b ==/f 4,

== R und 3;— — %;:. Man mache den

Lbah =d, so ist A abk ~v dfg,

also (IL 59.) 22 Z_", also (1L 57.) A e
g

ah ac af

(.z_é ;-_—._:@, also ah = ac, also (1. 36.) A abh = abe.

Aber A abh ~ dfg, also A abe ~ dfg.
64.

Wenn zwei Seiten proportionirt
und der eine Gegenwinkel gegenseilig
gleich , der andere Gegenwinkel aber
in beiden Dreiecken kleiner oder in
beiden grisser als ein rechter ist, so
sind die Dreiecke dhnlich.

In den Dreiecken ad ¢, dfg sey [/ b=/, und —— =
Man mache / bah ==d, so ist (IL. 7.) / h = g, also

A abh o dfg, also (L 59.) — 6 = ;._;‘, also (11 57)
ZZ mfi;’ also ek == ac, also (I 37) A abh = abc;
aber A abh o dfg, also A abc ~ dfg.

65.

Zu drei graden Linien die
vierte Proportionallinie durch Par-
allellinien zu finden,

Die gegebenen Linien seyen ,
A, B, C. Man trage auf eine grade A
Linie von cinem Punct @ aus ab c—
= A4, ac = B, ad = C, ziehe in beliebiger Richtung a g,
verbmde bg, zlehe ch = 6g, verbinde dg, ziehe hf ~ dg
so ist (II. 53.) ad:ac = ag ah, ag : ah = ad : af,
also (II. 57.) @b : = t af, also af die gesuchte
vierte Proportionallinie.

66.

Zu drei graden Linien die vierte Pr oportionailinie bloss
durch Kreisdurchschnitte zu finden.
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Die gegebenen Linien seyen
4, B, C. Ueber die Grundlinie
bc¢ == B beschreibe man (L. 7.)
ein gleichschenkliges A abe, so
dass ab =ac = 4. Aus a als
Mittelpunct beschreibe man mit dem
Halbmesser € einen Kreisbogen,
wihle darauf einen beliebigen Punct
d, fasse den Abstand 4d in den S .
Zirkel, und aus ¢ als Mittelpunct g ¥¢
beschreibe man mit dem Halbmes-
ser 4d einen Kreisbogen, welcher
jenen Bogen in f schneidet, so ist
df die gesuchte vierte Proportio-
nallinie. Denn da ab = ac, ad = af, bd = cf, so0 ist
(I. 5) A bad = caf, also [ bad = caf, also [ bac
= daf, also A bac o~ daf, also (Il 59.) ab : bec =
ad: df oder 4: B = C: df.

A .

Zwischen zwei Pun-
ctendie Mitte bloss durch
Kreisdurchschnitte zu
Sinden.

Die gegebenen Pun-
cte seyen a, §. Aus die-
sen Puncten als Mittel-
puncten mit dem Halb-
messer ab beschreibe
man zwei Kreise, wel-
che einander in ¢ durch-
schneiden, so ist @bc ein gleichseitiges Dreieck, also (IL 47.)
L b = % R. Denselben Halbmesser @) trage man von ¢
nach d, von d nach f, so ist (I. 16.) abf eine grade Linie.
Aus dem Mittelpunct F mit dem Halbmesser fa = 2al
beschreibe man einen Kreis, welcher den Kreis @ in g, %
schneidet, so sind die gleichschenkligen Dreiecke fag=—=fah,
also / fag = fah, also J.7.) / gah 4 afh = 2 R.
Den Halbmesser a4 trage man von g nach k, von /£ nach [,
von [ nach m, so ist gam eine grade Linie, aiso (I. 14.)
L gah 4 mah= 2R, aso [ mak =aft, asc A mah

~ afh, also (Il. 59.) ma ah ah mh

_ er — = 3, also —
ah af af ’ ah
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= 1, oder mh = 4 ah = 4 ab. Man beschreibe also
(I. 9.) iber ah ein A anh = hma, so ist n die Mitte
von ab.

68.

Eine grade Linie nach
denselben Verhiltnissen zu
theilen, wie eine andere grade
Linie.

Die gegebenen Linien a 4, .
cd liegen in einer Ebene. Eine
von ihnen z. B. @b, sey in [ .-

Jf> g beliebig getheilt Man ;° f.. 7 b
verbinde ac¢, bc, 6d. Man :
ziche fh =~ gk =~ ac, S0

ist (II. 53.) af Sg 180 = ch: hk: bk Man ziehe
Ml = km ~ b&d, so ist (IL. 53.) ch : hk : kb = ¢l :
lm : md. Also (II 57.58) af : fg : gb=cl:lm: md.

69.

In dhnlichen ebenen Viel-
- ecken sind die gleichnamigen
Seiten und Diagonallinien pro-
portionirt.

Aehnliche Vielecke sind sol-
che, welche durch gleichnamige
Diagonallinien in #hnliche Drei-
ecke getheilt werden. Es sey
abcdf das gegebene Vieleck,
man ziehe (I.) aus einer Ecke
a nach den ibrigen die Diago-
nallinien ac, ad. Die der ab >
gleichnamige Seite a b des zwei- § <7 ... " 1N
ten Vielecks setze man auf a, o\
zieche hk = be, kl = cd,
In = df, so ist (II. 49.) hl
~ bd, kn = ¢f, hn = Lf, X ]
also(ll53)-—.._—’f-lf==-k—l A d

_n an . ak al ki hn . kn
df af ac adzmzz_?“:‘?.

Oder (11.) man wiihle einen beliebigen Punct m innerhalb oder
ausserhalb in der Ebene der Figur «jcdf, ziche aus m nach

-
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allen Ecken derselben grade Linien, ma, mé, mc, md, mf.
Die der Linie ma gleichnamige Linie mg des zweiten Vielecks
setze man auf ma, ziche gh =~ ab, hk = bc, kl = cd,
ln = df, so ist (II. 49.) lm A bf, gk = ac u. s. w.

l
Hieraus folgt ebenfalls (II. 53) nE mh __ mk =2

mn __ hn __gh 3 _gn M mb mc md
mf b f ab  af )

Anmerkung. Durch Combination wird bewiesen: wenn
die Anzahl der Ecken eines Vielecks = n, so ist die Anzahl

der Linien, d. h. der Seiten und Diagonallinien zusammen
= ?——(:';21—)-, die Anzahl der Diagonallinien _’}_(12222)_, der
n (n—1) (n—2) . n (n—1) (n—2) (n—3)
T .5 derVierede ="

u. 5. w. Die Anzahl der Durchschnittspuncte der Seiten und
n (n—1) (n—2) (n—3)
8

gross, als dic Anzahl der Vierecke.

70.

In dhnlichen ebenen Vielecken sind die a
Umfinge der gleichnamigen Seiten und
Diagonallinien proportionirt.

Die in der Ecke f angelegten ahnli- ,
chen Vielecke seyen abcdf, ghklf. Man
mache ém = bec, ziche fm, welche die |:|i
gh in n schneidet, so ist kg =~ ca, gn | Li" S
~ am, also (IL 49) nk =~ me, also ™[} e
hn = hk. Man nehme auf der verlinger- |} :
ten ¢ die co == cd, ziehe fo, welche die [} ..
verlingerte hk in p schneidet, so folgt eben- gf.i¢
so0, dass kp == kl. Man mache §gq =140, |:v
ziehe fq, welche die verlingerte gh in r |
schneidet, so folgt ebenso hr =t hp. Die- |:
ses Verfahren setzt man bis zur letzten Seite '
der Vielecke fort. Wenn au der Umfang {:
des Vielecks abcdf ist, und fu gezogen $|:
wird, welche die gk in v schneidet, so folgt
auf die angezeigte Art, dass gv der Um- ,}
fang des Vielecks ghklf ist. Also (11, 53.)
gv __ S8 _, 8"

f a rzl;

Dreiecke

Diagonallinien = , oder dreimal so

U S. w.
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Arithmetischer Beweis. Das Verhiltniss der gleichnami-
gen Seiten oder Diagonallinien sey durch die Zahl A4 aus-
gedrickt (II. 50.), so ist ad = 4.gh, bc = A.hk, cd
= A.kl, df = A.fl, fa = A.fg, also durch Addition
ab 4 be + od + df ¥ fa=—=A. (gh + bk + ki + I 4 f3)
also ab+4-be+4-cd+df 4+ fa Amab be

— . s. f.

gh+ hk+ kit If + /g gh  hk




Dritter Cursus,

Flécheninhalt gradliniger Figuren, einfache
Eigenschaften des Kreises.



1.

Der Flacheninhalt eines Qua- g—————T———"—7"1¢
drats ist das Product der Seite mit |- ioivvinlonion
sich selbst, -

Den Inhalt einer Figur giebt man S I
durch die Anzahl der in derselben
enthaltenen gleichen Quadrate an, de-
ren Seite das Maass ist, mit welchem : P :
die Linien der Figur ausgemessen wer- A y
den.  Diejenigen Figuren, welche a § ety
durch rechte Winkel begrenzt werden, :
wie das Quadrat und Rechteck, konnen ummttelbar durch
Quadrate ausgefiillt werden. Dle itbrigen Figuren miissen
durch geometrische Satze in rechtwmkhge Figuren verwandelt
werden.

Wenn man die Sexten eines Quadrats durch das Maass
eintheilt, und durch die Theilpuncte Parallellinien mit den
Seiten zieht, so erhilt man soviel Quadrate des Maasses wie
afgh neben und iiber einander, soviel mal das Maass in der
Seite enthalten ist. Diese Zahl multlphclrt man mit sich selbst.

Wenn die Seite des Quadrats in 4 !l ¢
der Linie af das Maass 4 mal, und A &
in dem Stiick éf = B einen Theil "| 4

des Maasses enthilt, so ziehe man
Sl = bec, und durch den Punct g,
wo fl die Diagonallinie ac¢ schneidet,

hk = ab, so ist (IL. 33.) hgld =
bfgk, alsoabcd=uafgh+ 2 bfgk /
+gklc=af*+2af.5f+0f* .
oder(4+4 B)* =42+ 24. B+B’ b

Da ein Faden 6 Fuss, eine Ruthe 12 Fuss, einc Saschen
7 Fuss, ein Fuss 12 Zoll, eine Arschin 28 Zoll oder 16 Wer-
schok , ein' Faden 72 Zoll, eine Saschen 84 Zoll, eine Meile
7 Werst, cine Werst 500 Saschen oder 1500 Arsciin oder

b
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falls wie die Quadrate der Halbmesser ma, mf, oder der
Sehnen ad, fk verhalten (IIl. 64.), so miissen sich auch die
Kreissegmente abcd, fghk, welche gleichen Mittelpuncts-
winkeln entsprechen, wie die Quadrate der Halbmesser ma,
mf, oder der Schnen ad, fk verhalten.

Derselbe Satz muss nun auch fiir die ganzen Kreise giil-
tig seyn. Demnach verhalten sich die Umfinge der Kreise
wie ihre Halbmesser oder Durchmesser, oder wie ihre, glei-
chen Mittelpunctswinkeln entsprechenden Sehnen; und die Fla-
chen der Kreise wie die Quadrate ihrer Halbmesser oder
Durchmesser, oder ihrer, gleichen Mlttelpunctswmkeln ent-
sprechenden Sehnen.

54.

Einen Kreis durch concentmsche Kreise in ‘gleiche
Theile zu theilen. ;
. Es sey der Kreis in =z
gleiche Theile zu theilen. Man
* theile seinen Halbmesser ma in
gleiche Theile in- 4, ¢ u. s. w., |
so dass mb = ~l-, 0= 2a G

ma n’ ma n o\
u. s. w., beschreibe iiber ma
einen Halbkreis, errichte auf m «
in den Theilungspuncten senk-
rechte Linien, welche den Halb-
kreis in d, f schneiden, so ist
md® mb 1 mf? me 2

(Ul. 56. 58) = — = —, == — == — WS W
ma n’ ma ma n

Man beschrexbe mlt den Halbmessern md, mf u. s. w. con-

Krei ed?®
centrische Kreise, so ist (V. 53 reis md = d. = -l—,

Kreis mf m f? 9 Kreis ma mat n
— 5 = u. S W,
Kreis ma ma n
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Einen Kreisring durch concentrische Kreise in gleiche
Theile zu theilen.

Die zwischen zwei concen-
trischen Kreisen, z. B. zwischen
den Kreisen ma, mé enthaltene
Flache heisst ein Kreisring. Man
ziehe von einem beliebigen Pun-
cte @ des aussern Kreises an den
innern Kreis die Beriihrende a .
Soll der Kreisring in n gleiche
Theile getheilt werden, so theile
man a¢b in ¢, d w. s. w. in n
gleiche Theile, errichte in den
Theilungspuncten auf «é senkrechte Linien, welche den iiber
a b beschriebenen Halbkreis in f, g u. s. w. schneiden, mache
bh=4f, bk = bg u.s. w., beschreibe concentrische Kreise mit
den Halbmessern mhA, mk u. s. w., so leisten diese das Verlangte.
Demn mbh* — md® = bh*’= bf*, mk®> —mb* =04k =bg?,

mh® — mb® bf*? be 1

ma* — mb* = al?, also - FE= g = — = —,
. ma® — mb* ab ad n
2 .
mk?® — méb? 6g2 bd 2 Kreis ma
3 3 frssmned g — —— === — Abel' (V. 53) —_—
ma’ — mb ab ab n Kreis m b
- - [ ]
ma® Xreis mh mh? XKreis mk ml:? |
fronennt y - - r ~ == — also
mb6®¥ Kreis mb - mb? Kreis mb mb?
Kreis ma — Kreis md ma®— mé? Kreis mh — Kreis m b
Kreis m b T mb*: Kreis m b
mh®* — mb® Kreis mk — Kreis m mk® — mé*
== b - _— 9
mb? Kreis m 6 mb®
| Kreis mh — Kreis mb mh®* — mb? 1
als0 —— — —— - == —
Kreis ma — Kreis mb ma* — mb? n
Kreis mk -— Kreis mb mk* — mb* 2
_ = — 1, S. W.

Kreis ma — Kreis mé =~ ma? — mié®~ n
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3500 Fuss hat, so ist ein (JFaden == 36 [(JFuss, (JSaschen
= 49 (JFuss, (JRuthe == 144 [(QFuss, (OJFuss = 144 OZoll,
DArschin === 784 [JZoll =2 256 JWerschok, (JFaden == 5184
0Zoll, [OSaschen == 7056 [Zoll, OMeile = 49 OQWerst,
OWerst == 250000 [JSaschen == 12'250000 JFuss.

Beispiliele.

1) Die Seite eines Quadrats sey 203 Fuss 9 Zoll, wie
gross ist der Inhalt?

Man multiplicirt 203 mit sich selbst == 4?, man mul-
tiplicirt 203 mit 2 mal 9, und dividirt mit 12, um [JFuss
zu haben. Den Rest multlphclrt man mit 12, um [JZoll zn
haben. Dann multiplicirt man 9 mit sich se]bst Bz,

[Fusa [j2oll

Azooo'.-- ooooo -41209 —
24A.B.¢ccecens .. 304 72
B?eoieieeoinnnnn ’ 81

41514 9

2) Die Seite eines Quadrats sey 15 Saschen 6 Fuss,
wie groas ist der Inhalt? ‘
DSaschen (JFuss
At ceieiiieneeas 22, —

214.80. ooooo LI I 25 35
Bzuc.-‘fanoto-n'o 36
251 22

3) Die Seite eines Quadrats sey 9 Faden 34 Fuss, v wie
gross ist der Inhalt‘2 o
“{JFaden [:]F‘uss '

AQ ----- 'c-voooitonosl . —
2A.Boo oooooooooo lO l 18
Ig?-iit ----- S e o eu e 192{
91  30%
2,

Die Quadratwurzel aus dem Flicheninhalt giebt die
Seite des Quadrats. Die Seite des Quadrats mit V2 =
1,41421356 multiplicirt, giebt die Diagonallinie; die Dia-
gonallinie mit yy = 0,707106781 multiplicirt, giebt die
Seite des Quadrats. .

Der erste Theii des Satzes folgt aus 11I. 1.  Der zweite
und dritte Theil folgt aus 11, 44.
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Beispiele.
1) Der Inhalt eines Quadrats ist 45796 [Fuss, wie
gross ist die Seite? V45796 = 214 Fuss.

2) Der Inhalt eines Quadrats soll 95 (JSaschen seyn,

wie gross ist die Seite?
V95 — 9,7468 Saschen =— 9° 5’ 23"

3) dic Seite eines Quadrats ist 214 Fuss, wie gross ist
die Diagonallinie? ,

1,41421356 S 214 = 302,6417 Fuss == 302’ 77,7

4) Die Diagonallinie eines Quadrats sey 302 Fuss, wie
gross ist die Seite?

0,70710678 > 302 =— 213,546 Fuss = 213’ 61"

5) Die Diagonallinie eines Quadrats sey 18 Fuss 7 Zoll,
wie gross ist die Seite?
187" =1223" 0,707106781 »< 223" == 157",68 —= 13' 13"

3.

Der Inhalt eines Rechtecks ist das Product der Grund-
linie mit der Hihe, oder der Linge mit der Breite.

Die langere Seite ¢b heisst die , ¢
Grundlinie oder Linge, die Kiirzere SR
Seite 4 ¢ oder a d heisst die Hohe oder
Breite. Wenn man diese beiden Sei-
ten durch das Maass eintheilt und
durch die Theilpuncte Parallellinien S
zieht, so erhilt man an jeder Seite ¢'———————18
so viel Quadrate neben oder uber einander, so viel mal das
Maass in dieser Seite enthalten ist. Diese Zahlen multiplicirt
man also mit einander.

Wenn die Linge ab in af d e
eine ganze Anzahl der Maasse , 2
== A und einen Theil des Maas- ?
ses bf = B; die Breite é¢ in
bk eine ganze Anzahl der Maasse b
== C und einen Theil des Maasses ¢ f
ck = D ecnthilt, so besteht das ganze Rechteck «écd aus
den Theilen afgh = A.C, ghdl = A.D, bfgk = C.B,
gkel = B .D.

Beispiele.

1) Eme Tafel sey 8 Fuss 9 Zoll lang, 7 Fuss 5 Zoll
breit, wie gross ist der Inhalt?

Paucker Geometrie. . J
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Das Product von Fuss mit Zoll wird mit 12 dividirt, um

(jFuss, und der Rest mit 12 multiplicirt, um [JZoll zu haben.
[(JFuss [[jZoll

A.Cevevennn... 56, —
A.D-oo---..oco3 48
C.Beveeevenonns 5 36
BD.- ----- o s 0 45
64 129

2) Eine Wand sey 45 Fuss 8 Zoll lang, 10 Fuss 7 Zoll

hoch, wie gross ist der Inhalt?
[JFuses [[jZoll
A-Ccon-uuovca450 —

A.Dcno'oo.ool 26 36
C-B"O'O‘G-co 6 96
B.D.eoveveon 56

483 44

3) Nach meiner Ausmessung 1836 enthielt eine Mauer-
flache von 1 rheinl. OFaden 268 Ziegel. Hiernach muss
1 [OSaschen 345 Ziegel enthalten, nach der Annahme bei
Bauanschligen aber 480 Ziegel. Eine Mauer, welche nach
rheinl. Maass 45’ 8” lang, 10’ 7” hoch, nach russischem Maass
47’ 01” lang, 10’ 103" hoch ist, wie viel Ziegel enthalt sie?

45" 8" = 17,6111 13,425 OFaden
10' 77 = 1,7638 268
13,425 (Faden 3598 Ziegel.
47 01" =6,7172 10,455 [JSaschen
10’ 10’==:15565 345
10,455 [(Saschen 3607 Ziegel.
10,455 [Saschen
480
Nach den Bauanschligen 5018 Zicgel.
4.
Aus den Seiten eines Rechtecks die Diagonallinie zu
JSinden.

Nach II. 45. zieht man die Quadratwurzel aus der Summe
der Quadrate der beiden anliegenden Seiten.

Beispiele. .
1) Das Rechteck sey 8 Fuss 9 Zoll lang, 7 Fuss 5 Zoll
breit, wic lang ist die Diagonallinie?
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24B........12 131 OFuss 82 [(Zoll

) / R I 81 ;

A% e 49 131,5694

24B..... oo 5.120 QW. 11,469 Fuss

Breovoioo., 25 oder 11 Fuss 5,6 Zoll
131.82

2) Ein Rechteck sey 45 Fuss 8 Zoll lang, 10 Fuss
7 Zoll hoch, wie lang ist die Dxagonallmxe?
A2 S8 e 000 00 2005

%ZIB ------ . 60 ot 2197 [Fuss 65 [1Zoll
A2 R EREEEE 100 2197,4514
24B....... 11.96 QW. 46,877
Beiieeen.. 49 oder 46 Fuss 10,5 Zoll.
2197.65
5,

Den Inhalt der Aecker und Wiesen nach Dessitinen,
Loofstellen und Tonnstellen wu berechnen.

Die Dessitine ist 80 >< 30 = 2400 [Saschen oder
560 >< 210 — 117600 [Fuss.

Man dividirt also die Anzahl der {JSachen mit 2400,
der Quotient giebt die Dessatinen, der Rest die Quadratsaschen.

Oder man multiplicirt die Anzahl der [JSaschen mit 0,0004,
und addirt 4% Procent hinzu.

Beispiel.

Wie viel Dessatinen enthilt ein Feld von 529 Saschen
Linge, 374 Saschen Breite?

529 Saschen 197846
374 0,0004
197846 S. 70,1384
’ 492  3.1655

A | . v ’
82 D. 1046 S L5 01319

Dessatinen 82,4358

Die Aecker und Wiesen werden nach Ketten = 25 FEllen

== 50 Fuss == 100 Quartier vermessen. Die beiden ersten
Decimalstellen der Kette sind also Quartier.

Eine lief- kurliindische Loofstelle ist = 16 [JKetten ==

10000 [[Ellen = 40000 [jFuss. Ein Kapp ist = 400 TEllen
5} *
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== 1600 OFuss = 0,64 OKetten, eine (JKette ist 1.% Kapp,
cine Kette ist 11 Kappseite.

Eine Loofstelle ist =— 25 Kapp, eine Tonastelle == 35
Kapp.
Eine ehstlindische Loofstelle ist = 9 [JKetten == 5625
OEllen = 22500 QFuss = 14, Kapp. Eine Tonnstelle
ist 3 Loofstellen == 27 Ketten == 16875 [JEllen = 67500
OFuss = 42% Kapp.

Auch sind nach obigen Bestimmungen

100 Dessitinen — 294 lief.-kurl. Loofstellen
900 » =— 4704 ehstl. Loofstellen.

Man multiplicirt also die Anzahl der Dessiitinen mit 3,
und zieht vom Product 2 Procent ab, so hat man die ent-
sprechende Anzahl der lief-kurlandischen Loofstellen.

Man multiplicirt die Anzahl der Dessitinen mit 5, und
addirt 22} Procent hinzu, so ergiebt sich die entsprechende
Anzahl der ehstlindischen Loofstellen.

Beispiele.
1) Eine Wiese sey 20 Ketten 7} Ellen lang, 5 Ketten
12 Ellen breit, wie viel lief-kurlandische Loof - und Tonnstellen
enthilt sie?
20.74 = 20,30 111 mit 16...6.15,2440

5.12 = 5,48 2440 mit 4...6.15.610
OKetten 111,2440 6 Loofst. 15 OK. 610 OFuss.
Andre Art:
20.7L = 507,5 mit 10000...6,95275
5.12 =— 137 95275 mit 16...6.15,2440
DE"CM 2440 mit 4-.-6.15 .610.

Noch anders:

20.73 = 507,5 Ellen = 25,375 Kappseiten
9.12 = 137 » — 6,85 »

173,81875 Kapp.
mit 25 div.....6 Loofst. 23,8 Kapp.
mit 35 div.....4 Tonnst. 33,8 Kapp.
2) Wie viel ehstlindische Loof - und Tonnstellen enthilt
dieselbe Wiese?
20.74+ = 20,30 mit. 9...12 Loofst. 3,2440 LK.
5.12 = 5,48 mit 27...4 Tonnst. 3,2440 »

111,2440




—— 69 —

3) Wie viel Loofstellen enthalt ein Feld von 720 Dessii-

tinen 450 [JSaschen?

720.450 720,1875
p [ %) 73600,9375
R 203 144,0375
720,1875 23 14,40375
3) "2160,5625 3% 4,80125
75 4321125 3764,18
2117,35125 ehstl. Loofst.

lief-kurl. Loofst.
6.
Ein gleichseitiges Dreieck zu berechnen.
Diese Berechnung beruht auf 1I. 47. Hiernach ist, wenn

die Seite == g, die Hohe =— &, der Flicheninhalt = F,

he=s . Y3 =s . 0866025403

8=k . = & . 1,154700538
F= ¢ ,/ﬂ — & - 0,433012701
F= k. = A . 0,577350269
h=y/F. ,/3 = pF. 1,316074012952

g8 =yF. }/5} = yF- 1,51967137130

Beispielé.

1) Die Seite sey 28 Zoll, wie gross ist die Hohe?
0,8660254
28

Hohe — 24,2487 Zoll.

2) Dic Hohe sey 241 Zoll, wie gross ist die Selte?
1,1547
24,25

Seite =—= 28,0015 Zoll

3) Dle Seite sey 28 Zoll, wie gross ist der Inhalt?
0, 4330127
28 ¢ 28 = 784

339,48 OZoll

4) Die Hohe sey 24} Zoll, wie gross der Inhalt?
0,57735
94} S¢ 241 —  588,0625

339,518 OZoll.
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5) Der Inhalt sey 339% DZoll, wie gross die Hohe?
1,316074
V3395 = 18,42552

Hihe == 24,249 Zoll
6) Der Inhalt sey 400 [JFuss, wie gross die Seite?

1,519671
/100 = 20  Fuss
Seite = 30,393 Tuss.

7) Der Inhalt sey 324(JFaden, wie gross die Hohe und
Seite ?
_1,316074 1,519671
V324 = 18 18

Hohe = 23,689 Faden; Seite == 27,354 Faden.

Der Inhalt eines
gleichschenkligen Drei- 9L
ecks ist das Product der N .
halben Grundlinie mit L a. . f
der Hihe. Die Hihe ' '
aber ist die Quadrat- e
wurzelaus dein Product IRy
vonder Summeunddem 5 Lk
Unterschied des Schen- k "
kels und der halben (R s
Grundlinie. q 3 P

Daal=ac, und d
a d senkrecht auf be, so P
ist 6d = cd. DBeschreibt man also iiber c¢d das Rechteck
cdaf, so ist A\ adb = cfa, also A abc = cdaf.
Aber (I 3.) cdaf = cd . ad, also [\ abc == cd - ad
= bd+.ad = % bc . ad.

Man beschreibe iiber ¢4 das Quadrat adgh, ziehe dic
Diagonallinie 4 g, mache bk == bd, ziehe km ~ bk, welche
die bg in I schneidet, ziehe durch [ die np ~~ «b, mache
op = ol = bd, pqg =~ = ng, so ist bklo = 4d?
ab® — bd?* = abgh — bklo = ngho 4 akin==ngho
+ hopq = ngqp = np - ng. Aber ap = al + 4d,
ng =tak==ak— bd, und (I1l. 45.) ad? = ab? —0d?,
also ad? = (ab + bd) .- (ab — bd), also A 2bc =
V (ab-bd + bd?) . (ab . bd — b6d*).
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Beispiele.

1) Die Grundlinie sey 40 Fuss, die Hohe 21 Fuss, was
ist der Inhalt?

¥ - 40 = 20
21
" 420 OFuss.

2) Die Grundlinie sey 96 Fuss, die Hohe 55 Fuss, was
ist der Inhalt?
+ . 96 = 48
55

2640 OQFuss.

3) Die Grundlinie sey 40 Fuss, die Seite 29 Fuss, was
ist der Inhalt? % .40 == 20,

29 * 580 980

20 400 180

580 980 176400

400 180 QW — 420 [JFuss.

4) Die Grundhme sey 96 Fuss, die Sexte 73 Fuss, was
ist der Inhalt?

48 3504 5808

13 2304 1200

3504 5808 6969600

2304 1200 QW = 2640 ([OFuss.

5) Die Grundlinie sey 30 Zoll, die Seite 17 Zoll, was
ist der Inhalt?

15 255 480
17 225 30

255 480 14200

225 30 QW =120 OZolL

6) Die Grundlinie sey 120 Fuss, die Hohe 24 Fuss,
vie gross ist die Dachlinie, d. h. die Summe der beiden
Schenkel ?

120 48 14400
120 48 2304
14400 2304 16704

Dachlinie — 129,24 Fuss.
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7) Bei derselben Grundlinie von 120 Fuss, aber den
Hohen von 30 und 35 Fuss, wie viel betragen die Dachlinien?
134,16 und 138,91 Fuss.

8) Bei der Grundlinie von 48 Fuss, und 16 und 48 Fuss
Hohe, wie viel betragen die Dachlinien?
57,68 und 107,33 Fuss.

8.

Der Inhalt eines Dreiecks ist das 4
halbe Product der Grundlinie mit der
Hiihe, :
Es sey ad senkrecht auf ¢, und ,{-
das Rechteck &cfg vollendet, so ist :
Nabd=}Lbdag, Nacd— yadef, if:
also A\ abe == tbefg==1}bc.ad 6—
Theilt man @b, ac in die Hilfte in p, ¢, so lst (L 36)
Ppg = be, Aapr::::bpk A agr==cqh, also A abe

= bchk =bc .dr, dr=}tad, Abpl=apo, A cqm
= agqn, also A abe = Imno = lm - ad, lm = }be.

Wenn statt der Hohe ad die e
Seiten ab, ac gegeben sind, so fin-
det man die Hohe auf folgende Art:
Nach 1L 45. ist ac? = ad? 4
cd?, ab? = ad?® 4 bd?, also
ac? —abt=cd? — bd?* Macht

man df = bd, so ist ¢cd? — bd? f .
= cdnp — bdgh = cdnp ——-br T
afik = hnpl  ofkl = hupl o Ty |,
+ gmnh = gmpl = gl.lp = Ji
cf. Also ac? — alb?® =lec. :
cf. Da ab, ac, bc gegeben sind,
2 2
so findet man ¢f = -‘f—c——_—-(i. A
be ﬁ..,.;.'....-";..........”; P

Dabe=cd+ bd, ¢cf=cd—bd,

so ist ¢d == -60—;—-if und 4d — -—c—;——f-‘f» Dann ist ad?

= ac? — Cd’, oder ad? — ab? — 6d2.

Beispiele.

1) Die Grundlinie sey 66 Fuss, die Hohe 40 Fuss, was
ist der Inhalt?
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66
20

1320 Fuss.

2) Die Grundlinie sey 28 Fuss, dic Hohe 15 Fuss, was
ist der Inhalt?

15
14

210 Fuss.

3) Die Grundlinie sey 66, die Seiten 50 und 104 Fuss,
was ist der Inhalt?

104 154 126 104 50
50 54 66 96 30
154 8316 192 200 80
54 div. 66 60 8 20
96 1600 1600
30 Qw=410
33

Inhalt == 1320 [JFuss.

4) Die Grundlinie sey 44, die Seiten 17 und 39 Fuss,
was ist der Inhalt?

39 56 28 39 17
17 22 44 36 8
56 1232 72 75 25
22 div. 44 16 3 9
36 225 225

8 QW =15

22

Inhalt — 330 [JFuss.

9.

Der Inhalt eines Parallelo- g _ o f ¢
gramms ist das Product der Grund- Z :
linie mit der Hike. : :

Es ist namlich, wenn ag, &f | 56

senkrecht auf ¢4 sind, abcd=alfg ¢
= ab .bf. Wenn dic Hihe nicht unmittelbar gegeben ist,
so berechnet man sie, wic in IIL. 8. aus der Grundlinie a b,
der Seite ad, oder bc, und der Diagonallinic 44 oder ac.
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Beispiele.

1) Die Grundlinie sey 14 Fuss, die Hohe 12 Fuss, was
ist der Inhalt?

14
12

Inhalt — 168 [OFuss.

2) Die Grundlinie sey 28 Fuss 9 Zoll, dic Hohe 15 Fuss

7 Zoll, was ist der Inhalt?
[JFuss [JZoll

A-B--.o.-. ----- 420

A.D..ccvveveens 16 48
BoCovurennnnnnn 11 36
BoD-co ......... 63

Inhalt = 448 3

3) Die Grundlinie sey 14, die Seite 13, die Diagonal-
linie 15 Fuss, was ist der Inhalt?

15 28 4 15 13
13 2 14 9 5
28 56 18 24 18
2 div. 14 10 6 8
9 144 144

9 QW —=12

14

Inhalt — 168 OFuss.

10.

Der Inhalt eines Trapeziums ™ .4
st das Product der Hihe mit der :
mittlern Transversallinie, oder der §[-+ ==+ e :
halben Summe der beiden Paral- [' :
lelseiten. T,

Es sey ad &~ c¢d, und es
sey ad in f, bc in g halbirt, so ist (Il. 36.) fg = ab =~
cd, N afh=dfm, A\ bgk=cgl, also abed = hklm
= fg.kl. Aber fg = cd 4 ¢l 4 dm, fg —= ab —

ak — bk, also 2fg .=ab 4 cd, oder fg = ﬁb—;—ﬂ-
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Reispiele.

1) Eine Wiese sey 20 Ketten

20 Fuss lang, an dem schmilern Ende

8 Ketten 9 Fuss, an dem breitern

Ende 15 Ketten 32 Fuss, was ist der
Inhalt?

8,18 11,91

15,64 20,40

23,82 242,9640 DKetten

11,91 oder Loofst. 15 . 2 [JKetten 2410 [Fuss.

2) Eine oben schrige gezogene Mauer sey 42 Fuss 7 Zoll
lang, an dem niedrigern Ende 8 Fuss 9 Zoll hoch, an dem
hohern Ende 11 Fuss 74 Zoll hoch, was ist der Inhalt?

7 [JFuss [JZoll

8.9 4.C.........420
.74 A.D.....-oc. 7T 126
T 10. 25 C.B......... 5 120
B.D......... 153

Inhalt = 433 1174

3) Eine Giebelwand sey 42 Fuss f.
lang, an den Seitenlinien 35 Fuss hoch, Z 7 ‘& >
die Hohe der Spitze iiber der Grund- :
linie sey 56 Fuss, wie gross ist der®f = i
Inhalt?

ad = pc = 35 Fuss
Jg = ¢¢0...56 :
Mittel +v.v...45.5 “ g
b = ce0..42

Inhalt = 191! GFuss.

Der Inhalt einer
unregelmiissigen Figur
ist gleich der Summe der
vorwértsgehenden Tra- :
pesien, weniger der :
Summe der szurickge-
henden Trapexien, wenn
man eine beliebige grade
Linie zur Grundlinie @ : : : A :
wihlt, am 1 ¢ Fhd 9 f
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Man fallt von allen Winkelpuncten senkrechte ILinien auf
die Grundlinie, und berechnet zwischen den beiden #ussersten
Ecken a, f die Summe der vorwirtsgehenden Trapezien aa b,
bbee, ccdd, ddff, wovon man die Summe der zuriick-
gehenden Trapezien ffgg, gghh, hhkk, kkll, llmm,

mmaa abzieht.

Vorwirtsgehend " Zuriickgehend
Ecke | Hihe | Mittel | Breite (Product || Ecke | Hohe | Mittel | Breite |Product
| oo f20y 17 | sasy) T g | 7| sa
3 | a3 |24 3| 3] 4| gl6t[10] 65
1 | 924 235 11 | 2585 10 4 6 13 78
5 |a0]22] s a0 T 5| ox | 124] 118s
o | 10 | 194 43| 87
183 2| 374 423) 344
T | 185 9153
42| 9153 Inhalt — 5713
12.

Ein Dreieck oder Par- Y

e d
allelogramm in ein andres /\ / /
von gleichem Inhalt und ge-
gebener Grundlinie zu ver- . A

wandeln. .

Das Dreieck ade odergl-" ./ f
das Parallelogramm a4 ¢d sey
in ein andres zu verwandeln, dessen Grundlinie §f seyn soll.
Man ziche af, und cg = af, so ist (. 32) A gif =
abc, also auch gbfh = abcd. Oder man ziehe fk ~ ad
bis an die verlingerte ad, verbinde 4k, welche die ¢d in I
schneidet, ziehe durch I die gh =~ &f, so ist (IL. 33.) gbhy
= abed, also auch A gif = abe.

13.

[4

Ein Parallelogramm in
ein andres von gleichem In- ";'—'::_‘]—“-
halt zu verwandeln, dessen §i—Tfoe—
Grundlinie gegeben, und der /
g e ——

gegebenen parallel ist. 7
Das Parullelogramm abcd l:'.-::ﬁ/——-——

sey in ein andres zu verwan- b
deln, dessen Grundlinic g% gegeben und der dc¢ parallel sey.

a
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Man ziehe gl =~ b bis an bc, und hm ~ ab bis
an ad, verbinde Im, ziehe no ~~ Im bis an cd, dann durch
o die fk =~ gh, so ist fghk = abcd. Denn wenn gk,
cd einander in p, und b¢, hk einander in ¢ schneiden, so
ist A npo o lgm, also np :op =lq:qm, oder be: fg
= gh:ab, also (Il. 56.) abcd = fghk.

Man kann auch gs ~ ad bis an da, und hg =~ ald
bis an 4 c ziehen, ¢s verbinden, pr ~~ ¢s bis an a/ zichen,
durch r die f'k —~ gh ziehen.

m q n 7

Ein ebenes unregelmissiges Vieleck in ein Dreieck von
gleichem Inhalt zu verwandeln.

Man ziehe 6k =~ ac bis an c¢d, so ist akec == albc,
also acd — akc = acd — abc, also akd = albcd
Man ziehe kI =~ ad bis an fd, so ist ald = akd = albcd,
also alf = abcdf. Man ziehe Ilm ~ af bis an gf, so
st amf = alf = abcdf, also amg = abedfg. Man
zieche hn ~—~ ag bis an fg, so ist agn = agh, also
A amn = abcdfgh Soll zuletzt das A emn in en
andres verwandelt wwerden, dessen Spitze in p ist, so ziehe
aqg =~ pm, ar ~ pn, s0 ist amq = apgq, also amn
=3 apqn, pna==punr, also pgr=apqn, also emn=pgqr.
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15.

Ein Dreieck aus einem Puncte
der Grundlinie in gleiche Theile zu
theilen,

Das Dreieck abc sey aus d zu
theilen, z. B. in 4 gleiche Theile. Man
theile 4¢ in 4 gleiche Theile in g, h,
k, ziehe gk, ki, km mit da parallel, T\ :
und dann dk, dl, dm, so theilendieses6 9 d » k €
das A abe auf die verlangte Art. Denn A kbd = abg,
akdl = agh, A ldm = ahk, N\ mde = ake.

Ein Dreieck
aus einem innern
Puncte in gleiche
Theile zu theilen,
so dass die erste
Theilungslinie eine

vorgeschriebene
Richtung hat. . S TN

Es sey z. B. = 6 f k& ¢ 1
abe in 4 gleiche Theile zu theilen, so dass df die erste
Linie sey. Man verbinde af, ziehe dg =~ bc bis an af
Man nehme fh = Lbc, verbinde gh, ziche ak = gh,
verbinde dk, so ist A dfk = gfk = afh = Labe.
Man nehme k! = fk. Fallt I innerhalb des Dreiecks «éc,
so ist dl die Theilungslinie. Féllt [ ausserhalb, so verbinde
man de¢, ziehe Im ~ dc bis an ac, soist A dem == del,
also dkem = dkl = dfk== +abc. Man nehme fn = fk,
und wenn n ausserhalb 4c liegt, so verbinde man d4 und
ziehe no = d& bis an ab, so ist A dnb == dob, also
dobf = dnf = dfk = Labe.

Eir Parallelogramm oder
Trapez in gleiche Theile zu
theilen, so dass die Thei-
lungslinien von Puncten aus-
gehen, die in einer der Par-
allelseiten liegen.
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Z. B. abed soll in 4 gleiche Theile getheilt werden,
und die Linien sollen von f ausgehen. Man ziehe die mitt-
lere Transversallinie gk, welche die Seiten 4c, de halbirt,
und theile diese in 4 gleiche Theile in k, I, m, ziehe fkn,
Slo, fmp, so ist fdan = fno == fop = tabed. Fillt
p ausserhalb der Figur, so verbindet man f%, zieht pr =~ f5,
und dann die Theilungslinie fr, so ist A fér = fép, also
Jobr = fop = Labed.

Ein ebenes
Viereck aus ei-
nem in einergy ...
Seite gegebe-
nen Puncte in '
gleiche Theile
zu theilen. & 5 . —

Das Viereck abcd sey aus f in 4 gleiche Theile zu
theilen. Man ziche ag ~ &d, so ist A bcg = abed.
Man theile also cg in 4 gleiche Theile in &, k, /, und ziehe
hm, kn, lo mit §f parallel, so ist A c¢fm = bech =
vbeg = jabed, befn = bek = 2beg = Zabcd,
befo = bel = 3beg == $abed.

et
3
.
‘.
LI

Ein ebenes Vieleck aus einem in einer Seite gegebénen
Puncte nach einem gegebenen Verhiltnisse zu theilen.

Es sey das Vieleck abcdfg aus h so zu theilen, dass
sich die Theile wie die gegebenen Linien no, op verhalten.


file:///abcd
file:///abcd
file:///abcd
file:///abcd
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Man ziehe d% = hec bis an b¢, so ist hbed = hébk. Man
ziehe kIl -~ hb bis an @b, so ist hrbed = hrl. Man ziche
Sm =~ hg bis an ag, so ist hagf = ham. Man ziche mn
= ha bis an ba, so ist hragf = hrn. Um also den
Punct » zu bestimmen, wohin die Thexlungshme gezogen werden
agf hrn rn no

hrbcd’_“‘hrl:r_i:@'

muss, ziehe man or = pl, so ist

20.

In einem Kreise gehiren zu glei- ~
chen Mittelpunctswinkeln gleiche Bigen. /

Es sey / amb = bmc, so kann
man den / bme so auf amd legen,
dass om auf am, cm auf b m kommt.
Zieht man zwei Halbmesser md, mf,
so dass / amd == bémf, so wird®< .-
dann auch fm auf dm fallen. Da die-
ses fur alle zwischenliegende Puncte P
gilt, so decken die Biogen bc, @l einander, und sind =2lso
einander gleich.

.

21.

In einem Kreise gehiren zu glei-
chen Sehnen gleiche Bigen.

Wenn die Sehnen ¢4 = b¢, so
decken die A amé, bmc einander, also
sind die Mnttelpunctswmkel amd —
bme, also (III. 20.) sind die Bogen ¢
ab = be.

22,
In einem Kreise verhalten sich
die Bigen wie die Mittelpunctswinkel.
Denn wenn die Mittelpuncts-
winkel em b, b m c ein rationales Ver-
hiltniss zu einander haben, so giebt T
es einen kleinern Winkel dmd ==a\—" " /"
Sfmf, welcher sowohl in amd als 4\
in ém ¢ eine ganze Anzahl Male ent-
halten ist. Also sind auch (IlI. 20.) f\" - <
die Bogen ad, dd, bd, bf, ff, cf frssrs
cinander gleich. Also ist jeder derselben das gememachaftlicbe

ON S
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Maass der Bogen 24, be¢. Dieses Bogenmaass ist so viel mal
in den Bogen @b, bc enthalten, als das Winkelmaass in den
Winkeln améb, bme, also ist Bogen «b : Bogen bc ==

L amb : L bme.
23.

In einem Kreise gehiren zu
gleichen Bigen gleiche lelelpmwts-
wmkel

Es sey Bogen a6 =0bc. Wire
nun / amd nicht = mec, so sey
[ amb = bmd, also (IH 20.) @
Bogen ab == bd, also Bogen bd
= ¢, was unmiiglich ist.  Also
muss / amb = bme seyn.

24.

In einem Kreise gehiren zu - .
gleichen Bigen gleiche Sehnen:

Es sey Bogen ab = be¢, so | -
ist (1L 23,) /'amb = émc, also | ..
Sebne. ad = be. ‘

L

| 3 2.

Um einen Winkel in glefche
Theile zu theilen, theilt man den
entsprechenden Bogen in gleiche /-
Theile. o CE

Es sey z. B. der / amb in || 77
4 gleiche Theile zu theilen, so be-  \ .
schreibt man aus der Winkelspitze @ X_
m als Mittelpunct mit einemn belie- .
bigen Halbmesser ma einen Kreis- f
bo"en zwischen den kaelselten, b
und theilt denselben in 4 gleiche Theile, d. h. man sucht,
entweder geometnsch oder durch Versuche, eine Schne «c,
welche. sich in den Bogen @& in ¢, d, f, &6 4 mal emtragen
lisst. Dann sind auch die L amec, cmd dmf, mb einan-
der gleich.

Paucker Geomeirie, 1, 6
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Der 90ste Theil eines
rechten Winkels heisst ein
Grad, und ist das Maass
aller iibrigen Winkel. Un-
eigentlich nennt man auch
wohl denjenigen Theil des
Kreisumfangs, welcher ei-
nem Grad entspricht, eben-
falls einen Grad. Hiernach
hat der Viertelkreis oder
Quadrant 90°, der Halb-
kreis 180°, der ganze Kreis .
360", zwei Nebenwinkel so @ | - m
wie die drei Winkel eines Dreiecks machen 180°, die um
einen Punct herum liegenden Winkel 360°. Der Grad wird
weiter in 60 Minuten, die Minute in 60 Sekunden, die Se-
kunde in Zehntel und Hundertel getheilt. Da der Winkel
eines gleichseitigen Dreiecks 60° hat, so heisst dicse Einthei-
lung die Sexagesnmalthe:lung Ein Winkelmaassstab, auf wel-
chem der rechte Winkel in 90°, der Halbkreis in 1800 getheilt
ist, heisst ein Transporteur. -~

In den Quadranten @b trigt man den Halbmesser von
b nach ¢, von a nach d, wodurch man die Puncte von 30°
und 60° erbilt. Ferner die Seite des Zehnecks, die sich
durch eine leichte Construction finden lasst, von a nach f,
von § nmach g w.-s. w. Hierdurch ergeben sich alle Theil-
puncte von 6° zu 6°. Theilt man den Quadranten bei 4 in
die Hilfte, so erhilt man den Theilpunct von 45°, und da-
durch alle Theilpuncte von 39 zu 3°.

26.

Eine aus dem Mitlelpuncte des
Kreises auf eine Sehne gefillte senk-
rechte Linie theilt sowohl die Sehne
als den Bogen in die Hilfte.

Denn es sey ¢ ein rechter Winkel,
so ist (1. 36.) A mca = mcb, also \
ac==bc und / amd = bmd, also . Y
(11II. 20.) Bogen ad = &d.
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27.

Einen Kreisbogen in die Halfte zu theilen.

Man beschreibe iiber und unter die Seline e
a b gleichschenklige Dreiecke adf, abg, ver- L
binde fg, so theilt diese Linie die Sehne

ab in ¢ senkrecht in die Hilfte, und theilt d

also auch (II. 26.) den Bogen a4é in d in / 5

die Hilfte, e i
Wenn man zu dieser Theilung bloss den

Zirkel allein, “ohne Lineal, anwenden will, so e

beschreibe man aus den Mittelpuncten @, & T

mit dem Halbmesser des gegebenen Bogens S A

zwei Bogen, die einander o

in dem Mittelpuncte m des

gegebenen Bogens schnei--

den, trage aus m die Seh-

nen mf == mg = ab

ein, so ist (I. 16.) fmg

eine, grade Linie, also

(IIL. 8) f6* — bg = g

fg Sm = 2fm? also f <
P fm? = bg -+ :

jm ==mb? 4 fm®. Man beschrelbe also iiber die Grund-
linie fg ein glelchschenkhges A fgh , dessen Schenkel fh =
gh == fb, so ist mh* = mb* + fm® Man beschreibe
iiber die Grundlinie fg ein zweites gleichschenkliges Dreieck
Sdg, dessen Schenkel fd -—-gd:: mh, so ist fd* -—-fm*
+ md? also mh® = fm?® 4+ md> Aber mh? =fm®
mb? also md = mb. Also he"t der Punct d sowohl m
mh als im Bogen ab, und thellt also den Bogen e in dic
Hilfte.

2. 4

Eine grade Linie, welche den a / _
Mittelpunct des Kreises mit der Mitte ”
der Sehne oder des Bogens verbindet,
st auf der Sehne senkrecht. (

Denn wenn ac == be, so ist \ " /

(L. 5) Ameca=mcb, also /[ mca \ '
=2mcd=R. Wem a«d==4d, so ~ '
ist / amd = bmd, also / amec

= bme, also (I. 1.) A mca = mch, 20 [ mca ==
meb — R.

6!
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29.
d
Eine grade Linie, welche in der a,_/-\,ﬁ

Mitte der Sehne senkrecht auf die-
selbe in der Ebene des Kreises errich-
tet wird, theilt den Bogen in die
Hiilfte und geht durch den Mittelpunct
des Kreiges.

Denn wenn a¢¢ == bc, cd=rcd,
[ acd = bed = R, so ist (L 1) ~~—
A acd = bcd, also ad = &4d, also (III 21.) Bogen
ad == bd.

Wenn der Mittelpunct m nicht in der Senkrechten ¢ /s
sondern seitwirts lige, so wire ac = bc, ma = mb,
mc = mec, also /A mca = mcb, also (I.5.) [/ mca =
mcb = R, aber auch / fca = R, also / mca = fca,
was unmoghch ist.

30.

Eine gmde Linie, welche
durch irgend einen Punct des Uin-
Sfangs senkrecht auf den Halb-
messer oder Durchmesser in der
Elbene des Kreises gezogen wird,
berihrt den Kreis.

Eine grade Linie, welche in 3
der Ebene des Kreises nur einen acq b
Punct mit demselben gemein hat, in allen iibrigen Puncten
aber ausserhalb des Kreises liegt, heisst eine Berithrungslinie
oder Tungente. Wenn nun / mab = R, so kann aé kei-
nen zweiten Punct d mit dem Kreise gemein haben. Denn
alsdann wire ad eine Sehne des Kreises, welche sich in ¢
halbiren liesse, also wire (11I. 28.) / mca = mcé = R,
was unmdglich ist (I 24.), weil / mac = maé = R.

31. B
In einem Puncte des Umfangs

kann nur eine einzige Beriihrungs-
linie an den Kreis gezogen werden.

s sey / mab = R, so ist ok .
(1Il. 30.) & eine Beriihrungslinie
in ¢. Wenn es pun moglich wire, M R

in der Ebene des Kreises noch eine x 73
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zweite Berithrungslinie @a¢ aus @ an den Kreis zu ziehen, so
dass / mae < mab, also auch / mac << R wire, so
konnte man aus m auf ac eine Senkrechte md fillen. Da
[ mad < R, /| mda = R, so wire (I. 26.) md < ma
d. h. ein Punct von ac lage innerhalb des Kreises, also wire
ac keine Berithrungslinie. Wirde / mac > mab angenom-
men, so ergibe sich auf der andern Seite von a derselbe Beweis.

- 32,

Die Berithrungslinie ist im
Puncte der Berithrung auf dem
Halbmesser oder Durchmesser
senkrecht.

Wenn «b den Kreis in a
berithrt, der / fab = R wire,
und der Mittelpunct m nicht in af
lage, so konnte man von m auf
ab eine Senkrechte md fillen, dann wire / mad < mda,
also md < ma, also lage ein Punct von ad innerhalb des
Kreises, also wire a4 keine Berithrungslinie.

33.

Der Mittelpunct des Kreises
liegt in der graden Linie, welche
auf eine Berihrungslinie im Be-
rithrungspuncte, in der Ebene des
Kreises senkrecht errichtet wird.

Die Linie aé berithre den
Kreis in @, und fa sey senkrecht
auf ab. Lage der Mittelpunct m
nicht in fa, so wirde doch (1II. 32.) / mad = R s jn.
Es ist aber unméglich in einer Ebene in einem Puncte auf
eine grade Linie zwei verschiedene senkrechte Linien zu
errichten (I. 17.), also liegt m in af.

3.

Wenn zwei Kreise einander berithren, so liegt der
Berithrungspunct in der graden Linic der Mittelpuncte.

Zwei Kreise berithren einander, wenn sie in einer Ebene
liegen, cinen Punct des Umfangs mit einander gemein haben,
und alle Puncte des kleinern Kreisumfangs innerhalb oder aus-
serhalb des grossern Kreisumfangs liegen  Jene Berithrung
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heisst die innere, diese die @ussere. Es
seyen a, 4 die Mittelpuncte des grossern
und kleinern Kreises, ¢ der Berithrungs-
punct. Lage b nicht in der graden Li-
nie ac, so wirde die gehorig verlangerte
grade Linie @b die Kreise 4, a in d,
S so schneiden, dass bei der innern
Berithrung ad <C af, bei der dussern
ad > af ware. Es ist aber (1. 27)
bei der innern ¢ 4 bc > ac, d. h.
ab 4+ bd > af, was unmoglich ist;
bei der Aussern ¢c 4 bc > ab, d. h.
af 4+ bd > ab, was ebenfalls unmog-
lich ist. Folglich muss in beiden Fallen
der Mittelpunct 4 in der graden Linie
a ¢ liegen.

35.

Alle Umfangswinkel, welche im
Halbkreise auf dem Durchmesser
ruhen, sind rechte Winkel.

Umfangswinkel heissen diejeni-
gen, deren Spitze im Umfange des o
Kreises liegen. Der Umfangswinkel acd ruht duf dem Durch-
messer ab, die A\ amec, bmc sind gleichschenklig, -'so
(1. 9) Lamc = 2mch, L bme = 2mca, aber [ amc
+ dmec=2R, also / meb + mca=R, oder [ ach=R.

36.

Wenn die Schenkel eines rech- /
ten Winkels auf einer graden Li- [ 7
nie ruhen, so ist sie der Durch- /
messer eines Halbkreises, welchera
durch die Spitze des rechten Winkels geht.

Es sey acb ein rechter Winkel, und iiber ab ein ‘Halb-
kreis beschriechen. Wiirde nua ¢ mcht im Umfange liegen,
so wirde ¢ den Umfang in d schneiden, und / bca > bda
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seyn. Dies ist aber unméglich, weil / bca == R, und nach
(11I. 35.) auch / bda == R. Also liegt die Spitze des rechten
Winkels ¢ im Halbkreise.

37.

Auf eine grade Linie einen rech-
ten Winkel zu setzen. ,
Man beschreibt itber @) ein be- SR
liebiges gleichschenkliges Dreieck adm,,
aus m mit dem Halbmesser mé = m «
beschreibt man einein Halbkreis, wel- |
cher durch @ geht und von der ver-, . g
langerten ém in ¢ geschnitten wird, -
so ist (IIL 35.) / bac = R.

Oder man macht b — e
4 Theilen, und beschreibt T
aus a mit dem Halbmesser
ac == 3 Theilen, aus 4 mit
dem Halbmesser bc¢ = 5 ‘ _
Theilen, Kreise, welche ein- Y
ander in ¢ schneiden. Da a
nun 3% 4 42 =9 4 16 == 25 = 5% so ist ad® +
ac® = be’, also (Il. 46.) / bac = R.

Wenn aber der rechte Win-
kel auf dem freien Felde, wo keine
Kreisdurchschnitte gemacht werden
konnen, errichtet werden soll, so
misst man auf der Grundlinie ein
beliebiges Stiick a4 aus, steckt
eine zweite Linie 4d nach belie- -
biger Richtung ab, macht mit deer
Kette oder Schnur bd = abd,
steckt die Linie ad ab, und mlsst ‘-_
sie aus. Den UnterSchled der ge-
messenen Linien ad —- ab oder
ad — bd trigt man mit der Kette oder Schnur nach 4f
und 4g, und steckt die Linie fg ab, worauf man fh = ub
auftrigt. Da af = ad, fh == ab, wnd / hfa = bad,
so ist (I L) A afh = dab also ah .__.6d also ah ——-fh
Man tragt also fh auf he, S0 ist (L. 30) [ cab = R.

s
Lo
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38.

Alle Umfangswinkel, welche
im grissern Kreisabschnitte auf
ciner Sekne ruhen, sind dem hal-
ben Nittelpunctswinkel gleich, da-
her einander gleich.

Wenn der Mittelpunct m in
be liegt, so ist (1. 9.) / ach
= +amb Wenn m zwischen
ad, bd liegt, so ist / adg =
yamg, [ bdg = 1bmg, also
L adb = }tamb. Wenn m ausserhalb af5d liegt, so ist
L afk = tamh, [ bfh = fbmh, also [ afb=+famb.
Also / acb = adb = afb. Da der ganze Bogen ab
das Maass des Mittelpunctswinkels am b ist, so ist der halbe
Bogen a6 das Maass des Umfangswinkels. -

39.

Der Umfangswinkel ist gleich ¢
demW inkel, welchen die Beriihrungs-
linie mit der Sehne bildet, auf wel-
cher der Umfangswinkel ruht.

Man ziehe einen Durchmesser g
bc, so sind alle Unfangswinkel auf \
ab = [/ beca. Es sey bd eine N~
Beriihrungslinie, so ist (IIL. 32))

[ cbd = R. Aber auch (II. 10.)
L achb+ abe =R, also / acd '
+ abec=cbd, alsoLacb--abd ' d

- 40.

Im Kreisviereck machen die
beiden Gegenwinkel zusammen zwei
rechte, oder der Aussenwinkel ist
‘dem Gegenwinkel gleich.

Es sey acbh der Winkel im
grossern Abschnitt, so sind um so,)
mehr acd, bcd Winkel im gréssern

Absckaitte, also (IIL 38.) / acd
= abd, [ bcd = bad, also \—/
L acl = abd 4 bad, also
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L acb 4 adb = abd + btad 4+ adb, also (1. 7.)
L achb 4+ adb = 2 R.

d

41. ¢
Alle Umfangswinkel, welche m”
. . >~ v . - - @ =)
im kleinern Kreisabschnitle auf

einer Sehne ruhen, sind einander
gleich.

Denn (1I1. 40.) [/ act 4 afb
— 2R, / adb + aft = 2R,
also /. 'Wch = adbd.

42.

Wenn in einem Viereck die
auf einer Seite nach einerlei Rich-
tung liegenden Winkel gleich sind,
oder die Gegenwinkel zusammen
zwei rechte Winkel betragen, so ‘
ist das Viereck ein Kreisviereck.

Im Viereck abecd sey / acd b
= adl, oder / adc + abec
= 2 R. Man beschreibe um das \/
A abc einen Kreis (1. 21.). Wenn
nun d nicht im Umfange dieses Kreises lige, und ad den
Umfang in f schnitte, so wiirde (11l. 38. 41.) / afé = ac?,
und (I 40.) / afc 4+ abc = 2 R seyn, also wiirde
[ adb = afb und / adc = afc seyn, was unmiglich ist,

weil (I 22.) / add > ofb, [ ade > afc ist.
43. f

Ueber eine grade Linie einen
Kreishogen zu lbeschreiben, welcher ¢
einen gegebenen Winkel in sich fasst.

Die gegebene grade Linie sey
alb, der gegebene Winkel sey d. Man
setze (1. 8.) an ad den / abg = d,
errichte in 4 auf bg, in a auf af
senkrechte Linien, welche einander in
¢ schneiden, beschreibe iiber 5c¢ als
Durchmesscr einen Kieis, so ist die-
ser der verlangte. Denn wenn f ein
beliebiger Punct des Umfangs ist, so

)
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ist (Il 38. 41.) / afb = ach. Aber (lll. 35.) / bac
= R. Danunauch / cbg = R, so ist [ ach = abg,
also / afb = abg = d.

44.

Aus einem ge- /

gebenen Puncle an -
einen gegebenen Kreis " e
die beiden Berih-
rungslinien su ziehen.
Der gegebene :
Punct sey a, der Mit—a'
telpunct des Kreises
sey m. Man beschreibe
iber am als Durch-
messer einen Kreis,
welcher den gegebe-
nen in 4, ¢ schneidet, und ziche f
ab, ac, so berithren sie den
Kreis m. Denn (IIL 35.) / abm
= acm == R, also (Ill. 30.) )
sind @b, ac Beriihrungslinien. b
Oder man nehme auf ma '
dic md — 2mb, beschreibe .~
iber ma ein A maf, so dass® " ~d
af =ma, mf=md=2mb, .
verbinde mf, welche den Kreis .
in 6 schoeidet, so ist (I. 5.) 6.7
A abf=abm, also [ abm
= R, also (Ill. 30.) aé eine L
Beriihrende. r

43.

An zwei Kreise, welche in einer Ebene liegen, die bei-
den gemeinschaftlichen Beriihrungslinien zu ziehen.

Die Mittelpuncte der gegebenen Kreise seyen a, &, ihre
Halbmesser 4, B. Man beschreibe aus 4 mit den Halbmes-
sern be = B +4 A4, bd = B — A concentrische Kreise,
ziche aus e an diese concentrischen Kreise die Berihrungs-
linien (1. 44.) ac, ad, so ist (11i. 32.) / acd = adb=R.
Man verbinde éc¢, &d, welche den gegebenen Kreis in f, g
schneiden, ziehe fh .= ac, gk = ad, fille avs a auf fh,

........




gk die Senk-
rechten ah, ak,
so ist (1I. 18.)
ah = cf, ak
== dg; aber
cf =dg=A4,
also ah —= ak

= A, also lie-

gen die Puncte

h, kim Umfange

des Kreises a,

also sind, we- .o L '

gen der rechten Winkel S5 & b, k die leen Sh, gk (15 30.)
gememschafthche Beruhrungshmen beider Kreise.

46.

In ein Dreieck einen
Berihrungskreis zu be-
schreiben.

In dem gegebenen
Dreieck adc theile man
zwei Winkel ¢, 4 in die
Hilfte (I. 10.) durch grade
Linien am, bm, welche
einander in m schneiden,
s0 ist m der Mittelpunct des
gesuchten Kreises. Denn .
wenn man aus m auf die b4
Seiten bc, ca, ab die
senkrechten Linien md, mf, mg fillet, so ist ma = ma,
[ mag = maf, Lg—— = R, also (. 23.) mg = mf.
Ferner mé = méb, [/ mbd = mbg, L d=g=.,
also (1.23.) md = mg Also sind md, mf, mg Halbmesser
eines Kreises, und wegen der rechten Winkel d, f, g wird
dieser Kreis (III. 30.) von den Seiten 4c, ca, ab beriibrt.
Der dritte Winkel ¢ wird durch die Linie mc¢ ebenfalls in
die Hilfte getheilt. Denn da me¢ = mc, md = mf, [ d
=f =R, soist (I. 36) A med = mcf, also /| mecd
== mcf.

47.

Einen Winkel im freien Felde, wo keine Kreisdurch-
schnitte gemacht werden kinnen, in die Hilfte zu theilen.
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Wenn es moglich ist, die Spitze
a des Winkels zu erreichen, so steckt
man auf den Winkelseiten mit der
Kette oder Schnur gleiche Stiicke @
= ac, ad = af ab, zieht die gra-
den Linien 4 f, ¢dy» welche einander
in g schneiden, und zieht ag, welche
den Winkel « in die Hilfte theilt.
Denn da ¢b =ac, af = ad,
= a, so ist (LL) A abf = acd,
also / 6 =c¢, und / d=f, aber
auch 6d = ¢f, also (I. 2.) A btdg
= cfg, also dg = fg, bg = cg,,
alao (L5) A adg = afg, A abgt
= acg, also bag = cag.
Wenn es nicht moglich ist, die Spitze @ zu errcichen,
so ziehe man zwischen den Winkelseiten zwei beliebige grade
Linien hk, Im, theile auf die angezeigte Art die Winkel A, k
und I, m in die Halfte durch grade Linien, welche einander
in n, o schneiden, so muss (I1I. 46.) sowohl @z als a0 den
Winkel e in die Hilfte theilen, also muss die grade Linie
on gehirig verlingert, durch den Punct ¢ gehen, und den
Winkel in die Halfte theilen.

In und um einen Kreis
ein regelmdssiges Sechseck zu
beschreiben.

Die Seite des eingeschrie-
benen Sechsecks ist dem Halb-
messer gleich. Denn wenn man
ab = mae = md macht, so
ist / amb = % R, also 3.
amb=—2R, 6.amb = 4R.
In den Winkelpuncten des ein-
geschriebenen Sechsecks @, &,
¢ u.s. w. errichtet man Senk-
rechte ph, hk, kI u.s.w., wel-
che (III. 30.) den Kreis be-
ribren. Da mh = mh, ma = mb, [ o = b = R, s0
ist (I. 36.) A mah — mbh, also / bmh —= §
so beweiset man, dass / bmk == {R. Also A b
bmk, also ah = bh = bk w. s. w,




— 93 —
49.

In und um einen Kreis ein kg—
regelmassiges Dreieck zu le- -
schreiben.

Man zieht einen beliebigen
Durchmesser @ c, theilt den Halb-
messer ma in 6 in die Hilfte,
errichtet in 4 auf ma eine Senk-
rechte df, so ist sie die Seite
des cingeschriebenen Dreiecks. N\/g
Denn da mé = ab, bd = 6d, b6 = R, so ist A abd
= mbd, also ad = md = ma, also / tmd = %R,
eben so / dmf = 3R, also [ emd = cmf = 4R =
dmf, also cd = df = fec. Errichtet man in ¢, d, f auf
die Halbmesser mc, md, mjf Senkrechte, so bilden sie das
umschriebene Dreieck. Denn da bmd = 3 R, so ist
[ mdb = mfb == LR, also bdg = bfg =— %R,
also dg — fg = df n.s. w.

50.

In und um einen Kreis ein §
Quadrat zu beschreiben.

Man zieht zwei auf einander
senkrechten Durchmesser ad, cd,
so erhalt man das eingeschriebene
Quadrat @/ cd, und wenn man in
den Ecken desselben senkrechte
Linien auf die Durchmesser errich-
tet, so ergiebt sich das umschrie-
bene Quadrat £ghk. Um die Seite £~
des eingeschriebenen Quadrats obne Anwendung des Lineals
zu erhalten, trigt man den Halbmesser in «!, {n, nb, wodurch
sich 4 ergiebt. Ueber @l beschreibt man mit der Oeffuung
ap = an, bo = bl ein gleichschenkliges Dreieck ao0b,

A

wodurch sich der Punct o ergieht. Dann ist ac = mo.
Denn du an® = §1* = 3ma® (Il 47.), so ist a0® = bo"
= 3me’. Daao = bo, und am = ém, so ist (L. 5.)
A amo = bmo, also / amo = R, also mo® = ao® —
ma® = 2ma® Also (Il. 44)) ac = mo.

ol.

Wenn aus einem Puncte an den Kreis eine Beriih-
rungslinie und eine Transversallinie gezogen wird, so ist
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das Quadrat der Beriihrenden giez'clz
dem Rechteck der Abschnitte auf I
der Transversallinie. '
Die Berithrende sey ad, die
Transversallinie ¢ cd, so ist (111, 39.)
L ebe = adb, L dbf = bed,
also / dba = 6ca also A abc
~ adb, also (1L 59) ac:ab =
ab : ad, oder ¢4?® == ca-ad.

32.

Wenn aus einem Gussern Pun- .
cte zwei Transversallinien an den b Q
Kreis gezogen werden, 8o sind die </
Rechtecke der Abschnitte auf den-® d
selben einander gleich.
Denn (111.38.) / acd = afb,

Ledf=cbf,also [ cda=fba,

also A acd ~ afb. Ferner (IIL. 40.) / abd = afc,
L adb = acf, also A abd ~ afc. Aus beiden folgt
(1. 58.59.) «c : af = ad : ab, also ca.ab = da. aj

53.

Wenn an dem Durchschnitis-
punct der Gegenseiten eines Vier-
ecks die Rechtecke der Abschnittea ..
einander gleich sind, 8o i3t es ein
Kreisviereck.

- Essey da.ac=da.af. Man
beschreibe um das A bcd cinen
Kreis. Wenn derselbe nicht durch f gehen, sondern uie Scite
df in g schneiden wiirde, so misste (L. 52.) da.ac =
da-ag, also da.af == da.ag, also af — ag seyn, was
unmoglich ist. Also geht der Kreis auch durch den Punct f.

54.

Wenn durch einen innern Punct
awei Transversallinien des Kreizes ge-
hen, so sind die Rechtecke der A-°
schnitle auf denselben einander gleich.

Denn (1L 38.) / acd = af?,
[ cda = fba, also A acd o~ afi.
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Ferner (I11. 38.) / abd=uafc, [ adb=acf, also A akd

~ afe. Aus beiden folgt (II. 58.59.) ac: af = ad : ab,

also ce.ab = da.af. '
55.

Wenn an dem Durchschnittspuncte
der Diagonallinien eines Vierecks die
Rechtecke der Abschnitte einander glewh
sind, so ist es ein Kreisviereck.

Es sey ba.ac = da.af. Man
beschreibe um das A bcd einen Kreis.
Wenn derselbe nicht durch f gehen, son-
dern die Diagonallinie df in g schneiden wiirde, so miisste
(L 54.) ba-ac = da-ag, also da.af = da.ag, also
af = ag seyn, was unmoglich ist. Also geht der Kreis
auch durch den Punct f.

56.

Wenn aus einem Puncte des c\

Umfangs auf den Durchmesser oder
aus der Spitze eines rechtwmkhgen \
Dreiecks auf die Hypotenuse eine
senkrechte Linie gefiillet wird, so @ d 0
ist sie die mittlere Proportionallinie swischen den beiden Ab-
schnitten des Durchmessers oder der Hypotenuse. - Auch ist
Jede Sehne oder Kathete die mittlere Proportionallinie zwi-
schen dem unter ihr liegenden Abschuitte und dem Durch-
messer oder der Hypotenuse.

Denn da / acd + bcd =R, / acd 4+ cad = R,
Lbcd+cbd =R, soist [ acd = cbd, [ bed =cad,
also A acd o~ cbd, A\ acd ~ abc, A cbd ~ abe

also ad _ cd «d — 4o bd 62, oder ¢d? =

ed = bd’ ac  ab’ bec

ad.db, ac® = de-ab, bc® = ab.bd
Die beiden letzten Gleichungen enthalten auch den Be-

weis des pythagoriischen Lehrsatzes (II. 45.), denn ihre Addi-

tion giebt ac® 4 bc® = da.ad 4 ab.bd = al’

57. /f
r .

Wenr aus einem dussern

Puncte des Durchmessers eine Be-
rithrende an den Halbkreis gezogen

d n m
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wird, so 18t sie die mittlere Proportionallinie zwischen den
Abschnitten des Durclimessers.

Denn (1. 39.) / dca = dbec, [ bcf == bac, also
L bed = cad, also A dcacodbe, also :—g“ g—g, oder
cd? = ad-db.
38.
Wenn eine Linie die mitilere Proportionallinie zwischen
zwet andern ist, so verhilt sich das Quadrat der kleinern

gum Quadrat der mittlern, oder das Quadrat der mittlern

zum Quadrat der grissern, wie die kleinere zur grissern.
2

Denn wenn —— = —- ist, so ist C>* = 4. B, also

[ - ’ C:
42 4 C 4B 4
TI BT B " BT BT E

und (L 56) —— = 225 = 20 25 = 2 = 28

59.

Zwischen zwei Linien die mittlere Proportwnallmw L 1%
Jinden, oder ein Rechteck in ein Quadrat zu verwandein.

Die gegebenen Linien seyen die kleinere — A4, die gros-
sere == B, die gesuchte mittlere =— C, so dass 4 : C=C: B,
oder C* = 4.B.

I Mache ad = 4, td = B, [
beschreibe tiber ¢é == 4 4 B einen
Halbkreis, errichte in d auf @ eine
Senkrechte cd bis an den Halbkreis,
so ist (IIL. 56.) ed = C.

II. Mache ab = A, ac = B,® d ' o
beschreibe aus dem Mittel-
punct m einen beliebigen
Kreisbogen, welcher durch
die Puncte 4, ¢ geht, ziche
ma, und darauf df senkrecht,
so ist (IlIl. 54) da.af —=
ba.acund (111. 26.) da = :
af, also da = af = C. im
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II. Mache ad = 4, ab = B, 7 '
beschreibe iiber @b einen Halbkrem :
errichte in d eine Senkrechte de¢ auf
a b bis an den Halbkreis, so ist (IIL 56.) [ :
a
ac =— C. d
1V. Mache ad =— 4, ab =
B, beschreibe aus dem Mittelpuncte
m einen beliebigen Kreisbogen, wel-
cher durch die Puncte @, 4 geht,
falle aus d auf am die Senkrechte
dg, welche den Kreis in ¢, f schnei-
det, so ist ac = af = C. Denn
(Il. 26.) cg = fg, ac = af,
und (1L 38. 41.) / abc = afec
= acf, [ abf = acf == afvc,
also A\ acd &~ abe, A\ afd ~
abf, also ac® = da.ab, und
af* = da-ab.

V. Mache da= 4, dé — B, PR &~V
beschreibe iiber a4 einen Halbkreis, .-
ziehe daran (III. 44.) die Beriih- / \
rende dc, so ist (1. 57.) dee=a C. @° d " 6
V1. Mache ac = A, Vs

ad = B, beschreibe einen
beliebigen Kreisbogen, wel-
cher durch die Puncte ¢, d -
geht, ziehe daran (III. 44.) ai‘/ R \
die Berithrende @4, so ist :

(IIl. 51.) ad = C. i
ViI. Die mittlere Pro-
portionallinie lisst sich ganz
JIL

“ve.
-----
ot

ohne Anwendung des Lineals

bloss durch Kreisdurchschnitte

auf folgende Art finden: Gege- Z’,’
ben sind die Puncte @, 4, so SR
dass ab = B. Aus a be- ......... 2' """ .d
schreibt man einen Kreis mit . T
dem Halbmesser ¢ ¢ == 4. Aus
b beschreibt man mit einem be- ST A
liebigen Halbmesser einen Bo- -._ e 19
gen, welcher den Kreis ¢ in * ';‘}\:

d, f schneidet. Man theilt den
Bogen df in dieHilfte (111.27.) ~ "ref

Paucker Geometrie. I,

-1
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n ¢, so liegen die Puncte 4, a, ¢ in grader Linie. Man theilt
die Entfernung J¢ in die Halfie (II. 67.) in g, beschbreibt aus
a mit dem Halbmesser a¢g einen Halbkreis, und trigt in den-
selben den Halbmesser nach &, %, I, so ist (Il 48.) { in der
graden Linie @¢c. Man beschreibt aus g mit dem Halbmesser
bg == % bc einen Halbkreis und aus ! mit demselben Halb-
messer einen Bogen, welcher jenen in m schneidet, so ist
Img ein gleichschenkliges Dreieck, also am senkrecht auf bc,
also (III. 56.) am?® == ca-ab, am = C.

VNI Arithmetisch. Man multiplicirt die Maasse der Li-
nien A, B mit einander (IIl. 3.) und zieht aus dem Producte
die Quadratwurzel, wodurch man die mittlere Proportionallinie
C erhilt. Z. B. die Grundlinie eines Rechtecks sey 78 Fuss
= B, die Hohe 24 Fuss = 4, wie gross ist die Seite €
eines Quadrats von gleichem Inhalt?

B = 78 Fuss
A 24 »

1872 OJFuss
C = 43,26 Fuss.

60. N

Ein Quadrat in zwei gleiche Quadrate
zu theilen.

In demn gegebenen Quadrat « & ¢ d ziehe /
man die Diagonallinien a ¢, 4d, welche ein-%<
ander in f schneiden, beachrenbe iiber af,
cf die Quadrate afbg, cfdh, so ist (1L
43.) afbg = ¢fdh = abd = bed. g

61.
Ein Quadrat in finf d

gleiche Quadrate zu theilen.
Die Sciten des gegebenen
Quadrats abdcd theile man in
die Hilfte in f, g, &, k, so§
sind die A abk = bef ==
cdg =dah, also [/ bka==
dha; aber /[ dak + dha =
R, also / dah + bka =K,
oder [ kal + akl==R, also &
L 1=R. Eben so m = n
== o:—:R. Da ltfm{rab,

A.B
4.8

(.

4
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so ist Im == 141, eben so mn = tcm, aber 6l =

also {m == mn, also Imno ein Quadrat. Beschreibt man iber

lm mn u. 8. w. die Quadrate almp, dbmnqg u. s. w, so ist
A afp = bfm, also N abl = almp, A bem ==

bmng u. s. w.

62.
Ein Quadrat in drei gleiche Quadrate zu theilen.

Man theile die Seite des gege-
benen Quadrats abcd in 3 glelche — ¥
Theile, so dass af = Lab, er-
richte in f auf aé eine Senkrechte,
welche den iiber @4 beschriebenen
Halbkreis in g schneidet, so ist
(ML58) ag?=+4ab’ bg*==%abd® 1=
Man errichte auf ag in ¢ die Senk-
rechte ah = ag, ziche gh, wel-
che die a4 in k schneidet, so ist
L agh = ahg = ¥R Man“
ernchte auf gh in g eine Senkrechte
Im, soist [ agl=—=10bgm = ahg :
==4R, unddaauch / kah=lag, I
soist A kah— lag, also al==ak.
Man macht slso aus dem Vierecke algk das halbe Quadrat
gah. Man fille bn, b0 auf gk, lm senkrecht, so ist A bgn
= bgo, also bn ==00, und da auch / kén ==mbo, so ist
A kbn = mbo, also dm == bk, cm = al = al. Man
macht also aus dem Viereck 6kgm das Quadrat dngo. Da
bf = 2af, so ist bg* =2 2ag? also A gah = gri =
god. Das Viereck ¢mld ist dem Viereck almb gleich. und
man kann also cmld eben so in drei gleiche halbe Quadrate
theilen wie alm .

Man kann auch unmittelbar die Puncte k, I, m finden,
indem man auf der Diagonallinic ac den Abschnitt cp = cb

macht, und ek = al = c¢m = ap nimmt. Dian da
. b

A akh oo bkg, so ist -‘Z—I—I: = %},f = Z: az’ also

ak.ac = bk-.-be. Addirt man zu beiden ak.bec, so ist

ak.(ac+bc)=ab-bc==ab? Aber (1I.7.8) abd¥=

uc?*—be*=(ac+bec).(ac—bc), alsc ak=ac — be.
- *
i
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63.

Quadrate zu bilden, welche
zu einem gegebenen Quadrat ein . TEL g
gegebenes Verhiiltniss haben. R O
Z.B. die zu bestimmenden . i i i in
Quadrate sollen 1, 2, 3, % des
gegebenen Quadrats aded seyn. !
Man theilt a4 in 5 gleiche Theile a-
in f, g, h, k, errichtet in diesen | " f
Puncten Senkrechte auf a b, wel-
che den uber ad beschriebenen
Halbkreis in I, m, n, o schnei-
den, so ist (IIL. 56.) al® =
af -abe==Lab® am®*=ag-.
abe=2ab’, an®*=ah-ab=
3ab® ao*=ak-ab="%tab’
Man macht also ap = al, aq
= am, ar = an, as = ao,
und beschreibt iiber ap, ag, ar, —
as Quadrate, deren Ecken in
der Diagonallinie ac liegen.
Wenn sich das gesuchte
Quadrat zu dem gegebenen
abcd wie af : ag verhalten f.,.
soll, so lege man a¢gf in be- q '
licbiger Richtung an ab, ver- ’
binde gb, ziche fh —~ gb, b
beschreibe uber @ A einen Halb- @ f e
kreis, welcher die Seite éc¢ :
in % schneidet, so ist ak die
Seite des gesuchten Quadrats

Demn (IIL 58 %%
aklm. enn ( . 58.) ;1:2‘ IEETI. l,'
__ ab __ ag d c
~ ah = af

Arithmetisch. Man multiplicire die Seite des gegebenen
Quadrats mit der Quadratwurzel aus der Verhiltnisszahl.

g.l’ I'r‘ll T.k -

Beiwpiele.
1) Ein Quadrat zu bestimmen, welches % eines Quadrats

von 450 Fuss Seite sey. Vi = 0,8944271
450

Seite == 402,49 Fuss.
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2) Ein Quadrat zu bestimmen, welches das 34fache eines
Quadrats von 450 Fuss Seite sey.

V35 = 1,8708287
450
Seite =— 841,87 Fuss.

64. w

Die Flichen dhnlicher Dreiecke -
verhalten sich wie die Quadrate threr
gleichnamigen Seiten. JENL:

Es sey A bac ~ daf, so ist AN f
be ~ df. Beschreibt man uber ac,?( 7 T e
af die Quadrate ackl, afgh, so st | hFE LT )
cl = fh, also (II. 49.) 41 =~ dh.
Man ziehe bm ~ dc, so ist (1. 49.) |:/ 7
auch ml = ch, also (IL 55.) amnh, L
— ackl Aber Al 32) A bac | . i £
= dam. Also A bac:daf = |:7."
dam :daf=—=am:af — amnh :

afgh = ackl:ufgh = ac®: af* At = g
Arithmetisch. Man fillet die Ho- d
ac ab ab :
hen bg, dk, so ist a_f' wd ad
bg bg
= -2 also (IL. 57.) — = 2. Mul-
an ¢ )af an M LN
tiplicirt man auf beiden .?eiten mit dem ¢ g he §
Verhaltniss von %;.—: %, und bemerkt man, dass (lll )
T
lac. = A bac, raf - dh = A daf, :
A bac
A def
b
Oder man zieht cd, so ist (II. 52.) 2 &lac = %
ab ac A bac _ac dac a

ad = af also (1. 57.) ——— Aber av<i (11.52))

ad

1 i c N s .
A« ac. = = Multiplicirt man beide Verhaltnisse, so ist
A daf af
A bac ac’

A daf af®

Adac of
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Beispiel. bc == 145 Ketten 22 Fuss — 145,44, c«
== 198 Ketten 39 Fuss = 198,78. .
be 2,16268  « == 361132
ca 2,29838 = 36°11',44.
g a 9,86430 *
3611’ 9,86118
= dif. 27..... 12

19.

Um in einem rechtwinkligen Dreiecke aus der Kathete
und Hypotenuse die andre Kathete trigonometrisch zu be-
_ stimmen, sucht man zuerst aus ihnen den Winkel (V1. 17.),
dann aus der Kathete und dem Winkel die andre Kathete
(VL. 16.), oder aus der Hypotenuso und: . dem kael die
andre Kathete (VY. 14i): - Cr

cu .
l\amllch-—-z.-::cosa, ca-tga="bc, ab.sina=rbc.
a

Zur Probe ist bc’ 5= ab® — ca’= (ab — ca) (ub 4 ca).

Beispiel. ca =='3 Werst 358 Sasehen = 3716 ab
== 4 Werst 426 Sascheu = 4 852 '

¢ - Pr‘abe.
ca 0,37008 a = 4000',9' 7 ab 4,853
‘a6 0,68592 - bon==3,1198 . - cd. 3,716
=081 mm = 3 Werst_59 9 Saschen ab — ca——l_l-é-g
tga 992404 L abtca 8568
sin ¢ 9,80820 ‘ I 0.05538
—————-—-—-——5-: o : : oo ]
he 0,49412 L 0,93288
be® 0,98826
Cbe 0,49413

20.

Um in einem rechlwinkligen Dreiecke
aus den beiden Katheten die Hypotenuse
trigonometrisch zu bestimmen, sucht man
zuerst aus ihnen den Winkel (VL. 18),
dann aus der einen oder andern und dem
Winkel die Hypotenuse (VL. 15.).

he be  cu .
Namlich — == (g a, ab = — = AT
ca sin @ cos @

Probe ist ad® == he* 4 ca’.
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Es scy%: £
a

gjii , 50 ist (1. 56.)

be = df. Man \$
beschreibe uber a6,
ad die Quadrate, / . ... 2. Nl Hd
abgh,adkl, soist N[ .. / NG
bh =~ df. Ausbei- = \ ..
den folgt (IL 49.) "X
ch =~ fl. Man Lo
beschreibe iiber « c,
af die Quadrate
acmn, afop, so
ist cn = fp. Aus
beiden folgt (1L R NS DN L
49.) hn =~ lIp. SR B
Man ziehe ¢ ~ A P
dh. Da auch bc '” ;
~ df, so folgt
(AL 49.) cg & fh. 1 .
Man zieche cr —~ pL ¢
fn. Aus beiden

folgt (1I. 49.) q» =~ ka. Da auch khn =~ Ip, so ist (IL. 5.)

49y . °r 2y “9
gr = Ip. Also (IL. 53.) ad = a Aber (1L 52)) Y]
. adsq ar __afir o ans1) 298 aStr g,

T adkl’ ap = afop adlkl — afop
bg =~ dh, und cr /\fn, so ist (IL. 55.) adsg = a6glz

abgh acmn ab®
= ! t
undaacf;tr acmn. Also is adkl = afop’ oder — ad
= af'z. .
67.

Die Flichen dhnlicher ebener Vielecke verhalten sich
wie die Quadrate threr glewhmcmtgen Seiten.

Die Vielecke aghkl, abcdyf sind einander dhnlich, also
AaL 70) gk = be, bk =~ cd kil = df u s w. und
ahec, akd, alf u.s. w. grade Linien. Ziehe fm = ad, bis
au ¢d, mn ~ ac bis an bc, so ist (Ill. 14.) adcdf =
A abn. Ziehe lo ~ fm bis an am. Da hl =~ cf, so
ist (II. 49.) ho = cm, und da auch hk ~ cm, so liegt

.
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oin hk. Ziehe op -~ mn bis an
an. Da gl = 4f, lo = fm, so i
ist (Il. 49.) go = bm. Da auch
op =~ mn, so ist (I. 49.) gp =
bn. Da auch gh = bn, so liegt
der Punct p in gh. Also ist (11l m

14) aghkl= A agp, also aghkt

A agp abedf :f .
= A abn Aber A agp ~ abn, f 0 ----- §

also (1L 64.)

A agp ag’
A abn” ab?
aghkl . ag2 A
abedf  %ab? @ 9

k? :
Arithmetisch. (111. 64.) 2 a:} ad2’ 2 Zﬁz = Zz”

also l

(L 57.)

A agh ag® ah ag
— . > I. . _— = — = — S
N abe ab? Aber (IL. 53.) ad ac abd’ also
2 h2 a 2
HIL 66. 22 _ 48 | ' ese eil
( ) YT ot wE Bezeichnet man diese ein

ander gleichen Verhaltnisse durch 4, so ist A akl = 4. adf,
Aahk=A.acd, A agh=A-abc, also durch Addition

hkl ag?
aghkl = A.abedf, oder 282°° — 28,
gh acf,oerabcdf vy

68.

Wenn auf den Seiten ei-
nes rechtwinkligen Dreiecks
dhnliche elene Vielecke be- /.
schrieben werden, so verhal-"y "
ten sich die I'iguren auf den
Katheten su einander und zu
der Figur auf der Hypote-
nuse, wie sich die durch dus
Loth des rechten Winkels auf
der Hypotenuse gebildeten ent-
sprechenden Abschnitte su ein-
ander und zu der ganzen Hy-
potenuse verhalten. acklm

Denn (1L 67) —_—
benop

i #
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ac? acklm ac? bcnop he?
= 357 alofgh:ab“ a&f = g Aber (III. 58.)
ac? ad ac? ad be? bd acklm
_a—, — == -, — o= 1 Il
be? td’ ab? ab’ ab? wp? 0 ( 57) benop

ad acklm ad bcnop bd .

— e = —y == —. Al 5

bd’ abfgh ad’ alfgh ab so ist auch
acklm 4 benop = abfgh. .

69.

Ein Dreieck durch grade
Linien, welche mit einer Seite
parallel sind, in gleiche Theile
zu theilen. "{-.

Das A abec sey z. B. durch ,
grade Linien, welche mit ¢ par—
allel sind, in 5 gleiche Theile zu
theilen. Man theile eine der an- .
liegenden Seiten, z. B. ¢4 in eben g
soviel, also in 5 gleiche Theile in d, f, g, &, emchte in die-
sen Thexlungspuncten auf ab senkrechte Linien, welche den
iiber @ beschriehenen Halbkreis in k, I, m, n schneiden.
Man trage die Sehnen ak, «l, am, ar auf ad auf, nach
ao, ap, aq, ar, ziche os, pt, qu, rv mit bc parallel, so
sind sie die verlangten Theilungslinien. Denn da die Dreiecke,
welche sie in @ bilden, dem A agbc¢ ahnlich sind, so ist

A aos _ao® _ak® A apt _ap® _ al®
(L64) X a&o ab®*  ab* A abe  ab® " ab?’

I

A aqu __ag*  am® A arv__ar® _ an’ Aber
A abe ab? " ab?’ A wbe abt T ab?
ak’ ad al? af am? ag
( ) = b 9 ah? al 7 got ab
A aos D apt A aqu
= 3 IT. —_r L —2
6’150“(,”57)& be 2 AN abe 87 A abe
_ 3 —_—
2 N abe s

Arithmetisch. Des A abc Grundlinie sey be = 450
Fuss, Hohe aw == 375 Fuss, und es sey in 5 gleiche Theile
zu theilen. Man ziche die Quadratwurzeln aus den Briichen
te 2, 3, 1, nimlich:

+ = 0,4472136 V2 = 0,6324555
Vi = 0,7745966 = 0,8944271
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Mit diesen Quadratwurzeln multiplicirt man die Grund-
linie und Hohe, und erhalt dadurch die Parallellinien os, pt
u. s. w. und die Abstinde ¢x, ay u. s. w. Um die Probe
zu machen, multiplicirt man die Unterschiede der Abstinde
mit dem Mittel der Parallellinien, die Producte miissen ein-
ander gleich seyn, hier = 16875 JFuss.

—— e S —
Parallellinien. Abstinde, | jUnterschied | Mittel der Par- | ppogye,

201,2461 | 167,7051 | 167,7051 | 100,6230 | 16875
284,6050 | 237,1708 | 69,4657 | 242,9255 | 16875
348,5685 | 290,4737 | 53,3029 | 316,5867 | 16875
402,4922 | 335,4102 | 44,9365 | 375,5303 | 16875
450, 375, 39,5808 | 426,2461 | 16875

70.

Ein Dreieck durch grade Linien, welche einer gegebe-
nen Linie parallel sind, in gleiche Theile zu theilen.
Durch die Spitze des . .
/\ abe sey eine gegebene d
grade Linie ad gezogen.
Durch Linien, welche der-
selben parallel sind, soll
das Dreieck z. B. in 5 glei-
che Theile getheilt werden.
Man theile die Grundlinie
bc in 5 gleiche Theile in [ L
f, & h k, und errichte in :  f: P 9gav %
diesen  Theilungspuncten R Y
auf &c¢ senkrechte Linien, T e
welche die iiber die Ab- x °
schnitte 4 d, ¢ d beschriebenen Halbkreise in I, m, n, 0 schaei-
den. Man trage die Sehnen 4!, ém des einen Halbkreises
nach 6p, &g, und die Sehnen cn, co des andern Halbkreises
nach ¢r, cs, ziehe aus p, ¢, r, 8 Paraliciiinien mit «d, so

c..-'_-.r

‘%

. C . .. A bpt bp*

sind sie die gesuchten Theilungslinien. Denn Aida = Bd
hl® bf A bda bd D bpt bf

= —— —_— = — Iso —Lfe = - 2
5d* bd D bee he’ M A bea  bo.

Eben so wird der Beweis fir die iibrigen Dreiecke gefiihrt.

Arithmetisch. Des /A abc Grundlinie be sey == 450
Fuss, die gegebenc Linie ad == 375 Fuss, die Abschnitte
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bd = 140 Fuss, c¢d == 310 Fuss. Der 5te Theil von ¢
ist 90 Fuss. Also kommt auf 4d ein Abschnitt §f = 90,
auf c¢d drei Abschnitte, ck = 90, ch = 180, ¢g = 270
Fuss. Man zieht nun die Quadratwurzeln aus den Verhilt-
nisszahlen dieser Abschnitte zu ihren respectiven Durchmessern,

namlich
v M 7837
V&d == 110 — 0,8017837

ck 90
ok ‘/ == 0,5388159

cd 310
ch 180
¢ V22 o 07620007
cd 310 > ‘

8 _ ‘/EZB — 0,0332564
cd 310

Mit diesen Quadratwurzeln multiplicirt man die Abschnitte
bd, cd, und die Linie ad, wodurch man die Linien 4p, p¢;
cs, 8w u. 8. w. erhdlt. Wenn man mit «¢d eine Linie cx ~
= ad zieht, so ist A abc == xbec, also muss sich verhalten

ANbpt  bp.pt Abpt  bp.pt
111 65. der —— L 1 . Eb
( )A.rbc=bc-cx’oerAabczbc-ad o
‘0 A csw  cs-sw
A abe  bec.ad ,
Hier ist bc.ad = 450.375 == 168750
0,8017837  0,5388159  0,7620007  0,9332564
140 310 310 310
375 375 375 375
112,2497 167,0329 236,2202 289,3695
300,6689 202,0560 285,7503 349,9712
33750 33750 67500 101250

71.

Ein Trapezium, oder eine ebene trapezoidiscks Figur,
deren Diagonallinien in einen Punct zusammentreffen, durch
grade Linien, die den beiden parallelen Seiten parallel sind,
in gleiche Theile zu theilen.

Wenn ad, cd die parallelen Seiten sind, und ad, bc in
S zusammentreffen, so beschreibe man iiber die grossere Par-
allelseite @4 einen Halbkreis, trage in denselben die kleinere
Parallelscite ¢d == &g == bh, falle aus & auf b die senk-

u. 8. w.
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IL. 1. Probe.
6 58°59.3 ca 3,54728 bo 2,58048
¢ 115°42°.2 gin ¢ 9.95475 cos b 9,71199 ‘
a 5185  sind 9,93301 2,29247...196,1
180° ab 3,56902 ca 3,54728
sina 8,96621  cosa 9,99814
sin ¢ 9,95475 3,54542..3510,9
be 2,58048 ab — 3707
sin b 9,93301 ' I

sin @ 8,96621 , __ o a9
——— s 9
ca 3,54723 == 491 Saschen 2,1 Fuss.

1L
~bec==1380,6 ; o
== 54 Saschen 2,6 Fuss.

27.

Der Inhalt eines Dreiecks ist gleich
dem halben Product des Sinus eines Win-
lels und seiner beiden Nebenseiten.

Nach III. 8. ist der Inhalt F =—
ybec-ad; aber (VI 14) ad=ab . sinb= | _:
¢a-sin ¢, also b 4 ; ¢
F = lab.bc.sinbe==tbc.ca-s8ince= Ltca.ab sina.

28. A
In einem Dreieck ist das Quadrat 9/
einer Seite gleich der Summe der Qua- /[
drate der beiden andern Seiten, weniger N
dem doppelten Product dieser Seiten und j “¢
des Cosinus ihres Zwischenwinkels.
Nach VI. 23. 24. sind die Grundgleichungen
be . 8in b == ca . sin a
bec « co8 b = al — ca - cos a.
Aber (VL 2.) sin® b 4 cos® b == 1
sin®a -+ cos®a = 1.
Wenn man also die obigen Gleichungen ins Quadrat
erhebt und die Quadrate addirt, so ergiebt sich:

be? = ca® + ab® — 2¢a - ab . cos a,
ca® = ab® 4+ bec® — 2ab . bc - cos b,
ab? = bec? 4 ca® — 2bc - ca - cos c.

Wenn der Winkel stumpf ist, so ist (VI. 5.) dessen Cosi-
nus negativ, und das dritte Glied muss daher addirt werden.
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Die Producte der mittlern Transversallinien mit den Hohen
geben fiir alle drei Trapezien (III. 10.) den InLalt 53125.

72.

Ein Dreieck zu machen, welches einem gegebenen Drei-
eck dhnlich sey, und einen gegebenen Inhalt habe.

Es sey ein Dreieck d & f
zu macken, welches dem
A gbe ibnlich, und dem
A\ abc anlphalt gleich sey.
Man ziehe ah ~ b¢c, und
bestimme (II1. 59.) zwischen
bg, bh die mittlere Propor-
tionallinie & d, ziehe df =~
gc,soist Adbf=abe.
Adéf  bd* .
A ghe ~bg?
bk A hbe A abe
bg ADgbe — Agbe
also A dbf = abe. Oder man ziche Al =~ gc, und
bestimme zwischen 41, &c die mittlere Proportionallinie }f,
Adif  bfr bl A gbl

A ghe  be* be A ghe
A hbe A abe '

= = gbczA prrt also A dof = abec. Oder man

ziehe In -~ bg, bestinme zwischen gn, gc die mittlere Pro-
A dbf
D ghe
df? go? gn A ghn A gll A hbe
o) _ == — === = =
ge? ge? ge A gbe A ghe A gle
A abe
NPT also A dbof = abe.
Arithmetisch. Es sey bec = 450, 6h = 250, und es
bd b 5 .
soll seyn If = -b—g = T Demnach ist ¢g — $éc =
562,5, bd? = 250.562,5 = 140625, 3] = %5k = 200,
bf? = 450.200 = 90000. Also ist 6d = 375, bf =
300. Die Probe geschieht nach (IlI. 45),-nidmlich 4d . of —
112500, und bh.bc = 112500, also bd.0f = bh.be.

Denn

ziche fd =~ ¢g. Denn

portionallinie go, ziche of = gb, fd ~ cg. Denn

—]
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73.

Ein unregelmissiges ebenes
Viereck in ein Trapezium von
gleichem Inhalt und gleicher
Grundlinie zu verwandeln.

Es sey das Viereck abecd
in ein Trapezium e¢bgh zu ver-
wandeln. Man ziehe ¢k ~ dl
~ ab, und km =~ bc, so dass
Ilm = ck sey. Man bestimme
zwischen Im, ld (IlI. 59.) die
mittlere Proportionallinie lo, ziehe
oh = be, hg = ab, so ist
gh=1o, und abgh = abed.
A fgh _gh*  lo* __ck__fe
A fld ld* T ldrT
also A fgh = fdec. Zieht man béide vom A fad ab, so
ist abgh = abed. f.

Denn

Von einem unregelmdis-
sigen ebenen Viereck durch
eine mit der Grundlinie par-
allele Transversallinie ein ge-
gebenes Stick abzuschneiden.

Yom Viereck abed soll
durch die Linie 20 = ab
ein Stick abgeschnitten wer-
den. Man ziche cg =~ bd,

und nehme gh so, dass gh
8¢ J:n,
sich verhalt, wie das abzu- 4: . [
schneidende Stiick zum gan- ;| .
zen Viereck. Wenn nun ne
die Seite cd schneiden wird
(1.), so ziehe man ik = 4 d.
kl =~ ab, bestimme zwischen
cl, c¢b die mittlere Propertio- &= T
nallinie ¢z, ziehe no =~ ab. L . : \6
Denn wenn man dy = ab : ! :
A cno cn< G

N erd  er?

d:
h SRR ...-.-'.'.'.‘.-.,
Qf—=

zieht, so ist
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__elecd ADcerd _cr _ cr? also A ceno
T err’ Acbd T eb T cr.ch’ A cbd T
— cleeb el ok BE pper A cdd = gid,
cr.ch cr cd gd
. A cbd A gbd gd
abed = A gab, also wiod — D gal = g also
L ono 8k \wen no die Seite da schneiden wird (L),
abed ga ’

so ziehe man Ak ~ abd, hl =~ bc, bestimme zwischen ai,
bl die mittlere Proportionallinic 4p, ziehe po =~ be, on =~

2 2
ab. DennAf”O"'-no =bp :é—l——._.-:.ﬁlf::f-—hz

A fba  ab? ab? ab al Sa
%—f‘f—%, also A fno = fhb, also cdno = cdhb =

cdno _ ghb _ gh
abed™ gad  ga

A ght, also
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1.

W enn die Grundiinie eines Dreiecks durch eine Diagonal-
linie aus der Spitze in zwei Abschnitte getheilt wird, deren
Quadratunterschied gleich dem Quadratunterschied der iiber
ithnen liegenden Seiten ist, so ist die Diagonallinie auf der
Grundlinie senkrecht.

Es sey cd® — 4d* — ac?
— ab?. Man beschreibe iiber
ac einen Halbkreis, trage darin
die Sehne c¢f =— cd, und ver-
lingere c¢f nach g, so dass fg
== db, also ¢g = cé. Da
L_}":R,soistac’-—a2 c
= cf? — fg? =-cd? —bd? T
==ac? —ab? also ag=ab. g"""" F T
Aber auch cg ==¢b, ac = ac, also A\ acg = acbh, also
L acf = acd; aber auch ¢f = ¢d, ac = ac, also
A afc = ade, also / adc = afc = R.

2.

Wenn zwei Ebenen einander durchschneide , so liegen
alle Puncte ihres Durchschnittes, welcher die Kante der
Elenen heisst, in einer graden Linie.

Denn sonst miisste cs moglich seyn, dass drei Puncte,
welche nicht in grader Linie liegen, ir beiden Ebenen zugleich
ligen. Da aber durch drei nicht in grader Linie liegende
Puncte nur eine einzige Ebene gelegt werden kann (I. Erkla-
rung der Ebene), so miisste diese Ebene mit den beiden als

verschieden angenommenen Ebenen zusammenfallen, was un-
moglich ist.

3.

Wenn drei in einer Ebene liegende grade Linien von
einem Puncte ausgehen, und in diesem Puncte eine vierte
n R
)
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38.
Aus zwei Seiten und dem Zwischenwinkel das Dreieci:
nach der zweiten Art zu berechnen.

Man berechnet die dritte Scite nach VI. 28., und hieraus
die beiden Winkel durch VI. 23

Beispiel 1. ad == 1312, ca = 5634, a = 72°421.
2 = 0,3010300 be? 7,7770124 g = 72° 4,21

ab 3,8640362 be 3,8885062 b = 43°517,7498
ca 3,7508168 4 4 99783788 ¢ == 64" 4°,0407
cos a 9,4883420 D 3,9101274 180°
7,4042250 ca 3,7505168
25364423 ab 3,8640362  bc == T735,817
ab® 53465344 g, 170 3406804 D = 8130.69

ca® 31741956 sin ¢ 9,9539088
bhe? 598428717

Beispiel 2. ab == 1312, ca = 5634, ¢ = 107°55’,79.
2 = 0,3010300 be? 8,0436441 @ ==107°55",79

ab 3,8640362 be 4,0218220 4 = 30°38,9076
ca 3,7508168 ¢y 4 99783788 ¢ = 41°25'.3033
cos ¢ 9,4883420 D 1,0434432 180°
7,4042250 ca 3,1508168
25364423 ab 3,8640362  bc = 10515309

ad® 53465344 g, 379 7073736 1 = 11052,06

ca® 31741956 gip ¢ 9,8205930
be* 110571723

39.

Aus zwei Seiten und dem Zwischenwinkel das Dzezeck
nach der dritten Art zu berechnen.

Durch Anwendung der Satze VI. 29. 30. _
Man setzt (ab 4 ca) sin ya = A4, (ab — ca) cos

A
, dann ist {¢ = —— oder b¢c = )
B sin x ' cos x

und b =2 — ta, ¢ =2R — ta — .

8%

ta=0B, igx = —
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grade Linie auf zweien derselben seakrecht ist, so ist sie
auch auf der dritten senkrecht.

Es seyen al, ac, ad in einer Ebene, und
[ fab =R, /[ fac = R. Man nehme auf
ad einen beliebigen Punct d an, und errichte
in d auf ad in der Ebene 4 ac eine Senkrechte,
welche die graden Linien ¢4, ac in &, ¢ schnei-
det, so ist f62 = fa? 4 abd?, fe? = fa?
+ ac?, also fb62? — fc¢? =— ab? — ac’. a

Aber / adb = adc = R, also auch a4? — »
ac? = bd?® — cd? Also fb* — fe? = ¢

ral

bd® — cd?, also (IV. 1) / fdb = fdc =R, c ¢

also fb? = fd* <4 bd?, aber auch f6% =— fa?® + ab?’,
also fa? 4 ab? = fd* + btd?, also fa? 4 ab? —
bd? = fd?. Aber ab? — bd? = ad?, also fa? 4 ad®
= fd?* Also (IL 46.) / fad = R.

4.

Wenn dre: grade Linien von einem Puncte ausgehen,
und eine vierte auf jeder von ihnen senkrecht ist, sov liegen
Jene drei in einer Ebene.

Es sey / fab =R, [ fac= R,f'.,
[ fad = R. Wenn nun ad nicht in | ™
der Ebene bac lage, so wirden die Ebe-
nen bac, fad enander in einer graden
Linie ag schneiden (IV. 2.), welche nicht
mit «d zusammen fiele. Dann aber wurde
(IV. 3.), weil / fab =R, [ fuc = R,
auch / fag = R seyn. Es ist ¢ er
[ fad = R, die Winkel fad, fag lie-
gen in einer Ebene, also miisste es moglich seyn, dass zwei
rechte Winkel von verschiedener Griosse wiaren. Da dieses
unmdglich ist (1. 7.), so fallen die Liuien ed, ag zusammen,
d. h. ad liegt in der Ebene bac.

.
Wenn eine grade Linie eine Elene durchsehneidet, so
schneidet sie sie nur in einem einzigen Puncte.
Denn wenn sie noch einen zweiten Punct mit der Ebene
gemein haben konnte, so miisste sie (I. Erklirung dir Ebene)
ganz mit der Kbene zusammentallen.
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6.

Wenn eine grade Linie in dem Puncte. 1wo sie eine
Ebene schneidet, auf allen Linien, welche durch diesen Punct
in der Ebene gexogen werden kinnen, senkrecht ist, so heisst
sie senkrecht auf der Ebene.

Damit also eine grade Linie auf einer Ebene senkrecht
sey, ist es hinreichend, wenn sie (IV. 3.) nur auf zwei gra-
den Linien, welche aus ihrem Fusspunct in der Ebene gezo-
gen werden, senkrecht ist.

1.

Zwei Ebenen heissen senkrecht aufeinander, wenn zwei
grade Linien, welche in den Ebenen aus einem Puncte ihrer
Kante auf die Kante senkrecht gexogen werden, aufeinan-
der senkrecht sind.

Es seyen abc, abd die Ebe- g ¢
nen, ab ihre Kante, f ein Punct :
der Kante, fg in der Ebene
abc senkrecht auf ad; fh in der :
Ebene abd senkrecht auf aé. & : b
Wenn nun gf% ein rechter Win- f
kel ist, so heisst die Ebene a4 ¢
auf abd, oder die Ebene abdd 7
auf abc senkrecht. h

8.

Wenn von einem Puncte drei aufeinander senkrechte
grade Linien ausgehen, so sind auch ihre Ebenen aufein-
ander senkrecht.

Es sey [ bac = bad = cad b
== R. Da ab die Kante der Ebe-
nen bac, bad ist, und in der Ebene
bac die ac auf ab senkrecht, in der
Ebene bad die ad auf ab senkrecht
ist, so ist (IV. 7.) die Ebene lec d

auf bad senkrecht. Aus gleichem a
Grunde ist an der Kante @ ¢ die Ebene
bac auf cad, und an der Kante ad

die Ebene dad auf cad senkrecht, ¢

9.

Wenn zwei Ebenen auf einunder senkrecht sind, und
es wird aus einem Puncte ithrer Kante in der einen Ebene
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eine Senkrechle auf die Kante gerogen, so ist sie auf der
andern Ebene senkrecht.

Die Ebenen abc, abd seyen g c
aufeinander senkrecht, und es sey :
in der Ebene alc die fg senk-
recht auf a4. Man ziehe in der
Ebene abd die fh senkrecht auf

ab. Da die Ebenen abc, abd p f 6

aufeinander senkrecht sind, so ist

(V. 7)) [/ gfh = R; aber auch 3 d

[ gfa=R, also (IV.3.6.) gf senkrecht auf der Ebene « s d.
10.

Wenn zwei Ebenen aufeinander senkrecht sind, und es
wird aus einem Puncte der ersten KEbene eine senkrechte
Linie auf die zweite gezogen, so liegt sie in der ersten Ebene.

Die Ebenen alec, abd seyen q
aufeinander senkrecht, und es sey 5
gk senkrecht auf der Ebene «fd.
Man fille gf senkrecht auf die
Kante ad, so ist gf (IV. 9.) senk- a i 6

recht auf der Ebene ¢bd. Wenn l.f
nun gf, gk nicht zusammenfielen,
' d

¢

so liesse sich durch dieselben eine .

Ebene legen, welche (IV. 2.) die 4

Ebene abd in ciner graden Linie fk schneiden wirde. Da
sowohl gf als gk auf der Ebene @{d senkrecht sind, so sind
(1V. 6.) die kael gfk = gkf = R. Diess ist aber (1. 24.)
unmdglich.  Also fillt gk mit gf zusammen, d. h. gk liegt
in der Ebene abe.

11.

In einem in einer Ebene befindlichen Punct kann nur
eine einzige senkrechte Linie auf die Elene errichtet werden.

In der Ebene a4 ¢ befinde sich der .1
Punct d, und es sey in demselben die
grade Linie d f senkrecht auf der Ebene
abe. Wenn es nun mogiich ware, in
d noch eine zweite Linie dg auf der
Ebene «dbc¢ senkrecht zu ziehen, so
liesse sich durch die beiden verschie-
denen graden Linien df, dg einc
Ebene Akl legen, welche die Ebene
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abc in der graden Linie Ak (IV. 2.) durchschnitte. Also
miissten (IV. 6.) beide Winkel / hdf = hdg = R seyn.
Da es aber unmoglich ist (I. 17.), in einer Ebene auf eine
grade Linie zwei verschiedene senkrechte Linien zu errichten,
so missen df, dg zusammenfallen.

12.

Von einem Puncte, welcher sich ausserhalb einer Elbene
befindet, lisst sich nur eine einzige senkrechte Linie - auf
die Ebene fillen.

Ausserhalb der Ebene @& ¢ befinde e
sich der Punct d, und es sey von dem- d 5
selben die grade Linie df senkrecht
auf die Ebene abc gezogen. Wenn
es nun moglich wire, von d noch eine
zweite Linie dg senkrecht auf die ]\

Ebene adc zu ziehen, so liesse sich P f

durch die beider verschiedenen graden A
Linien df, dg eine Ebene hkl legen,
welche die Ebene aéc in der graden Linie hlc durchschnitte.
Also missten (IV. 6.) beide / hfg == hgf = R seyn.
Da es aber unmoglich ist (I. 24.), von einem Puncte auf eine
grade Linie zwei verschiedene senkrechte Linien zu zichen,
so muss dg mit df zusammenfallen.

13.

Wenn eine grade Linie auf einer Ebene senkrecht ist,
so 1ist Jede Ebene, welche durch diese grade Linie gelegt
wird, auf jener Ebene senkrecht. -

Auf der Ebene abc sey die grade J
Linie d f senkrecht. Durch df sey eine
beliebige Ebene hk! gelegt, welche
die Ebene abe¢ in hk schneidet. In l 2 a

der Ebene @ bc¢ ziehe man dg auf hk by
senkrecht. Da f'd auf der Ebene aéc e,
senkrecht ist, so sind (IV. 8.) / fdg V&4

= [/ fdh = R. Aber auch / gdh
== R. Also (IV.7.) die Ebene & /-1 auf der Ebene abe senkrecht

14.
Durch eine grade Linie, welche in einer Ebene liegt,
kann nur eine einzige Ebcne auf jene Ebene senkrecht ge-
legt werden.




—_— 120 —

In der Ebene a éc sey die grade
Linie hk gezogen, und durch dieselbe
eine Ebene Akl gelegt, welche auf der
Ebene a ¢ senkrecht sey. In der Ebene
abc sey dg senkrecht auf hk, und in
der Ebene hk! sey df senkrecht auf
hk gezogen, so ist (IV. 7.) / fdg
== R. Wenn es nun moglich wiére,
durch Ak noch cine zweite Ebene hkn
auf die Ebene ac senkrecht zu legen, so sey in dieser Ebene
hkn die grade Linie dm senkrecht auf Ak gezogen. Dann
muss auch (IV. 7.) / mdg = R seyn. Da aber / hdf
= hdm = hdg = R, so liegen (IV. 4.) die graden Linien
df, dm, dg in einer Ebene. Es ist aber unmoglich (I. 17.),
in einer Ebene auf eine grade Linie zwei verschiedene senk-
rechte Linien zu errichten. Also muss die Ebene Akn mit
der Ebene Akl zusammenfallen.

15.

Wenn zwei grade Linien auf einer Ebene senkrecht
sind, so sind sie parallel.

Es seyen die graden Linien df, §
g h auf der Ebene a4 ¢ senkrecht. Also SRR h
sind (1V. 13.) die Ebenen fdg, hdg )
auf der Ebene abc¢ scnkrecht. Da
beide senkrechte Ebenen fdg, hdg

durch dieselbe grade Linie d g gehen, 5 :
so (1V. 14.) fallen sie zusammen. Also ar...,. ]
c

liegen die graden Linien df, gh in
einer Ebene. Da beide auf der Ebene
alc senkrecht sind, so (IV. 6.) ist / fcg = hgd = R.
Rso (IL 4) ist df = gh.

16.

Wenn zwei grade Linien paral- AR
lel sind, und eine von thnen auf einer
Ebene senkrecht ist, so ist auch die
andre auf derselben Flene senkrecht.

Es sey df = gh, also dfhg , b

eine Ebene; auch sey df auf der d '
Ebene abc senkrecht, also {IV. 6.) Ty
L fdg = R, und da df = gh, so

ist auch (Il. 3.) / dgh = R. Man — & e
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ziehe in der Ebene a ¢ die gk senkrecht auf die Kante dg.
Die Ebene dfhg geht durch eine grade Linie 4f, welche auf
der Ebene aéc senkrecht ist, und ist also (IV. 13.) auf die-
ser Ebene abc senkrecht. Also (IV.7.) / hgk = R. Aber
auch / dgh = R. Also (IV. 6.) gh auf der Ebene alc
senkrecht.

17.

Wenn zwei einander schneidende Ebenen auf einer drit-
ten Elene senkrecht sind, so ist auch ihre Kante auf die-
ser dritten Ebene senkrecht.

Es seyen auf der Ebene aécd
die Ebenen acfg, b6dhk senk-
recht, ihre Kante sey Im. In
der Ebene abcd ziehe man In
auf 6d, und lo auf ac senkrecht.
Da die Ebene bdhk auf abed
sepkrecht ist, so ist (IV. 9.)
In auf der Ebene sdhk senk-
recht, also mln — R. Da
die Ebene acfg auf abed senk-2° @
recht ist, so ist (IV. 9.) lo auf der Ebene acfg senkrecht,
also / mlo = R. Da / mln = mlo = R, so ist (IV.
3. 6.) Im auf der Ebene alcd senkrecht.

- 18.

In einem Puncte, welcher sich in einer Ebene befindet,
eine senkrechte Linie auf diese Ebene zu errichten.

In der Ebene @b ¢ sey der Punct
d gegeben. Man nehme in der Ebene fk
eine beliebige grade Linie a4 an, und '
falle auf dieselbe die Senkrechte dg.
Man lege durch a4 eine andere Ebene L
abh in beliebiger Richtung, und man : pd

g &

errichte in dieser Ebene in g auf aé

eine Senkrechte gf. Die graden Li- : ;
nien dg, fg bilden eine dritte Ebene. g
In dieser errichte man in d auf d

eine Senkrechte df, so ist sie senkrecht auf der ersten Ebene
abe. Demn da / dga = fga = R, so ist ag senkrecht
auf der Ebene dgf. Man ziche gk ~ df, so ist gk in
der Ebene dgf, und / kgd —= fdg = R. Da [ dga =
fga = R, so ist auch (IV. 3.) / kga = R. Da [ k3a
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~

Beispiel. ab = 1312, bc = 7736, ca = 5634

ab 3,86404 . ab — ca 3,22479
bc 3,88852 be 3,88852
ca 3,75082 cos & 9,33627
7,61486 tg + 0,65326
7,75256 1 9,69897
7,63934 ab — ca 3,22479
A "3,80743 A 3,80743
B 3,87628 sin ta 9,76959
C 3,81967
ta = 362,12
be — ab 2,62737 be — ca 3,32263
ca 3,75082 , ab 3,86404
cos x 8,87665 cos r 9,45859
g x 1,12221 tg » 0,52268
+  9,69897 1 9,69897
be — ab 2,62737 be — ca 3,32263
B 3,87628 C 3,81967
sin 14 9,57227 sin +c  9,72461
16 = 21°55%,84 te = 32°2.,0
46.

Aus den drei Seiten des Dr ezecks dw Winkel nack der

| stebenten Art zu berechnen.
a/
Man wendet VI. 32. an, und setzt _ 2% — cos x,

ab 4 ca
ab-+ca

dann ist cos Y@ = 3sin x . — Vea - ab = A

Beispiel. ab == 1312, bc = 7736, ca = 5634.

ab 3,86404 . bc 3,88852
be 3,88852 ab 4+ ca 4,11213
ca 3,75082 cos x 9,77639

7,61486 , sin x 9,90407

7,79254 : +  9,69897

7,63934 ab 4 ca 4,11213
4 3,80743 , A 3,80743
B 3,87628 cos +a  9,90774
C 3,81967

ya = 36°2.3
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Sbc die graden Linien fg auf a6, und fh auf lc senkrecht.
In der Ebene aéc errichite man in g auf e, in & auf b¢
senkrechte Linien, welche einander in d schneiden. Man ver-
binde f'd, so ist f'd auf der Ebene @l c senkrecht.

Denn man ziehe gk, hl senkrecht auf der Ebene alc
(1V. 18.), so sind die Ebenen kgd, lhd (1V. 13.) senkrecht
auf der Ebene abe. Da / kga = fga =dga=— R und
L lhb = fhd == dhd = R, so liegen (IV. 4.) fg in der
Ebene kgd, und fh in der Ebene lhd. Also liegt der Punct
S in den Ebenen kgd, lhd. Aber auch der Punct d liegt
in den Ebenen kgd, l(hd. Also ist fd die Kante der Ebe-
nen kgd, lhd Diese Ebenen sind aber auf der Ebene ad¢
senkrecht, also (IV. 17.) ist auch fd auf der Ebene abc
senkrecht.

21.

Der Neigungswinkel einer schiefen Linie gegen eine
Ebene, erginzt den Winkel, welchen die schiefe mit der
senkrechten bildet, zu einem rechten Winkel.

Vom Puncte f sey (IV. 20.) nach
einer Ebene a ¢ eine senkrechte Li- f
nie fd, und eine schiefe Linie fg
gezogen, die Durchschnittspuncte der-

¢
selben auf der Ebene abc seyen d,

g, so liegt dg in der Ebene adc, : d

und der Winkel fgd heisst der Nei-; 7 b

gungswinkel der schiefen Linie gegen

die Ebene abe. Da fd auf der Ebene abe senkrecht ist,
so ist die Ebene des Neigungswinkels fgd (IV. 13.) senk-
recht auf der Ebene ¢éc, und (IV. 6.) / fdg = R, also
LSgd + dfg = R

22,

Die Ebene des Nei-
gungswinkels oder Kan-
tenwinkels zweier Ebenen
ist auf der Kante dieser
Ebenen senkrecht,

Die Kante der Ebe-

nenabe, bedist die grade /, \/
Linie J¢.  Durch einena b
beliebigen Punct g dieser ’
Kante ziehe man in der ‘
Ebene « 4 ¢ die grade Linie &
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g/ auf die Kante ¢ senkrecht, und in der Ebene 6cd die
grade Linie gh auf dic Kante 4c¢ senkrecht, so heisst der
[ Sgh der Neigungswinkel oder Kantenwinkel der Ebenen
abe, bed. Da [ bgf =R, und / bgh = R, so ist (IV.
3. 6.) die Kante 6 gc auf der Ebene fgh senkrecht. In dem
Puncte g errichte man (IV. 18.) gk auf die Ebene abdc senk-
recht, und g/ auf die Ebene écd senkrecht, so ist (IV. 6.)
[ bghk = bgl = R, also liegen (IV. 4.) die Linien gk, g!
in der Ebene fgh, und der Winkel kgl, den diese senkrech-
ten Linien mit einander bilden, erginzt den Kantenwinkel
Sfgh zu zwei rechten Winkeln.

23.

Zwei grade Linien, welche einer dritten nicht in ihrer
Etene liegenden graden Linie parallel sind, sind einander
parallel. A

Die Linie ad sey den Linien 4f,
ch parallel, und liege nicht in ihrer
Ebene. Von einem beliebigen Puncte a 4
der Linie e d fille man auf 4/ die Senk- f
rechte @b, auf ch die Senkrechte ac, .

so ist / abf = ach = R. Da ad 7::
6

~ bf, so ist auch / dad = R. Da
ad /=~ ch, so ist auch / dac = R.,
Da / dab = dac = R, so ist (IV.3.
6.) ad auf der Ebene abc senkrecht. Da ad —~ &§f, und
ad = ch, so sind auch (1V. 16.) £, und ck auf der Ebene
abc senkrecht, also (IV. 15.) 6f = ch.

24.

Die Kante zweier Ebenen geht durch dem Punct, wo
eine grade Linie, welche in der einen Ebene liegt, die an-
dere Ebene schneidet.

Die grade Linie & f sey die Kante d
zweier Ebenen ¢bf, déf, und in der /\
Ebene d4f sey eine grade Linie da no e
gezogen, welche die Ebene cif in
dem Puncte @ schneidet. Der Punct
a liegt also zugleich in der graden &
lee da und in der Ebene ¢4 f. Da”
die grade Linie da in der Evene d§f liegt, so liegt der Punct
a zugleich in der Ebene d4f und in der Ebene cif, also
liegt er in ihrer Kante 4f.
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25.

Wenn eine grade Linie einer andern graden Linie par-
allel ist, so ist sie der Ebene parallel, in welcher diese
grade Linie liegt.

Die grade Linie df sey der [ 4
graden Linie a parallel, welche \"-. .
in der Ebene adc liegt. Die bei-
den graden Linien df, a& liegen
also in einer Ebene db e, und die :
grade Linie @) ist die Kante der a 6
Ebenen cba, dba. Wenn nun df die Ebene abc schneiden
konnte, so miisste dieser Durchschnittspunct (IV. 24.) in der
Kante aé liegen. Diess ist aber unméglich, da df =~ ad.
Also schneidet df die Ebene abc¢ nirgends. Wenn aber eine
grade Linie, welche nicht in einer Ebene liegt, dieselbe gehorig
verlingert nirgends schneidet, so heisst sie derselben parallel.

26.

Wenn zwei Ebenen auf einer graden Linie senkrecht
sind, so sind sie einander parallel.

Es sey die grade Linie 4 d auf den / / f
Ebenen abc¢, adf senkrecht. Wenn @ d
diese Ebenen einander in einer graden
Linie schneiden wiirden, so sey « ein

beliebiger Punct dieser graden Linie, — ¢
welcher also in beiden Ebenen liegt. V
Man ziehe «b, ad, so liegt ab in® [

der Ebene 2éc, und ad in der Ebene adf. Da 4d auf
beiden Ebenen senkrecht ist, so ist (IV. 3. 6.) / abd = R,
/ adb = R. Da es aber unmiglich ist, von einem Punct
anf eine grade Linie zwei verschiedene senkrechte Linien zu
ziehen, so konnen die beiden Ebenen adc, adf keinen Punct
mit einander gemein haben, Solche Ebenen aber, welche
gehorig erweitert, einander nirgends durchschneiden, heissen
parallel.

27. f
Wenn zwei paralleie Ebener von / -/:l \
einer dritten Ebene geschnitten wer- 9 [N

den, so sind die Kanter parallel. \
Die parallelen Ebenen abe, gdf ‘

werden von der Ebene &c¢df geschnit- / \3/

ten. Die Kanten sind bc, df. Waren 6
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diesc Kanten nicht parallel, so miissten sie, da sie in eciner
Ebene liegen, einen Punct mit einander gemein haben. Die-
ser Punct wirde zugleich in ¢ und df, also zugleich in den
Ebenen aéc¢ und gdf liegen. Also wiirden diese Ebenen einen
Punct gemein haben, was der Voraussetzung, dass sie parallel
sind, widerspricht. Also sind die Kanten 6¢c —~ df.

28.

Wenn zwei Ebenen parallel sind, so sind die zwischen
ihnen gezogenen Parallellinien einander gleich.
Die Ebenen ab ¢, gdf seyen par-
allel, und es seyen zwischen ihnen die /\f
d

Parallellinien 4 d, ¢f gezogen. Diese

Parallellinien liegen in einer Ebene,g
deren Kanten auf den Ebenen aic,

gdf die graden Linien b¢, df sind.  /— —  \, ¢
Also (IV. 27) be ~ df. Aber auch 4 b

bd = cf. Also bedf ein Parallelo-

gramm. Also (Il. 16.) 4d = ¢f.

29.

Wenn eine grade Linie auf einer von zwei parallelen
Elenen senkrecht ist, so ist sie auch auf der andern senkrecht.
Dic Ebenen aéc, gdf seyen par- f
allel, und es sey dé auf der Ebene /
abc senkrecht. Man ziehe in der , d
Ebene abc zwei belichige Linien ab,
be, so ist (IV. 6.) / dba = R und c
[ dbc = R. Die Ebene gdf werde /
von den Ebenen dbe, dbc in dyg, df 5 L —
geschnitten, so ist (1V.27.) dg =~ b a,
df = be. Also / bdg =R, und / bdf = R, also (IV"
3. 6.) bd senkrecht auf der Ebene ¢/ f.

30.

Parallele Ebenen bilden an einer  f—
sie durchschneidenden Ebene gleiche / )
Kantenwinkel. 9"

Die Ebenen abc, dgf werden
von der Ebene 4cj°g durchschnitten. :
Die Kanten sind b ¢, fyg, also (IV. 27.)
be = fg. Von einem beliebigen Pan-

o
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cte g der Kante fg fille man (1V. 20.) die ga senkrecht auf
die Ebene a¢bc, und von @ die @b senkrecht auf 4c. Man
verbinde ¢4, so ist (IV. 19.) auch g4 senkrecht auf 4e¢, also
die Ebene gad (IV. 13.) senkrecht auf den Ebenen eéc,
befg und (1V. 22)) / gba der Kantenwinkel der Ebenen
abe, befg. Da be ~ fg und b senkrecht auf der Ebenc
gab, so ist auch (IV. 16.) fg senkrecht auf der Ebene gai.
Die Ebene gab durchschneide die Ebene fgd in der graden
Linie gd, so ist (IV. 27.) gd = ab. Da fg senkrecht auf
der Ebene dgab ist, so ist (IV. 6.) / fgd = R. Da fyg
~ bc, und / gbc = R, so ist auch / fgb = R. Da
L fyd = fgb = R, so ist (IV. 22.) / dgé der Kanten-
winkel der Ebenen dgf, bcfg. Aber gd = ab, also (II. 3.)
/[ 9yba = dgb. Also bilden die parallelen Ebenen abc, dgf
gleiche Kantenwinkel an der Ebene 4c¢fg.

3l.

Wenn die Seiten zweier in verschiedenen Ebenen lie-
genden Winkel parallel sind, so sind die Winkel gleich.
Die Winkel abc, gdf liegen f
in verschiedenen Ebenen, und es / ... /
sey gd = ab, df = bc. Mangéi_ d
mache von beliebiger Lange ¢d - ’
— ab, df = be, so ist (IL 19.)

ga =~ = db, fe =~ = db, -
also (IV. 23.) ga = = fo, also a/ /
(L 19.) gf = = ac, also (1.5) ° 6

A gdf = abec, also [ gdf = abe.
32. '

Wenn die Seiten zweier in verschiedenen Ebenen lie-
yenden Winkel parallel sind, so sind die Ebenen parallel.

Die Winkel abc, gdf liegen in f
verschiedenen Ebenen, und es sey gd / 7
=~ ab, df &~ bec. Man ziehe dh d
senkrecht (1V. 20.) auf die Ebene!

abc, und von & in der Ebenc abe

i 7 ¢
die 2k = ab, hl = bec, soist (IV. L 4
23) hk = gd, hl == df. Aber / ........... ﬁ/
(V. 6) [/ dhk = dhl = R, »lso e —0
[ hdg = hdf = R, also (IV. 3. 6.) dh senkrecht auf

der Ebene gdf, also (1V. 26.) die Ebenen adc, gdf parallel.
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33.

Wenn drei in verschiedenen

Ebenen liegende grade Linien par- f
allel und einander gleich sind, so / """"" /
sind die Ebenen, welche ihre End- 7 \d
puncte verbinden, parallel. \

Es sey ga =~ x=db ~ = REYA
fec, so ist (1L 19.) gd = ad, / _________ \//

df = bc, also (1V. 32.) die Ebe- a"
nen gdfy abe parallel. '

34.
Durch einen gegebenen Punct eine Ebene zu legen,
welche einer gegebenen Ebene parallel sey.
Der gegebene Punct sey d,
die gegebene Ebene sey abe. f
Man ziehe in derselben zwei be- / /
liebige grade Linien 6@, 4c. Ind
der Ebene dba zieche man dg
~ ba, und in der Ebene dbc B
ziche man df -~ éc, so ist (1V. / :
32.) die Ebene gdf der Ebene Y /
abc parallel. a i
35.

Durch eine gegebene grade Linie eine Ebene zu legen,
welche auf einer gegebenen Elbene senkrecht sey.

Die gegebene grade Linie sey df, die gegebene Ebene a/ c.
Man wihle in der graden Linie
zwei beliebige Puncte d, f, fille
von denselben (1V. 20.) senk-
rechte Linien da, fc auf die
Ebene ab ¢, so sind sie (IV.15.)
parallel und liegen also in emer
Ebene, welche durch die gege-
bene grade Linie geht, und wel-
che (IV. 12.) auf der Ebene abc
senkrecht ist.

36.

Durch eine grade Linie, welche einer gegebenengfibene
parallel ist, eine Ebene zu iegen, welche mit jener Ebene
einen gegebenen Kantenwinkel bildet.
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Die gegebene grade Linie sey d
df, die gegebene Ebene 4¢éc. Man :
falle von zwei beliebigen Puncten
der graden Linie df senkrechte Li-
nien dg, fc auf die Ebene aéc,
so ist (IV. 35.) die Ebene dfcg (3
anf der Ebene adc senkrecht, und cg ihre gemeinschaftliche
Kante. Es sey cg = df, so ist (IV. 25.) df der Ebene
abc parallel. In der Ebene abc errichte man.in ¢ auf cg
die senkrechte Linie ¢4, so ergiebt sich eine Ebene fcb. In
dieser ziche man die Linie f4 so, dass sie mit ¢4 einen
Winkel bildet, welcher dem gegebenen Kantenwinkel gleich
ist, so ergiebt sich eine Ebene df5. In dieser ziehe man
ba =~ df. Da auch df =~ ¢g, so ist (IV.23.) ba = cg,
also liegt 4a in der Ebene aéc, und ist also die Kante der
Ebenen abcg, abfd. Da fc senkrecht auf der Ebene abe,
so ist (IV. 6.) / fcb = R. Aber auch / gcb — R, also
(IV. 3. 6.) 4c auf der Ebene dfcg senkrecht. Aber / dfc
= R, also (IV. 19.) / dfb = R. Aber ba = df, also
L abf = dfb = R. Ferner ba =~ cg, also [ abc =
geb = R. Also (IV. 22.) / fbc der Kantenwinkel der
Ebenen abecg, alfd.

37.

Durch eine grade Linie, welche einer gegebenen Elbene
nicht parallel ist, eine Ebene zu legen, welche mit jener
Ebene einen gegebenen Kantenwinkel bildet.

Die gegebene grade Linie ‘
sey df, die gegebene Ebene
abc. Man fille von zwei be-
liebigen Puncten der graden
Linie df senkrechte Linien
dg, fc auf die Ebene abc,
so ist (1V. 35.) die Ebene
df ¢ g auf der Ebene ab ¢ senk-
recht, und c¢g ihre gemein-
schaftliche Kante, welche der
graden Linie df nicht pai-
allel sey. Man ziehe dh =~
cg bis an fc in der Ebene
dfcg- Man beschreibe ein rechtwinkliges Dreieck uber die
Kathete £, in welchem der Gegenwinkel von fh dem gege-
benen Kantenwinkel gleich sey, so erhalt man die :sweite

Paucker Geometrie. I 9

S
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Kathete kL dieses Dreiecks. Da dh ~ cg, so ist auch
(1V.25.) dk der Ebene abc parallel. Man lege also (IV. 34.)
durch d oder % cine Ebene der gegebenen Ebene abc par-
allel.  In dieser Ebene beschreibe man ein rechtwinkliges Drei-
eck, in welchem d#% die Hypotenuse, dkh der rechte Winkel,
und die Kathete Ak der zweiten Kathete des vorigen recht-
winkligen Dreiecks gleich sey. Man ziehe fk. Da fh auf
der Ebene gbc senkrecht ist, so ist (IV. 29.) fh auch anf
der parallelen Ebene dkh senkrecht, und da / dkk = R,
so ist (IV. 19.) / dkf = R, also (IV. 22.) [/ fkk der
Kantenwinkel der Ebenen dkf, dkh. Vermoge der Constru-
ction durch die Katheten f&, kk, ist aber / fkh dem gege-
benen Kantenwinkel gleich. Also bilden die Ebenen dZLf,
dkh einen Kantenwinkel, welcher dem gegebenen Winkel
gieich ist. In der Ebene dkf verlingere man fk bis zur
Ebene abc in &, ziehe in der Ebene dkf die da =~ fb,
ba =~ dk, so liegt (1V. 27.) ba in der Ebene abec. Aber
die Ebene dkh war der Ebene abc parallel gezogen, also
(1V. 30.) bildet dic Ebene dféa auch mit der gegebenen
Ebene adc den gegebenen Kantenwinkel,

38.

Auf zwei nicht parallelen und nicht i einer Elbene lie-
genden graden Linien die Puncte ihres kiirzesten Abstandes
zu finden. .

Die gegebenen f
graden Linien seyen
ab, cd. Man nehme
auf ¢4 ecinen belie-
bigen Punct ¢, auf
cd einen beliebigen”"
Punct ¢. InderEbene :
acd ziehemanah=~: L
cd,inderEbene cab : f4."
ziche man ck ~ @b, ¢
so sind (IV. 32.) die Ebenen dak, kcd parallel, Man lege
(IV. 35.) durch die grade Linie ¢4 eine Ebene 4 ¢l senkrecht
auf die Ebene k¢d, und durch die grade Linie ¢d ecine Ebenc
dem senkrecht auf die Ebene dah, so ist sie auch (IV. 30.)
senkrecht auf der Ebene kcd. Wenn nun die grade Linie
ab die Ebene dem in f, und die grade Linie ¢d die Ebene
bal in g schneidet, so sind £ in a4, und g in c¢d die Puncte
des kiirzesten Abstandes.




—_— 131 —

Denn da fg die Kante der Ebenen 6«l, dcm ist, und
diese Ebenen auf der Ebene kcd senkrecht sind, so ist (IV.
17.) auch fg auf der Ebene kcd senkrecht. Aber al ist anf
der Ebene kecd semkrecht, also (IV. 15.) al =~ fg. Da
ab =~ ck ist, so ist (IV. 25.) aé der Ebene kcd parallel.
Da lg die Kante der Ebenen 4al, kecd ist, und aé der
Ebene ked parallel ist, so ist (IV. 25.) auch ad ~ lg,
also (IL. 16.) al = fg. Aber al auf der Ebene ked senk-
recht, also (IV. 6.) L ale = R, also ac® = al® 4 cl’,
al -*-fg, also ac® = fg* + cl” also fg kleiner als ac,
d. h. der kiirzeste Abstand.

39.

Wenn drei Ebenen cinander je zwei durchschneiden, so
treffen ihre Kanten entweder in einen Punct zusammen,
oder sie sind parallel.

Es sey cf die Kante der Ebenen A
befd, acfg, und ag die Kante der A
Ebenen abdg, acfg, so liegen beide
Kanten ¢f, ag in der Ebene acfg.
Wenn sie also nicht parallel sind, so
treffen sie gehorig verlingert in einen
Punct % zusammen. Da dieser Punet
L in ¢f liegt, so liegt er in der Ebene
befd; da er in ag liegt, so liegt er
in der Ebene afdg; da der Punct e
in beiden Ebenen écfd, abdg liegt,
so liegt er in ihrer Kante §d. Dieser Punct % ist also der
gemeinschaftliche Durchschnitt der drei Kanten ag, 4d, cf.
Er ist auch (IV. 24.) der Durchschnitt jeder Kante mit der
gegeniiberliegenden Ebene, also von ag .it dcfd, von &d
mit acfg, von ¢f mit ebdg. Wenn also zwei Kanten z. B.
ag, cf parallel sind, so muss auch dic dritte Kante 4 d ihnen
parallel seyn.

40.

Eine Zusammenstcl’ung von drei oder
mehrern Ebenen, welche einen Punct mit
einander gemein haben, in welchen auch
thre Kanten zusanimezetrqfen, heisst eine
Ecke oder ein kirperlicher (solider) Winkel.

Z. B. die Ebenen bac, cad, daf,p
Sag, gah, hab bilden in @ eine Ecke.
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Die Kanten ba, ca, da, fa, ge, ha, welche in der Ecke
zusammentreffen, heissen Endkanten, und die Flachen, welche
die Ecke bilden, heissen Endflichen. Nach der Anzahl der
Endkanten oder Endflichen heisst die Ecke eine dreikantige,
vierkantige, fiinfkantige u. s. w. oder eine dreiflachige, vier-
flachige, fiinfflichige u. s. w. Eine Ecke schliesst keinen
Raum ein,

41.

Wenn ein Raum von allen Seiten durch Ebenen begrenzt
oder eingeschlossen wird, 8o heisst er ein Kirper, ein Viel-
Sflichner oder Polyeder.

Wenn die Ebenen, welche den
Korper begrenzen, um gewisse ein-
ander im Mittelpuncte durchschneidende
grade Linien regelmissig und gleich-,
formig vertheilt sind, so heisst der \
Korper ein Krystall, und jene Linien
heissen die Axen des Krystalls. Gehen
die Axen durch zwei gegeniiberstehende
gleiche Ecken, wie «é, cd, fg, so
heissen sie Eckenaxen Gehen die Axen durch die Mittel-
puncte gegeniiberstehender und paralleler Endflichen oder
Kanten, so heissen sie Flichenaxen oder Kantenaxen. Die-
jenigen Kanten und Flichen des Krystalls, welche in die End-
puncte einer Hauptaxe zusammentreffen, heissen Endkanten
und Endflichen. Z. B. ca, da, fa, ga, und cb, db, f5,
g b sind Endkanten. Ferner caf, dag, cag, daf, und cif,
dég, cbg, dbf sind Endflichen, in Bezug auf die Haupt-
axe ab.

Diejenigen Kanten, welche in die Endpuncte der Neben-
axen zusammentreffen, heissen Seitenkanten, Randkanten oder
Grundkanten. Solche Kanten sind z. B. ¢f, dg, cg, df in
Bezug auf die Nebenaxen cd, fg.

42.

Wenn die Endfiichen einer Ecke
durch eine Ebene durchschnitten wer-
den, so heisst der Kiiper eine Pym-
mzde

Die durchschneidende Ebene heisst
die Grundfliche der Pyramide. Nach
der Anzahl der Ecken an der Grund-
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fliche heisst die Pyramide eine drei-
eckige, viereckige u. s. w. Die Ecke,
welche der Grundfliche gegeniiber liegt,
heisst die Spitze, die von der Spitze
auf die Grundfliche gefillte senkrechte
Linie am heisst die Hoéhe der Pyra-
mide. Eine dreieckige Pyramide wird
von vier Flachen begrenzt, und heisst deshalb auch ein Vier-
flachner oder Tetraéder. '

43.

Ein Kirper, dessen Grundflichen parallel, und dessen
Endkanten parallel sind, heisst ein Prisma.

Die parallelen Grundflachen
sindaga... und $44..., die par-
allelen Endkanten sind @b, aé
u. s. w, Diese parallelen End-
kanten sind (IV. 28.) alle ein-
ander gleich, a4 = aj u. s. w.;
daher sind die Endflichen des
Prisma abdab Parallelogramme,
_ und die gegeniiberliegenden Rand-
kanten einander gleich und par- _
allel k@ =~ = 4 4. Folglich sind die Grundflichen des Prisma
congruent, gaa... = b45... Die von irgend einem Puncte ¢
der einen Grundfliche auf die andre Grundfliche senkrecht
gezogene grade Linie ist auch (1V. 29.) auf jener Grundfliche
senkrecht und heisst die Hohe des Prisma. Alle Hohen sind
(IV. 15.) parallel und (IV. 28.) einander gleich. Daher sind
auch die parallelen Endkanten ab, ab w .er gleichem Winkel
gegen die Grundfliche geneigt (IV. 21. 31.). Wenn dieser
Winkel ein spitzer oder stumpfer ist, so heisst das Prisma
ein schiefes Prisma, wenn aber die Endkanten auf der Grund-
flache senkrecht, also der Hohe gleich sind, so heisst es ein
senkrechtes Prisma, oder eine Siule. Nach der Anzahl der
Randkanten oder Endkanten heisst das Prisma ein dreiseitiges,
vierseitiges, funfseitiges u. s. w. In jedem der Grundfliche
parallelen Querschnitt ddd... sind die Kanten des Querschnit-
tes (IV. 27.) den Randkanten parallel und gleich dd ~ =144,
daher jeder parallele Querschnitt der Grundfliche congruent ist.

Wenn die Endkanten zwar parallel aber nicht einander
gleich sind, so dass die Grundfiicher. zwei gegen ecinander
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geneigtc Ebenen sind, so heisst der Xorper ein prismatischer,
oder c¢in schief abgestumpftes Prisma.

44.

Ein Prisma, dessen Grundflichen Parallelogramme sind,
heisst ein Parallelepipedum.

Ein Parallelepipedum abdcdfghk wird also von sechs
Parallelogrammen begrenzt, von
denen je zwei gegeniiberliegende
congruent sind, niamlich abcd =
Sfghk, behg = adkf, abgf—=
dchk. Ein Parallelepipedum hat
12 Kanten, von denen je vier ein-
ander gleich und parallel sind.
Wenn aber alle 12 Kanten ein-
ander gleich sind, so wird das [ .-
Parallelepipedum von lauter Rhom- @t
ben begrenzt, und heisst alsdann :
ein Rhomboéder. \

RTINS PR
g A

Wenn die Endkanten eines Par-
allelepipedums gegen die Grund- z:"
fliche unter spitzen oder stumpfen
Winkeln geneigt sind, so heisst es ein schiefes, sind sie aber
senkrecht auf der Grundfliche, so heisst es ein senkrechtes
Parallelepipedum.

Im schiefen Parallelepipedum sind je zwei gegeniiberlie-
gende Diagonallinien, wie éd, gk, parallel und einander gleich,
und eine durch dieselbe gelegte Ebene 6dkg theilt das Par-
allelepipedum in zwei dreiseitige Prisme: abdfgk und bedghk,
welche symmetrische Prismen heissen, weil sie zwar von con-
gruenten Flichen begrenzt werden, sich aber nicht das eine
in das andre hineinstellen lassen. Denn indem man das A hkg
auf das congruente A abd (I. 5.) bringt, so fillt A auf a,
k auf 5, g auf d, und das A cdé kommt in die Lage Imo,
so dass die von den Puncten f, g, k auf die Grundfliche
abed gefillten senkrechten Linien fp, gq, ks gehorig ver-
lingert in dic Functe I, m, o treffen. Die beiden Prismen
abdfgk und hkgedbd == abdlmo uaben also auf den ent-
gegengesetzten Seiten ihrer gemeinschaftlichen Grundfliche
abd gleiche Lage, Richtung und Grosse.
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45.
Ein senkrechtes Parallelepipedum, dessen Grundflichen

und Endflichen Quadrate sind, heisst ein Wiirfel, Cubus.
Hexaéder , Sechsflichner (tessera, tessella).

Alle 12 Kanten des Cubus sind f
cinander gleich, und auf den End- /P
flichen senkrecht (IV.8.). Wenn man_/ .ii-% ""|"~.. 7 :
durch je zwei gegeniiberliegende Kan-“f."
ten wie ah, fc eine Ebene legt, so |
durchschneidet sie die Hexaéderflichen
abed, fghk in ihren Diagonallinien
ac, fh senkrecht. Je zwei solcher |: .
Diagonalflichen acfh, bdgk durch- Yk
schneiden einander in einer graden Li-, —
nie op, welche (IV. 17.) auf den Hexaéderflichen abed,
fghk in ihren Mittelpuncten o, p senkrecht ist. Die sechs
Diagonalflichen schneiden einander also in drei graden Linien
op, In, qr, welche einander in dem Mittelpuncte m des Cu-
bus rechtwinklig darchschneiden und halbiren, und den Kanten
des Cubus gleich sind. Sie sind Flichenaxen des Hexaéders,
und heissen Octaéderaxen.

Die Diagonallinien, welche je 2wei gegeniber liegende
Ecken verbinden, af, g, ch, dk, sind emander glelch und
heissen Heraéderazen. Da oh® = ah® + ac ac® = ab?
4+ b¢? und ah = ab — bec, %0 ist ac? = 2ah’ ch®
== 3ah®’ Fillet man qu senkrecht auf ck, so0 ist (IIL. 56.

2
58.) — = — = L also mu = Yam. Die Hexaéderaxe
ist also gleich der Kante multiplicirt mit /3 = 1,732050807569,
und die Winkel, unter welchen sich di. Hexaederaxen durch-
schneiden, sind glench dem Winkel eines rechtwinkligen Drei-
ecks, dessen Kathete { der Hypotenuse, also — 70°31°,7267.
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46.

In jeder dreiflichigen Ecke betrigt die Summe der bei-
den kleinern gradlinigen Winkel mehr als der dritte.

- Es seyen éac, cad die beiden klei-
nern, bad der grossere Winkel. In der
Ebene des letztern mache man / baf =
bac, af = ac, ziehe bfd und verbinde
cd, so ist (I. 1.) A baf = bac, alo
6f = be.. Aber (I. 27.) be + cd >,
als 4d, also be 4 ¢d > bc + fd, also »
cd > fd. Aber ad = ad, af = ac,
also (I. 28) [/ cad > fad, also [/ bac c
+cad > bac 4 fad. Aber [ bac=
baf, also [ bac + cad > bad.

a

47.

In jeder drei - oder mehrflichigen Ecke betrigt die
Summe der von den Endkanten gebildeten gradlinigen Win-
kel weniger als die Summe von vier rechten Winkeln.

Man durchschneide die Ecke a
a durch eine Grundfliche bcdfg b
in beliebiger Richtung, und nehme
in derselben einen beliebigen Punct
m an. Die Anzahl der Endkanten
oder Endflichen, oder der Drei-
ecke um den Punct m sey =— N, &
so ist die Summe aller gradlini-
gen Winkel in den Endflichen
= N.2R, und dic Summe der
Winkel in den Dreiecken, welche um den Punct m herum
liegen, ebenfalls — N.2R. Die erste Summe besteht aus
den Winkeln an @, =— A4, und au: den Winkeln in den End-
flaichen an den Randkanten = B. Die zweite Summe besteht
aus den Winkeln am Umfange der Grundfliche == G, und
aus den Winkeln uni den Punct m, = 4R, also ist 4 4+ B
= N.2R, nd G 4+ 4R = N.2R,also 4 + B =G
4 4R Aber {IV. 46.) B > G, also 4 < 1R.
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48.

In jeder drei - oder mehrflichigen Ecke betrigt die
Summe der innern Kantenwinkel mehr als die Summe der
innern Umfangswinkel eines ebenen gradlinigen Vielecks von
soviel Seiten als die Ecke Endflichen hat.

Man errichte auf jeder Endfliche in dem Eckpunct eine
senkrechte Linie nach Aussen zu, so macht der gradlinige
Winkel zweier nichsten Lothe mit dem innern Kantenwinkel
der Endflichen (IV. 22.) zusammen 2 R. Es sey also die
Summe der gradlinigen Winkel der Lothe =— 4, die Summe
der innern Kantenwinkel der Endflichen = C, so ist 4 4 C
== N.2R. Aber (IV. 47.) 4 << 4R, also C > N.2R
— 4R. Es ist aber (II. 11.) N.2R — 4R die Summe
der innern Umfangswinkel eines ebenen gradlinigen Vielecks
von N Seiten.

49.

Die Seitenfiiche d. h. die Summe aller Endflichen einer
Siiule ist gleich dem Product des Umfangs mit der Hihe.

Denn die Endffichen
sind (IV. 43.) Rechtecke, g
deren Héhe gleich der » :
Hohe der Saule, deren . :
Grundlinien die Rand- ) —
kanten @b, bc¢, cd u. :
s. w. der Saule sind.
‘Tragt man also die Rand- k
kanten auf eine grade BRI A §
Linie auf, und errichtet Fl b
man in den Theilungs-
puncten senkrechte ILi- .
nien, welche der Hohe
der Saule gleich sind, so
sind die einzelnen Recht-
ecke den Endflichen der
Saule gleich, und das
ganze Rechteck hat den : : C
Umfang der Siule zur € f d R a
Grundlinie.

3 a
o
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30.

Die Seitenfliche d. h. die Summe aller Endflichen eines
schiefen Prisma ist gleich dem Product des Umfangs des
senkrechten Querschnitts mit der Endkante des Prisma.

In der Endkante
ag nehme man einen
beliebigen Punct z an,
und errichte in dem-
selben auf ag in den
Ebenen aghb, agmf
die senkrechten Linien
no, nr, so ist (IV. 3.
G.) die Endkante ag
auf der Ebene rzo
senkrecht. Wenn diese
Ebene, gehorig erwei-
tert, die iibrigen End-
kanten in o, p, ¢, 7
durchschneidet, sosind I [
sie (IV. 16.) auf die-
ser Ebene senkrecht,
und die Winkel no#, : o
poh,opk,kpgu.s.w. : D n
sind rechte Winkel. |® o oo
Man trage also die : :
Randkanten dieses
senkrechten Quer-
schnitts no, op u.s.w.
auf eine grade Linie,
errichte in den Thei-
lungspuncten senkrechte Linien, und nehme auf denselben dic
Abschnitte na, ng; 0b, ok u. s. w. gleich den entsprechen-
den Abschnitten auf den Endkarien des Prisma, so sind dic
entstehenden Parallelogramme abhkg, &ckh u. s. w. gleich den
entsprechenden Endflichen des Prisma. Da alle Parallelo-
gramme von gleichcr Hohe und Grundlinie gleichen Inhalt
haben, so ist die Summe aller Endflichen gleich dem Recht-
eck agga, d. h. gleich dem Product des Umfaugs n=n des
senkrechten Querschnitts nopgrn mit der Endkante des
Prisma ag.
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Ein Cylinder ist ein Prisma, dessen Grundfliche ein
Kreis oder eine andre krumme Linie ist.

Die. beiden parallelen
Grundflichen des Cylinders
sind also (IV.43.) congruente
krumme Linien, Die von ir-
gend einem Puncte p der
obern Grundfliche auf die
untere Grundfiiche gefallte
senkrechte Linie p ¢ ist auch
auf der obern Grundfliche
(1V.29.) senkrecht, und heisst
die Hihe des Cylinders. Alle
Hohen pg¢, gr u.s. w. sind
(IV. 15.) parallel und (IV.
28.) einander gleich. Die
grade Linie af, b g, ch, dk,
welche je zwei entsprechende Puncte der beiden Grundflichen
verbindet, liegt ganz in der Seitenfliche des Cylinders und
heisst die Seitenlinie. Alle Seitenlinien sind (IV. 43.) par-
allel und einander gleich, die durch je zwei Seitenlinien af,
bg gelegte Ebene durchschneidet die Seitenfliche des Cylin-
ders in einem Parallelogramm. Jede andere Ebene, welche
die Seitenlinie in einem Puncte durchschneidet, muss auch alle
andern Seitenlinien durchschneiden. Diese Durchschnittspuncte
bilden auf der Seitenfliche des Cylinders eine krumme Linie.
Wenn die schneidende Ebene den Grundflichen parallel ist,
so bildet der Querschnitt auf der Seitenfliche eine krumme
Linie Imno, welche den Grundflichen cc igruent ist (IV. 43.).

92.

Die Seitenfliche eines
senkrechten Cylinders 1st
gleich dem Producte des Um-
Sangs der Grundfliche mit
der Hikhe.

Wenn man in der Ebene
der Grundfliche abcdf in
einem Puncte ¢ eine grade
Linie dad zieht, welche die
krumme Linie beriibrt, d. h.d
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nur diesen Puiact @ mit ihr gemein hat, in allen ubrigen Pun-
cten aber ausserhalb derselben liegt, so wird eine durch diese
Beriihrungslinie ad und die Seitenlinie ag gelegte Ebene die
krumme Seitenfliche des Cylinders in der Linie ag beriihren.
Da alle Seitenlinien des Cylinders parallele grade Linien sind,
so wird sich die Seitenfliche des Cylinders bei der Umdrehung
desselben auf dieser Ebene abwickeln und bei einer ganzen
®mdrchung des Cylinders wird die durch die Abwickelung auf
der Ebene erzeugte Figur der ganzen Seitenfliche des Cylin-
ders gleich seyn. Bei einem senkrechten Cylinder sind alle
Seitenlinien auf der Grundfliche senkrecht. Zieht man also
in dér Beriihrungsebene die graden Linien dad, Igl senkrecht
auf ag, so fallen bei der Abwickelung des Cylinders die Pun-
cte der krummen Linien der beiden Grundflichen in die Grund-
linien dieses Rechtecks, und die Linge der Grundlinien dd,
[l, ist also dem Umfange der krummen Linien der Grund-
flichen gleich.

53.

Die Seitenfliche eines schiefen Cylinders ist gleich dem
Producte des Umfangs des senkrechten Querschnitts mit der
Seitenlinie.

Durch einen belie-
bigen Punct n der Sei-
tenlinie ag des schiefen ¢ (.....:.
Cylinders, lege man eine
auf dieseSeitenlinie senk-
rechte Ebene, welche die
Seitenfliche des Cylin-
ders in einer krummen
Linic nopgr durch-
schneidet. In dieserd¥.........
Ebene ziche man an die :
krumme Linie eine be- a 3
rihrende grade Linie ¢ng, und lege durch diese beriihrende
Linie und die Seitenlinie ag eine Ebene, so beriihrt dieselbe
die Seitenfliche aes Cylinders in der Linie ag. Bei der Um-
drehung des Cylinders wickeln sich die Puncte des senkrechten
Querschnitts nopgr in der graden auf 2g senkvechten Linie
gng ab, die Puncte der congruenten schiefen Grundflachen
abedf, ghklm aber wickeln sich auf der Beriihrungsebene
ddll in congruenten krummen Linien ab, so dass die Ab-
wickelung der untern Grundfliche abcdf gegen dic untere

q
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Grundlinie dd des Rechtecks dieselbe Lage und Entfernung
hat, wie die Abwickelung der obern Grundfliche ghkim
gegen die obere Grundlinie Il Folglich ist die auf der Be-
rithrungsebene bei der Abwickelung des Cylinders erzeugte,
zwischen den graden Linien dl, dl und den krummen Linien
dcbufd, lkhgml enthaltene, der Seitenfliche des schiefen
Cylinders gleiche Figur, an Inhalt dem Rechteck dlld gleich,
dessen Grundlinie dd = ¢q¢ = Il dem Umfange des senk-
rechten Querschnitts und dessen Hohe der Seitenlinie des
Cylinders gleich ist.

54.

Die Seitenfliche, d.” h. die Summe aller Endflichen
einer regelmissigen Pyramide, ist gleich dem halben Pro-
duct des Umfangs der Grundfliche mit der Hihe der End-
Sliche.

Wenn man auf einer
Ebene Dreiecke med, mdn,
mno . s. W. nebeneinander
setzt, welche den Endfli-
chen der Pyramide acd,
adf, afg u. s. w. gegen-
seitig congruent sind, so
werden diese Dreiecke von
den Endflichen der Pyra-
mide bei der Abwickelung
derselben gedeckt werden.
Die Linie rgcdrop ist
also der Umfang der Grund-
fliche hécdfgh, und der ¢
Inhalt der Figur rgcdnop
der Seitenfliche der Pyra-
mide gleich. Bei einer regelméssigen Pyramide ist die Grund-
fliche ein regelmassiges Vieleck, und diz Endkanten aé, ac,
ad u. s. w. sind alle einander gleich. Also sind in der ab-
gewickelten Figur alle Dreiecke mrg, mgec, med u. s. w.
gleiche gleichschenklige Dreiecke, deren Hohe mk gleich der
Héhe ak der Endfliche ist. Aber (III.8.) A acd=+4cd-ak
oder A med = Scd.mk. Also ist auch die Seitenfliche
der regelmissigen Pyramide gleich dem Product der halben Um-
fangslinie éedfgh oder rqgcdnop mit der Hohe ak oder mk.
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55.

Die Seitenfliche einer abgestumpften regelmiissigen Py-
ramide ist gleich dem Product der halben Summe der U'm-
Sangslinien mit der Hohe der Endfliche.

Eine abgestumpfte Pyra-
mide heisst der Korper, wel-
cher zwischen der Grund-
flache einer Pyramide und
einem ihr parallelen Quer-
schnitt enthalten ist. Die
Endflichen &kle, clmd u.
s. w. sind also Trapezien,
und die Endkanten $%, cl,
dm u. s. w. treffen gehorig
verlingert in eincn Punct a
zusammen. Die in der Ebene
der Endfliche cdml, zwi-
schen den Randkanten cd,
lm gezogene senkrechte Li-
nie r¢ ist die Hohe der Endfliche. Wenn auf einer Ebene
Trapezien neben einander beschrieben werden, welche den
Endflichen der abgestumpften Pyramide congruent sind, so
werden sie bei der Abwickelung der abgestumpften Pyramide
von den Endflichen derselben gedeckt, und die Seitenfliche
der abgestumpften Pyramide ist daher der Summe der Trape-
zien in der Ebene gleich. Bei einer regelmissigen abgestumpf-
ten Pyramide sind alle Trapezien congruent, also alle Hohen
einander gleich. Aber der Inhalt eines Trapeziums ist (TII. 10.)
gleich dem Product der halben € umme der beiden Parallel-
seiten mit der Hohe. Also die Seitenfliche gleich dem Pro-
duct der halben Summe der Umfangslinien bedfgh, kimnop,
oder der Umfangslinie des mittlern Querschnitts mit der Hohe r¢.

56.

In @hnlichen Pyramiden sind die
gleichnamigen Kanten, Diagonalli-
nien und Hihen proportioairt, die
Endflichen, Grundflichen, Seiten- ‘£ |-
flichen und Oberflichen verhaltengf: \ [~
sich wie die Quadrate der gleich- '

namigen Kanten, Diagonallinien und
Hihen.
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Wenn eine Pyramide, deren Spitzc @, deren Grundfliche
bedfg ist, durch eine der Grundfliche parallele Ebene
geschnitten wird, so entsteht eine neue Pyramide, deren Spitze
a, deren Grundfliche der Querschnitt Aklmx ist. Diese bei-
den Pyramiden heissen einander &hnlich, weil alle Kanten und
Flichen der einen, unter denselben Winkeln gegen einander
geneigt sind, wie die gleichnamigen der andern (1V. 27. 30.)
und daher dle einzelnen Flichen der einen den gleichnamigen
der andern Pyramide ahnlich sind. Z. B.
hk = be, nh = gb, kn = cg, A\ ahk > abe,

A akn ~ adg, A akn o acg w s. w. Daher ist denn
auch (TL 59)ﬂ—é—k=ﬂc=f—'§=ﬂ=n—m

be ac cg ag sf
s w.o= A

Da hk = A .bey,y kl=A.cd,Im=A.df, mn —
A-fg, nh = A.gb, so ist hk 4+ ki 4 Im 4+ mn 4+ =k
=A-(bc + cd + df + fg + gb) 4 h. die Unfinge
der Grundilichen verhalten sich wie die gleichnamigen Seiten.

. DNakk ., Aakl
Nach IIL. 64. ist A ale = A3, Aaocd

also ahk 4 akl 4 alm  amn <+ anh =

A* (abec + acd 4+ adf + afg 4 agb), d. h. die Sei-
tenflichen verhalten sich wie die Quadrate der gleichmamigen
Seiten. hkimn

Nach IIL 67. ist ————~ = 4% d. h. die Grundfiichen
bedfg

verhalten sich wie die Quadrate der glexchnamngen Seiten.
Die Summe der Seitenfliche und Grundfliche macht die ganze
Oberfliche der Pyramide, also verhalten sich auch die Ober-
flichen wie die Quadrate der gleichnami_en Seiten.

== A% u.s. w,

97.

An éhnlichen von Ebenen begrenzten Kirpern sind die
gleichnamigen Kanten und Dtagonallinien proportionirt, die
Endflichen und Oberflichen verhalten sich wie die Quadrate
der gleichnamigen Kanten und Diagonallinien.

Nimmt man innerhalb oder ausserhalb eines von Ebenen
begrenzten Korpers cinen beliebigen Punct an, von welchem
man nach allen Eckpuncten grade Linien zieht, so erhdlt man
Pyramiden, die diesen Punct zur gemeinschaftlichen Spitze
haben, und deren Grundflichen die Endflichen des Kérpers
sind. Zieht man eine Ebene, welche einer der Endflichen
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parallel ist, und von den graden Linien, welche nach den
Eckpuncten dieser Endfliche gezogen sind, durchschnitten

wird, so erhilt man eine neue Pyramide, welche denselben
angenommenen Punct zur Spitze hat, und deren Grundfliche
der mit der ersten Endfliche parallele Querschnitt ist. Diese
Pyramide ist der ersten Pyramide (IV. 56.) dhnlich. Durch
die verschiedenen Randkanten des parallelen Querschnitts legt
man Ebenen, welche den Endflichen, die der ersten End-
fliche angrenzen, parallel sind. Hierdurch erhidlt man um die
erste Pyramide herum eine Reihe von Pyramiden, die den
gleichnamigen Pyramiden des angenommenen Kérpers ahnlich
sind, und fahrt so fort. .Auf diese Weise erhilt man einen
zweiten Korper, welcher aus Pyramiden besteht, die den gleich-
namigen Pyramiden des ersten Korpers ahnlich und auf 3hn-
liche Art zusammengestellt sind. Diese beiden Korper sind
also einander @hnlich, und da der vorige Satz fir die einzel-
nen Pyramiden, aus denen sie bestehen, wahr ist, so gilt er
auch fiir die ganzen einander @hnlichen Korper.

98.

Die Seitenfliche einer Pyramide durch mit der Grund-
fliiche parallele Ebenen in gleiche Theile zu theilen.

Nach IV. 55. verhalten sich
die Seitenflichen ahnlicher Pyra- a
miden wie die Quadrate gleich- ‘
namiger Kanten. Soll also die
Seitenfliche n gleiche Theile er-
halten, so bestimmt man auf einer
Endkante ab die Theilungspunct’
m, I, ky h u.s.w. so wie bei der 4
Theilung der Endflache ¢4 ¢ durch®
Parallellinien (111. 69.), indem man

am = ab V:—, al = ‘V_.

ak = ab- Vm, ah=—ab V: u. s. w. macht, und durch

diese Theilungspuncte parallele Ebenen mit der Gmndﬂdche
(1V. 34.) zieht.
59.

Die Seitenpliiche einer abgestumpflen Pyramide durch
mit den Grundflichen parallele Ebenen in gleiche Theile u
theilen.
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Die Endkanten einer abgestumpf-
ten Pyramide treffen (IV. 55.) geho-
rig verlingert in einen Punct zusam-
men. Die parallelen Ebenen bilden
also dhnliche Pyramiden, deren ge-
meinschaftliche Spitze dieser Durch-
schnittspunct ist. Die durch parallele /
Ebenen auf den Endflichen der ab-7
gestumpften Pyramide, welche Tra-
pezien sind, abgeschnittenen Stiicke
verhalten sich also wie die Unter- ¢
schiede der Quadrate der parallelen
Transversallinien. Man verfahrt daher wie bei der Theilung
eines Trapeziums (IIL. 71.), indem man auf einer Endfliche
bckh die parallelen Transversallinien op, ¢r, 8¢ u. s. w. fiir
n gleiche Theile so zieht, dass

op® = hk* + — (be® — hEK?)

qr® = hk* + —12—2— (bc* — hEY)

8t = hk* + —2— (be?* — hk?) u. s. w.

|

60.

Ein Kegel ist eine Pyramide, deren Grundfliche ein
Kreis oder eine andere krumme Linie ist.

Die von der Spitze nach dem Mittel- a
punct der Grundfliche gezogene Linie a : '
heisst die Are, die auf die Grundfliche
gefillte senkrechte Linie an die Hihe
des Kegels.

Jede grade Linie, welche von der
Spitze nach einem Punct des Umfangs der
Grundflache gezogen wird, heisst die Sei-y
tenlinie des Kegels, wie ab, ac, ad,
und liegt ganz in der Seitenfliche dessel- ;
ben. Jede Ebene, aldec, cbéd, welche ¢ d
durch die Spitze des Kegels und zwei Puncte des Umfangs
der Grundfliche gelegt wird, durchschneidet die Seitenfliche
des Kegels in zwei graden Linien, welche Seitenlinien sind.
Eine Ebene, welche durch eine Seitznlinie, und durch eine
Beriihrungslinic des Umfangs der Grundfliche gelegt wird,

Paucker Geometrie. I 10
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beriihrt die Seitenfliche des Kegels in der Seitenlinie. Eine
Ebene, welche nicht durch die Spitze des Kegels geht, durch-
schneidet die Seitenfliche des Kegels in einer krummen Linie,
welche ein Kegelschnitt heisst. Eine Ebene, welche der
Grundflache parallel ist, durchschneidet die Seitenfliche des
Kegels in einer krummen Linie fgh, welche der Grundfiiche
bcd @hnlich ist. Wenn die Grundfliche des Kegels ein Kreis
ist, so ist auch jeder parallele Querschnitt ein Kreis. Denn
(V. 27) fo = bm, go = cm, fg =& bc, also (IV. 31)
A fog o bme; wenn also mb=mec, so ist auch of =og.

Ein Kegel kann angesehen werden als entstanden durch
die Bewegung einer graden Linie @b, langs einer nicht in
ihrer Ebene liegenden krummen Linie 4cd, wobei sie immer
durch einen gegebenen festen Punct a geht.

Wenn die Grundfliche des Kegels ein Kreis und die
Axe am senkrecht auf der Ebene des Kreises ist, also mit
der Hohe an zusammenfillt, <o sind alle Seitenlinien a4, ac,
ad einander gleich. Alsdann heisst der Kegel ein gleichse:-
tiger, im Gegentheil aber ein ungleichseitiger Kegel.

61.

Die Seitenfliche eines gleichseitigen Kegels ist gleich
dem halben Product des Umfangs der Grundfliche mit der
Seitenlinie.

Da bei dem gleichseitigen Kegel
die Axe auf der Grundfliche senkrecht,
und die Grundfliche ein Kreis ist, so
sind alle Seitenlinien einandc. gleich
ab == ac = ad u. s. w. Bei der
Abwickeluing des gleichseitigen Kegels
auf einer Ebene beschreiben die Puncte
des Umfangs der Grundfiiche einen
Kreisbogen, dessen Halbmesser der Sei-J,
tenlinie des Kegels gleich ist. Bei einer
ganzen Umwiluung des Kegels ist der
Bogen dieses Kreises an Lange dem
Umfange der Grundfliche des Kegels,
und der Inhalt des Kreissectors der
Seitenfliche des Kegels gleich. Da der gleichseitize Kegel
als eine regelmissige Pyramice angesehen werden kann, deren
Grundflache ein Kreis ist, und (IV. 54.) die Seitenflache ciner
regelmissigen Pyramide gleich dem Product des halben Um-
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fangs der Grundfliche mit der Hohe der Endflache ist, wie
gross auch die Anzahl der Seiten ohne Randkanten der Grund-
fliche seyn mag, so gilt dieser Satz auch fir den gleichseiti-
gen Kegel, wobei sich die Linie, welche bei der Pyramide
die Hohe der Endfliche, d. h. die von der Spitze auf die
Randkante gezogene senkrechte Linie war, in die Seitenlinie
des Kegels verwandelt.

62.

Ein abgestumpfter Kegel ist eine abgestumpfie Pyra-
mide, deren parallele Grundfiichen Kreise oder andere
krumme Linien 8ind.

Ein abgestumpfter Kegel ist das
Stiick eines Kegels, welches zwischen
der Grundflache desselben und einem
parallelen Querschnitt enthalten ist.
Alle Seitenlinien . desselben &f, cg,
dh u. s. w. treffen gehorig verlingert
in einen Punct zusammen. Eine durch
je zwei Seitenlinien §f, cg gelegte
Ebene geht durch denselben Punct
und schneidet die parallelen Grundflichen in graden Linien
be, fg, welche (1V. 27.) parallel sind. Die Grundflachen sind
daher @ahnliche krumme Linien, und alle den Grundfiachen
parallele Ebenen schneiden die Seitenfliche des abgestumpften
Kegels in abnlichen krummen Linien. Wenn durch eine Sei-
tenlinie eine Ebene so gelegt wird, dass ihr Durchschnitt auf
der einen Grundfliche dieselbe beriihrt, so berithrt auch ihr
Durchschnitt auf der andern Grundfliche -iese letztere, und
die Ebene selbst beruhrt die Seitenfliche ia der Seitenlinie.

63.

Die Seitenfliiche eines abgestumpften gleichseitigen Ke-
gels ist gleich dem Product der halben Summe der Umfangs-
linien der Grundflichen mit der Seitenlinie.

Der abgestumpfte gleichseitige Kegel ist eine abgestumpfte
regelmissige Pyramide, deren Grundflichen bcd, fgh Kreise
sind. Da die Seitenfliche dcr abgestumpften regelmissigen
Pyramide (IV. 55.) gleich dem Product der halben Summe
der Umfangslinien der Grundtiichen mit der Hohe der End-
fliche ist, wie gross auch die Anzah! der Seiten oder Rand-
kanten der Grundflichen seyn mag, so gilt dieser Satz auch
fir den abgestumpften Kcgel, wobei sich die Linie, welche bei

10+
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der abgestumpften Pyramide die
Hohe der Endfliche ist, beim ab-
gestumpften gleichseitigen Kegel in
die Seitenlinie desselben verwan-
delt. Beim abgestumpften gleich-
seitigen Kegel sind alle Seitenlinien
einander gleich, unter gleichen Win-
keln gegen die Grundflichen ge-

neigt, und treffen gehorig verlin- 7 ... b

gert in einen Punct zusammen.6< .. BN
Die Linie, welche die Mittelpuncte ¥ 4 i
der kreisformigen Grundflichen ver- f R

bindet, trifft gehorig verlangert in .
denselben Punct, und ist auf den
Grundflichen senkrecht. Da bei a
der abgestumpften regelndssigen Pyramide die halbe Summe
der Umfangslinien der beiden parallelen Grundflichen, der
Umfangslinie des mittlern Querschnitts gleich ist, so gilt der-
selbe Satz auch fir den abgestumpften Kegel. Man theilt
also eine Seitenlinie £ in k£ in die Hilfte, legt durch k eine
den Grundflichen parallele Ebene, welche die Seitenfliche des
abgestumpften Kegels in einem Kreise durchschneidet. Das
Product des Umfangs klm dieses mittlern Querschnitts mit
der Seitenlinie §f giebt ebenfalls die Seitenfliche des ab-
gestumpften gleichseitigen Kegels. Bei der Abwickelung des-
selben auf einer Ebene beschreiben die Puncte des Umfangs
der Grundfiichen concentrische Kreishogen, deren Halbmesser
die Entfernung von der Spitze a des ganzen Kegels ist, und
die an Linge den Umfangslinien d r Grundflichen gleich sind.
Der Inhalt des zwischen diesen concentrischen Bogen enthal-
tenen Flachenstiicks ist der Seitenfliche des abgestumpiften
gleichseitigen Kegels gleich.

64.

An ihnlichen Kegeln sind die gleichnamigen Seitenlinien,
Durchmesser, Halbmesser, Axen, Hihen u. 8. w. den Um-
fangslinien der Grundflichen proportionirt, die Seitenflichen
und Grundflichen verhclten sich wie die Quadrate derselben.

Wenn ein Xegel von beliebiger Form durch eine der
Grundfliche parallele Ebene geschnitten wird, so entsteht ein
zweiter dem vorigen adhnlicher Kegel afgh ~ abcd. Denn
diese beiden Kegel haben zusaminenliegende Seitenlinien af
inab, ag in ac, ah in ad u. s. w. Jede durch die gemein-



—_— 149 —

schaftliche Spitze @ gelegte Ebenc
durchschneidet die parallelen Grund-
flichen fgh, bcd in parallelen gra-
den Linien fg ~ b¢, go =~ cm,
hp = dn u. s. w., und bildet also
in beiden Kegeln &ahnliche Dreiecke
afg o abe, ago ~ acm, ahp
adn, afh ~ abd u.s. w. Bezeich-
net man also das Verhaltniss der gleich-
namigen Seiten durch A4, so ist wie

bei ahnlichen Pyramiden 4 — af =

ag
be ac cm am an dn

Und da bei @hnlichen Pyramiden, welche Form  auch die
Grundfliche haben mag (IV. 56.), die Umfangslinien der
Grundflichen sich wie die gleichnamigen Seiten, die frund-
flachen, Seitenflichen, Oberflichen sich wie die Quadrate der
gleichnamigen Seiten verhalten, so gilt derselbe Satz auch
fiur die dhnlichen Kegel, und es ist
Umfang fgh 4 Inhalt fgh 4°
Umfang bed =~ =~ Inbalt 3ed ~— °
Seitenfliche afgh 4 Oberfliche afgh
Seitenfliche abcd ~ =~ ’  Oberflache abcd

65.

Die Seitenfliche eines Kegels durch mit der Grund-
fliche parallele Ebenen in gleiche Theile ~u theilen.

Man verfihrt in Gemassheit des
vorigen Satzes wie bei der Einthei- a
lung eines Dreiecks durch Parallel-
linien mit der Grundlinie (1II. 69.).
Soll also die Seitenfliche n gleiche
Theile erhalten, so bestimmt man C
auf einer beliebigen Seitenlinie @b
die Theilungspuncte f, & u. s. w.,

/T

so dass ef = ab Y —, ak =
n

alb ‘/—2—, anmab‘/E u s. w. &
n n

und legt durch diese Theilungspuncte Ebenen, welche der
Grundflache §cd parallel sind.

4?
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66.

Die Seitenfliche eines abgestumpften Kegels durch mit
den Grundflichen parallele Ebenen in gleiche Theile zu theilen.

Es seyen 4f, dh zwei belie- a
bige Seitenlinien, so liegen sie
(IV. 62.) in einer Ebene, welche
durch die Spitze @ des vollen
Kegels geht, und welche die par-
allelen Grundflichen fgh, bcd
in parallelen graden Linien f&,
& d durchschneidet (IV. 27.). Kine
durch einen beliebigen Punct £,
welcher in einer Seitenlinie liegt,
den Grundflachen parallele gelegte
Ebcne kIm, wird von der Ebene
abd ip einer graden Linie km
geschnitten, welche ebenfalls den
Linien fh, &d parallel ist. Also 3
ist (1V. 64.)

Seitenfliche afgh __ fh* Seitenfliche fghbed _bd* — fh®

Seitenflache abcd  5d> Seitenflacheabed  bd°
Seitenfliche aklm ___km® Seitenfliche fghkim km* —fh*
Seitenfliche abcd b d?’ Seitenfliche abed ~ = bd?

Seitenfliche fghklm __ km* —-fh2
Scitenfliche fghécd  bd* — fh*

Man verfahrt also wie bei der Theilung eines Trapeziums
(L. 7L.). Soll die Anzahl der Theile gleich » seyn, so be-
stimmt man in dem Trapezium fédh die Parallellinien km,

AP W S. W., SO dass km? = fh* 4+ — (bd2 Sh*),
np* = fh* 4+ — (6d2 — fhY) u. s. w. und legt durch

Also

die Thellungspuucte der Seitenlinie 4/ parallele Ebenen mit
den Grandflachen.
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67.

Die Kugel ist ein runder Kirper, an welchem alle
Puncte der Oberfliche pon einem innern Puncte gleichweit
entfernt sind.

Bei der Kugel kommen
also dieselben Benennungen
vor, wie beim Kreise. Der
innere feste Punct heisst der
Mittelpunct oder das Cen-
trum, die iiberall gleiche Ent-
fernung der Puncte der Ober-
fliche vom Mittelpunct heisst
der Halbmesser oder Radius.
Eine grade Linie, welche von
einem Puncte der Oberfliche
durch den Mittelpunct zum
entgegengesetzten Puncte der g
Oberfliche gezogen wird,
heisst der Durchmesser oder Diameter, und ist dem doppelten
Halbmesser gleich. Jede durch den Mittelpunct gelegte Ebene
schneidet die Kugel in einem Kreise, welcher der grosste Kreis
der Kugel heisst, weil der Halbmesser und Durchmesser dieses
grossten Kreises dem Halbmesser und Durchmesser der Kugel
gleich sind. Der Umfang des grossten Kreises ist also auch
dem Umfange der Kugel gleich. Jeder grosste Kreis der Kugel
theilt dieselbe in zwei einander gleiche Halbkugeln, deren
gemeinschaftliche Grundfliche dieser grisste Kreis ist. Jede
andre Ebene, welche nicht durch den Mittelpus :t geht, schnei-
det die Kugel ebenfalls in einem Kreise knop, welcher ein
kleinerer Kreis heisst. Denn wenn man vom Mittelpuncte der
Kugel auf diese Ebene eine senkrechte grade Linie ml fallet
(V. 20.), so sind (IV. 3. 6.) die Winkel mlk = min =
mlo = mlp = R. Da die Halbmesser der Kugel mk, mn,
mo, mp einander gleich sind, so sind auch (1. 36.) die recht-
winkligen Dreiecke mlk, mln, mlo, mlp congruent, also Ik
= In = lo = lp Haibmesser des Kreises knop, dessen
Mittelpunct I ist. Da aber (1L 15.) mk® = mil®* 4 1%,
so ist [k <C mk, also der Kreis knop kleiner als der grosste
Kreis aftg. Der kleinere Kreis theilt die Kugel in zwei
ungleiche Segmente, welche zusammen die ganze Kugel aus-
machen, und diesen Kreis zur gemeinschaftlichen Grundfliche
haben. Dieser kleinere Kreis ist auch die Grundfliche eines
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gleichseitigen Kegels, dessen Spitze der Mittelpunct der Kugel
ist, dessen Seitenlinie dem Halbmesser der Kugel gleich ist,
dessen Hohe die vom Mittelpuncte der Kugel auf die Ebene
des kleinern Kreises gefillte senkrechte Linie ml ist. Dieser
Kegel macht mit dem kleinern Segment der Kugel zusammen
denjenigen Theil der Kugel aus, welcher der Kugelsector
heisst. Ein grosster Kreis afég heisst in Beziehung auf einen
kleinern Kreis knop, dessen Ebene der secinigen parallel ist,
der Aequator, und der kleinere Kreis heisst sein Parallelkreis,
und das Stiick der Kugel zwischen dem Aequator und einem
Parallelkreise, oder zwischen zwei Parallelkreisen heisst eine
Zone. Die grossten Kreise cadb, c¢fdg, deren Ebenen auf
der Ebene des Aequators afbg senkrecht sind, heissen Me-
ridiane. lhre gemeinschaftliche Kante c d ist ebenfalls (IV. 17.)
auf dem Aequator senkrecht, und heisst die Axe, ihre beiden
Endpuncte ¢, d heissen die Pole, und sind von allen Puncten
des Aequators gleich weit entfernt, ca — ¢f = cb = cg
= da = df — db = dg. Eine Kugel kann also auch
durch die Umdrehung eines grossten Halbkreises um seinen
Durchmesser als Axe entstehend gedacht werden. Der Kan-
tenwinkel zweier Meridiane oder grossten Kreise cadé, cfdg
ist (IV. 22.) der Winkel amf, den die Ebenen derselben auf
dem Aequator im Mittelpunct der Kugel abschneiden und des-
sen Maass der entsprechende Bogen a¢f — /g des Aequators
ist, Dieser Winkel ist auch gleich dem Winkel ¢dr, welchen
zwei grade Linien d¢, dr an einem der Pole d bilden, wenn
diese Linien in der Ebene eines jedca dieser grossten Kreise
an dieselben berithrend gezogen werden. Eine Ebene stuv
berithrt die Kugel, wenn sie in ei.em ihrer Puncte 4 auf
den Durchmesser senkrecht gelegt wird. Denn wenn man in
derselben irgend einen Punct ¢ annimmt, und nach demselben
vom Mittelpunct m eine grade Linie mgq zieht, so ist mdg
ein rechter Winkel, also mg¢ > .ud. TFolglich liegen alle
Puncte dieser Ebene ausserhalb der Kugel, und sie hat nur
den Punct d mit der Kugel gemein.

68.

Ein sphirisches Dreieck wird auf der Oberfliche einer
Kugel durch drei Bigen grisster Kreise gebildet.

Es seyen 4, ¢, d drei Puncte auf der Oberfliche einer
Kugel, a der Mittelpunct der Kugel, so schneiden (IV. 67.)
dic durch abc, abd, acd gelegten Ebenen die Oberflache
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der Kugel in grossten Kreisen, deren b

Bégen be, bd, cd die Seiten des /\\

sphirischen Dreiecks heissen, Die PN

Winkel des sphirischen Dreiecks /é iha \
werden durch die Winkel der Beriih- \
rungslinien angegeben, welche man f c- o

an die Seiten des spharischen Drei-

ecks zieht. Es sey namlich in der Ebene adc; &f senkrecht
auf @, also 5f eine Beriihrungslinie des Bogens &¢, und
in der Ebene abd, &g senkrecht auf @&, also eine Beriih-
rungslinic des Bogens 4d; so ist der Winkel fig der
Winkel des sphirischen Dreiecks in 4. Man kann auch in
den Ebenen abc, abd die Bogen bc, 4d bis zu dem Aequa-
tor verlingern, wovon der Punct 4 der Pol ist, so ist der
Bogen des Aequators das Maass des spharischen Winkels 4.
Auch kann man den Mittelpunct @ der Kugel als den Eck-
punct eines korperlichen Winkels ansehen, welcher durch drei
Ebenen abc, abd, acd gebildet wird, deren Kanten die
Halbmesser aé, ac, ad sind, deren gradlinige Winkel /ac,
bad, cad durch die Seiten é¢, &d, cd des sphirischen Drei-
ccks, und deren Kantenwinkel durch die Winkel des sphari-
schen Dreiecks gemessen werden.

69.

Um eine dreiseitige Pyramide oder ein Tetracder eine
Kugel zu beschreiben.

Das Tetraéder sey abcd,
die vier Endflichen sind bcd,
acd, abd, abc. Man bestimme
in den Ebenen derselben die Mit-g
telpuncte (I. 21.) der umschrie- <G5 "
benen Kreise f, g, h, k, errichte
in diesen Puncten auf den Fli-
chen senkrechte Linien, welche
in einen Punct m zusammentre{fen,
welcher der Mittelpunct der umschriebenen Kugel ist. Denn.
man balbire 4d in . Da bf = fd, )l == dl, fl = fI,
so ist A blf = diIf, also [ blf = dlif = R. Da bk
= dh, bl = dl, hl = ki, so ist A blh = dlk, also
L blh = dlh = R, also ist (IV. 3. £.) die Kante 4ld
auf der Ebene h[f senkrecht. Also ist die Ebene Alf auf
den Ebenen (IV. 13.) c¢bd, abd senkrecht. Also (IV. 10.)
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liegen die in f auf cbd, in h auf abd errichteten Lothe in
der Ebene hlf. Also miissen diese Lothe einander in m
schneiden. Da fb = f¢ = fd, so sind die A mfb, mfe,
mfd congruent, also mé = mec = md. Da hb = hd
== ha, so sind die A mhb, mhd, mha congruent, also
mb = md = ma. Hieraus folgt, dass die in g auf acd,
in k auf abc errichteten Lothe ebenfalls in m zusammen-
treffen miissen.
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1.

" Rechtwinklige Dreiecke zu bilden, deren Seiten rationule
Verhiltnisse haben.

Man nehme zwei beliebige Zahlen @, 4 als Grundzahlen
an. Das doppelte Product derselben stellt eine Kathete, der
Unterschied der Quadrate die andre Kathete, die Summe der
Quadrate die Hypotenuse dar. Denmn wemn 2a.) = &,
a* — b =2 l, a® 4 b == h ist, so ist 4.a%.p% = k?,

* 20 - 8 =1}, a* + 2a%.8%  b* = A%,
also k?* 4 1* = b2

Z. B. die Grundzahlen seyen 5 und 6, so lst k ==
2.5.6 =260, | =236 — 25 = 11, A = 36 4 25
== 61. Hier ist 60?2 = 3600, 11? == 121, 61% = 3721.
Hiernach ist folgende Tafel berechnet worden:

. Sy

Grundzahlen)kl. Kath. |gr. Kath.] Hypot. ]| Grundzahlen|kl. Kath.|gr, Kath.] Hypot.
2, 1 3 4 50 9, 2| 36| 77| 85
3, 2 ) 12 13 9, 4 65 72 97
4, 1 8 15( 171 9, 8| 17| 144 | 145
4, 3 7 24 25 10, 1 20 99 | 101
5, 2 20 21 29 10, 3 61 91 | 109
5 4 9 40 41 10, 7 51 | 140 | 149
6, 1 12 33 37 10, 9 19 | 180 | 181
6, 5 11 60 61 11, 2 44 | 117 | 125
7, 2 28 45 33 11, 4 88 | 105 | 137
7, 4 33 36 65 i1, 6 85 | 132 | 157
7, 6 13 84 55 11, 8 57 | 176 | 185
8, 1 16 63 65 I, 10 21 | 220 | 221
8, 3 | 48 55 | 73 || 12, 1| 24 | 143 | 145
8, 5 39 80 89 12, 51 119 | 120 | 169
8,7 |15 |12 | 13 12, 7| 95| 168 | 193

{ 12, 11 | 23 | 264 | 265

]*
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2.

Dreiecke xu bilden, deren Seiten und Hoihen rationale
Verhiltnisse haben.

Man bilde nach der vorigen Aufgabe zwei rechtwinklige
Dreiecke, deren Sciten rationale Verhaltnisse haben, multipli-
cire in beiden Dreiecken die eine Kathete mit solchen Zahlen,
wodurch sie einander gleich werden, und verbinde dann die
andre Kathete durch Addition und Subtraction.

Z.B. Man nimmt aus der vorigen Tafel die beiden ersten
Dreiecke 3, 4, 5 und 5, 12, 13

b e —

3, 4, 5|3, 4, 5/ 4, 3, 5/ 4,3, 5
5, 12, 13|12, 5, 13| 5, 12, 13(12, 5, 13
15, 20, 25/12, 16, 20[20, 15, 2512, 9, 15
15, 36, 39(12, 5, 13|20, 48, 52|12, 5, 13
_ Hohe 15[ Hohe 12| Hohe 20| Hohe 12

Seiten 25 39 20, 13 25, 52 15, 13
Grundlinie {16 oder 56|11 oder 21|33 oder 63|4 oder 14

Wenn die Seiten und eine Hohe rational sind, so sind
auch (II. 8.) die andern beiden Hohen rational. Das Drei-
eck, dessen Hohe 12, Grundlinie 14, Seiten 13, 15 sind, ist
dadurch bemerkenswerth, dass es schon in den iltesten Zei-
ten von den Indern, Griechen, Arabern u. s. w. als Beispiel
angewendet worden ist (Chasles Geschichte der Geometrie,
Leipzig 1839. 484).

3.

Fiir zwei grade Linien,
welche ein irrationales Ver-
hiltniss (11 50.) zu einan-
der haben, deren Quadrate
aber in rationalem Verhilt-
nisse stehen, gendnerte Zahl-
verhiltnisse su finden; oder
die Quadratwrrzel geome- 3
trisch ausguzieken. e

Man nehme alle Linien |-
als durch eine gemeinschaft- |
liche Linieneimheit gemessenan, .. |
so dass alle Linien als Zahleng ¢ L d 4
oder Verhiltnisse vorgestellt werden. Die Zahl, aus welcher
die Quadratwurzel ausgezogen werden soll, sey 4. Man
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beschreibe einen Halbkreis, dessen Halbmesser die gesuchte
Quadratwurzel sey, also ad® == ac¢® == af*® = 4. Man
nehme als ersten geniherten Werth ad = B, so dass B?
kleiner als A4, aber grosser als ;A sey, also ad >> bd. Man
errichte in d auf b eine senkrechte Linie df bis an den
Halbkreis, so ist df? — af* — ad® = 4 — B* = R.
Da A und B gegeben sind, so ist auch df* = R gegeben.
Nimmt man nun auf ac einen Punct g an, zieht gf, und
darauf fh senkrecht, so ist (IlI. 56.) dg.dh = df* == R,

also dh = ﬁ, und ek = ad + dh= B 4 B— Die-
dg dg

ser Werth von ah ist ein gendherter Werth der 4. Man
kann damit anfangen ¢g == B zu setzen, dann ist dg = 2 B.
Den hieraus gefundenen Werth von 4% nimmt man als neuen
Werth von 2g an, findet hieraus einen folgenden Werth von
ah u. s. w. Auf diese Weise nahert man sich der gesuchten

V4 immer mehr. Denn da cd.dd = df? und gd.dh
8

= df? so ist cd.db =gd-dh, also g_d = ‘—i-é, also °8

cd dh cd
bh bh dh bd

== —, also — == — = —. Da aber nach der Voraus-

d cg cd gd _

setzung 6d < ad, so ist um so mebr 4d < gd, also bk

< cg. Folglich ak naher als ag dem Werth von a4 = V4.

Wenn ag <C VA, so ist ah > l/z—sl, und umgekehrt. Die

gefundenen Quadratwurzeln sind also abwechselnd zu gross

und zu klein.

1. Beispiel. Das Verhiltniss der Diago.allinie eines Qua-

drats zur Seite oder J2 zn finden (11, 44.). Hier ist 4 == 2;

man setze B = 1, so ist B = 1. Setzt man dg — 2B
3 3

= 2, so ist ah = 1} = 5~ Setzt man ag = -5 50

ist ah = 12 == —. Setzt man 4g = 5 50 ist ah =14

5
17 17 . L4l
= 13+ Setzt man ag = 13> S0 ist ek = 133 = 29
— 1 3 7 17 41 99
u. s. w. Das Schema ist l/‘.! =y o0y B 33’ oa? =
¢ 1 27 57 127 29 70
239 571 (L 50,
169’ 408 ~

Jeder Zahler und Ncnner wird also gefunden, indem man
den nachstvorhergehenden mit 2 multiplicirt, und den vor-
vorhergehenden hinzu addirt. Dieses lasst sich allgemein
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beweisen. Es sey ag == %, ad = B, so ist dg = B +

C BD+C RD RD
=" “=mprer*=F+tmpirc

D+RD+BC E

BD+C . T F
Da 4 = B* 4R, so lstE===AD+BC F ==
BD 4 C. E
Wenn nun ¢g == Vi und hleraus ah == -I_T, 8o ist

ebenso G == AF + BE, H = BF + E

also G=ABD + AC + BE—B (E— BC) -|- AC +BE

also G = 2BE +4 RC,

H_.BF+E==BF+AD+BC=BF+AD+
: B(F——-BD), '

alsoH::::QBF-I—R -

2. Beispiel. In einem glelchseltlgen Drexeck das Verhalt-

niss der Hohe zur halben Grundlinie, oder l/:-f zu finden (L
47.). Hier ist 4 = 3; man setze B == 1, so ist R = 2.

' : » 4

Setzt man zuerst dg = 2B = 2, so ist ah = 2 == 5
‘ o0 10
Setzt man ag = %-, so ist ah=-é_., Sgtzt man“;g = __6_’

1 4 10 28 76 208
1’2 616" 44> 120
568 1552 d 0 1 2 53 7 19 268 71 97
328’ 896 YT V3 =T T 3 1D 15 11 56

3. Beispiel. Im Quadrat (III. 61.) das Verhiltniss der

halbirenden Diagonallinie zur halben Seite, oder V5 2u finden.
Hier ist 4 = 5, B == 2, R = 1. Setzt man zuerst dg

. 28 =
so ist ah = 16’ also V3 =

. 9 9
== 2B = 4, so ist ah = T Setzt man ag = 5 %
t ah 38 l/_— 2 9 38 161 682 2889
st ah = 77 ws.w. °"“T’74"’ 17 727 305" 1292

4.

Aus den Seiten eines Dreiecks cinen Ausdruck fiir den
Flicheninhalt desselben zu finden (1IL. 8.).

Erste Auflisung. Das Dreieck sey abc. Man beschreibe
aus 4, ¢ mit den Halbmessern éa&, ac Halbkreise, welche



die verlangerte
Grundlinie b¢
in f, g, und A,
k schneiden, so .
ist, wenn man -

die Hohe ad : -
falle (111 56.) )
ad® = fd.dg
und ad’a=nhd dk, also fd.dg == hd.dk, also ‘SZ Z:
fd__hd fd  fk fd Sk
also FE Zug—, also i g’ also i =fk — g’ also
fd = SRR
D3 fa - de hd. ak, so ist auch 98 — 9% 1, 18
afd-dg=hd-dk, s is hd = Fd&* " hg
dk also dg _ *sg alsogzz-——-—z'—&-— also dg =

=R AT e gk T fk— kg’
}_—%5-'%’-‘—. Setzt man nun ad 4 bc 4+ ca = 28§, so
ist fh = ab 4 bc — ca = 28 — 2ca, fk = abd 4
boe 4+ ca = 28, hg — ab + ca — be =28 — 2be,
gk = ca 4 bc— ab =28 — 2abd, fk —hg=2bc.
S— b —b

Also fd == 2. §£b-—,c—€~“—)-,dg=2 ( ‘ a)b‘ES c)
Bezeichnet man den Inhalt des Dreiecks durch F, so ist I

+bc.ad, ad® = fd.dg, also

Fes yS (§—abd) ($—bc) (S—ca).

Zweite Auflisung. Man e, ‘
beschreibe aus 4 mit dem
Halbmesser ba einen Halb-

krexs, welcher die Seite b¢ _A?v_;‘

in f, g schneidet, so istgi. | /AL

L fag = R Man ziehe . A

bo = gm =~ fa, bn = cl = ga, 0 ist A\ abe =
abgo == boln = bo-ap. Aber g% == %—3, also bo-ap

==co:bp, also bo*.ap’==14o. bp.co-ap, also A\ abe

“—-F*-Vbo bp - Veo - ap.

Se* — ca? :==fl’——al’, ca’® — cg? = cl* — cm’

Aber (1I. 7)) fe* — ca® = (fe 4 ca) (fc — ca) = 48
(S — ca)
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ca*—cg’=(ca+t cg)(ca —cg) =4(S—ab) ($—1ibc),

fl”—---nzl2 (fl 4 al) (fl — al) = 460 . bp,
cl? —em® = (¢l 4 em) (¢l — cm) = 4 .co . ap,
also bo.bp =8 (S§—ca),co-ap=(S—ab) (8§ —1ic),
also F == YS(S—ca) - V(S—ab) (8—bc).

Beispiel. Es sey ab == 25, bec == 56, ca = 39,
so ist 28 = 120, § = 60, § — ca =21, § — ab
== 35,8 —de==d4, F*=60.21.35.4 = 42.7?.15%,
also F == 4 .7 .15 = 420.

3.

An einem Dreieck ist der Durch-
messer des umschriebenen Kreises gleich
dem Product der drei Seiten, dividirt
durch den doppelten Inhalt des Dreiecks.

DaLadb-—'acf==.R, Labdf
= gfc, so ist A\ edb ~ acf, also

ad ac ab .

= f,alsoafx::xD:::: ad
ab.bc.ca ab.bc-ca

oder D = e ad = 3 F

Beispiel. Es sey ab = 25, bc = 63, ca = 52,
so ist $ =70, §$ — ca =18, § — ab =245, § —
ber=T, F?==70.18.45.7=72.92.10%, F = 630,
25.63.52 _

2.630
6. a

An einem Dreteck ist der Halh-
messer des eingeschriebenen Krei-
ses gleich dem Inhult des Dreiecks,
dividirt durch den halben Umfung

also D —

desselben. ' 'a
A abm = taeb.mg = Nt A
yab-r,Aocm— rbe .md \/

bc~1,Acam==Q-ca mfb d c

== fca . r, N\ alm 4 bem 4 cam = abec = F,
F

Yalb 4+ tbe + tca=3S, also F = §S.r, oder e
Beispiel. Es sey ab = 18, bc = 60, ca == 52, so

ist S=64, S —abe=48, 8§ —bec =4, N — ca = 1%,

384
also F'2 = 64.48 .48, F = 8. 48——384”=-€I=6
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7.

An einem Dreiecke
sind die Abstinde der
Berithrungspuncte des
aussern eingeschriebe-
nen Kreises gleich dem
halben Umfange des
Dreiecks, und die Ab-
stinde der Berihrungs-

uncte des innern ein-
geschriebenen Kreises
gleich dem halben Um-
Sange weniger der ge- /. \: N :
geniiberliegenden Seite.p, d (Y
Wenn der #ussere eingeschriebene Kreis n die Seiten
be, ca, ab in h, k, 1 beriihrt, so ist al = ak, bl = bh,
ch = ck, bl = ab + ak, bh = be + ck, also 251
== 20k = ab 4 bc + ak 4 ck = ab + bc + ca
== 28, also bl = bh = 8§, ¢ch = ¢k = bh — be —
S~6c,al=ak=bl~fab=;9—ab.
Wenn der innere eingeschriebene Kreis m die Seiten 4c,
ca, ab in d, f, g berihrt, so ist af = ag, bg = &d,
cd = cf, ag = ab — bd, af = ac — cd, also 2af
== 2ag == ab 4+ ca — bd — ¢d = ab + ca — be
= ab + bc 4 ca — 2bc = 28 — 2}c, also af =
ag = 8§ — be. Ebenso bg = bd = S — ca, cd

'———“0"“.=S'—-a6.

8.

Wenn man von der Spitze
eines Dreiecks eine senkrechte Dia-
gonallinie auf die Grundlinie zieht,
so 8t die Summe der Quadrate
der Nebenseiten des spitzen Win- o
kels grisser, als dus Quadrat der 4 ‘ SN o
Gegenseite, um das doppeltc Pro-
duct oder Rechteck der Grundlinie
mit dem Abschnitt, welcher dem
Winkel anliegt.

ac? =_ad?* 4+ cd?, ab? :
==ad? 4 bd?, also ac? — ab? : R
= cd?® — bd*, also bc? + ca® ¥ h
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— ab?==tbc? 4 ed?® — 8d* = gfmk 4 cdim + mlhf
== 2gfmk = 2bc.cd und b¢c? 4 ad?® — ca® = b¢?
+ 6d? — cd?® = bemk + klhg 4 bdlk = 2bcmk
= 2bc . bd.

Beispiel. Es sey ab = 25, bc = 56, ca = 39, so
ist ab?® = 625, bc? = 3136, ca® = 1521, also b¢?
+ ca?® — ab? = 4032, ab?® 4 bc? — ca?® = 2240,
also 28c.cd = 4032, 2b¢ - bd = 2240, hieraus cd = 36,
bd = 20, ¢d?® = 1296, bd?* = 400, also ad? = 1521
— 1296 = 625 — 400 = 225. Aus beiden folgt ad
= 15, F = 420.

a
9 \

.Wemc man von der Spilze eines l & . =
Dresecks eine senkrechte Diagonal- “:* '\ :
linie auf die verlingerte Grundlinie d' \3‘
zieht, so ist die Summe der Quadrate ™ b. °

der Nebenseiten des stumpfen Win-

kels kleiner, als das Quadrat der

Gegenseite, um das doppelte Product

oder Rechteck der Grundlinie mit dem

Abschnitt, welcher dem Winkel an- : -

liegt. , A g 7
ca® = ad? + cd’ ab? — ad? + 5d?,

ca® — ab? = c¢d* — bd?,
ca? — ab? — be? = c¢d?* — ld" — bec? = bemk
+ bdhg = 2bemk = 2bec . bd.

Beispiel. Es sey ca = 56, ab = 25, b¢ = 39,
also ca?® == 3136, ad?® = 625, bc’ = 152] also ca?
— ab? — bo? == 3136 — 625 — 1521 — 990, also
2bc-bd = 990, also bd = 125, cd = 517%, bd? =
16148, cd? = 2672145, ad? == 3136 — 2672
= 625 — 161 15 — 463152, also ad = 2175 F — 420

Anmerkung. Die Flgur dieses Satzes ist der Figur des
vorigen Satzes correl:tiv. Der Punct d liegt in der vorigen
Figur in der Richtung von & nach ¢, in dieser Figur in der
Richtung von ¢ nach 4, also in der entgegengesctzten Rich-
tung. Man erbalt also die Gleichung dieses Satzes, wenn
man in der Gleichung des vorigen Satzes §d negativ nimmt.
Die Gleichung des vorigen Satzes var bc? 4+ 46? — ca?
= 26c - bd. Nimmt man §d negativ, so erhilt man 4c?
4 ab?* — ca? = — 2bc.bd, und hieraus dic Gleichung
dieses Satzes: ca?® — ab? — be? = 24c.bd.
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10.

Wenn die Grundlinie eines
Dreiecks beliebig innerhalb getheilt
wird, 8o ist das Quadrat der
Diagonallinie, wenn man Paral:
lellinien mit den Seiten aus dem
Theilungspunct zieht, gleich der
Summe der Producte Jeder Seite
mit iirem Abschnitt, weniger dem 5
Product der Abschmtte der Grundlinie.

Es sey df =~ ab, dg =~ ac, ah senkrecht auf Se,
so ist (V. 8.9.) in den Dreiecken adb ‘adc, ad® = ab?
— 4d?* 4 28d.dh, ad? = ac® — cd?* — 2cd.dh.
Man eliminirt das Product, in welchem dA vorkommt, indem
man die erste Gleichung mit c¢d, die andere mit §d multipli-
cirt und dann addirt:
ad® vcd = ab®.cd — bd2 ~ed +- 2&d cd.dh,
ad®  bd = ac? . bd — cd?. 6d — 2¢d.%d.dh,
also ad? . be = ab? .cd + ac?*.bd — bd .cd - bc,

cd ac’--b—‘-i——bd-od
be

also ad? = ab?.

cd _ %8 bd af
be ab’ 5¢ _ ac |
also ad? = al .ag + ac. af — bd . cd

Beispiel. Es sey ab — 25, ac = 39, bc = 56,
&1 39.21

bd =21, cd =35, so istaf=—ac-.- -=-———-=l4-§-,
‘ be 56

cd 25 . 35 < .

ag = ab . 3e = TEe 155, ad . ag = 3904,

ac « af = 570}, bd . cd = 735, also ad? = 226,
ad = 15,0333. '

Andrer Beweis. Man be-
schreibe um das A abc einen
Kreis, welcher von der Diago-
nallinie e d in k geschnitten wird.
Man ziehe die Sehnen 41 =~ cn
~ ad, verbinde én, cl, welche
die ad in o, p schneiden, fille
vom Mittelpunct m auf diese par-
allelen Sehnen die Senkrechte
srmt, soistar==kr,ls=—=>"s,
nt ==ct. Da(lll.38) / blc LA
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=bne, [ bnc = lbn, so ist, wenn ¢!, b/n cinander in ¢

schneiden / 4lq == lbq, also sind die Dreiecke ¢ 41, qop,

gnc gleichschenklig, also geht srm¢ durch ¢, also pr == or.

Also ap = ko = ak — a0 = ad 4 dk — ao,

also o 4 ap — dk = ad,

also ad? == ad -a0 4 ad.ap — ad.dk |

Aber / abn — acn =— cad = adg, also (lIL. 42.) édog

ein Kreisviereck, also (IIl. 52.) ad - a0 = ab - ag.
Ferner / gcl = abl = bak = adf, also (IIL 42)

cdpf ein Kreisviereck, also (Ill. 52.) ad - ap = ac . af.

Auch ist (1. 54.) ad « dk = b4d - cd.

Also ad? = ab.ag + ac.af — bd - cd.:

11

Wenn die Grundlinie eines g
Dreiecks beliebig ausserhald ge- 2
theilt wird, so ist das Quadrat
der Diagonallinie, wenn man
von dem Theilungspunct Par-
allellinien mit den Seiten xieht,
gleich dem Unterschied der Pro-
ducte jeder Seite mit ihrem Ab-
schnitte, nebst dem Product der
Abschnitte der Grundlinie. ‘ .
In den Dreiecken adb, f
adc ist
ad® — ab?® — bd* + 24d . dh,
ad?® = ac® — cd® 4 2cd.dh,
also ad? . cd = ab? .cd — bd?.cd 4 2bd . cd . dh,

ad?® «bd = ac? . bd — c¢d?®.bd 4 2bd .cd. dh,
also ad? . be = ac? e bd — ad? cd 4 bd.cd. bc,

also ad? =ac’-g—a62.—:—:§+ bd . cd,
)
bd af cd ag
aber be  ac’be ab’

also ad?®* = ac.af — ab.ag 4 bd.cd

Anmerkung. Die Figur dieses Satzes ist der Figur des
vorigen Satzes correlativ. Der Punct 4 liegt in der vorigen
Figur in der Richtung von ¢ nach 4, in dieser Figur in der
entgegengesetzten Ricktung von & nach ¢; der Punct g in
der vorigen von ¢ nach 4, in dieser von & nach «. Man
erhilt also die Gleichung dieses Satzes zus der Gleichung des
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vorigen, indem man den positiven Abschnitt a g negativ, und
den negativen Abschnitt ¢d positiv nimmt.

Beispiel. Es sey ab =— 25, ac = 39, bc — 56,
. ac - bd
cd = 35, bd = 91, so ist af =
ab - cd bo
e = 155, ac - af = 2471%, ad . ag = 3903,

bd.cd = 3185, ad? = 5266, ad = 72,5672.

— 63%-, ag ==

2.

Das Quadrat der Diagonal-
linie, welche die Grundlinie eines
Dreiecks in die Halfte theilt, ist
gleich der halben Summe der Qua- S\
drate der Seiten, weniger dem b s d
Quadrat der halben Grundlinie.

Da bd = }{bc, so ist auch ag = }ab, af = tac,
also (V. 10.) ad? = }tabd? 4+ tac? — bd’.

Oder (V. 8. 9.) ad? = ab? — bd?* 4 24d.dh,
ad? =— ac? — cd? — 2c¢d - dh,

bd = cd, also 2ad?® = ab? 4 ac?® — 24d2,
ad? == tab? 4 tac® — bd2.

Beispiel. Es sey ab = 60, bc = 56, ac = 52,
also 6d == cd = 28, so ist +ab? = 1800, tac? = 1352,
bd* == 784, also ad? == 2368, ad = 48,66209.

[

13.

Der Abstand des Schwerpuncts
eines Dreiecks von der Ecke ist %
der Diagonallinie.

Wenn man ¢, ca, ab in d, f,
g halbirt, so ist df =~ ab, fg =~
be, gd =~ ca. Wenn ad, }f ein- g
ander in m schneiden, so ist A\ dmf

ab ab be

o~ a2mb, also g—: = o A fdec o abe, also — = —,

= 7 also am = 2dm, also um = }ad. Wconn ad,

einander in n schneiden, so ist A\ dng ~ anc, also
ac ac be 2

o= dg; A gbd o~ abe, 2lso —-é = — == —, also
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an = 2dn, also an == %}ad, also an == am, d. h. die
Durchschnittspuncte von ad, 4f und ad, cg fallen zusammen.
Also durchschneiden ad, 3f, cg einander in einem Punct,
welcher der Schwerpunct heisst, und es ist am = jad,
bm = 3bf, em = %cg.

Wenn in der Ebene
eines Dreiecks durch den
Schwerpunct eine beliebige
grade Linie gezogen wird,
und von den Ecken auf
dieselbe senkrechte Linien
gefallt werden, so ist die
Summe der beiden kleinern Ordinaten oder Abscissen gleich
der grissern.

Es sey bd = cd, am = %ad, also m der Schwer-
punct. Man fille die senkrechten Linien oder Ordinaten ak,
bl, en, do, so ist lo = on, also 4l 4 cn = 2do, mn
— ml = 2mo. Aber am = 2dm, also ak = 2do, mk
= 2mo, also bl 4 cn = ak fir die Ordinaten, mn —
ml = mk, oder ml 4+ mk — mn, fir die Abscissen, in
Beziehung auf den Schwerpunct genommen.

15.

In einem Dreieck 1ist die
Summe der Quadrate der Alstinde
des Schwerpuncts von den Ecken
ein Minimum, d. h. kleiner als
die Summe der Quadrate der Ab-
stinde jedes andernin dieser Ebene
befindlichen Puncts von den Ecken.

Es sey m der Schwerpunct, p ein beliebiger Punct in
der Ebene des A abe; die grade Linie mp sey gezogen, und
darauf die Senkrechten ak, 41, cn gefillet, so ist (V. 8. 9.)

pa? == ma? 4+ mp? — 2mp . mk
pb?r = mb? 4 mp? — 2mp . ml
c? == me? 4+ mp? 4 2mp - mn.
Da aber (V. 14.) mk 4 m! — mn = o, so ist pa?® +
pb? 4+ pec? =ma? 4+ mb* 4 me? 4 Imp*.
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In einem Dreieck ist die
Summe der Quadrate der Ab-
stinde des Schwerpuncts von den
Ecken der dritte Theil von der
Summe der Quadrate der Seiten.

(V. 12) ad? = fad? +
yca?-—1tbe?, aber ma=—=2%ad,
also ma? = §ab? 4 Fca? — §bc?; aus gleichem Grunde
m6? = 3ab? 4 38c® — fca?, me? = 3bo? -+
5ca’ — §ab? also ma? 4+ mb® + me? = lgb*?
+ 4é6c? 4+ %ca’

17. a

Die von den Ecken eines Drei-
ecks auf die Gegenseiten senkrecht !
gezogenen Diagonallinien durch-
schneiden einander in einem Punct, ¢ 4
und die Abschnitte an jeder Ecke
verhalten sich umgekehrt wie die 4 e
anliegenden Seiten. dh

Es seyen auf die Seiten be¢, by
ca, ab die Diagonallinien ad, 4f, g

cg senkrecht gefillt, so ist A baf ¢
~cag, Aabdevcbg, Abef &

~ acd, alsog‘-f—-ab bg__b¢

cd __ca 98 ca’bd  abd’

— == L]
cf be da

Wemn bf, cg einander in m schneiden, so ist wegen
der rechten Winkel f, g (IIL. 42.) afmg ein Kreisviereck,
also / gam == gfm. Wegen der re.iten Winkel f, g ist
auch 6gfc ein Kreisviereck, also / gfé == gcb. Also ist
auch / gam == gcb. Wenn also am die bc in A schneidet,
so ist / bah == gcb; aber auch / abk = cbg, also Lk
= g = R. Also ist gk auf §c senkrecht. Aber auch ad
auf bc¢ senkrecht. Also fallen die Linien ah, ad zusammen,
d. h. die senkrechte Linie-ad geht durch m.

Zyweiter Beweis. Wenn 3f, cg einander in m schneiden,

C

so ist :—-l‘—f = 'Z—gg = Z—f, also mf == ?fb}cf. Wenn 5f,
ad einander in n schneiden, so ist nf "—d = of also
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nf =2

zusammen, also ad, 4/, cg schneiden einander in m.

18. a

Im freien Felde auf eine ge-
gebene grade Linie eine senkrechte [N
grade Linie zu ziehen (IIL. 37.). S f

Die gegebene grade Linie sey fe. ;| i _.7i"
Man nehme auf derselben zwei belie- 9
bige Stiicke kb = he von beliebiger : .. Tviell e
Linge. Man ziehe aus % grade Li-p-2—— ! T
nien kf, hg nach beliebiger Richtung, a A
und mache Af = hg == hé == hc. Man verbinde 4g, cg,
bf, cf, so sind (IIl. 35.) / bge = bfc = R. Verlingert
man also bg, c¢f bis zu ihrem Durchschnitt in @, und verbin-
det man diesen Punct mit dem Puncte m, in welchem &f,
cg einander schneiden, so ist (V. 17.) die grade Linie amd
auf 4¢ senkrecht.

, also nf = mf, d. h. die Puncte m, n fallen

19.

Die beiden Dia-
gonallinien, welche
den innern und dus-
sern Winkel eines
Dreiecks indie Hilfte
theilen, schneiden die
Grundlinie im Ver-, _
hiltniss der Neben-f
seilen.

Imm Dreieck adc sey ¢>r innere Winkel dac durch «d,
der fussere Winkel 6ag durch af in die Hilfte getheilt, so
ist / daf = R. Man zeche 6g = ad, bh ~ af, so
ist auch / gbh = R, also (1ll. 36.) ag = ah = al,

alsoﬁzﬁg—_:?—b-“ bf —-=-a—b
cd ac «c cf ac ac
20.

Duas Quadrat der Diagonallinie, welche den Winkel
eines Dreiecks in die Hiifte theilt, ist gleich dem Unter-
schied zwischen dem Rechteck der Nebenseiten und dem
Rechteck der Abschnitte der Grundlinie.



Erster Bewers. Man - q
beschreibe um das A
abe einenKreis, errichte R
auf bc den senkrechten
Durchmesser pgq, ver-
binde ap, aq, so ist
Lbap=1tpg=cqp
= cap, also theilt ap
den innern Winkel ac,

und e ¢ dendussern Win- e e
kel in die Halfte. Die e
graden Linien ¢p, ag schneiden die Grundlinie in d und f,

und es ist A add o ape, A abf o~ age, also —f—l— op -

ac’
Z; :Z’ oder ab.ac=ad.ap=af.aq. Hieraus folgt:
ab.ac = ad® 4+ ad.dp = ad?® + bd.dec, .
ab.-ac =af - fq — af* = bf . -fc — af?,
also ad®* = ab.ac — bd.dc, af*=4bf -fc — ab.ac.

Zweiter Beweis. Ziehe !
dr & ft = ab, ds & fu ;=
A ac, 50 ist ar = as, at

au, also

as __ ar bd
ac  ac  bc’
ar as cd

—_— o e .

ac ac be u
at au ¢ . as ar at au
-—-—-=—-—=f—-. Hlerans—-l-—: ,-——-—-=l
ab ab be ac ab ab ac
Also ab.as8 + ac-ar = ab .ac, ac-.-at — ab.au
— ab.ac.

Nun ist allgemein (V. 10. 11.)
ad* = ab.as8 4+ ac.ar — bd - cd,
af* — ab.-au — ac.at + bf - cf,
also ad® = ab.ac-— id-cd, af* = bf-cf — ab.ac.
Diese Ausdriicke lassen sich noch weiter so umbilden,
dass bloss die Seiten des Dreiecks darin vorkommen. Namlich:
be - ab be - ac be - ab
: 6d_ac+ab’ Cd—ac+ab’ b = ac — ab’

Paucker Geometrie. IL 2
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be . ac be? «ab.ac
————, also ad? = ab .-ac —

Of:

ac — ab (@b + ac)?’
af? = i{w—_—_(—z%‘; — ab . ac. Oder wenn ab + bc
+ ca = 28, so ist (IIL. 7.)
adz__/la,b-ac-S(S——éc) __4ab-ac(S—ab) (§—ac)

(ac 4 ab)? &t = (ac — abd)?

Beispiel. Es sey (V. 6.) ab == 16, ac = 52, b¢

= 60, soist § =64, § — ad =48, § — f¢c = 4,
4.16 .52.64 .4

S — ac = 12, ad? = ’ = 184,73,

4.16.52 .48 .12

2 = — 1479}

of 36 . 36 L ay

64
ad = ;/13 = 13,57385, af._ 5 ;/13 = 38,45922.

21.

Aus den Seiten eines
Dreiecks die Abstinde
der Mittelpuncte des in-
nern und der dussern
eingeschrielenen Kreise
von den Ecken des Drei-
ecks su finden.

Wenn man die drei
inmern Winkel des Drei-
ecks in die Hiltve theilt,
so schneiden dic¢ theilen-
den Linien einander in
dem Mittelpuncte m des
innern eingeschriebenen
Kreises. Theilt man ei-
nen innern und zwei dus- L
sere Winkel in die Halfte, “n
so schneiden die theilenderr Linien einander in den #ittel-
puncten z, o, p der aussern cingeschricbenen Kreise. Die
Diagonallinien an, 40, cp sind auf den Seiten des A nop
senkrecht (V. 17.).

Wemn die Diagonallinie ad den innern Winkel e in dic
Hilfte theilt, und aé 4 b¢ 4+ ca = 28, so ist (V. 20.)
0d? __ddab.ca-S (5 — bo)

(ca + ab)?
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Wenn in dem A ald die Diagonallinie ém den / ald
in die Hilfte theilt, so ist (V. 19.)

am _ ab am __ ab ab __ 4od alr bd
dm ~ bd’ ad ab+b6d ca  cd catab  bc
ab _ca A4 ab alb __ ca 4+ al
bd ~ be ° ab 4 bd” ab 4 be + cd’

am __ ca + al 2___ca-ab(S-—bc)
also d = 38 also am? — 5 ,
cbenso bmz-—ab be gS—ac) m2=bc-ca(;?'——-ab)-

Wenn die Linie ap den aussern Winkel a in die Hilfte
theilt, und in % die Grundlini® é¢ schneidet, so ist (V. 20.)
Wh? — 4ab.ac (S — ut) (S — ac)

(ac — ald)?
Wenn in dem A abk die Diagonallinie 4p den / abh

e e . . ap ab a ad

in die Hilfte theilt, so ist (V. 19.) b 0 R ;2—) py YRR
ab bh ab __6_1; ab  ca—ad ab
ca  ch’ca—ab  bo’ bk be al + bh
__ _ca — ab ap __ ca — ab

ar __ 2
T be+tca—al’ also ah 2 (8 — ab)’ also ap

ca-.ab (S— ca) . ab-be (S — be)
S a3 , ebenso 4p? = e .
Wenn die Diagonallinie ¢g den innern Winkel ¢ in die

Hilfte theilt, so ist (V. 20.) ¢g® = 10e .(zz_"_scg: ab)-

Wenn an dem Dreieck cbg die Linie bp den Hussern

I

[ ¢ in die Hilfte theilt, so ist (V. 1) il 2 % Z—{i
__be  be _bg be _ _bg be boteca
/)c—-—bg’z;__a’ 6c+ca_a—l;’6_g: ab °’
be be+4ca cp be + ca ]
le—bg  be+ ca—ab also cg  2(8S—ab)y also
ep? = /)ouca-S.
S—abd
Auf gleiche Weise ergiebt sich fiir den Mittelpunct o:
Mot — CO- ab (S — alb) co? be.ca (5 — bo)
S — ca ’ - S — ca
abbec. S
b9? = —————

N —ean’
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und fiirr den Mittelpunct n:
bn? — ab-bc (8§ — al) en? — be.ca (S — ca)

S —dec ? - S — be ’
an? __ca-ab-S
- 8 —be

Hieraus ergeben sich auch noch folgende Gleichungen,
welche sich leicht aus der Aehnlichkeit der Dreiecke beweisen
lassen:

am . an = ao - ap = ba - ac,
bm . bo = bn . bp = ab . bo,
em « cp==cn - ¢co = bc . ca

Beispiel. Es sey (V. 6.) ab = 16, bc = 60, ca

== 52, also § =64, § — ab = 48, § — bec = 4,
S — ca = 12, so ist

am?® = 52, bm? = 180, e¢m? = 2340,

an? = 13312, bn? = 11520, cn? = 9360,

@ao? == 3328, bo? = 5120, co? = 1040,

ap? = 208, bp? = 80, cp? = 4160,

am = 71,2111, bm = 13,4164, cm = 48,3735,

an = 115,3776, &n = 107,3312, cn = 96,7471,

ao — 57,6888, bo = 71,5542, co — 32,2490,

ap == 14,4222, b6p = 8,94427, cp = 64,4980,
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Auf den Seiten
eines von einer gra-
den Transversallinie
geschnittenen Drei-
ecks ist das Product
der Verhiltnisse der
wechselnamigen Ab-
schnitte gleich Eins.

Wenn auf den
Seiten b¢, ca, ab die
Puncte d, f, g in
grader Linie liegen,
so ziehe man ch ~

ab, dann ist 28 —
ch

af ch fﬁl
cf g~ bd

ad

bg cd ;j-“
Es liegt immer entweder ein Durchschmttspunct oder es
liegen drei Durchschnittspuncte auf den verlingerten Seiten.
Wenn afc die Transversallinie des A gbd ist, so ist

ga b df _

Wenn bcd die Transversallinie des A agf ist, so ist
ab gd fe

gb " fd ac
Wenn agé die Transversallmle des A cdf ist, so ist

dt ca fg

¢t ~ fa ' dg
Wenn man diese drei Gleichungen mit einander multipli-
cirt, und die sich aufhebenden Abschnitte wegliasst, so erhalt

man wieder die erste Gleichung.

23.

Wenn auf jeder Dreiecksseite ein Punct so liegt, duss
das Product der Verhilinisse der wechselnamigen Abschnitte
gleich Eins ist, und die Lage jedvs Puncts der sraden Linie
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entspricht, in welcher die beiden x

andern Puncte liegen, so liegen

die drei Puncte in grader Linie.
Es sey auf ¢ der Punct d, ¢

auf ca der Punct f, auf aé der /

Punct % so gelegen, dass ak .
bd  cof kg ¢
— + — =1 sey.
cd af
Wenn die grade Linie df die Seite ad in g schneidet,

ag bd ¢ of __ ak g
so ist (V. 22)) bg od af = = 1. Also ist = g
Es wird angenommen, a
dass k eben so liegt wie g,
d. h. dass k und g entweder
beide zwischen ¢ und 4, oder
beide auf der verlangerten ab,
oder beide auf der verlingerten

ak ag )/,d
ba liegen. Da nunz—,;—-—é f

so folgt aus dieser Proportion

b §
im ersten Falle —2° 9
ak 4+ bk £

__ ag an 2k ak __ag - ax9
T ag+bg’ ab_ ab’ / ‘
. . k

ten Falle —— & ‘
im zweiten Falle ———0p .

ag ak ag
= L. hh — = =

ag — bg’ ¢ ab b’ ‘

. . ak ag ak _ ag

tten Falle ———  — — 5 {, h, — = -2
im dritten Falle ok pr— = a1

also in allen drei Fillen a4 = ag, d. h. die Puncte %, g
fallen zusammen, also d, f, k in grader Linie.

24.

Die Entfcrnung eines sichtbaren aber nicht erreichba-
ren Puncts auf dem Felde durch Messzm«r von funf graden
Linien zu finden.

Dieser Punct sey g. Man stecke zwei grade Linien fa,
df so ab, dass ihre Verlingerungen in g zusammentreffen.
Man nehme den Punct ¢ in dem Durchschnitt von 4d, af



und messe die Linien af, cf, bd,

a bd ¢ T,
cd, ab. Da (V. 22) l)g “od ;‘; T AN
e ~

ag Ry@%ﬂ{/

=1, so lasst sich das Verhiltniss e

: 1
berechnen; hieraus und aus der gemes-

senen Linie af ergeben sich die Ent-
fernungen a g, bg.

Beispiel. Es sey nach Schritten
oder Arschinen gemessen @ == 807,
bd = 495, cd = 193, of = 685,

‘ i 498 685
(&f-—391 50 is{ — 8 o=,

“Tg 1937301
ag 793 391 310063 - ag __ 310063
bg 498 © 685 ~ 341130’ ab 31067,
8§07 . 310063
ag = 37067 = 8034}, d. h. 5 Werst 531}
Arschinen. !

25.

Auf den Seiten eines Drei-
ecks, welche durch Diagonal-
linien geschnitten werden, die
in einen Punct der Ebene zu-
sammentreffen, ist das Pro-
duct der Verhdltnisse der wech-
selnamigen Abschmtte glezch
FEins.

Das Dreieck sey abc, die
Seiten b¢, ca, al seyen in d,
S g so getheilt, dass die Dia-
gonallinien ad, Jf, c¢g in einen
Punct m zusammentreffen. Man
ziche bh ~ ad bis an cg,
ck = ad bis an 0f, so ist

ag __ am bd _ md e
bg bk’ be — ck’ cd
= é—]—', c‘—f = 9—& Venn man diese vier Verhiiltnis;;e mit
md’ af am
cinander multiplicirt, so ecrhilt man, da sich alle Glieder
' . . ag bd cf
rechts aufheben, die Gleichung —= . — . -~ = 1. Es
bg cd af
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liegt immer entweder ein Durchschnittspunct oder es liegen
alle drei Durchschnittspuncte innerhalb der Seiten des A adc.

Man erhilt ebenso, wenn sich an dem A émec die Dia-
mf bd cg {:
bf cd mg =
wenn sich an dem A amec die Diagonallinien c¢d, mf, ag in

b vereinigen, ad mg cf::l; wenn sich an dem A amb
N md cg af . md ag
die Diagonallinien 4d, af, mg in c vereinigen, — . -2 .
mf o

Wenn man diese drei Gleichungen mit einander multipli-
cirt, so erhalt man wieder die erste Gleichung.

Wenn man von den 7 Puncten @, 4, ¢, d, f, g, m
immer 3, welche cin Dreieck bilden, und 3, welche in ‘grader
Linie liegen, vergleicht, so ist (V. 22.) aus:

gonallinien md, ¢f, bg in a vereinigen,

A abd und cmg---. % . édg ;iz =1,
A acd und bmf..-. :’;;; . %g . g__g: 1,
A abf und cmg. ... Z—g ;—E .%: 1,:
A cbf und amd- .- %‘I’ % .%: N

ab gm cf ‘ )
A an tllld 6mfo-oo gb . -c-—”—t . ;}'_-—-—- l,.- -

ga bd om
A bog und amd- .- cd " gm = b
Wenn man je zwei dieser Gleichungen mit einander mul-
tiplicirt, so erhélt man wieder die erste Gleichung.

26.

Wenn cuf jeder Dreivcksseite ein Punct so liegt, dass
das Product der Verhiltnisse der wechselnamigen Abschnitte
gleich Eins ist, und die Lage jedes Puncts dem Durchschnitt
der Diagonallinien der beiden andern Puncte entspricht, s
schneiden die Diagonallinien einander in einem Punct.

Es sey auf b¢ der Punct d, auf ca der Punct f, auf
ak &d cf
bk ' cd  af
Wenn nun die Diagonallinien «d, §f einander in m schneiden,

ab der Punct k so gelegen, dass == 1 sey.
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und ¢m die &b in g schneidet, so ist

(v. 25) %8 84 of

—— e g e— DT 1 '

. = =—., Es wird angenommen,
bk bg

dass k eben so liegt, wie g, d. h.
dass k und g entweder beide zwischen
a und §, oder beide auf der verlin-
gerten a6, oder beide auf der verlin-
ak ag
bk~ bg’
so folgt aus dieser Proportion im er-

ak . ag

ak 4+ bk~ ag 4+ bg’
ak a

d. h. 5 = ;% ; im zweiten Falle

ak ag ak
ak — bk ~ ag — bg’ “b5

— %8. im dritten Falle — 2% @8 4n %

abd’ bk — ak 6g — ag’ ab
== Zg also in allen drei Fillen ¢k = ag, d. h. die Puncte

gerten 4 @ liegen. Da nun —

sten Falle

k, 8 fallen zusammen, also treffen die Dlagonalhmen ad, bf,
ck in einen Punct zusammen.

27.

Aus den Seiten eines Dreiecks und den auf zwei Seiten
gegebenen Abschnitten, die Absc’ aitte auf der dritten Seite,
die Diagonallinien und Transversallinien zu berechnen.

Gegeben seyen ab, bc, ca, auf a
bc die Abschnitte bd, cd, auf ca die
Abschnitte ¢f, af. Man verbinde ad,
bf, welche einander in m schneiden,
man ziehe c¢m, welche die Seite aé g !
in g schneidet, so ergiebt sich (V. 25.) » v
d

das Verhailtniss g-g; hieraus und aus

8
ab finden sich die Abschnitte ag, 6g. Nun lassen sich (V. 10.
11.) die Diagonallinien a d, 4f, cg berechnen. Die Gleichungen

(V.25.) geben die Verhaltnisse :“—n bm' cm , hieraus in Ver-
dm’ fm’ gm
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bindung mit den Diagonallinien ad, 4f, cg, die Abschnitte

am, dm, bm, fm, cm, gm. Nun berechnet man (V.10.11.)

die Transversallinie df als Diagonallinie des A ca d oder dcf;

die Transversallinie fg als Diagonallinie des A alf oder cag;

dic Transversallinie gd als Diagonallinic des A aéd oder bcg.
Beispiel. Es sey ad = 46, bc == 56, ca = 39,

bd = 24, ¢d = 32, ¢f = 18, af = 21, so ist:

ag = 28, bg == 18, und hieraus

ad? = 1093 Of* = 22877, cg? = 200045,

ad = 33,06055, bf == 47,82500, cg = 44,72184,

am = 24,17861, dm = 8,88194, .

bm = 27,83845, Sm = 19,98655,

em = 30,70454, gm = 14,01729, |

dft = 6T74L, fg? = 106033F, gd? — 2747y,

df = 26,03548, fg = 32,56981, gd = 16,56214.

o8

An einem ebenen Viereci:e ver-
halten sich die Abschnitte der Dia-
gonallinien oder verlingerten Sei- ds
ten wie die Nebendreiecke. : R

Das Viereck sey abcd, die
Diagdnallinien ac, bd schneiden ein-
ander in f, die verlangerten Seiten /...
ab, cd in g; beydain h. Mangs __: ... ..
falle ak, cl auf 4d, und cm, dn® nomD
auf ab senkrecht, so ist '

cf cl A bed ¢ cm N\ abe

af ek A dab’ dg  dn N dabd’
df A cda g A bed f_h_ A cda
of = A abe’ ag D cda bk A dal’

.‘:‘-1-,

29.

An  cinem Kreisvierecke
verhaltex sich die Abschnitte
der Diagonallmien oder ver-
lingerten Seiten wie die Recht- o
ecke der Nebenseiten.

Die Diagonallinien ac, 4d
schnciden einander in f; die
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verliingerten‘Seiten ab, cd in g; bc, da in h. Da A afd

ar da ., af

~ 4fc, so ist t = o Da A cfd o bfa, so ist i
ab . . af __da . ab
= — Aus beiden Proportionen folgt: — = o od
of ab. 6c bg db.bec

Eb ird bewiesen, dass == ——p, - =
en so wird bewiesen, asdf cd . da’ ag da.ac’

(:g_==6c-ca Eﬁmac-cd dh_‘_cd-d&
dg  bd.da’ bk ab.bd ah ca.ab

Sind also zwei Abschnitte einander gleich, so sind auch
die Rechtecke der Nebenseiten einander gleich. Z. B. wenn

bf = df, so ist ab . bc = cd . da; wenn af = cf, so
ist da.ab = bc . cd

30.

An einem Kreisvierecke ist das
Rechteck der Diagonallinien gleieh
der Summe der Rechtecke der Ge-
gemsezten

Man mache die Selme ak o=
bc. Wenn ca, dk einander in m
schneiden, so ist (IIL. 38.) / adk
= adm == bdey [/ dam = dac - :
== dbc, [ adb = mde, [ dba = dca = dcm, also

da bd

A dam ~ dbe, A dem ~ dba, also — = —— oder
Ced _bd , em.  be
bd . am-—bc da, — == —, -oder bd-em = ab.cd;
cm al
aus beiden folgt ac-bd = ab.cd + bo . da.
31.

An einem Kreisvierecke verhalten
sich die Diagonallinien wie die Sum-
men der Rechtecke der Nebenseiten.

Man maclie die Sehnen ¢k =— be,,
bl = da, so ist anch ck = ab, di* L
= ab, ¢l = dk. Aber (V. 30) AT
ac « dk = ak - ¢cd 4 da . ck =
be . cd + d.'.'.-a& bd - ¢l = dl . K
l;c+cd.bl=:a5~60+cdoda, 4
ac da-.ab 4 lc.cd

bd =~ ab.be + cd.da

also
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32.

Der Inhalt eines Kreisvierecks
ist gleich der Quadratwurzel aus
dem Product von vier Factoren,
welche dem halben Umfang weni-
ger jeder Seite gleich sind.

Der Durchmesser des Kreises
sey == D, so ist (V.5.) 2 Aacd

cd . da - ac

D —, 2 A abe
. b .bec - ca also A abe __ab . be Hs sev de
= D’ """ DNacd  od.da €y e
Inhalt des Kreisvierecks abcd == F, so ist 4 ; be

Py 6:6—[-6:(1 T’ oderF ab . 60:=Aabc(a6 be

4 cd.da). Man fille cp senkrecht auf 36, so ist 2.abc
e=ab.cp, 4(abe)?* =abd? .cp?*==ab? (bc? — bp?).
Aber (IIL. 7)) be?* — bp? == (bc + bp) (bc — bp),
also 4 (abec)? = (ab - bc + ab - bp) (ab - bc — ab. bp).
Aber (V. 8) 2ab - bp = ab? 4 bc?* — ca?,
also 2ab.bc + 2ab -8bp == (ab + bc)? — ca?,
2ab.bec — 2ab .bp =— ca? — (a6 — b0)?,
also 16 (abc)*=((ab + bc)*— ca?) . (ca®’— (ab — b¢)?),
Aber (V. 30) ac -bd =t ab.cd 4 bc-da,
ac da . ab 4 bec.cd
(v 31)6d ub.bec + cd.da’.
(da - ab + bc . cd) (ab.cd 4 bc. da)
16 .bc 4 cd -da
oder ca?.(ab.-bc 4+ cd.da) = (da . ab + bc.cd)
(ab.cd 4 bc.-da) = da® .ab.bc + ab? .cd.da
+ b¢c? - cd - da + cd? - ab . bec = (cd?® 4 da?)
ab.bec 4 (ab?® 4 5c2?) ed.da.
Addirt und subtrahnrt man rechts das Product 2aé. bc.
cd da, so ist:
ca® (ab -bec 4+ cd- da)
= (cd—da)* ab - bc + (ab 4 bc)? cd . da,
oder == (cd 4+ da)? ab.bc 4 (ah—bc)? cd-da.
Zieht man beide Theile dieser Gleichung von (ab +- 4¢)*
(ab . be 4+ cd ~da) ab, so ist:
((ab 4+ bc)? .ca?) (at - be + cd - da) = ((ab 4 b¢)?
— (cd — da)?) ab . be.

also ca? e
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Zieht man aber von beiden Theilen jener Gleichung die
Grésse (ad — be)? (abd-be -+ cd . da) ab, so ist:
(ca?* — (ab — 50)2) (ab-bc 4 cd . da) = ((cd + da)

— (@b — bc)?) ab - be.

Multiplicirt man beide Ausdriicke, so ist:

((ad + b¢)* — ca®) (ca® — (ab— bc)*) (ab-bc + cd-da)’ =

((ab 4+ bc)’ —(cd—da)*) - ((cd + da)* — (ab — bc)*) « ab®- b¢?,

oder 16 (abc)? (ab-bc 4 cd.da)® =

((ab + bc)* — (cd—da)*) ((cd + da)*—(ab —lc)?) « ab®. bc?,

also 16 F* = ((ab + b¢)> — (cd — da)®) . ((cd 4+ da)’
— (ab — b¢)*).

Wenn nun S der halbe Umfang des Kreisvierecks ist,

so ist 28 = ab 4 bc + cd 4 da, also
ab 4+ be 4 cd—da=s2(S-—-da),
ab + bc — (¢cd — da) = 2(S — cd),
cd + da + ab — be = 2(§ — &0),
cd + da — (ab — bc) = 2(S — al),
also (26 4 bc)* — (cd — da)* = 4 (S — cd) (§—da),

(cd + da)*— (@b — bc)’ = 4 (S—abd) (§—bo).
Also F? = (S — ab) (S — b¢) (8§ — c¢d) (S — da).

Beispiel. Es sey ab = 990, bc = 309, cd = 423,
da = 819, so ist § = 12704, also § — ab = 2804,
S —bc =961, § — cd = 8474, § — da = 4514,
und hieraus F = 321248 der Inhalt des Kreisvierecks.

33. d

Der Durchmesser eines Kreis-
vierecks ist gleich dem Product der
Quadratwurzeln aus der Snumme

der Rechtecke der Gegenseity.: und ‘ s
Nelbenseiten, dividirt durch den
doppelten Inhalt.

Man setze ab - ¢d + bc - da

= A, da.ab + bc.cd = B,
ab bc—.« cd . da-—C’, 501st(V 30) ac.bd= A% und

ac B* 4.8 4.C
(V. 31) = v also ac = ¢ , bd = 5 Es

sey nun der Durchmesser des Kreises =— D, und der Inhalt
des Kreisvierecks =— F, so ist (V. 5.)

D.2(bc) = ab.bc.ca, und (V. 32.)

F.al.-bc = (abc). C? also durch Multiplication

D.2F=ac.C? 4. 8.C, alsoD———%‘-—g.
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Beispiel. Es sey ab =990, ¢ =309, cd=423, da
— 819, so ist 4= 671841, B®== 941517, C?= 652347,
adso A = 819,6592; B — 970,3177; C = 807,6500;
ac = 984,70905 bd = 682,2735; F == 321248; hieraus
D = 999,8084.

34.

Aus den Sehnen und Erginzungs-
sehnen zweier Bigen die Sehnen zmd
Erginzungssehnen der Summe und™S

Differenz der Bigen xu finden.

Wenn die Biogen zweier Schnen
zusammen dem Halbkreise gleich sind,
so heisst die eine die Erginzungs-
sehne der andern. Die Summe der
Quadrate der Sehne und Erginzungs-
sehne ist also dem Quadrat des Durch-
messers gleich. Die gegebenen Sehnen q|&
seyen ab, ac, ihre Erginzungssehnen '
pb, pc. Der Durchmesser sey ap =
bq = D. Fir die Summe der Bo-
gen hat man (V. 30.) im Vicreck adpec

D.bc=ac-pb-+ ab.pc,
im Viereck apgc D.cg=pc-aqg— ac.pq

=2 pc.pb — ac-.ab.

Fiir den Unterschied der Bogen hat man
im Viereck adcp D.be=ac.pb — ab-pc,
im Viereck acpgq D.cg=pc.aq + ac-pgq

= pc.pb -4 ac . alb.

Beispiel. Es sey ab==309, ac =990, D= 999,5054.
Hieraus findet sich

ph = 950,860 pe = 139,7027
pb = 941352,0 ab . pc = 43168,1
pecpb = 132837,7 ac - ab = 305910.
Man hai also fir die Summe der Bogen
D .bec == 984520,1 be = 984,7090
D.cqg = 1730723 cq = 173,1054.
-+ Und fir den Unterschied der Bogen
D .bec = 893183,9 bc == 898,3560

D .cq = 438747,7 cq == 43§,8318.
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35.

Aus der Sehne und Ergin-
sungssehne eines Bogens die Sehne
und Erginzungssehne des doppelten
Bogens zu bestimmen.

Der Durchmesser sey ap=4¢q
= D, ab = bc die Sehne dcs
cinfachen Bogens, pd == qga = ¢q¢
dessen Erganzungssehne, ac die
Sehne des doppelten Bogens, pe
dessen Erganzungssehne. Man hat
(V. 30.) im Viereck abcyq
D.ac=bc.aq+ ab-qc=2ab.pl.
Im: Viereck écp g, wenn der Bogen
al kleiner als der Quadrant ist,
D. pe=ge- -pb—be- pq—-pb"—ab’

= )? ——-2a62-_2p62 D>
Wenn der Bogen aé grosser als der Quadrant ist

D.pec=tlbcepg— qgc.pb=ab® — pb*

= 2ab6* — D? = D? — 2pb=.

Beispiel. Es sey D = 1000, ab = 327, so ist
ab?=106929, 246? =213858, D2 —2ab? = "T786142,
also pe = 786,142,
pb? = D2 ab’ == 893071, pb = 945,0244,
2ab . pb == 618045,8, also ac = 618 0458.

36.

Aus der Erginzungssehne eines
Bogens die Selne und Ergin .ungs-
sehne des halben Bogens zu be-
stimmen.

Es sey ap = D der Durchmes-
ser, ab = bc¢ die Sehne de: halben
Bogens, p 4 dessen Erganzungssehne,
ac, pc dic Sehne und Erginzungs-
schne des einfachen Bogens, so ist
(V. 35.), wenn der Bogen ac klei-
ner als der Halbkreis,

D.pc= D* —2ab? = 2ph* ¢

— D2,
also @b? = ¢+ D (D — peo),
pl* =+D (D + po)
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Wenn aber der Bogen apc grosser als der Halbkreis
D.pc=2ab? — D2 = D* — 2pb?,
also ab? = {D (D + pe), pb? = D (D — po).
Beispiel. Es sey D =— 1000, p¢ = 900, so ist, wenn
der Bogen ac kleiner als der Halbkreis angenommen wird,
ab? = 50000, ps? = 950000,
ab = 223,6068, pb == 974,6793.

37.

Aus der Sehne des einfachen
und zweifachen Bogens die Sehne
des vierfachen Bogens zu bestimmen.

Es sey ap = D der Durch-
messer, ab, ac, ad, af die Seh-
pen des ein-, zwei-, drei-, vierfa-
chen Bogens, pc¢ die Erganzungs-
sehne des zweifachen Bogens, so ist
V.35)D.af =2ac.pc,D-.pc
= D? — 2ab?, oder == 2a6?* — D?2, also D? . af =
2ac.(D?* — 2ab?), oder —= 2ac . (2462 — D?), je
nachdem der Bogen @& Kkleiner oder grosser als der Qua-

Aus den Sehnen des einfachen

drant ist.
und zweifachen Bogens die Sehnen //

des drei-, vier-, fiinffachen Bo- apZ=
gens u. 8. w. zu bestimmen.

Nimmt man die B' gen 2 é, b¢,
cd, df, fg u.s.w. einander gleich,
so giebt (V. 30.) das Viereck
abed... ad.ab=ac® —ab?®= (ac+ alb) (ac—ald),
abdf... af-ac=ad®* — ab? = (ad+ ab) («d—abd),
abfg.-- ag-ad=af* — ab® = (af 4 abd) (af—abd)
u. s, w., wodurch sich aus den Sehnen ab, ac der Keihe
nach die Sehnen ad, af, ag u s. w. finden lassen. Auch
wird (V.35.) D% . Lac? = ab? . pb’ = ab‘ (D* — ab?),

2 ab? . ab?

also D 2t —Tact

Beispiel. Es sey ab = 309,0170, ac — 587,7853,
so ist @b? = 95491,50, ac? == 345491,50, ab? — lac¢?
— 0118,62, Vab? — Lac?! = 95,4015, also D = 1000.

38.




—_ 33 —

Ferner ¢d.ab = 250000, also ad = 809,0170, af - «c
== 559017,0, also af == 951,0565, ag . ad==809017,0,
also ag == 1000. Also sind in diesem Beispiel ¢4, ac, ad.
af die Sehnen eines regelmassigen Zehnecks.

39.

Das Rechteck der Ergiin-
sungssehnen zweier Bigen ist
gleich dem Rechteck, welches
der halbe Durchmesser mit der
Summe der Erginzungssehnen
der Summe und Differenz der
Bigen bildet.

Der Durchmesser sey ap
= D, die Sehnen der beiden
Bogen ab, ac, ihre Ergin-
zangssehnen pd, pe. Macht
man die Biogen c¢d, cf dem
Bogen ad gleich, so ist der
Bogen ad die Differenz der
Bégen @b, ac, und der Bogen
af die Summe der Bogen ad,
ac. Also ist pd die Ergéin-
zungssehne der Differenz der
Bogen ab, ac, und pf die
Ergdnzungssehne der Summe der Bogen ab, ac. Fillet man

cg senkrecht auf pd, soist A cpg ~ apb, also f—%’_—:zf,
oder pb .pe = D . pg. Nimmt man auf der Lin{; pd ﬁgn
Punct % so, dass ¢ch == ¢f = cd = ab ist, so ist A\ epf
== cph, also ph=pf. Wenn nun die Summe der Bogen
ab, ac, d. h. der Bogen a~f kleiner als der Halbkreis ist,
so ist pg = ¢ (pd + ph) = 1 (pd + pf),
also pb.pc =4 D (pd 4+ pf).

Wenn aber die Summe der Béogen abd, ac, d. h. der
Bogen ac/ grosser als der Halbkreis ist,
so ist pg = ¢ (pd — ph) = § (pd — pf),
also pb.pc = 3 D (pd — pf).

Beispiel. Es sey D — 1000, so sind fiir die Bogen ab
= 50° und a¢ =="70° die Erginzungssehnen p 6 — 906,3078
und p ¢ = 819,1521, also ihr Product pé . pc = 742103,9.

Paucker Geometrie. I,
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Fiir die Differenz und Summe der Bogen, namlich ad
= 20°, und af = 120°, sind die Erginzungssehnen rd
== 984,8078, pf = 500, also ihre halbe Summe 7424039,
welche mit D multiplicirt, wieder den Werth von pé . pc giebt.

40.

In einem regelmissigen ein-
geschriebenen Vieleck von un-
grader Seitenzahl ist die Summe
der Erginzungssehnen in dem
einen Halbkreise weniger der
Summe der Ergiinzungssehnen
in dem andern Halbkreise, gleich
dem halben Durchmesser.

Die Erginzungssehnen miis-
sen nach den Puncten von un-
grader Stelle gezogen werden,
namlich im Fiunfeck, nach dem
Isten ynd 3ten Punct, im Sieben-
eck nach dem 1sten, 3ten ynd
dten Punct, im Neuneck nach
dem lsten’ 3ten, 5ten’ 7ten Punct
u.s.w. Man ziehe durch irgend
eine Ecke ¢ einen Durchmesser
ap = D. Dann sey § die 1°te
¢ die 2t¢, d die 3t¢ Ecke u.s. w.
Man ziehe im Halbkreise durch
alle Ecken parallele Seh.:n 44/,
cc’y dd' u. s. w. mit ap, und
durch alle Theilungspuncte des Halbkreises parallele Sehnen,
deren Neigungswinkel gegen ¢p gleich einem rechten Winkel
mehr oder weniger } des Centralwinkels des Vielecks sey.
Alsdann gehen diese parallelen Sehnen auch durch die Thei-
lungspuncte des andern Halbkreises, und theilen den Durcl-
messer sv, dass die Abschnitte auf beiden Seiten des Mittel-
puncts cinander gleich sind, nimlich u = u, v = v, w = w
u.s.w. Man hat nun im Neuneck z.B. ff/ — 88’ = w + r,
dd' — c¢' = u 4+ v. Aberu + v 4+ w 4+ x = 4 D,
also ff + dd' — c¢¢’ — 45’ = + D, oder:

pb + pd — pg — pk = 1D,
oder pb 4 pd — pf — pec = L D.
Man hat ferner im Eilfeck gg' — 68’ = r 4 y, ff' —
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ce'! =v+w, dd'—=u. Aberut v+ w4 r+y=4D,
also gg’ 4 ff + dd' — cc' — b = § D, oder:
pd + pd + pg — pk — pm = ¢ D,
oder pé + pd + pg — pf — pe = 1 D.

Zweiter Beweis. Man ziche durch die Ecken des Poly-
gons &, ¢, d, f, g u. s. w. Parallellinien mit dem Durchmes-
ser ap, so theilen diese den Halbkreis in soviel gleiche Theile,
als das Polygon Ecken hat. Man ziehe aus p nach der 1sten
Ecke 4 eine Schne, so werden die Sehnen, welche gleichweit
abstehende Theilungspuncte verbinden, der p$ parallel seyn,
und eine derselben wird durch den Mittelpunct 7 des Kreises
gehen. Man verlingere diese Sehnen bis an den Durchmesser
ap. Dann ist beim Neuneck: mr = ff', rs — dd', st
==cc, tp = b also D = mr 4 r8 — st — tp =
Sff + dd — ¢’ — b4 = pb + pd — pf — pec.
Beim Eilfeck: mr = gg', rs = ff, st = dd', tu = cc’,
up = 64’ also tD — mr -+ 78 4 st — tu — up
=g8 + ff + dd' — co' — 84 =pb + pd + pg
—pf — pe

O x
3
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41.

Das regelmiissige eingeschriebene Zehneck und Fiinfeck
2u berechnen.

Es sey m der Mittelpunct,
ap = D der Durchmesser, und
es sey -der Halbkreis in %, ¢,
d, f in fiinf gleiche Theile ge-
theilt, so sind die Sehnen ab
== pf die Seite des Zehnecks,
ihre Ergénzungssehne af = pb
die Diagonallinie des Fiinfecks,
ac == pd die Seite des Fiinf-
ecks, ibre Erginzungssehne pec
= ad die Diagonallinie des
Zehnecks. Man hat also (V.39.) pe . pf=+D (pc—pf),
(V. 40.) pc — pf = + D, also pc.pf = 4 D?. Diese
beiden Gleichungen lassen sich auch leicht unmittelbar bewei-
sen. Wenn mf, pc einander in g schneiden, so ist / pmf
= mpg = gpf = mcg = 36°, die / mpf = amec
= mfp = mge ==pgf ‘ 72", also A mpf == gme,
A gpf o fmp, & gpm & mpe, also mg = pg=pf
die Seite des Zehnecks, cg = mc = 4 D, also pc — pg
= p¢c — pf = 3D, und pec - pg = pc . pf = mp*
== 4+ D?. Diese beiden Gleichungen lassen sich so ausdriicken:
»Wenn der Halbmesser mf in g in stetiger Proportion ge-

schnitten wird, so dass 'L% = ;.;gc’ so ist der grossere Ab-
schnitt mg die Seite des Zehnecks. Wenn der Halbmesser

cg in p in stetiger Proportion geschnitten wird, so dass lcif

= _c_g_’ so ist der gréssere Abschnitt pc die Diagonallinie

des p%ehnecks, der Kkleinere Abschnitt pg die Seite des
Zehnecks.«

Diese Gleichungen werden auf folgende Art aufgeloset:
pc ~— pf = % D giebt ins Quadrat erhoben (V. 9.) pc?
— 2pc +pf + pf? = ;D Aber pc . pf = {D?,
also 4pc - pf = D? Beide Gleichungen addirt geben
pec? + 2pec . pf + pf? = D7,
also pec + pf = 4D /5 Aber pc — pf = 3D,
aso pe = LtD (Y5 +1), pf=1%D (/5—1)

per =g D (642 5), pfi =15 D (6—2 y5).
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Aber ac? 4 pc? = D?, af?* 4 pf? = D?, also ac?
=% D? (10 — 2 y/5), pb® =af? = 1 D? (10 + 2 1/5).

Diese Ausdriicke lassen sich auch noch anders beweisen:
Im Viereck pedfist (V. 30.) pd.cf =pc.df + cd.pf,
oder ac? = £ D* 4 pf’, und da ac? 4 pc? = af?
+ pf? = D2, soist af® = {1 D* + pc? ,,d. h. das
Quadrat der Seite des Fiinfecks ist gléich der Summe der
Quadrate der Seiten des Sechsecks und Zehnecks; das Qua-
drat der Diagonallinie des Fiinfecks ist gleich der Summe der
Quadrate der Seite des Sechsecks und der Diagonallinie des
Zehnecks.«

Der Bogen ac ist die Hilfte des Bogens «f, der Bogen
af ist die Hilfte der Erginzung des Bogens ac zum Um-
fange, also (V. 36.)

ac® = 3D (D — pf) = 3D* (5 — y/5),
af? = 4D (D + pc) = ;D? (5 4 y5)

Um die Linien durch die Seite des Zehnecks auszudriicken,

D dpec
15 1 2 i —— ] —]
ist pe . pf = § D?, also > D (y5 4 1), also

D = pf (5 4 1). Ferner af?* 4 pf? = D2, also
af* D? .
=t —1=05 4 2 /5, also af? = (5 4 2 ¢5).
2ff pf: ‘ + 25, fz 2% (54 25)
Um die Linien durch die Seite des Fiinfecks auszudriicken,
ac? o 5 — /5 _ 5
D? 8 10 + 2
2 + 3 V), pe? = ac® (I 4 % y5).

Um die Berechnung in Zahlen zu machen, ist

'/5 = 2,2360679 7749976 96964.

Hieraus folgt nach den obigen Ausdriicken
pf =D . 0,3090169 9437494
wec = D . 0,5877852 5229247

ist

5 also D? = ac?

pe =D . 0,8090169 9437494
af = D . 0,9510565 1629653
D =ac. 1,7013016 1670407
pe =ac . 1,3763819 2047117

D == pf. 32360679 774997
af = pf. 3,9776835 3717525
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42,

In einen Kreis ein regelmissiges Finfeck und Zehneck
su verzeichnen.

- Erste Auflﬁshng.

Man ziehe den Durchmesser
ap, trage aus a die Schne ag
=2 gm == 3 D in den Umfang,
fille von m auf ag eine Senk-
rechte, und beschreibe mit die-
sem Halbmesser einen concen-
trischen Kreis, welcher (I11. 30.)
die ag berithrt. Errichte auf
ap in a eine Senkrechte ab —
am = % D, ziehe aus b an den
concentrischen Kreis (III. 44.)
eine Berithrende Akl, welche
den gegebenen Kreis in k, I schneidet, so ist k! == ag
== 4 D, und da ha den gegebenen Kreis in a4 berithrt (Iil
30.), so ist (Il 51.) Al . hk = ha? = L D?, und Al
— hk = }{D. Danun (V.41) pec — pfe= 4D, pc.pf
== 1 D?, s0 ist hk == ad == pf die Seite des Zehnecks,
und k! = pc == ad die Diagonallinie des Zehnecks.

Zwelte Auflésung.

Errichte in dem Mittelpunct
m auf den Durchmesser ap die
Senkrechte mg == a1 = 141D,
beschreibe aus g mit uem Halb-
messer gm einen Kreis, welcher
die ap in m beriihrt, ziehe ag,
P8, welche ihn in &k, I, n, o
schneiden, so ist ¢t — ak =
po—pn=2mg==4D, und
(L. 51.) al . ak = po . p=
= am? = 1 D?, also ist al
=z po = ad == pc die Dia-
gonallinie des Zehnecks, und ak = pa = ab = pf dic
Seite des Zehnecks.

Pritte Auflésung.

Errichte auf ap die senkrechten Linien ah = pk = L I,
ziche ak, ph, welche einander in g schneiden, so dass gm
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senkrecht auf ¢p, und = } D, e

beschreibe aus g mit ga == gp R S
einen Kreis, welcher die Senk-
rechte mg in n, o schneidet,
so ist mo — mn = 2mg
= 4 D, und (IIL. 54.) mo . mn
= am .mp = }D?, also
mo == pc == ad die Diago-
nallinie des Zehnecks, und mn
= ab = pf die Seite des
Zehnecks. Da an? = am?
+ mn® = {D* 4+ pf
und go? =am? 4 mo? —
+D* 4 pc? soistan = pn
== ac == pd die Seite des Fiinfecks und 60 = po = af
== p& die Diagonallinie des Fiinfecks.

Vierte Auflésung.

Man theile den Durchmes- e 2
ser ap in g so, dass pg=3D
sey, mache die Sehne ph=—=p 8
theile den Bogen a4k in k in
die Halfte, ziehe die Sehne ak,
so ist (V. 36.) ak®* = & D
(D — ph) = % D2, also
ak = LD .5 Man nehme
auf der Sehne ak die Puncte
L, n, so dass kl—=kn=—14%D.
so ist al = 1D (/5 + i,
= ad die Diagonallinie des
Zehnecks, und an =— 1D
(/5 — 1) = ab die Seite des
Zehnecks.

Fiinfte Auflisung.

Man theiie den Halb-
messer mp in g in die
Halfte, evrichte in g auf
ap eine Senkrecbte gh —®
+ D, beschreibe aus A mit
dem Halbmesser ag — §
einen Kreis, welcher den
Durchmesser ap in k, 1
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schneidet, so ist gk® == g!* —= % D* — % D* = 5 D7,
also gk = gl == £ D . y5, also pl = pf = km = kb
= ab die Seite des Zehnecks, und pk = pec =1Im = ld
die Diagonallinie des Zehnecks.

Sechste Auflosung (Muscheroni).
Der Mittelpunct sey .
m, ein beliebig gewahlter S
Punct des Umfangs sey a.
Man trage den Halbmes-
ser von @ nach g, von
g nach k£, von k£ mnach
P> von a nach h, so lie-
gen a, m, p in grader ;7
Linie. Aus ¢ und p
beschreibe man mit den
Halbmessern ak = pg
= D y3 Bigen, wel-
che einander in [ schnei-
den, so ist ml senkrecht auf ap, und = D y% Aus g
und % beschreibe man mit dem Halbmesser ml == D /4
Bogen, welche einander in z und o schoneiden, so liegen diese
Puncte in der graden Linie a P und wenn ¢ die Mitte von
gh und no, so ist gn* = gn*— qg’=D%. 5 — D*. %
= D’ 1%, also gn = go =} D y/5, und da qa-—qm
= 1 D, so ist an die Seite des Zehnecks ao die Diagonal-
linie. des Zchnecks. Man mache also ¢b — an, ad = ao,
so ist pdbbd ein regelmissiges Fiinfeck. Diese Verzeichnung
kann mittelst des Zirkels a. :in, ohne Lineal, ausgefihrt werden.

43.

Das regelmiissige eingeschrie-
bene Finfzehneck zu derechnen.
Es sey ¢ p = D der Durch-
messer, die Sehne adb sey die
Seite des Funfzehnecks, so ist
p d die Ergénzungsseline des drei- a
fachen Bogens als Diagonallinie
des Zebnecks gegeben; ph die
Erganznngssehne des sechsfachen
Bogens als Seite des Zehnpecks ge-
geben; pg die Erginzungsschue
des fiinffachen Bogens als Seite
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des Sechsecks oder Halbmesser des Kreises gegeben. Zur
Berechnung der iibrigen Sehnen dient folgender Hiilfssatz:
~ ,,Wenn aus einem beliebigen Puncte des Umifangs nach
den Ecken des eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks Sehnen
gezogen werden, so ist die grossere derselben gleich der
Summe der beiden kleinern.¢ Z. B. die Puncte 4, &, o bil-
den ein gleichseitiges Dreieck. Es sey p-ein beliebiger Punct
des Umfangs. Man ziehe ¢ ~ ph. Wenn pb, ht einander
in u schneiden, so ist / ubt = uph=">0oh = btu = uph
== % R, alsopu == uh = ph, bu = ut = bt. Auch
Luto = hio = bho = upo=1tdut=13%R, also upot
em Parallelogramm, also po = tu = bdu, also pb = bu
4+ pu = po + ph.
Demnach giebt das gleichseitige A 40k die Gleichungen:
pb —po=pb—pf=ph=%1D (Y5 — 1),
ab + ao = ab + af = ah = {D V10 4 2 /5.
Das gleichseitize A ckgq giébt die Gleichungen:

pg=pc — pk=pd = D (5 + 1),

aq = ak — ac = ad = 1+ D Y10 — 2 Y3
Ausserdem gelten (V. 39.) die Gleichungen:

pb-pf=1+D.(pd + pg) = 3 D*- (5 + 3),

ab-af = 1D .(pd — pg) = LD*. (/5 — 1),

pe-pk=1D.(pg — ph) = s D*. 3 — V/3),

ac-ak = 3D .(pg + ph) = §D*.(y/5 + 1).
Da hiernach von je zw: Sehnen das Rechteck und die

Summe oder Differenz gegeben ist, so lassen sie sich auf

dieselbe Art, wie in V. 41. gezeigt worden, finden, und man
erhilt:

~ pb =D . 09781476 0073380,
pf =D . 06691306 0635885,
ab = D . 0,2079116 9081722,

af = D . 0,7431445 2547931,
pe = D . 09135454 5764260,
pk == D . 0,1045284 (6326765,
ac == D . 0,4067366 4307580,
ak = D . 0,9945218 9536827.
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44.

Das eingeschriebene regelmissige Siebzehneck zu berechnen.
Wenn man durch eine
Ecke a den Durchmesser ap
==+ ) zieht, und die folgen-
den Ecken mit 4, ¢, d, f,
g h, k, U bezeichnet, so ist ¢
(V. 40))
pb+pd+pg+pk—pl @
—ph—pf—pe=1D.
Aus diesen acht Erginzungs-
sehnen lassen sich vier Paare
bilden, so dass der Bogen
einer Erganzungssehne ent-
weder dem d4fachen Bogen
einer andern gleich ist, oder denselben zum ganzen oder dop-
pelten Umfange ergénzt.

Es sey namlich der Umfang = P, so ist
af = 4al und ab + 4af = P,
al = 4ac und ac 4+ 4al = 2P,
ag + 4ad = P, 4ag — ad = P,
4ah — ak = P, 4ak + ah = 2P.

Demnach sind d, g; b, k; ¢, I; &, f zusammengehorige
Puncte, und es ist:

(pd + pg) — (ph—pk) — (pe + pl) + (pé —pf) =1 D.

Es sey pd 4+ pg =G, ph—pk=H, pc + pl=K,
pb —pf=L,s0oist G H—K+4 L=}D.

Jede dieser vier Linien besteht aus zwei Ergiinzungs-
sehnen, deren Rechtecke (V. 39.)
pd.-pg = 4+D .K, ph.pk = D .L, G.H=%}D"
pecpl=3D.H, pb.pf=4D.G, K.L=1LtD"

Setzt man 6 — H= M, K — L = N, so ist
M — Ne=21iD, und (V. 39) M. N = D?,
also M= +D (17 4+ 1), N = }D (J17 —1),
und da V17 = 4,1231056 2561766 0549821 4098559 74,
so ist M == D .12807764 0640441

N = D .0,7807764 0640441

D . 1,4528517 7210887
D . 0,1720753 6570445
D . 1,0247405 8886763
D . 0,2439641 $246324

hieraus:

SEY
Ihnl
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hierans : pd =D . 08502171 3572961
prg8 = D . 0,6026346 3637925
ph = D.0,4457383 5577653
pk = D.0,2736629 9007208
pe = D . 0,9324722 2940435
pl = D .0,0922683 5946330
pb = D. 09829730 9968390
pSf = D . 0,7390089 1722065

hieraus (V.36.) a5 = D . 0,1837495 1781657
ac = D . 0,3612416 6618715
ad = D . 0,5264321 6287735
af = D . 0,6736956 4364655
ag = D . 0,7980172 2728023
ah = D . 0,8951632 9135506
ak = D . 0,9618256 4317281
al = D . 0,9957341 7629503

Der Umfang des Siebzehnecks ist:
17ab = D . 3,1237418 0288169.

45.

In einen Kreis ein regelmissiges Siebzehneck zu verzeichnen.

o

iy
Auf den Durchmesser ap errichtet man in einem belie-
bigen Abstande vom Mittelpuncte m eine senkrechte Linie,
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welche man 4mal so lang als den Abstand vom Mittelpuncte
macht. Nach dem Endpuncte derselben zieht man vom Mit-
telpunct eine grade Linie, welche den Kreis ing ¢ schneidet.
In q errichtet man auf m¢q eine senkrechte Linie, welche die
in m auf ap errichtete senkrechte Linie in r schneidet, so
ist auch mq == 4¢r, also gr = L D. Man zieht pg, ag,
welche die mr in 8, ¢ schneiden, so ist / agp = mgr
= §qt = amt = pmt== R, also sind / «qgm = sqr,
[ mqp=rqt; amsq, pmqt sind Kreisviecrecke, also / magq
= qs8r, [ mpq = rtg, aso A sqr o~ agm, A tyr
o~ pqm, also sr = rgq == rt; mgq beriihrt den iiber den
Durchmesser st beschriebenen Halbkreis, also mt — ms =
st = LD, und mt.ms = mgq* = 4 D*. Also (V. 44.)
mt = 3 M, ms = 3} N. Man errichte in p auf pg die
senkrechten Linien pu = pv = { D, ziehe um, vm, wel-
che die pq in w, x schneiden, so ist A msx o mpu,

msw ~ mpv, also ws = ms = xs, pm berihrt den
ilber dem Durchmesser wx beschriebenen Halbkreis, also p1w
—pr=wr=2msg=N, undpw . pr =pm® = LD’
also (V. 44.) pw = K, px == L. Man errichte in a auf
ag die senkrechten Linien an = ao == § D, ziehe om, nm,
welche die @¢ in y, z schneiden, so ist A maen ov mty,
A mao o mtz, yt = mt = tz, am beribrt den iiber den
Durchmesser y z beschriebenen Halbkreis, also ist azs — ay
= yz = 2mt = M, a3z - ay = am® = L D?, also
(V. 44.) az = G, ay = H. Man errichte auf pw die
Senkrechte wa == ay == H, ziehe v a, beschreibe iiber pw
== K einen Halbkreis, . elcher die v« in £ schneidet, errichte
in 8 auf v« eine Senkrechte, welche die pw in y schneidet,
so sind poBy, wafy Kreisvierecke, also / pry = pfy =

wlu = wyu, also AN pvy o> wya, also ;;—:; = %, also
py-yw=pv.-wa=1D.H, und py 4 yo = pw=K,
also (V. 44.) wy = pec, d. h. gleich der Erganzungssehae
des doppelten Bogens des Siebzehnecks, und py = pl, d. h.
gleich der Ergiuzungssehne des achtfachen Bogens des Sieb-

zehnecks, oder gleich der Seite des 34-Ecks.

46.

An einem regelmissigen lieleck aus den Verhiltnissen
der Durchmesser des umschriebenen und eingeschriebenen
Kreises zur Neile, die iibrigen Stiicke zu bestimmen.
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Es sey abd die Seite, ap
der Durchmesser des umschrie-
benen Kreises, pd die Ergin-
zungssehne. Da das aus dem
Mittelpunct m auf p& gefillte
Loth mn die Sehne pb in die
Hilfte theilt, und / pba = R,®
so ist pb der Durchmesser des
eingeschriebenen Kreises. Man
setze das Verhaltniss des Durch-
messers des umschriebenen Krei-

ses zur Seite a_;; = D, das Verhaltniss des Durchmessers des
a

eingeschriebenen Kreises zur Seite z—:- == E, die Anzahl der

Seiten = N, so lassen sich aus diesen drei Zahlen alle ubri-
gen Stiicke des Vielecks finden, ausserdem kann auch eine

der beiden Zahlen D, E aus der andern gefunden werden.
2

2
Es ist namlich ap® — pb® = ad?, also ap I_’_b_ = 1,

ab® ab’
also I)2 —— E2 —1 1.

Nimmt man nun die Seite des Vielecks a4 als gegeben
an, so ist der Umfang des Vielecks == 44 . N; der Durch-
messer des umschriebenen Kreises = a4 . D, der Durchmes-
ser des eingeschriebenen Kreises =—s a4 . E, der Inbalt des

Vielecks (IIT. 7.) = ab?*. u

Nimmt man den Duschmesser des Kreises als gegeben
an, so multiplicirt man ihn mit —})-, um die Seite, mit %, um
den Umfang des eingesghriebenen Vielecks zu erhalten; mit
—é—, um die Seite, mit %, um den Umfang des umschriebenen

Vielecks zu erha}ten', das Quadrat des Durchmessers multipli-

. .. NE
cirt man mit Tp» den Inhalt des eingeschriebenen Viel-

.. N
ecks, und mit Tp den Inhalt des umschriebenen Viel-

ecks zu erhalten.
Nimmt man den Halbmesser des Kreises als gegeben an,

so multiplicirt man ibn mit D> die Seite des eingeschrie-
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benen Vielecks, und mit —E—, um die Seite des umschriebenen

Vielecks zu erhalten; das Quadrat des Halbmessers multipli-
. NE
cirt man mit D m den Inhalt des eingeschriebenen Vielecks,

und mit B um den Inhait des umschriebenen Vielecks zu

erhalten. ,,Der Umfang des umschriebenen Vielecks verhilt
sich zum Durchmesser, wie der Inhalt des umschriebenen
Vielecks zum Quadrat des Halbmessers.

-

Aus dem Durch-
messer des Kreises
und dem Umfange ei-
nes regelmissigen ein-
geschriebenen und um-
schriebenen Vielecks
den Umfang des ein-
geschriebenen und um-
schriebenen Vielecks
von doppelter Seiten-
zahl zu finden.

Vermoge V. 46.
lasst sich diese Auf-
gabe darauf zurick-
fithren, aus den Wer-
then von D und E fir ein gegebenes regelmassiges Vieleck,
dic Werthe von D und E fiir ein regelmassiges Vieleck von
doppelter Seitenzahl zu finden.

Wenn man in einem Vieleck, dessen Seite aé Durch-
messer des umschriebenen Kreises ap, Erganzungssehne oder
Durchmesser des eingeschriebenen Kreises p 4 ist, diese letz-
tere mach s verlingert, so dass ps == ap ist, so ist / asé
= tapb, also as der Dur.imesser des umschriebenen und
84 der Durchmesser des eingeschriebenen Kreises eines Viel-
ecks von doppelter Seitenzahl, dessen Seite @b ist. Bei

jenem Vielecke ist —]g = I, pé = E, bei dem andern ist

a5 _ %0 B Aber 66 besap + pb

b TS 86 =sp + p ap 1T po,
sb a pb ,

also;-b«. a—5+ 6,alsoE D 4 E.
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Wenn man also bei einem regelmissigen Vielecke die
Werthe von D und E addirt, so erhadlt man den Werth von
E fir ein Vieleck von doppelter Seitenzahl, und hieraus den
entsprechenden Werth von D durch die Gleichung D? — E?
4+ 1. Auf diese Art fortfahrend erhdlt man die Werthe von
D und E fir ein Vieleck von 4facher, 8facher, 16facher
u. s. w. Seitenzahl, :

Da es, besonders bei vielstelligen Zahlen, beschwerlich
ist, das Quadrat von E zu bilden, und nachher wieder die
Quadratwurzel aus E* -~ 1 zu ziehen, so kann man diese
doppelte Rechnung durch gendherte Auflosung einer quadrati-
schen Zablengleichung umgehen. Denn da D?* = E* + 1,
oder D* — E? &= 1, oder (D — E) (D 4+ E) = 1 ist,
so sey D = E -4 x. Damn ist x (2E 4 x) = 1, oder
2?4 2E.r = 1. Der schon berechnete Theil von r sey a,
der zu findende &, so ist x = a + &, z* = a® J 2ab
+ 8% also Qa + 2E) b+ 6*=1—2E.a — a’ = 1r.
Um § zu finden, dividirt man also den Rest » mit 2« + 2 E.

Beispiel.
Fiir N= 6 ist (IIL. 48.) D =2, E == j/3=1,732050807,

also ist fir N = 12, E = 3,732050807.
Man nimmt zuerst g = 0,1

2E 17,464101614 1
2a 2 9Ea 0,7464101614
7,66410161 a’ 1

6 \\“\\\\\\ 2435898386
7,1241016 I 2299230484
2 32.... 9
7,726101 : 127667902
12 Jeveeoe. 77241016
2
7,72730 12..0... 1
10 AN 50416886
Bevuennn 46356610

1,72

1274 62..0nn. 36
x == 0,131652498 N\ 4056676
E 3,732050807 :, ....... 3863651
D 3,863703305 A 25
E'  17,595754112 193000

2.0000-».- ]54548
.- 5 2 9 0" 8 2 00 30909
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Man kann auch unmittelbar aus einem Werthe von £k
den Werth des nichstfolgenden E durch gendherte Auflosung
einer quadratischen Zahlengleichung finden. Denn da E' —
E = D, so ist (B — E)* = D*? = E* 4 1, oder E'?
— 2FE . E = 1. Setzt man E' = r, so ist 2> — 2Ex
== 1. Man nimmt also xr = a 4 &, x* = a*® 4 2ad

4+ 8% soist a —2E) b 4+ =1 4 2Ea—a’=r.
Um also 4 zu finden, dividirt man den Rest » mit 2a — 2 E.
Im obigen Beispiel nimmt man zuerst a = 7.

Qa....14 ’ 1

9E.... 7,464101614 9Ea 52,248711298
6,53589838 al 49
1,0 \\\‘\\\\ 4,248711298
7,5358083 Bavees 3267949193

18 . 52.... 25
7,715898 730762105

10 9...... 678230855
2
7,72589 \\\ 9?..... 81
14 44431250

Beveees. 38579492
7,7272 2
’ 10 \52 LI 25
— 5826758
7,727 Teennnns 5408130
~2
voe= K =—1,595754112 e 49
418138
Berennn ... 386365
B eeennnn. 25
« 31771
. L ... 30909
Peeeennnns .72
Leseeennnns 71
D eenrannn 15
45.

Aus dem Durchmesser und dem Umfange eines ein-
geschriebenen und umschriebenen regelmiissigen Vielecks den
Umfang des eingeschriebenen und umschriebenen Vielecks
von halber Seitenzahl zu finden.

Vermoge V. 46, lisst sich diese Aufgabe darauf zuriick-
filhren, aus den Werthen von D und E fir ein Vieleck, die-
ienigen fur ein Vieleck von halber Seitenzahl zu finden. Da
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D*— E* = 1l,und D 4+ E = E, so ist (D — E) F

1
= 1, alsoD——E::%, also2l)==E’+~Euml
1 * :

2F = F — —-.
K

Beispiel.
Fiir das Zwolfeck ist (V. 47.)

E = 3,732050807 also durch Division
2...... 746410161 1
[ 223923048 E 0,267949193
I 26124356 E = 3,732050807
1 S -3358845 Summe 4
deveeeeeeald9282 Diff.  3,464101614
9.-.~.o...-33588 D ___2

h— b
| S .‘......373 F = 1,732050807
900..'00-..00'336 f.. . S h k
2 . 11 iir das Sechseck.

1,000000000
49.

Den Umfang des umschriebenen und eingeschriebenen
96-Ecks nach Archimedes zu berechnen,

Archimedes (287 -—212 vor Christo) nahm fiir die Seite
des Sechsecks die Zahl 153 zur Einheit an, und berechnete
hieraus fiir die Vielecke von 1?2, 24, 48, 96 Seiten (V. 47.)
die Werthe von E und D, wobei er absichtlich die Zahlen
etwas kleiner nahm, als sie wirklich seyn miissen, namlich:

N | Ex153 | D¢ 153
6 265 306
12 | 571 5911
24 | 1162} 1172
48 | 23341 | 2339%
96 | 4673, —
Folglich ist beim 96-Eck die Zahl E etwas grosser als
46734
N 5‘;. Aber (V. 46.) der Umfang des umschriebenen Viel-

ecks ist gleich dem Durchmesser multiplicirt mit der Zahl -i

Also ist das Verhiltniss des Umfangs des umschriebenen 96-Ecks
Paucker Geomerrie. TI. 4
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96 >< 153
4673 %

Die genauere Berechnung giebt 3,1427146 == 3 /5% .

Ferner nahm Archimedes fiir die Seite des Sechsecks die
Zahl 780 zur Einheit an, und berechnete hieraus fiir D und
E Zahlen, welche er etwas grosser annahm, als sie wirklich
seyn miissen, namlich:

zum Durchmesser etwas kleiner als die Zahl = 3L

N | E>< 180 | D>< 780
6 | 1351 1560
12 | 29011 30132
24 | 59243 | 59767
48 | 1190012 | 1192617
96 | 238271% | 238405,

Folglich ist beim 96-Eck die Zahl D etwas kleiner als

2384055 . .
—50 Aber (V. 46.) der Umfang des eingeschriebenen
Vielecks ist gleich dem Durchmesser multiplicirt mit der Zzhl %
Also ist das Verhaltniss des Umfangs des eingeschriebenen
96-Ecks zum Durchmesser etwas grosser als die Zahl w
238405

Die genauere Berechnung giebt 3,14103195 — 31!

= 3% :
50.

Die regelmissigen Vielecke zu berechnen, welche aus
den Vielecken von 3, 4, 5, 15 Seiten durch fortgesetzte
Halbirung des Centralwinkels entstehen.

— 342,
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Aus dem Dreieck.
Beim Dreieck ist D == % /3, E = } /3.
Beim Sechseck D = 2, E = 3.
Y3 == 1,7320508 0756887 7293527 44.

N
3 | E 0,5773502 6918962 5764509
1,1547005 3837925 1529018
6 | E 1,7320508 0756887 7293527

2, ,
3,7320508 0756887 7293527
3,8637033 6515627 3146998

E
24 | B 7,5957541 1272515 0440526
7,6612975 7554038 8669090
15,2570516 8826553 9109617
15,2897882 9867851 1696056
30,5468399 8694405 0805674

30,5632039 0907936 2388339

48

096

192 61,1100438 9602341 3194013
61,1182253 0942660 7070383

122,2323598 4370200 7620567
244,4606290 4915202 7884964
244,4626743 5972124 7628553

768

1536 488,9233034 0887327 5513517
488,9243260 6308837 0354672
977,8476294 7196164 5868190
977,8481407 9893550 4118994
1955,6957702 7089714 9987185

1955,6960259 3436736 7974646

3072

6144

D
D
D
D
E
D
E
D
E
D
38¢ | E 122,2282692 0545002 0264397
D
E
D
E
D
E
D
E
D
E

12288 3911,3917962 0526451 7961831
3911,3919240 3699753 8062704
7822,7837202 4226205 6024535

7822,7837841 5812830 4963429

24576

i\

15645,5675363 5832345 2818470

D
E
D
49152 | E 15645,5675044 0039036 0987965
D
E

98304 | 31291,1350407 5871381 3806436

4*
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dem Viereck.
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Beim Viereck ist D = y/2, E = 1.
|/‘2 = 1,4142135 6237309 5048801 6887242

0969807 856967

N
A E 1,

D 1,4142135 6237309 5048801

8| E 2,4142135 6237309 5048801

D 2,6131259 2975215 3055713

16 | E 5,0273394 9212584 8104514

D 5,1258308 9548301 2357592

32 | E 10,1531703 8760886 0462107

D 10,2022972 3737832 7716212

64 | E 20,3554676 2498718 8178319

D 20,3800162 4709611 3622424

128 | E 40,7354838 7208330 1800743

D 40,7477563 3446286 8075974

256 | E 81,4832402 0654616 9876718

D 81,4893762 0670379 3278682

512 | E 162,9726164 1324996 3155401

D 162,9756843 8445138 5820391

1024 | E 325,9483007 9770134 8975793

D 325,9498347 7969243 7642315

2048 | E 651,8981355 7739378 6618108

D 651,8989025 6793812 9710713

4096 | E 1303,7970381 4533191 6328822

D 1303,7974216 4054768 7769810

8192 | E  2607,5944597 8587960 4098633

D 2607,5946515 3348043 9507518

16384 | L. 5215,1891113 1936004 3906151

D 52151892071 9315958 0509191

32768 | E 10430,3783185 1251962 4415343

D 10430,3783664 4941928 2560439

65536 | &  20860,7566849 6193890 6975782

D  20860,7567089 3038872 2278717

131072 | E  41721,5133938 9232762 9254560
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Aus dem Finfeck.
Beim Fiinfeck ist D = V2 + 2 /5, E = VI + 2 /5.
Beim Zehneck ist D =1 4 /5, E=1V542y5.

1/5 == 2,2360679 7749978 9696409 1736687
3127623 5440618

N
5| E 1,3763819 2047117 3538207
D 1,7013016 1670407 9864363
10 | E 3,0776835 3717525 3402570
D 3,2360679 7749978 9696409
20 | E 6,3137515 1467504 3098979
| D 6,3924532 2149966 1547042
40 | E 12,7062047 3617470 4646021
D 12,7454948 4318237 4286193
80 | E 25,4516995 7935707 8932215
D 25,4713370 5712845 5907025
160 | E 50,9230366 3648553 4839240
|'p 50,9328544 2895232 0532730
320 | E 101,8558910 6543785 5371971
D 101,8607998 4338598 9054850
640 | E 203,7166909 0882384 4426822
D 203,7191452 8301278 8280843
1280 | E 407,4358361 9183663 2707665
| D 407,4370633 7708298 0960859
2560 | E 814,8728995 6891961 3668525
| D 814,8735131 6131177 2857753
5120 | E 1629,7464127 3023138 6526279
D 1629,7467195 2639858 9270029
10240 | E  3259,4031322 5662997 5796308
D .259,4932856 5470996 7562336
20480 | E 6518,9864179 1133994 3358644
D 65189864946 1037948 8040943
40960 | E  13037,9729125 2171943 1399588
D 13037,9729508 7123914 7340648
81920 | E  26075,9458633 9295857 8740236
D 260759458825 6771842 9660755
163840 | E  52151,8917459 6067700 8400992
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Aus dem Funfzehneck.
Beim 15-Eck ist D == /3 + V5 4 2 /5, E= § 3
+ 5 Y15 + § VIO £ 2 5
Beim 30-Eck ist D =2 + y5 + VI5 + 6 )5,
E = 2y3 + Y15 4+ V50 4+ 22¢5.

y15 == 3,8729833 4620741 6885179 2653997 8l
VIO 4 2 5
= 3,8042260 6518061 42881465 7573335 175285
N.

15 | E 4,7046301 0947845 4233586

D 4,8097343 4474413 0696097

30 | E 95143644 5422258 4929683

D 9,5667722 3350562 6133722

60 | E ~ 19,0811366 8772821 1063406

D 19,1073226 0929739 7992296

120 | E 38,1884592 9702560 9055702

D 38,2015500 1411044 4141305

240 | E 76,3900093 1113605 3197008

D -76,3965543 8928808 7216265

480 | E - 152,7865637 0042414 0413274

D 152,7898362 0445361 1563336

960 | E '305,5763999 0487775 1976611

D 305,5780361 5251173 9691919

1920 | E '511,1544360 5738949 1668530

D 611,1552541 8065889 4242828

3840 | E = 1222,3096902 38204838 5911359

D .1222,3100992 9961463 8356811

7680 | E 2444,6197895 3766302 4268170

D 2444,6199940 6843759 4387831

15360 | E 4889,2397836 0610061 8656001

I'D 4889,2398858 7148683 4203016

30720 | E 9778,4796694 7758745 2859017

D 9778,4797206 1028042 6943425

61440 | E 19556,9593900 8786787 9802443

D 19556,9594156 5421435 0133509

122880 | E 39113,9188057 4206222 9935952

Anmerkung. Die vorstehenden Zahlen sind bis mit zur
21%ten  Decimalstelle richtig, da sie auf 24 Decimalstellen
kerechnet wurden.
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Ein regelmassiges Vieleck im Allgemeinen zu berechnen.

In den vorhergehenden Aufgaben ist gezeigt worden, wie
die regelmassigen Vielecke von 3, 4, 5, 15, 17 Seiten, und
diejenigen, welche aus diesen durch fortgesetzte Verdoppelung
der Seitenzahl oder Halbirung des Centralwinkels entstehen,
durch Auflésung quadratischer Gleichungen berechnet werden
konnen. Hieher gehoren auch die Vielecke von 257 und
65537 Seiten, und iiberhaupt alle diejenigen, deren Seiten-
zahl eine Primzahl ist, welche um 1 vermindert, eine Potenz
von 2 giebt, wie der berihmte Gauss (disquisitiones arith-
meticae, Lipsiae 1801. §. 365) zuerst bewiesen hat. Die
vBerechnung der Vielecke von 7, 9, 13, 19 Seiten beruht auf
- der Auflosung kublschcr Glelchungen, nnd die Berechnung des
11-Ecks auf einer Gleichung vom 5%® Grade. Um diese
Gleichungen zu finden, wendet man die Sitze V. 39. 40. an.
Diese Vielecke konnen daher nicht durch Elementargeometrie,
sondern nur durch Anndherung in den Kreis beschrieben wer-
den. Um ein regelmassiges Vieleck zu berechnen, ist es hin-
reichend, die Werthe von D und E, d. h. die Verhiltnisse
der Durchmes»er des umschriebenen und eingeschriebenen Krei-
ses zur Seite, zu kennen, weil aus diesen beiden Zahlen alle
iibrigen’,” 'weiche sich auf das Vleleck bezlehen (V 46.) berech-
net werden konnen

N E . SN X
3 | 0,5773502 6918962 | 1,1547005 3837925
a1, - ] 1,4142135 6237309
5 | 1,3763819 2047117 { 1,7013016 1670407
6 | 1,7320508 0756887 | 2,
g

8

2,0765213 9657233 | 2,3047648 7096248
2,4142135 6237309 | 2,6131259 2075275

09| 2,7474.74 1945462 | 2,9238044 0016308
10 | 3,0776835 3717525 | 3,2360679 7749978
11 | 3,4056872 3888925 | 3,5494655 3288422
12 | 3,7320508 0756887 | 3,8637033 0515627
13 | 4,0571394 8563811 | 4,1785814 6886037
14 | 4,3812862 6753482 | 4,4939592 0743493

15 | 4,7046301 0947845 | 4,8097343 4474413
16 | 5,0273394 9212584 | 5,1258308 9548301
17 | 5,3495275 0550977 | 5,4421911 5175180’
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96

N | E | D

18 | 5,6712818 1961770 | 5,7587704 8314363

19 | 5,9926714 5852349 | 6,0755338 2097426

20 | 6,3137515 1467504 | 6,3924532 2149966

Die vorstehenden Zahlen sind bis mit zur 14t€® Decimal-
stelle richtig, da sie bis auf 18 Decimalstellen berechnet wur-
den, und zwar auf doppelte Art, theils durch Auflosung der
Gleichungen, theils durch unendliche Reihen. Aus diesen sind
die Zahlen der folgenden Tafel berechnet worden, welche bis

mit zur 10t Decimalstelle richtig sind.

zl-anE"’

N

D

N
E

NE
D

0,4330127018
1, -
1,7204774005
2,5980762113
3,6339124440
4,8284271247

2,5980762113
2,8284271247
2,9389262614
3,
3,0371861738
3,0614674589

5,1961524226
41

3,6327126400
3,4641016151
3,3710223316
3,3137084989

1,2990381056
2,
2,3776412907
2,5980762113
2,7364101886
2.8264271247

6,1818241937
7,6942088429
9,3656399069
11,1961524227
13,1857683283
15,3345019363

3,0781812899
3,0901699437
3,0990581252
3,1058285412
3,1111036357
3,1152930753

3,2757321083
3,2491969623
3,2298914223
3,2153903091
3,2042122194
3,1954086414

2,8925442436
2,9389262614
2,9735244960
3,
3,0207006182
3,0371861738

17,6423629105
20,1093579685
292,7354918984
25,5207651882
28,4651894279
31,5687575733

3,1186753622
3,1214451522
3.1237418028
3,1256671980
3,1272972153
3,1286893008

3,1883484250
3,1825978780
3,1778507508
3,1738856527
3,1705392380
3,1676888064

3,0505248230
3,0614674589
3,0705541625
3,0781812899
3,0846449574

3,0001699437

Die erste Columae giebt das Verhaltniss des Inhalts zum

Quadrat der Seite, die zweite das Verhaltniss des Umfangs
des eingeschriebenen Vielecks zum Durchmesser; die dntte
das Verhiltniss des Umfangs des umschriebenen Vielecks zum
Durchmesser, so wie auch das Verhaltniss des Inhalts des um-
schriebenen Vielecks zum Quadrat des Halbmessers, und das
Verhiltniss des Quadrats des halben Umfangs zum Inhalt des
Vielecks. Die vierte Columne giebt das Verhaltniss des Inhalts
des eingeschriebenen Vielecks zum Quadrat des Halbmessers.
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Die Zahl der zweiten Columne ist die mittlere Propor-
tionalzahl zwischen den nebenstehenden Zahlen der dritten und
vierten Columne. Bei einem Vieleck von grader Seitenzahl
ist die Zahl der vierten Columne gleich derjenigen Zahl, welche

in der zweiten Columre einem Vieleck von halber Seitenzahl
entspricht.

Beispiele.‘

1) Der Umfang eines gleichseitigen Dreiecks sey 220 Fuss,
wie gross ist der lnbalt?
Der halbe Umfang — 110, das Quadrat davon 12100,
dividirt mit der Zabl der dritten Columne 5,19615 gnebt
2328,6 OFuss Inhalt.

2) Der Umfang eines regelmassigen 12-Ecks sey 220 Fuss,
wie gross ist der Inhalt?
Das Quadrat des halben Umfangs ist 12100, dividirt mit
der Zahl der dritten Columne 3,21539 giebt 3763 I JFuss
Inhalt.

3) Die Secite eines regelmissigen 12-Ecks sey 16 Fuss, wie
gross ist der Inhalt?
Das Quadrat der Seite ist 256, multiplicirt mit der Zahl
der ersten Columne 11,19615 giebt 2866,2 (JFuss Inhalt.

4) Der Durchmesser eines Kreises sey 125 Fuss, wie gross
ist der Inhalt des eingeschriebenen und umschnebenen
8-Ecks?

Der Halbmesser 62}, das Quadrat davon 3906 25 mul-
tiplicirt mit den Zahlen der vierten und dritten Columnc
2,628427 .. und 3,313708 .. .giebt den Inhalt des ein-
geschriebenen 11048,5, des umschriebenen 12944,17 [jFuss.

5) Der Inhalt eines regelmissigei 8-Ecks sey 12100 JFuss,
wie gross ist die Seite?
Der Inhalt 12100 dividirt mit der Zahl der ersten Co-

lumne giebt 2505,99, u.e Quadratwurzel hieraus giebt die
Seite 50,06 Fuss.

6) Der Inhalt eines regelmassigen 13-Ecks sey 12100 TFuss,
wie gross ist der Durchmesser des umschriebenen und
cingeschriebenen Kreises?

Der Inhalt 12100 dividirt mit den Zabhlen der vierten un-
dritten Columne 3,020700 und 3,204212.. giebt 4005,69..
und 3776,28.. die Quadratwurzeln hieraus geben die Halb-
messer 63,2905, und 6!,4514, also die Durchmesser des
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umschricbenen Kreises 126,58, des eingeschricbenen Kreises
122,90 Fuss.

7) Der Inhalt eines regelmissigen 9-Ecks sey 325 [JFuss,
wie gross ist der Umfang?

Der Inhalt 325 multiplicirt mit der Zahl der dritten Co-
lumme 3,2757321 giebt 1064,613, die Quadratwurzel hieraus
giebt den halben Umfang 32,628, also den Umfang 65,256 Fuss.

02,

Das Verhiltniss des Kreisumfangs zum Durchmesser,
und des Kreisinhalts sum Quadrat des Halbmessers, ist fur
alle Kreise die unverdinderliche Zahl n — 3 14159265358979

Ein Bogen acd ist grosser als die f
grade Linie oder Sehne @4, welche seine ‘o
Endpuncte verb'mdet, uixd klemfn: als die SN
Summe der beiden Berithrungslinien fa, = 3 't
f'b, welche an den Endpuncten in dersel- ‘
ben Ebene gezogen werden. Der Inhalt. o
des Segments ach ist grosser als der Inhalt des ' A\ acb
und kleiner als der Inhalt des A af3. :

Wenn also in und um
cinen Kreis ein regelmas-
siges Vieleck beschrie-
ben wird, so ist jeder
Bogen des Kreises gros-
ser als die zwischen sei-
nen Endpuncten enthal-
tene innere Polygonlinie,
und kleiner als die zwi-
schen seinen Endpuncten
cnthaltene aussere Polygonlinie.

Eben so ist de  Inhalt des Kreissectors grosser als der
Inhalt des entspreciienden eingeschriebenen Polygonsectors,
und kleiner als der Inhalt des entsprechenden umschriebenen
Polygonsectors.

Derselbe Satz gilt auch fir den ganzen Kreis.. Der
Umfang des Kreises ist grosser als der Umfang des ein-
geschriebenen Vielecks und kleiner als der Umfang des um-
schriebenen Vielecks. Der Inhalt des Kreises ist grosser als
der Inhalt des eingeschriebenen Vielecks und klemer als der
Inhalt des umschricbenen Vielecks.
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Da af? = ad® 4 df* so nihert sich af desto mehr
der Linie ad, oder af -+ f{ desto mehr der Sehne ad, je
kleiner df ist. Aber ad® == md . df, also ist df desto klei-
ner, je grosser md, d. h. je kleiner der Mittelpunctswinkel
amb ist, bei gleichbleibender Sehne 4. Je grosser also die
Anzahl der Theile des ganzen Bogens aa ist, desto mehr
nihert sich die Linge der &dussern Polygonlinie der Linge
der innern Polygonlinie, und der Inhalt des dussern Polygon-
sectors dem Inhalt des innern Polygonsectors. Folglich ist
die Lange des Kreisbogens die gemeinschaftliche Grenze, wel-
cher sich die dussere und innere Polygonlinie desto mehr an-
nahern, je grosser man die Anzahl der Theile macht. Eben
so ist der Inhalt des Kreissectors die gemeinschaftliche Grenze,
welcher sich der Inhalt des dussern und innern Polygonsectors
desto mehr annihern, je grosser man die Anzahl der Theile
macht.

Derselbe Satz gilt auch fiir den ganzen Kreis. Je gros-
ser die Anzahl der Seiten des Vielecks ist, desto mehr na-
hern sich der Umfang des dussern und ionern Vielecks dem
Umfange des Krexsea, und desto mehr nahert sich der Inhalt
des dussern und innern Vielecks dem Inhalt des Kreises.

Da A amf=4ma.af = 1D .af, so ist der Inhalt
des aussern Polygonsectors gleich dem Product der aussern
Polygonlinie mit } des Durchmessers, und verhilt sich zum
Quadrat des Halbmessers wie die dussere Polygonlinie zum
Durchmesser. Folglich ist auch der Inhalt des Kreissectors
gleich dem Product des Kreisbogens mit 1 des Durchmessers,
und verhlt sich zum Quadrat des Halbmessers wie der Bogen
zum Durchmesser.

Derselbe Satz gilt auch fur den ganzen Kreis. Der
Inhalt des Kreises ist gleich dem Product des Kreisumfangs
mit 4 des Durchmessers, und verbdlt sich zum Quadrat des
Halbmessers wie der Umfang zum Durchmesser.

Um also dieses Krei- -erhdltniss z fir eine bestimmte
Anzahl Stellen zu erhalten, nimmt man (V. 50.) ein Vieleck,
in welchem die Werthe von D und E auf ebensoviel Stellen
ithereinstimmen. Z. B. beim 96-Eck ist D — 30,5632..
und E = 30,5468.. die Grenzen sind also

N N
—_— e sy l
D 3,14103.. und 7 = 3,1427 v
Alchmneues fand aus dem 96-Eck (V. 49.) D = 342

1561 1562

= 31 uder uud Aus demselben 96-Eck

P
e g 197 15
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giebt die genauere Berechnung die Grenzen 34§ und 34, oder
1715 1716

546 ¢ 516"

Das Vieleck von 98304 Seiten giebt
E = 31291,1350407, D == 31291,1350567

! N
aso Y — 3,1415926530, . = 3,1415926547.

D E
Das Vieleck von 131072 Seiten giebt
E = 41721,51339389, D = 41721,51340587,

N N
also = 3,14150265329, - = 3,14159265419.

hJ

Das Vieleck von 163840 Seiten giebt
E = 52151,8917459606, D — 52151,8917555481,

also % =— 3,14159265339, % — 3,14159265397.

Wenn man die Werthe von E und D fiir eine so grosse
Anzahl Seiten wie in (V. 50.) berechnet hat, so ist es leicht,
die Tafel noch viel weiter auszudehnen und dadurch das Kreis-
verhaltniss auf eine grossere Anzabl von Decimalstellen zu
berechnen. Némlich es ist der Unterschied von D und E fir

N = 81920......0,0000191 7475985 0920519

Der zweite Unterschied ist bis mit zar 19'¢® Decimal-
stelle die Halfte des vorigen Unterschiedes. Also wird auch
die Halfte des Unterschiedes fir N =— 81920 gleich dem -
Unterschied fir N = 163840 seyn. Dadurch wird man fiir
dasselbe N den Werth von D erbalten, durch Addition von
D und E den Werth von E fiir N = 327680 finden, und
so durch fortgesetzte Halbirung der Unterschiede, und durch
Addition die Rechnung bis auf ein Vieleck fortfiihren konnen,
bei welchem D und E in der 19t® Decimalstelle iibereinstim-
mnen, wodurch man das Kreisverhiltniss auf mehr als 40 De-
cimalstellen finden kenn.

Durch Quadratwurzeln lassen sich einige ziemlich genaue
Annaherungen fur die Zahl 7 finden
2. B. 42 + 5 Y3 — 3 J2 = 3,141592652

S 10975
—_— 91 .. m———
V9,8696 — 3,1415919 T3

Bemerkenswerth ist die von Adriaan Anthonisse, Biirger-
meister zu Alkmaar, etwa um 1584 gefundene Annaherung
x> 3% < 3%, im Mittel 7 = 348 = i3}

== 3,141592639.
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= 3,14159292. Dieses Verhaltniss lasst sich leicht geome-
trisch construiren, da 16 = 42, 113 = 8% 4 77 ist.
Siehe Aufgabe 56.

53.

Alle Kreise sind einander dhnlich.

Man beschreibe in den Umfang
des einen Kreises ein beliebiges Viel-
eck abcd. Die Halbmesser ma, mb,
mc, md schneiden den concentrischen
Kreis in f, g, h, k. Da die A mab,®
mfg gleichschenklig sind und bei m
einen gemeinschaftlichen Winkel haben,
so ist / mfg = mab, also fg~ ab.
Eben so gh ~ be¢, hk =~ cd, also
(L 49.) fh = ac, fk = ad, gk
~ bdus.w. Also fghk oo abed.
Jedem in den einen Kreis beschrie-
benen Vieleck entspricht also ein
dhnliches und @hnlich liegendes Viel-
eck im andern Kreise. Beschreibt
man also in den Sector adm des
einen Kreises einen regelmissigen
Polygonsector ¢bcdm, so entspricht
demselben in dem andern Kreise ein
dhnlicher und ahnlich liegender Po-
lygonsector fghkm. Die Polygon- »
linien @bcd, fghk verhalten sich (II. 71.) wie die Halbmesser
ma, mf, und die Flichen der Polygonsectoren abcdm,
Sghkm verhalten sich (III. 67.) wie die Quadrate der Halb-
messer ma, mf. Da dieses fiir jede beliebige Anzahl Seiten
stattfindet, und die Linge der Polygonlinie sich desto mebr
der Linge des Kreisbogens, der Inhalt des Polygonsectors
sich desto mebr dem Inhalt ¢ :s Kreissectors annahert (V. 52.),
je grosser die Anzahl der Seiten ist, so miissen sich auch die
Langen der Kreishogen ad, fk, welche gleichen Mittelpuncts-
winkeln entsprechen, wie die Halbmesser ma, mf, oder wie
die Sehnen ad, Fk verhaltrn. Aus gleichem Grunde miissen
sich die Flichen der Kreissectoren adm, fkm, welche glei-
chen Mittelpunctswinkeln entsprechen, wie die Quadrate der
Halbmesser ma, mf, oder wie die Quadrate der Sehnen ad,
Sk verbalten. Da sich die abnlichen Centraldreiecke. adm,
Skm, welche gleichen Mittelpunctswinkeln entsprechen, eben-

g:

s e
.® F U .
L .
- . »
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falls wie die Quadrate der Halbmesser ma, mf, oder der
Sehnen ad, fk verhalten (III. 64.), so missen sich auch die
Kreissegmente abcd, fghk, welche gleichen Mittelpuncts-
winkeln entsprechen, wie die Quadrate der Halbmesser ma,
mf, oder der Sehnen ed, fk verhalten.

Derselbe Satz muss nun auch fir die ganzen Kreise giil-
tig seyn. Demnach verhalten sich die Umfinge der Kreise
wie ihre Halbmesser oder Durchmesser, oder wie ihre, glei-
chen Mittelpunctswinkeln entsprechenden Sehnen; und die Fla-
chen der Kreise wie die Quadrate ihrer Halbmesser oder
Durchmesser, oder ihrer, gleichen Mxttelpunctswmkeln ent-
sprechenden Sehnen.

54.

Einen Kreis durch concentrische Kreise in gleiche
Theile zu theilen.

~ Es sey der Kreis in =z

gleiche Theile zu theilen. Man

theile secinen Halbmesser ma in 2

gleiche Theile in 4, ¢ u. s. w, [ /:

b 1 mec 2.0

u. s. w., beschreibe iber ma
einen Halbkreis, errichte auf m
in den Theilungspuncten senk-
rechte Linien, welche den Halb-
kreis in d, f schneiden, so ist
md ' mb

— .

ma n’ ma*  ma n
Man beschrelbt, mlt den Halbmessern md, mf u. s. w. con-

Krei 2
centrische Kreise, so ist (V. 53) M == md. = L

Kreis mf mfz D] Kl’elS ma ma n
3 — U 8, W,

Kreis ma . ma
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95.

Einen Kreisring durch concentrische Kreise in gleiche
Theile zu theilen.

Die zwischen zwei concen-
(rischen Kreisen, z. B. zwischen
den Kreisen ma, m b enthaltene
Flache heisst ein Kreisring. Man
ziehe von einem beliebigen Pun-
cte a des dussern Kreises an den
innern Kreis die Berithrende ab.
Soll der Kreisring in n gleiche
Theile getheilt werden, so theile
man ab in ¢, d w. s. w. in n
gleiche Theile, errichte in den
Theilungspuncten auf «& senkrechte Linien, welche den iiber
ab beschriebenen Halbkreis in f, g u. s. w. schneiden, mache
bh=104f, bk = bg u.s. w., beschreibe concentrische Kreise mit
den Halbmessern mh, mk u. s. w., so leisten diese das Verlangte.
Denn mh? — md* = bh*= bf*, mk> —mb* = bk = bg?,

. 2 g mh* — mb*  bf*  be 1
ma2 | m&z__ a&; also T E Al = =
mk' —mb. b8 _0d__ 2 g (V. 53 KIS ma
ma’ — mb ab ab n Kreis mé

ma® Kreis mh mh® Kreis mk ml:®

m6¥ Kreis mb ~  mb? Kieis mb  mb?
Kreis ma — Kreis md ma®—mé* Kreis mh — Kreismé

Kreis mb - mb: Kreis md
mh® — mb? Kreis mk — Kreis m b mk? — mb?

= b 7 - - P b
mb? Kreis m 6 mb?

s Kreis mh — Kreis mé mh® — mb? 1
diS0 - " T _ Ty ===
Kreis ma — Kreis mé ma* — méb? n

Kreis mk Kreis mb mk* — mb? 2
T = == e == — W.S5. W,
Kreis ma — Kreis mb ma* — mi?® n




56.

Den Umfang des Kreises aus dem Durchmesser oder

dem Inhalt zu bestimmen.
Zur Recti-
fication  des a ..
Kreises, d. h.
zur Verwand-
lung des Um-
fangs in eine )
grade Linie,
nimmt man @ d
= 3 ab, und
setzt daran a g SR
= 1ab, oder
noch genauer ’ _
—ah=21af. , :
Da af — ab SR REURYY:
+ = ab -
0,7071, also
yaf = ab . EARD
0,14142, also
der Fehler nur
wooo des

Durchmessers.
Wenn man ak
= %ab, die
Senkrechte kI
= 3ab, mn
= jab, die
Senkrechte n o
=— ab macht,
und aus dem
Puncte p, wo
al, mo einan-
der schneiden, S . .
die Senkrechte 0..-.. u
pg zieht, so
istag=—1+ab.
Denn ag =
ypg, mg = 3pg, also ma = Lpg = Jag, also ag
== +ma = Yab. .

Wenn man mk == ab, kg = %ab senkrecht auf mk
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zieht, so liegen ag = af in grader Linie. Wenn mun fr
== 2af senkrecht auf af zieht, ar, mgq verbindet, welche
cinander in s schneiden, und sk senkrecht auf «f zieht, so
ist ah = Laf. Denn ah = 48k, gh = 3sh, also agq
= 4$8h = bah, also ¢h = lagq.

Um das Verhaltniss des ¢
Adriaan Anthonisse (V. 52.)
zu construiren, zieht man
bt == }ab senkrecht auf
ab, zieht fe¢, und nimmt
darauf au = av = 4ab
== am, zieht uw senkrecht
auf ab, verbindet fw, und

. .. a
zieht vg = tw, so ist 78
ald
ag au __aw au
T av ab at ab

aw-alt au g
¢ — als —
at®  abd’
au’ 42 16

I

at® TP 8 113
Der Umfang ist also = 3ad + ag.

Setzt man den Durchmesser — D, den Umfang — P,
den Inhalt —= F, so ist P = n . D, F = tnD? P*
= n*D? also 4 F = P? oder P —= V4= . VF. Zum
practischen Gebrauch kann man die Zahl 7z mit mehr oder
weniger Annaherung nehmen, z. B.

m o= 3,1416, }m = 1,5708, 7 == 31, in = 1%,
355 : .

m' — 3 + a — b, aq — '7‘—,
3,544907701811 = 3% o a 4+ b + ¢ + d,
5T 5-—-'—1377“, c=""0"0'b9 d = 15z c

o

- T‘;_‘Ia’
Vin

wWo a

I

' Beispiele.
1) Der Durchmesser sey 140 Fuss, wie gross ist der Umfang?

genau: . genihert:
... 3,14159265 3 > 140 = 420
4... 1,25663706 @evooases 4 20
P — 439,322971 b= tiya — 0,177 -
P == 439,823.

Paucker Geometrie. 11, D



2) Der Inhalt sey 325 [1Fuss, wie gross ist der Umfang?

'/F = 18,02775 '/F = 18,02775
3..... 5408325 3.ieieesae H408325
Deeaone 901387 LR 901387
deveaens 72111 @ = g 80123
Qevrnnen. 7211 b = hga.--. 801
Ouernnnnn 1622 6 == chobeeees 32
07 ceens . 13 d — TT’,.-iu-c ...... 2
Toeean P | P __W

P = 63,90670
F = 81225 yF = 285

3.... 855
! 142,5
PR 12,6666
bovennn 1267
Croosoenna 51
desovoesons 3
P — 1010,2987.
57.

Den Durchmesser des Kreises aus dem Umfang oder
dem Inhalt zu berechnen. :
Man hat P=naD, F=1in. D,also =——-P

-*-‘/ ,/F —=20 3183098861837 gen'thert—l—_ 0,3183,

1
oder——z:-_-—w-l— oderzg-——-a———-b—c+d

4 22 78127

WO 4(5 = il(_)("J b = sy5fov, € = %-6, d = }ec,

‘/w_ = 1,12837916709551 = 1} + a + & + c,
7 :

WO'a == -3--0—0-, 6 =‘-3—8—a-a, c = -i—-a-u-b.

Beispiele.
1) Der Umfang sey 1200 Fuss, wie gross ist der Durchmesser?

l.... 318309686 12000 7 P=1200

2.... 63661977 7., 8400 1... 400

D — 381,971863 2.. 4200 a..— 18
‘11.. 381,8182 &...— 0,024
7812 1536  Cee-cn- — 48

D — 3819718 dreeiccr + 0
~ D — 351,9718
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2) Der Inhalt sey 81225 [Fuss, wie gross ist der Durch-

messer ?
'/F = 285 '/F: 285
1128379167 Lo, 35,625
2.... 2256758334 Qooooons 95
8.00.. 902703333 boveoneer 1267
Deovesas 56418958 Creesnnncns 38

D == 321,5880625 D = 321,58805

3) Der Inhalt sey 12100 OFuss, wie gross ist der” Durch-

messer ?
VF == 110 ;/F = 110
1128379 Feesee 1375
112838 @Becoosoae 3667
D — 124,[217 6 ..... R 49

* 0@ 00 80 00" l

44
D = 1241217

38.

Den Inhalt eines Krezses aus dem Halbmcssw , Durch-
messer oder Umfcmg 2y bestimmen.
Fe=n.r*= LtaD? d
1 =
= P?. Man nimmt 7, wie
n
(V. 56.), = 0,785398186,
gendhert = 0, 7854 oder =
11 1
— der =— .
i1 31y cder=ot?
c—d, Wo a==§, b =135a,
¢ = 1300, d==1%vc,

1 . .
— = 0,07957747154594,
47 1

oder gemhel‘t.———s—8 51233
oder == 'y — 395 — wow
— a — b 4+ ¢,

WO ¢ = ’;W'ﬁw, b == %a

Zur geniherten Quadratur, d. h. Verwandlung des Krei-
ses in ein Quadrat von gleichem Inhalt, mache man mc
== 4 Theile =~ bd = 3 Theile, «b, cd schneiden einander
in f. Man errichte fg senkrecht auf ad bis an den Kreis,

5 *
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beschreibe iiber ag ein Quadrat aghk, so ist es nahe dem

[}
Kreise gleich, da ag® = af . ab = 1 D*

Beispiele.

I) Der Halbmesser sey 85 oder der Durchmesser 170 Fuss,
wie gross ist der Inhalt?

2 — 7295 7225 D? = 28900
314159265 3eeeun. T 21675 7... 202300
. 2199114855 a=+--. 103214 §.... 23120
Q... 62831853 b=-rty;a — 913 5H..... 1445
2...... 6283185 F = 2269801 4:----- 1156
Bevennn 1570796 F = 2269806
F=22698,00689
78539816 Tee... 28900
2... 157079632 Leoonnn 28900
S.... 62831853 317900
9..... 7068583 2..... 158950
F —=22698,0068 Teeeen. 2270714 ‘
3164.... — 913
F = 2269801
28900
Taerernnennn . 202300
9er... ceee. 22477777
b = T{-O-a . 4 224,778
¢ — mvb ..... — 4 495
d = mc ........ — 45
F = 22698015
2) Der Umfang sey 534 “uss, wie gross ist der Inhalt?
P? — 285156 285156
7957747 Sy oeee-. 23763
2.... 15915494 n'm — 712,89
8..... 6366198 v— ----—356445
Bevere. 397887 @ = spoopoeeerr — 1,425
| .. 7958 b = tdaeeooo... — 285
Benirnans 3979 €= tbheviieoon. + 35
Goerennnns AT F = 22691,990

F = 22691993
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99.

Die Liinge eines Kreisbogens zu berechnen.

Nach 1L 22. verhalt sick der Bogen zum Quadranten
wie der Mittelpunctswinkel zu einem rechten Winkel, oder
der Bogen zum Umfang wie der Mittelpunctswinkel zu vier
rechten Winkeln. Es sey der Mittelpunctswinkel = m, der

Bogen == B, der Umfang = P, der Halbmesser — », der
rechte Winkel = R, so ist B =P . f’;—{, oder fiir m Grade,

B.—-::—l—%o-r-m, fur m MinutenB.-—_.-j—l—og—m.-

B—=_"__.
Sekunden 645000

A
— = 0,01
150 ,01745329252,

r . m, fir m
r.m,

Y/

= 0,0000048481368.

648000

Beispiele.

1) Den Winkel zu finden, dessen Bogen dem Halbmesser
gleich ist.

180° .
Man setzt B — r, woraus = 57",2957795
T
10800’ , 648000
= 343714677, 223990 __ 906264”,806.
T T

2) Fiir verschiedene regelmissige Vielecke das Verhiltniss
des Bogens zur Sehne zu finden. Man wendet hier das
Verhiltniss des Durchmessers zur Polygonseite in V. 51. an.

Beim Halbkreise ist B = sn. D = 1,5708 der Sechne.

Beim Dreieck ist fiir m =—=120°, B—=;a D, D =1,15470,
also B = 1,209199 der Sehne.

Beim Quadratist firm =9v', B=L{aD, D = 1,11421,
also B = 1,110720 der Sehne.

Beim Fiinfeck ist fir m = 72°, B= 12D, D = 1,70130,
also B = 1,068959 der Sehne.

Beim Sechseck ist fir m = 60, B = taD, D = 2,
also B = 1,047197 der Sehne.

3) Wie gross ist die Liinge eines Bogens von 87" I").' 24",
bei einem Durchmesser von 174 Fuss? der Winkel
m = 52324, r =— 87.
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0,0002908882 0,025307273
8§... 0,023271056 Jeeaes 1265336365
Teveonn . 2036217 Deeenase H061455

0,025307273 b, S 759218
_ Deeeaasrses HOG14
4deeeees seo 10123

B = 132417775
60.

Den Inhalt eines Kreisseclors zu berechnen.
Nach V. 52. ist der Inhalt des Sectors gleich dem Pro-
duct des Bogens mit % des Durchmessers, also wenn § der

Sector, B.der Bogen, D der Durchmesser, P der Umfang,
R der rechte Winkel, m der Mittelpunctswinkel, » der Halb-

, ' m m
messer, bm%D'BjD-POi—E‘-—R:ﬂrzom,
also fir m Grade S = 350 ° r® . m,
fir m Minuten § = 51—7‘;% s r?em,

o 7
— —_— = 0,00014544 .
5 = 0,00872664626, , 144104

B‘elspielv.

Wie gross ist der Inhalt des Sectors fir den Halbmesser
87 Yuss, und dem Mittelpunctswinkel 87° 12" 24” = 523242

r* = 7569
m == 5232,4
39604035,6

1 L N ] 396040356
4.... 158416142
5..... 19802018

4..
4¢|

cees 1584161
e 000 158416
LRI S 15842

l-o-.a-.-c- 396
‘)4.0....."‘16

N = 5160,17347 OFuss.

61.

Den inhalt eines Kreissegments zu berechnen.

Die Sehne theilt den Kreis in zwei Segmente, wovon
das eine klciner, <as andre grosser als der -Halbkreis ist.
Das kleinere Segment wird erhalten, wenn man das Central-
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dreieck vom Sector dbzieht. Es kann verlangt werden, ent-
weder der absolute Inhalt des Segments in Quadratmaassen,
oder das Verhdltniss desselben zur Kreisfliche, oder das Ver-
héaltniss desselhen zu dem Drcicck, welches mit ihm gleiche
Grundlinic uad Héhe hat. :

Beispiele.
1) Das Segment zu berechnen, wel-

ches auf der Seite des gleich- T N
seitigen Dreiecks ruht. : \\
Krelsﬁache_nr ,Sectormacba - 3 !
=lnr,Aamb=ad -md=Lr*." :
Y3 = A acb, also Segment act
== far® — }r® . /8, Verhiltniss m
l
zur Kreisfliche = 4 — . — . /3, Verhaltmbs zum A\ ach
= g7 ’/3 — 1.
+ . ;/3 = 0,4330127019
2 = 0,3183098862
Prod. = 0,1378322239
1 = 0,3333333333
Segm. == 0,1955011094 des Klexses

Y3 = 1,7320508075
i = 1,3962634016

Prod. — 2,4183991522
1

1,1183991522 des A.

|

2) Das Segment zu berechnen, wel-
ches auf der Seite des Quadrats ¢
ruht. /\
Kreisflache == n»?, Sector macbh @ <—- = = p
=2tnrl, Namb=+1’, ad=r. R ; g

l/g'——-y? ~,0d-————7(l—-'/5

= 4r (2 — l/?) D achb=r. m

1R (2——V~‘)-r '(,/2_-1)

== 2. S t ) - ar? —— 2p% Ver-
(l/2+l , Segment ac 417) “v":

hiltniss zur Kreisflache — [ — 4 . — Verhaltniss zum

A ach = 3a (2 + 1) — 2 + 1)
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ioo=0,2 == 3,14159265359
1. L — 0,1591549431 tn—1 = 0,57079632679
Dif.  0,0908450569 V2 + 1 = 241421356237

] ? ¢ DY D
Verhiltniss des Segments P"O_.d' ~1,37802423350
zur Kreisflache. Verhiltniss ges S‘ngeﬂts zum
ac

3) Das Segment zu berechnen, welches

auf der Seite des regelmassigen Sechs- d
ecks ruht. © s @ @ b
Kreisfliche == 77?, Sector macb = §nr’
ad=1}r,md=1ry3, Aamb=1r'ys,
cd=="3r(2—3), DNacb=47r'(2—y3)

= ri. Segment acd = tnr?

12+ y3)
— 47 . /3, Verhiltniss zur Kreisfliche = § — § . — VJ

Verhiltniss zum A acd = (572 — ¥3) (2 + |/3)

m

L3 = 0,4330127019 7 == 3,1415926536

.;'[. = 0,3183098862 iz = 2’333;32?312

= 4 24

Prod. = 0,1378322239 f/?;l — 17320508075
L = 0,1666666666 ’

5 e — 0,3623142949

Diff. == 0,0288344427 2 4 /3 3,7320508075

Verhaltniss des Segmnents
zur Kreisflache.

Prod, = 1,3522873180
Verhiltniss des Segments
zum A acb.

A n h an g

In der Baukunst, Mechanik u. s, w. kommnt ofters der
Fall vor, dass die Linge eines Bogens, oder der Inhalt eines
Segments aus der Grundlinie und Héhe durch eine geniherte
Rechnung gefunden werden soll.  Die hierzu erforderlichen
Regeln konnen nur durch Hiilfe der hohern Geometrie gefun-
den werden. Daher gebe ich sie hier, ohne Beweise, zur
Belehrung der Fiahigen, und zu practischem Gebrauch.
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62.

Die Linge der Dachlinie.

D. h. dic Summe der beiden Sei-
ten ac, cb des gleichschenkligen Drei- N
. 4cd® \\
ecks. Diese Summe sey = B, —- L b

ab? a
= E der Exponent, und B — d
+a—bb+c—d4f—gus w,wa=;k.
ab, b =4%1E .a,¢c = }E b, d = tE.c, u.s.w. Die
Zihler der Briiche sind die ungraden Zahlen, die Nenner um
3 grosser.

Beispiel. Die Grundlivie ¢é = 120, die Hohe cd

4.24.24 4
= 24 —— e _
, der Exponent E = 30 130 = 35"

129,244

63.

Die Liinge des Kreisbogens.
2
Der Bogen — B, 40;2 == E der /"em

Exponent, B — a4 4+ a — & + P d 5
—d+4+f—g usw,woa=3E.

by b = 'E .a, ¢c = 3E.bd=3%E .c, us w. Die
Zihler und Nenner sind ungr le Zahlen, deren Unterschied
immer 4 ist.

4
Beispiel. ab = 120, cd = 24, E = 25"
ab — 120
Qe + 12,8
,)..... — 4096
Covonas +4 281

¢t oo —25

d
f‘o-c.o--u +2
B = 132,4162
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64.
Die Linge des parabolischen Bogens.
Hier sind die Quadrate .
der Parallelsechnen den Abstian- T T,

e : S
ol : i

den vom Scheitel proportionirt.
Man macht ¢d? = ck . cd,
Sfh*=ck.chu s w., soist
fg* __ ch ‘
ab®  cd 2 13
Der Bogenacd = B, 4—‘:;2—

a

= E der Exponent, B = ad
ta—b4o—d-f—g
u. s. w., woa=—3E.ab,
6 = 2E . a, c——"’E b

d::”ﬂ *C f-—-- SE. d
die Bruche haben dlé f‘Form >4.1.3 4.3.5 4.5.7 4.7.9

1.9.11 4.5’ 6.7’ 8.9’ 10.11’
W u S, w,
Beispiel. ab — 120, cd = 24, E = .
ab... 120
+ 12,8
beoo — 1,230
Cooene + 281
deoeeos — 87
Sfeooeeee 4 32
geeoons — 13
Reoeonns 4+ 5

Die Linge des Bogens der Kettenlinie.

Es ist diejenige Linie, in welcher e
sich Gewdlbsteine durch ihre Schwere im P
Gleichgewicht erhalten, und welche eine® i b
an ihren Enden befestigte Schnur annimmt.

4cd? -
Der Boger == B, —r = E der Exponent, so ist B — ab
+a—b4c—d4+f—gus ,wo %E.ab,

a |l

a
b~——-T~Eac-—~}}i}Ebd 1'3'- +E .
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Beispiel.

ab == 120, cd = 24, E = 2,

ab... 120

a.. + 12,8
beoovs — 935

Sooos

C 45

B — 131,967

Umfang der Ellipse.

Die grosse Axe sey ab,
die in ihrer Mitte senkrecht
errichtete halbe kleine Axe
sey c¢d. Man ziehe in be-
liebiger Richtung ¢ f==2cd,
und beschreibe iiber af ei-
nen Halbkreis.

beliebigen Punct g errichtet ,-_':-"'_..-.'
man gh senkrecht auf aff - -

bis an den Halbkreis, zieht:”
gk = fb, kl = gh senk-"
recht auf @4, so ist ! ein *

, ag
Punct der Ellipse, Da -

2
= -c—d, also a—-——-—-———-g ‘fg cd

ad ak.bk  ad
—=ag.fg=gh’= LI

ak.bk = ko? so ist ki

c d ,C 0
—_ —,

ad

Annahernd beschreibt
man die Ellipse durch zwei

Kreisbogen. Man beschreibt

In einem@if -

e, -
A
o

.

I “ . B
. v . « N
y._ ’ . «
. K
. B . .
. .

N

o
-

R
+

iiber a4 ein gleichseitiges A ané, errichtet ap == ad senk-
recht auf 46, nimmt dg = ad — cd, zieht gr = ap,
beschreibt iiber rr ein gleichseitiges /\ rmr, beschreibt aus
r mit dem Halbmesser ra den Kreishogen @8, aus m mit dem
Halbmesser ms =2 mc den Kreisbogen scs.
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Der Umfang der halben Ellipse «cé = B wird nach
Euler aus der Sehne ac des elliptischen Quadranten berechnet.

b*—4cd?
B'= - —_— — L— — De e v w‘————_‘=
6—b—c—d—f—g ,woa&£+4cd1 E,
a = 1'—'/2 <. ac = 2,221441469.... ac,
| 3.5 7.9 11.13
_ Ez- = —— 2- = ———— 42. ] 2,
b=l e e=gEb bd= Rl o f=ipil ¢

Beispiel. Essey ad=120, cde=24, E=3}{, E'=1%1%1,
ac = Y4176 = 64,6220, ac > 2,22144.. = 143,554,
a... 143,554

Bevoe — 4,705
Ceres — HTS
deeee — 133
fl.t.l — 39
goa-o- —— 13
Reoeeee — B
B == 138,081.

67.
Inhalt der halben Ellipse.

Da (V. 66.) %—5— = E—Z, so ist auch das Verhaltniss der

halben Ellipse @acé, zu dem tiver ad beschriecbenen Halbkreise,

cd

= — Aber (V. 58.) der Kreis = Lz .ab.ad, also die

halbe Ellipse = 7z - ab . cd.

Beispiel. Es sey ab — 120 Fuss, cd = 24 Fuss, so
ist ad .- cd — 2880,
1 = 0,78539816
2eiae. 157079632
8...... 62831853

- S 6283185
Inhalt F = 2261,9467 OFuss.
68.

Inhalt des Kreissegments.

Aus der Grundlinie ab, und Hohe cd, findet man die
Sehne a@c des halben Bogens, und hieraus in ziemlicher An-
naherung das Segment F — %c¢d (ab + jac).
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Beispiel. ab =120, cd =24, ac = 4176 = 64,622
ac — 64,622 ¢
Yac = 21,541

206,163 /\
red == 9,6 a d K

Inhalt F — 1979,161.
Genauer ist die Apnahe-
rung, wenn man den Bogen
achb = B (V. 59. 63.) be-

rechnet:

F'—=1led (B 4 ab) + : .
2’ (B — ab
16cd a6). . f

Beispiel. ab =— 120,
cd = 24, B = 132,4162, hieraus:

132,4162 252,4162 ab? 12,4162
120 Yedeess 6 o 31
252,4162 1514,4972 465,6075

12,4162 465,6075
F = 1980,1047

4cd?
WennE:»a—N—, F=a+6—-c+d—~f+g———h,
so ist @ = %ab.cd, b = {E.a, ¢c = +E.b, d = }E.c,
f=+E-d, g = “f73'd§'f: h = f5E.g u s w.
4de
WennE:m, F_a+6+c+d+f+g
+ h, soista=%ab.cd,b=1E:.a, c=%E.b,d=3%E.c,
S = 1YE.d, g = t}E.f u s. w.

Beispiel. al =— 120, ¢d — 24, erstes E — ,*

zweites E = 4. -
Erste Reihe. Zweite Reihe.

a-.. 1920 a... 1920

beoo 4 61,44 beoeoo 52,96552
ce-oo — 1,40434 Covv-o . 6,26193
deeoiee 4= 7490 decoeve. 76775
Sferveooee — 545 Sfooooens . 9627
geoverons + 47 Zeeeveoes 1225
heeeeeane. -~ 4 heeeeeeos 158

F ==1980,10554 Z» ---------- ‘lg f

F = 1980,10553
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Wenn man durch F das Verhiltniss des Segments acb

. ) - 4cd?
zur ganzen Kreisfliche acd f bezeichnet, und E — C;i
ed a

, S0 1st

s

df

Fe=0u+4+0—cH+d—f+4+g— husw

1 E yE 1
@ = 1P . - —:T’/T ¥ — == 1,607652726,
VEb, d==4E-c, f=pr E-d, g== T E.f

Bez’spiel. ab=120, cd =24, E=, E+4 1 =32,

E’/E _— 10
E'/E (E-I—l) - FIT
1,6976527263 " a... 0,080744481
40.... 67,906109052 biee. 4 2583823
841... 0,080744481 c--.... — 59059
L deeanan + 3150
Foooeeans — 229
Geovoovsen 4+ 20
heceeanan o 17

F = 0,083272169

Nach dem Verhiltniss der Hohe zum Halbmesser c—d
r

= 2ed = h, habe ich _fplgen(.lve' Tafel fir das Verhaltniss

of
des Segments zur Kreisfliche berechnet:
h F " h . “ h F “ h | F
0,01]0,000599[10,11[0,021532[0,21/0,055905]/0,31(0,098637
2 1692( 12 244961 22 59849y 32/0,103276
3 3105 13 27578) 23| 63873 33} 107973
4 4773 14 307721 24} 67972} 34| 112727
5 66604 15 34073 25 72146 35 117537
6 8741}l 16 37478)] 26/ 76393 36| 122402
7(0,010999y 17 40981 27 80710{ 37{ 127320
8 13417} 18 44577| 28 85094) 38| 132290
9| 15985} 19] 48267} 29} 8Y545) 39| 137309
0,100,018623!0,20(0.0520440,30[0,094060(0,40/0,142378
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Rl F | x| F | & F || »] F
0,41/0,147495|/0,56(0,229208([0,71]0,318001/]0,86]0,411165
42 152658| 57| 234940| 72| 324104| 87| 417472
43) 157866| 58] 240703} 73] 330224| 88| 423789
44| 163119( 59| 246495 74| 336363 89| 430113
45| 168415|| 60{ 252315/ 75| 342519( 90| 436444
46| 173752|f 61| 258164| 76] 348691 91f 442781
47| 179131| 62| 264039| 77| 354878) 92| 449125
48| 184549|] 63| 269941| 78] 36108I| 93| 455473
49| 190006|| 64| 275868| 179 367299| 94| 461826
0,50(0,195501(| 65]0,281820//0,80/0,373530{/0,95{0,468182
0,51{0,2010320,66/0,287794//0,81(0,379774}/0,96/0,474542
52| 206600} 67| 293793|| 82| 386030 97| 480904
53| 212202|| 68| 299814 83| 392298|| 98| 487268
54/ 217837|| 69| 305856 84| 398577| 99| 493634
55| 223507(/0,70[0,311918[0,850,404866{1,00/0,500000

Nach dieser Tafel kann man
leicht ¢inen Kreis durch parallele

Sehnen in gleiche Theile theilen.
Bei der Einschaltung wird man
zu grosserer Genauigkeit auche
auf die zweiten Differenzen Riick-

sicht

nehmen.

Beispiel.

Der Kreis sey in
6 gleiche Theile zu theilen, also

f

‘74
)

\‘

F =} = 0,16666... und F’
== ;< = 0,33333'0:

44.. 163119
45..168415233341
46.. 173752 °

Setzt man x = 0,67063
so ist 1 — x = 0,32937

xr .« 5296 = 3552
=2 0 — 5
2 3547
163119

F = 0,166666

C

73.. 330224
336363
342519

74..
75..

6139 ..
6156 17

Setzt man » = 0,5067S
soist 1 — x = 0,49322

r . 6139 — 3111
filéglfl.17 —_ —9

3109

330224

F = 0,333333

also b = od == 0,4467063
mce

L cma — 56°24° .4

also h ;_—_:f—d~ = 0,7350678
mc

[/ cma = 743825
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Nach dem Verhaltniss der Hohe des Segments zur hal-

cd
a

2cd
ad

VE = k, habe ich folgende

Tafel berechnet, welche das Verhiltniss F des Segments zum
Dreieck von gleicher Grundlinie und Hohe angiebt.

S —

h F h F h F ok F
0,00(1,3333333]0,25/1,3498542[0,50]1,3977975]0,75]1,4730935
111,3333599} 26\1,3511897) 51{1,4003163} 76{1,4766043
2(1,3334390| 27(1,3525756| 52(1.4028787| 77|1.4801506
J3(1,3335733| 28/1,3540117| 53({1,4054843) 78|1,4837321
411,3337599) 291,3554978) 54[1,4081328) 79 1,4873484
5/1.3339997(0,301.3570336[0,55(1.41082390.80H 4909992
0,06(1,3312928{0,31(1,35861890,56(1,41355730,81|1,4946843
701,3346391] 32|1.3602535] 57|1,4163326] 82|1.4934033
8{1,3350384} 33{1,3619372)) 58|1,4191496f 83{1,5021558
9(1,3354908{ 34|1,3636696( 59[1,4220079f 84 1,5059416
0,10{1,3359962{0,35(1.3654505]0,60/1,4249072[0,85/1.5007605
0,11|1,33655440,36/1,36727960,61|1,42784710,86(1,5136120
12(1,3371654] 37]1,3601567 62(1.4308274] 87/1.5174958
13(1,3378291 - 38{1,3710815) 63(1,4338477] 88 1,5214117
14/1,3385454] 39|1,3730538] 64|1,4369077} 89(1,5253594
0,15/1,339314210,4011,3750733]0,65|1,4400070//0,90|1,5293385
0,16(1,3401352]0,41(1,3771396]0.66(1,4431454]0,91|1,533348s
17|1,3410084) 42(1,3792525| 67(1,4463225 92(1,5373900
18|1,3419337| 43{1,3814117] 68(1,4495379] 93/1,5414618
19]1,3420109] 44]1.3836169] 69(1.4527914] 94|1.5455638
0.20(1,3439398[0,45/1.3858678(0.70(1.45608270,95/1.5496959
0,211,3450203(0,46/1,3°81642[0,71]1,4594113]/0,96/1,553857 7
29/1,3461521) 47/1,3¢05057| 72(1,4627770] 971,5580489
23(1,3473352) 48{1,3928919) 73|1,4661795) 98{1,5622692
24/1,3485693] 49(1,3053226| 74[1,4696184] 99/1.5665185
0,25/1,3498542]0,50(1,3977975]0,75/1,4730935]1,00/1,5707963

Um diese Tafel mit aller Genauigkeit anzuwenden, nimmt
man auch auf die zweiten Differenzen Riicksicht.

cd
Hier ist — =—
ad

Beispiele.
1) Die Grundlinie a4 = 120, dle Hohe cd =
gross ist das Segment?

2 3
61)

= 3 = 0,4.2 h.

4, wie
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Die Tafel giebt fﬁl‘ h = 0,40- “ s 00 1’3750733
das A achb = ad.cd = 60 .24...... 1440

das Product giebt das Segment..... == 1980,1055

2) Das Segment zu berechnen, welches auf der Seite de:
gleichseitigen Dreiecks ruht. '

Hier ist c—j::: 33 = h = 0,577350269. Wenn also
a

ab = 120 Fuss, so ist cd = 34,641016, A acé
— 2078,46097.

57.. 1,4163326 . -
58.. 1,4191496 gg;ég
59.. 1,4220079 ~

Hier ist x = 0,7350269
I —r = 0,2649731
also » « 28170 = 20705

r(A—2) s 40
2 30665
1,4163326

F = 1,4183991

3) Das Segment zu berechnen, welches auf der Seite des
Quadrats ruht.

Hier ist :.;g = '/2 —_ 1 = 0,414213562.- = k.

Wenn also @b =120 Fuss, so ist cd = 24,8528.. A acd
== 1491,168824. ‘

1,4183991
413 A = 2078,46097

Inhalt == 2948,087 JFuss.

41.. 1,3771396 o 100 1,3780242

42.. 1,3792525 . 463 A = 1491,168821

: 21592

43.. 1,3814117 Inhalt — 2054,866 JFuss.

Hier ist r = 0,4213562
1 —x = 0,5786438
also 2 . 21129 = 8902
TA—=D) 463 — — 56
2 8846
1,3771396
F == 1,3780242.

1) Das Segment zu herechnen, welches auf der Seite des
regelmassigen Sechsecks ruht,
« .. cd .
Hier ist = 2 — ¥3 = 0,267949192.. = 4.
Paucker Geometrie. I1. 6




Wenn also @ = 120 Fuss, so ist cd = 16,07695, A ac)
= 964,61709.

26.. 1,3511897 13859 1,3511897
27.. 1,3525756 l436i 502 10976
28.. 1,3540117 F = 1,3522873
Hier ist xr = 0,7949192 A = 964,61709
l —2 = 0,2050808 Inhalt = 1304,439 OFuss.
also x . 13859 = 11017
f_(lgl'_”l. 502 = — 41 c
10976
Durch Hiilfe der Tafel kann
man auch solche Segmente be-
rechnen, welche grosser als der
Halbkreis sind.
Beispiel. Es sey ab==120, , _ Ve
c¢d == 90 Fuss, so ist — == — - :
ad cd K :
= %, df = 40, ¢f = 130,
cf? = 16900. f
66.. 1,4431454 5 .- 1,4431454
67.. 1,4463225 5, . 383 21138
68.. 1,4495379 14452592
Hieristr =23, l—xr=1% ad . df = 2400
x . 31771 == 21181  Segm.afé — 3468,622
TA=T) 3ga . 43 47 - of = 13273,929
2 31138 Segm. acb = 9804,6070 F.

Die vorstehende Tafel ist in ihrer ersten Halfte von A
== 0 bis h == 0,5 .ich der oben gegebenen Formel fiir
’,/E = h berechnet:

— i 2 ___ 4 s 4 6 ___ _i__ 8
F=3+330 —557 ts5a4 s

Von h = 0,5 bis h == 0,75 setzte ich A == 0,5 4 r
und entwickelte folgende Formel, nach welcher ich die Rech-
nung fithrte:

F = 1,3977975 5625502
- 0,2496907 5247783 . r
4 0,2193513 3608363 . i
2
1

— 0,0522632 9093752 .
— 0,0082385 37866999. »
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0,0140466 9644823 .
0,0042180 6345191 .
0,0024453 8801708 .
0,0028477 0841571 .
0,0006004 6445179 .
0,0008870 1953795 .
0,0008049 4434632 .
0,0000649 0486311 .
0,0003633 1951106 . 2!

Von h = 0,75 bis h = | setate ich A =1 — y
und fiihrte die Rechnung nach der Formel:
F = 1,5707963 2679489

0,4292036 7320510 . u
0,1415926 5358979 . u*
0,0457223 1371802 . «*
0,0092177 2221164 . #°
0,0012544 5426267 . u°
0,0023608 8237160 . u®

7

8

9

| +

<IN~ N B~ A

12

R R e R 5RE &

| I+1 1+

0,0012444 1925800 . u
0,0002860 1730282 . u
+ 0,0001174 9809711 . »

L+

69.
Inhalt des parabolischen Segments.
Der Inhalt des paraboli- €

schen Segments, dessen Axe c¢d
die Grundlinie oder Sehne adg........o......fiioni 7
senkrecht halbirt, ist genan gleich :
4 des A acb von gleicher Grund- :
linie und Hohe, oder 3 der . ;
Rechtecks von gleicher Grund- d b
linie und Hohe. Man macht also 6k = ag = 3cd, so ist
Segment wcd == abgh.

Beispiel. Es sey ab = 120 Fuss, c¢d = 24 Fuss,
so ist bh == 16 Fuss, Segm. acd = 16 . 120 = 1920
Fuss.

70.

Trapezium mit schiefem parabolischen Segment. -

Die schiefe Sehne a4 des Bogens acd sey von der Axe
cd in d in zwei gleiche Theile da = dé getheilt. Man
ziehe geg = adb, mache ge== ad == }d. beschreibe einen

6'.‘"
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Kreis, welcher durch S
die Puncte gdg geht, T
dessen Mittelpunct also
in der Linie ¢m liegt,
welche auf gecg senk-
recht ist. Dieser Kreis
schneidet die Axe dc¢ ,

in f. Man beschreibe % m ..
nun beliebige andre . '
Kreise, welche ihren
Mittelpunct in ¢m ha-
ben und immer durch
den Punct f gehen.
Diese Kreise schneiden
die Axe in [/, die Linie
gcg in k. Man ziehe '
kn -~ c¢d, Iln =~ ad, !

so sind n die Puncte |

der Parabel, und es ist : l

ad® v= cd - cf, In® - 7 q

2

== ¢l . cf, also -:—%—2 = -z-l%, d. h. dic Quadrate der von

der Axe halbirten Sehnen verhalten sich wie die Abschnitte
der Axe (Abscissen). Der inhalt dieses parabolischen Seg-
ments ist genau gleich ¥ des A acé, oder } des Parallelo-
gramms abgg. Es sey nun pg senkrecht auf der Axe cdr,
so ist das Trapezium padr = pr (yap 4+ ¥dr), Segm.
acd=pr.5%cd, Trap. rdbg =rq (x+dr 4+ +bq), Segm.
deb = rq - 3cd. Aber pr = rq = 1pq, also pacbyq
= +pq (ap + dr + jcd + +bq) = +pq (zap —
vdr 4+ Jer + $69) =pqg (xap + Fer + $69).

Beispiel. Es sey die Grund- TN
finie pg == 18 Fuss, die Hohen / 3 \

ap =15, cr =18, bg =17 /| , /,,.\6
Fuss, so ist die mitticre Hohe / S d T ]
NI . o |
. 15 4- 72 4 17 — 17 Fuss, ‘/ . g ;
6 ar” R j
also der inhalt 18 . 17} = 312
OFuss. u:

Auf einc geniherte Art zeich-
net man den Bogen durch zwei
Kreisbog.n, indem man einen
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beliebigen Punct s wahlt, durch welchen der Bogen gehen
soll, durch die Puncte acs einen Kreishogen zieht, dessen
Mittelpunct ¢ ist, und durch die Puncte 84 einen Bogen be-
schreibt, dessen' Mittelpunct » in der graden Linie s¢ liegt.

71

Inhalt eines Trapesiums, dessen Bogen eine beliebige
unbekannte Kriimmung hat. P

Man theilt die Grundlinie
in eine beliebige Anzahl glei-
cher Theile, welche sich durch
2, 3, 4,5 u. s. w. theilen
lasst, z. B. in 60 gleiche
Theile. Inx den ' Theilungs-
puncten errichtet man senk-
rechte Hohen aa’, 66', cc
u. 8. w. bis an.:den Bogen
und misst sie aus. Als Bei-
spiel diene folgende Tafel, wo
die Grandlinie ap == 600 Zoll, :::i::::i:::
also. jeder Theil ab == bc 13345678 i
= cd... = 10 Zoll. Die “bcdf¥hk P
Tafel giebt die gemessenen
Hohen aa’ bei No. 1, 464 bei No. 2 u. s. w. in Zollen.
M e (el e N
600 11|714( 21]800] 31866 § 41{916 51954
61312724 || 22[807 } 32872 [ 42921 | 52{957
626 131733 23|814(33|877|43[925|53[960
63814742 24|82. (134882144929 54|963
650 15[751 || 25/828 (| 35|888 145|933 || 55|966
€611 16]760 | 26/ 835 36|893 | 46|937 | 56968
672 171768 )27/842(37(898}147|940(57|971
683 (| 181776 | 28| 2i3 138|903 || 48|914 | 581973
694 1119|784 || 29|854 § 39|907 || 49[947 | 59{975
704 {120({792 || 30/860 ] 40912 § 50951 60978
611980

T

« . .
.......

=

D W 1D e W N

Erste Art,

Naclg (V. 70.) multiplicirt man den Abschuitt a¢ mit
taad 4+ 08 4 Lce', den Abschnitt of mit fec’ 4 $dd’
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+ &ff’ uw. s.w. Da aber ac =2 cf == fh u. s. w., 50 ist es
kirzer, zu der Summsz der 15ten und 61%ter Hohe, die 4fache
Summe der 2ten, gten gten ., GQsten Hohe, und die 2fache
Summe der 3ten, ten Tten.,, 59sten Hohe zu addiren und die
ganze Summe mit § ac zu multipliciren, nach dem Schema
1, 4, 1
1, 4, 1
1, 4, 1....
1, 4,92 4, 2, 4, 2....

Die Summe der 1sten ypd 6l%ten, .., .. ...0.0vve. 1580
» o»»  Qten gten  GOsten — 25247 mit4.. 100988
» » »  3tem 5ten.. 5Qsten — 24453 mit 2... 48906

. 151474

multiplicirt mit fa@cececeeeennnn ceresesncianeaes 34

Inhalt OZoll 5049134

Zwelte Art, nach Newton.

Man bildet Gruppen von vier Hohen, deren Grundhmen
ad = dh u. s. w. 3 Theile enthalten, und wendet das
Schemal+3+‘3+l.—_=8an,also ‘

y 3y 3, 1

1, 3, 3, 1 |
1, 3,3, 1....
133233,233:...

Dle Summe der l'm und 6l"‘en--o--oo--~000--’-' 1580
»» o 2,3,5,6,8,9..59,60 == 33663 >3 == 100989

»owon o 4, 7 10 53 = 16037 ¥ 2. = 32074
| | 134643
mulitiplicirt mit % qd ce sesasa Cereetisiecentans . 33

Inbalt OZoll 504911}

Dritte Art, nach Cotes.

Man nimmt bei je finf Hohen das Schema 7 -4 32

+ 12 4 32 4 7 = 90, bei je sechs Hohen 19 4 73
4+ 50 4- 50 4- 75 4 19 == 288, bei je siecben Hohen
ST 4 216 4 27 4 272 + 27 + 216 + 41 — 810
n. s. w.  Wahlt man fiinf Hohen, so ist das Schema

7, 32, 12, 32, 1,

7, 32, 12, 32, 7 u. s. w.
7, 32, 12, 32, 14, 32, 12, 32, ' w. s. w.
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Die Summe der 1%t und 61°tem — 1580 > 7.. 11060
» o ow w2, 4,6, 8...60=— 25247 > 32 807904
»w» 3,7,11,15..59 = 12624 > 12 151488
» » » 3, 9,13, 17..57 = 11829 5> 14 165606

1136058
multiplicirt mit J5af = ..... e eees e enoas cena 4

e 2
Inhalt OZoll 5049143

Vierte Art, nach Gauss.

Man theilt die Grundlinie einer Gruppe, z. B. «f, in
die Halfte in ¢, aber in 4 und d nicht in gleiche Theile,
sondern in ungleiche Theile, so dass ¢cb = cd = pL . ac
== 0,7746 > ac sey. Man misst bloss die drei Héhen in
b, ¢, d, und multiplicirt af mit 584’ 4+ e’ 4 S5dd.
In dem obigen Beispiel ist af = 40, ac == c¢f = 20, also
be == cd == 154, also 4§’ = 606, cc’ == 626, dd’' = 644.
Man hat also 5.468" 4+ 8.c¢’ 4+ 5.dd = 11258, dieses
mit fraf = %° multiplicirt, giebt den Inhalt von afalf’
= 25018 [(OZoll. Wendet man dieses Verfahren auf alle
15 Gruppen an, so entsprechen
die Puncte 4 den Abstinden 4}, 44}, 84%,..... bis 564}

» » ¢ » » 20, 60, 100,...... bis 580

» » d » » © 394, Togy 1154ccc.e.. 5954

Summe der 43’ == 12475, der dd’ = 12769,

bEide zusammen. « 25244 x Deesseronce == 126220

Summe der c¢’ = 12624 X 8.........u.00 100992
227212

multiplicirt mit {‘saf = ..... Geveracsosoann 22

Inhalt OZoll 504915

P robe.
Die Zahlen der obigen Tafel berechnete ich so, dass

ma = 800, aa’ = 620 = ap, mp = 200, und dass
die Puncte a'4’c’... in einem aus dem Mittelpunct m mit
dem Halbmesser ma’ == mp’ — 1000 beschriebenen Kreis-

bogen liegen. Z. B. ab =— 10, also mé = 790, m¥’
= 1000, also 44 = J375900 == 613 u. s. w. Zuletzt
ist pp’ == V960000 = 979,7959, / pmp’ = 78'27',7825,
L ama = 36°52',1938, also / a'mp’ = 41°35,5887, oder
= 2495",5887. Also (V. 60.)
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nr?
Fio0s = 145444104
L m = 2495,5887
Sector a'mp’ = 362968 66
A ama = 800 . 300 = -4 240000
A pmp’ = 100 . 9797959 = — 9797959
genauer Inhalt =— 504989
obiger geniherter Inhalt = 504915
Febhler - 74 = z473-



Sechster Cursus.

Trlgonometrie.






b

: 1.
Die trigonometrischen Zahlen hingen {\
von der Grisse des Winkels ab, und wer- ,
den durch die Verhiltnisse der Seiten eines \
rechtwinkligen Dreiecks dargestellt.

¢ a

Der Sinus heisst das Verhaltniss der Gegenkathete zur
: . be
Hypotenuse, sin g = v

Der Cosinus heisst das Verhiltniss der Nebenkathete zur

ca
Hypotenuse, cos a == =5

Die Tangens heisst das Verhiltniss der Gegenkathete zur

Nebenkathete, tg a = z—::.
Die Cotangens heisst das Verhaltniss der Nebenkathete zur

Gegenkathete, cot a = ce

be
Die Secans heisst das Verhiltniss der Hypotenuse zur Ne-
benkathete, seca = ‘—‘—6-.
ca
Die Cosecans heisst das Verhaltniss der Hypotenuse zur

b
Gegenkathete, cosec a =— 22

bc

9

D.e Summe der Quadrate des Sinus
und Cosinus 1ist gleick 1. Das Product }\
der Tangens und Cotangens ist gleich 1. |
Das Product der Secans und des Cosinus :
ést gleich 1. Das Product der Cosecans a

und des Sinus ist glsich 1.
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. be ca . . o
Denn da sin @ = wp 88 =, s° ist sin’ «a
be? ca® %0 2 be? 4 ca®
== -——3, €08 4 = -—, also sin’ a + cos’ @4 —= ——5—.
ab ab ab
Aber (I1. 45.) bc* + ca*==ab’ Also sina 4 cos’a=1.
be ca .
Ferner da tg @ == —, col @ = ——, so ist lg a.col a
be . ca ca ab ’° ca .
e ———— = 1. Da sec @ = -—, co8 4 = —, so ist
ca-be ca ab
ab -ca ab
sec a - co8 @ == 6:1. Da cosec a4 == .-, sin a
be TR ab - be c
== ~—, S0 ist cosec « . 8in @ = ——— == 1. Auch ist:
ab ‘ be -ab
sin a cos a
lga = —— cot @a = — .
cos a 8in a
Aus diesen Gleichungen folgt:
cos’a =1 — gin*a, sin’a = |l — cos’a,
1 ; 1 1
g a = cot ¢ = —— 8ec a4 — ,
8 cot a’ g @’ cos a
1 1 ) |
cos @ = , CUS€C @ == ——, 8N G == ———.
sec a sin a cosec a

Durch diese Gleichungen konnen aus einer trigonometri-
schen Zahl alle iibrigen gefunden werden. Z. B. Es sey sin «

X

7;—- ¥

, i
—=, co%ec @ — -;.

= x, S0 ist cos a4 = l/l——.z:", g a =

Wenn zwei Winkel zuscnmen einen ©
rechten Winkel ausmachen, so ist der Si- \
nus des einen dem Cosinus des andern ~
gleich, die Tangens des einen der Cotan- ™~
- l . . S l ‘ \
gens des andern gleich, die Secans des
einen der Cosecans des andern gleich.

Denn es sey ¢ 4+ 4 = R, so ist

) be be .

sin @ = —, co8 b = —, also sin a == cos b,
ab ab
ca X ca : }

08 @ = —, sin b= —, also cos8 a = sin b,
ab ab
be bce

tg a = —, cot b= —, alsoi1ga==cotld

ca ca



t °%, ag b = 2%, also cot 1g b
cot 4 — — == 21s0 col a4 ==
be’ € be’ &%
ad ab
sec @ =— —, cosec b =— —, also sec a == cosec 4.
ca ca
ab ab
cosec a = —, sec b —= —, also cosec a = sec 4.
be be
4,

Die trigonometrischen p g

Zahlen kinnen als Seknen, \\fb /"' ‘,l\\\
\
1 |

Tangenten, Secanten des

Kreises dargestellt werden, % v
wenn man den Halbmesser
oder Durchmesser zur Ein- t
heit annimml. . y

Es sey in 1. der Halb- \ //

messer ab = ad == ag

= 7 die Einheit, so ist be
r.sina, ca =1r.co8 a, df
r-iga, gh=1r.cota, af =
r.sec 6, ah = r . cosec a. d

u

8

I
‘-\

Es sey in 1I. der Durchmesser s
ab = D die Einheit, so ist éc
D.sina, ac = D .cos a, bd
D.tga, af = D .cot a, ad
D.sec a, bf = D . cosec a.

h
//
Y

i ¢

J.

Wenn ein spilzer und ein D
stumpfer Winkel einander zu zwet
rechten Winkeln erginzen, so sind , g Py
thre gleichnamigen trigonometri-
schen Zahlen an W 2rth gleich, aber
nur der Ninus und die Cosecans
des stumpfen Winkels sind positiv,
hingegen der Cosinus, die Tangens,
Cotangens und Secans des stum-
pfen Winkels sind negativ.
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Denn es sey der Halbmesser des Kreises = r zur Ein-
heit angenommen, der Winkel éac = a, / $’ac = a’ und
a 4 a = 2R, soist (4) r . sin a = bec, r . sin & =
4'¢’y, bec und 4'c’ sind einander gleich und liegen auf einer
Seite des Halbkreises nach einerlei Richtung, haben also einer-

lei Vorzeichen, daher sin o’ =— sin ¢, r . cos 6 = ca,
r« cos8 ¢ = c’a, die Abschnitte ca == c’a liegen auf ent-
gegengesetzten Seiten des Mittelpuncts, haben also entgegen-
gesetzte Vorzeichen, also ist cos @' = — cos a.
retga=2df, r.tga =df, dff = — df,
r-cot @a =gh, r.cot ad =gk, gh = — gh,
also tg @’ = — tg a, cot &' = — cot a,
r.sece=—af, r.seca = af, r.cosec a=ah,
r . cosec @’ = ak. 1
Da sec a' = 5, cosec @' == ——, und da cos &'
cos a sin a .

das entgegengesetzte Zeichen von cos a, sin a’ dasselbe Zei-
chen wie sin @ hat, so muss auch sec a’ das entgegengesetzte
Zeichen von sec a, und cosec a’ dasselbe Zeichen wie cosec a
haben. Also v

cosec &’ = cosec a, sec 4 == — gec a.

Um die trigonometrische Zahl eines stumpfen Winkels
zu finden, zieht man denselben von 180° ab, und nimmt da-
von die gleichnamige Zahl, oder man zieht 90° von dem
stumpfen Winkel ab, und nimmt davon die wechselnamige
‘ahl.  Wenn also ¢’ >> R und < 2 R, so ist

sina’ == cos (' — R), cos a’ = — sin (a’ — R),
tg a’ = — cot (¢’ — R), cot / = — tg (¢ — R),
sec ' = — cosec (a' — R), cosec a’ == sec (a' — R).

6.
Bei einem spitzen Winkel iin-p, K g
dern sich die trigonometrischen \f’,
Zahlen in der Art, dass der gris- 3 \
sere Winkel einen grisse¢.en Sinus, J ‘
eine grissere Tangens und Secans, e«

hingegen einen kleinern Cosinus,
eine kloineire Cotangens und Cose-
cans hat.

Denn wenn / dad’ >> dabd ist, so ist ¥'¢ > be,
df’ > df, af’ > af, dagegen ac’ < ac, gh’ < gh, ak’
< ah. Wenn also &’ >> a, so ist sin &’ > sin a, 1g a’,
> tg a, sec @’ > sec a. Hingegen cos a' < cos a, cot a/,
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< cot a, cosec a’' < cosec «. Bei einem spitzen Winkel
ist der Sinus zwischen 0 und 1, der Cosinus zwischen 1 und 0,
die Tangens zwischen 0 und oo, die Cotangens zwischen oc
und O, die Secans zwischen 1 und oo, die Cosecans zwischen
oo und 1. TFiir dic vollen Quadranten haben die trigonome-
trischen Zahlen folgende Werthe:

0 R 2R|{ 3R| 4R | 5R
sin 0 1 0 — 1 0 1
cos 1 0 |— 1 0 1 0
g 0 oo 0 ac 0 O s W
cot o'e) 0 o) 0 oc 0 L
sec 1 oo |— 1] o 1 oc
cosec oo 1 xx |— 1| o 1

Bei jedem Durchgange durch 0 oder oo #ndert sich das
Vorzeichen aus dem positiven in das negative, oder aus dem
negativen in das positive.

7.

Die irigonometrischen Tafeln gelen die Logarithmen
der trigonometrischen Zahlen aller spitzen Winkel unmilttel-
bar fir die einzelnen Minuten. Fiir Theile der Minute fin-
det man sie durch Einschaltung, indem man die Aenderung.
des Logarithmus der Aenderung des Winkels proportionirt
annimmt.

Beispiei. Es seyen die Logarithmen der trigonometri-
schen Zahlen fiir den Winkel 38°1739”5, oder 38°47’,6583
zu finden.

Ig sin 38°47 9,7968359 Ig tg 38°47"  9,9050085
Ig sin 38°48’ 9,7969930 Ig tg 38°48’ 9,9052672
: 1571 2587

mit 0,6583.... - 1034 mit 0,6583.... -+ 1703
Ig 8ine-seeo- 79,7969393 Igtg.++++.. 9,9051788
Ig cos 38°47° 9,8918274 Ig cot 38°47" 0,0949915
Ig cos 38°48 9,8917258 Ig cot 38°48" 0,0947328
1016 2587

mit 0,6583..... — 669 mit 0,6583.... — 1703

lg coseeennn. T0.8917605 g cot.-..... 0,0848212
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Mit 5stelligen Logarithmen:

log sin log tg log cot log cos
38°47° 979684 990501 009499 989183
diff eee 4+ 15 + 26 — 26 — 10
0,66 ... + 10 + 17 — 17 — 7

38%47,66 9,79694 9,90518 0,09482 9,89176

Die Summe von log tg e« und log cot a ist immer
== 0, und ihre Aenderungen sind einander gleich und ent-
gegengesetzt.

Den Sinus und die Tangens eines sehr kleinen Winkels
kann man ohne erheblichen Fehler dem Verhaltnisse des Bo-
gens zum Halbmesser gleich setzen, und daher die Grade

T . . . T . . T
t 150’ die Minuten mit 16800° dl;: Secunden mit 845000
multipliciren. Es lSt aber (V. 59.) 180 = 0,01745329, log
== 8,2418774, 10800 = 0,0002908882, log — 6,4637261,
T p
T80 = 0000048481368, log == 4,6855749.

Z.B. Am 5. Febr. 1841 war die Mondesparallaxe 60’35",87
== 3635",87 ,
log 3635”87 v+ cuuvunrees 3,5606083

T .
vevena ceavn oo 6855749

648000 1,
log sin — log tg ------ K] 8,2461832.

log

- Genauer ist es, zu dem log sin oder log tg des nichst-
kleinern Winkels den Jlog des Verhiltnisses des gegebenen
Winkels zum nachstkleinern zu addiren. Z. B.

3635".87.... 3,5606083 3635,87 ...-. . 3,56061
63D e evennn 3,5605044 3600 ....... . 3,05630

1039 431
lllfr sin 1°0°35" 8,2460568 log sin 1°0"... 8,24186
log 1g 1°0'35" 8,2461242 log tg 1°0’.... 8,24192
lgg Bif oo sees 8246]60- » l()g sin....... 8,24617
log tgeeese: . 8,2462281 log tgeceseens 5,24623

Wie man fir alle Grade des Quadranten rechtwinklige
Dreiecke mit rationalen Sei{en finden kann, und wie man aus
den Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks auf eine geniherte
Art ohne Tafeln den Winkel berechnen kann, wird im An-
hange Aufg. 69. 70. gezeigt werden.
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S
Fiir einen Winkel von 43" = L R, AN }

ist der Sinus und Cosinus = Y4, die N
Tangens und Cotangens — 1, die Secans
und Cosecans — y").

e

L bac=a =R, ab® = 2)c* ¢
bc ca

™
]
Y

= 2¢a? also sin a — — = YL, cos a4 =— — =— Y-
’ ab Ve , ab Ve
be ' ca ab
te g — — —= 1, cota — — = 1, sec @a — — =— 2
& ca ’ be ? ca '/’

abd
cosec a4 — — == /2.
bec I
a
9.

Fir einen Winkel von 30" — L R,
ist der Sinus = 4, der Cosinus
= Y4, die Tangens = )/}, die Co-
tangens == /3, die Secans == /3,

b d

die Cosecans — 2. ¢

Es sey ab — bd = da, so ist 2b¢ = bd = ab,
also ca® == ab® —be®> = 4bc* — bc* = 3bc® Es scy
[ bac = 30° = [R = a, so ist sin a« = 6—; = 4,
t‘osa-—-c—f‘--— : ta—bc'— %, cot = ¢

T ab T :’68‘ —ca—'/r’aboa_?/c
— = — == /! = — = 2.
= /3, sec a = — /3, cosec a e 2

Der Sinus des doppelten Win- / \

kels ist gleich dem doppelten Product / F \

des Sinus und Cosinus des einfachen b a

Winkels. \ 7 v
In dem rechtwinkligen A /o /

falle man ¢f senkrecht auf b, so ist dl\_/

bhe _ab

cf  ca

Durchmesser a4 = D einen Kreis, welcher von ¢f in d

geschnitten wird, so 1st, wenn / bac =a, [ cad = 2a.

(VL. 4), 6—; = sin a, ’7; == cos a, %

sina . cos a = y8in 2a, oder sin 2a = 2sin a - cos a.
Paucker Geometrie. TI. 7

, also bc.cu = ab.cf. Beschreibt man iiber dem

= sin 2a, also
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11.

—

),

r f

/

Der Cusinus des doppelten Win- /L
kels 1ist gleich dem Unterschied der /
Quadrate des Cosinus und Sinus des 6/
einfachen Winkels. L f| m |

Man beschreibt iiber v b = D \\
als Durchmesser einen Halbkreis, des- L P
sen Mittelpunct m ist, fallet ¢f senk- -
recht auf ¢b, so ist [ bac = a, [ emf = 2a, so ist
c .9 mf 2my)
"l—)-, cos a = ',;'; - D
Aber bc® = ab . bf, ca® = fa .ab, also ca® —— bc® ==
Sfa.ab—ab.0f. Aber fa=1D + mf, bf= 4D — nf,
also fa — bf = 2mf. Also ca® — bc® = 2mf . D.
Dividirt man mit D? so ist cos 2a = cos* a — sin’® a.
Aber auch (VI. 2.) cos® @ 4 sin* @ = 1. Also 2 cos’ a
=1 -4 cos8 2a, 2sin> a = | — cos 2a, oder 2cos® L a
== 1 4 cos ¢, 28in* ya = 1 — cos a.

(VL. 4)) sin a = -Dc—, cos @ =

12, o
1, o

[
e I // //

Der Sinus der Summe oder des
Unterschiedes zweier W inkel ist gleich
der Summe oder dem Unterschied der @ \:
Producte des Sinus des einen Winkels
mit dem Cosinus des andern Winkels.

Der Durchmesser des Kreises sey [
ab = D, so ist (V. 30.)
inl..D.cd=db-ca-+ .d.bec, e
inll.. D.cd=db.ca—ad.be jy -~ N
Wemn nun / bad=a, [ bac =, <
s0 ist nach (VL. 4.) db = D . sin a, _
ad =D .cos b, be = D . sin 5,
ca=D .cosa, und inl. D sin (a + b) )
== ¢d, in \l. Dsin (¢ — b)) = cd. . e
Hieraus foigt durch Division mit D* R

sin (a 4+ 0) = sin « . cos b -+ cos a - sin &,
sin (a — b) = sin @ - co8 b — cos a . sin b.
Diese beiden Gleichungen sind einander correlativ, und

zeigen, dass der Sinus eines negativen Winkels negativ, der
Cosinus eines negativen Winkels positiv ist.
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Beispiel. a = 38°47, § = 15°32",

sin a 9,79684 cos a 9,89183 0,60350
cos & 9,98384 sin b 9,42781 . 0,20876
9,78068 9,31964 0,81226
0,60350 0,20876 0,39474

sin (a -+ &) 9,90969 — 54°19’
sin (6 — &) 9,59632 =

13.

Der Cosinus der Summe oder des
Unterschiedes zweier Winkel ist gleich
dem Unterschied oder der Summe der als
Producte der Cosinus und der Sinus
der Winkel,

Der Durchmesser des Kreises sey
ab = cf = D, so ist (V. 30.)
in L. D.df =— ad:0f — db . af
—ad.ca — db . be
inll. D .df = ad.bf 4+ db . af
= ad-.-co 4+ db - be.
Wenn nun / bad = a, [ bac
== b, so ist (VL. 4.) db = D . sina,
ad=1D.cos a, bec = D .sin b, ca
= D.cos b, und in L. df = D - cos
(a + &), in I df = D . cos (a — ?). Hieraus folgt
durch Division mit D*

co8 (@ + 0) = cos a - cos b — sin a - sin &

cos (@ — b) = co8 a - cos v 4 sin a . sin é.

Diese beiden Gleichungen sind einander correlativ und
zeigen, dass der Sinus ecines negativen Winkels negativ, der
Cosinus eines negativen Winkels positiv ist.

Beispiel. a == 38°47, § = 1532,

cos @ 9,89183 sin @ 9,79654 0,75103
cos b 9,98384 sin b 9,42781 0,16775
9,87567 9,22465 0,58330
0,75105 0,16775 0,51880

cos (¢ + 6) 9,75690 = 54°19’

cos (n — §) 9,96322 = 23°15".

7*
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14. .

In einem rechiwinkligen Dreiecke ist
das Product der Hypotenuse mit dem Si-
nus eines Winkels der Gegenkathete gleich,
und das Product der Hypotenuse mit dem

Cosinus eines Winkels der Nebenkathete
gleich.
. be ca .
Denn da sin @ = —, cos a =— —, soist bec — ab.
ab ab
8in ¢, ca = ab . cos a.

Beispiel. ab = 95 Fuss 7 Zoll = 1147 Zoll, a =
48°57'15" = 48°57",25.

sin 48°57" 9,87745 cos 48°57" 9,81738
0,25..... 4 3 0,25..... — 4
sin a 9,87748 cos ¢ 9,81734

ab 3,05956 ab 3,05956

b 2,93704 ca 287690

be = 865",04 = 72'1",04 ca = 753",18 = 62'9",18.

15. )

In einem rechtwinkligen Dreiecke ist ANy
die Hypotenuse gleich der Gegenkathete
dividirt mit dem Sinus des Winkels, oder
gleich der Nebenkathete dividirt mit dem e
Cosinus des Winkels.

be . ca .
Denn da — = 8in 4, — == cos a, so ist b¢ — ab.
ab ab 3
. (4 ca
sin a, ca = ab.cos a, also ab = — == .
sin a cos a
Beispiel. bc == 75 Saschen 6 Fass — 531 Fuss,
a = 27°51’32", b = 62°8’28".
sin 27°51’ 9,66946 cos 628’ 966970
327..... 4 13 28".... — 11
sin @ 9,66959 cos b = 966959
be 2,72509 ' )
ab 3,05550

b = 1136,32 == 162 Saschen 2 Fuss 3,8 Zoll.
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16. b
In einem rechlwinkligen Dreiecke ist | ™.
die Gegenkathete gleich der Nebenkathete S
multiplicirt mit der Tangens des Winkels. \,\
Denn dab—g=tga, so ist b = ¢ g

ca - lg a. ‘
Beispiel. ca = 56 Saschen 3 Fuss 9 Zoll = 395,75
Fuss, a = 32°28'27",
1g 32'28’ 9,80363
27" evuvs o+ 12
tg o~ 9,80375

ca 259743
be 2,40118

be = 251,87 = 35 Saschen 6 Fuss 10} Zoll

7. ~ ®

" In einem rechtwinkligen Dreiecke ist
der Sinus des Winkels gleich der Gegen-
kathete dividirt mit der Hypotenuse, und. |
der Cosinus des Winkels gleich der Ne- o
benkathete dividirt mit der Hypotenuse.

bo ,
Namhch———-—sma._cosb und—g-—co:a-—-smb
ab ab

Beispiel. bc = 12 Saschen 4 Fuss 7 Zoll = 1083
Zoll, ab = 18 Saschen 5 Fuss 9 Zoll = 1581 Zoll.
| be 3,02653 ¢ = 42°141}
ab 3,19803 — 42°1479
sin ¢ 9,82760
sin 42°14' 9,82747

U = diff. 14..... 13

18.

In einem rechtwinkligen Dreiecke ist
die Tangens des Winkels gleich der Ge-
genkathete dividirt mit der Nebenkathete.

be ¢ .

Namlich tg @ = cot b — —
&g co ca’

ca
g b = cot @ = - —.

be



_ 102 —

Beispiel. bc = 145 Kctten 22 Fuss = 145,44, cu
.= 198 Ketten 39 Fuss = 198,78.
be 2,16268 ¢ == 36°114%
ca 2,29838 = 36°11',44.
tg o 9,86430
36°11° 9,86418
= diff, 27.7 ... 12

19.

Um in einem rechtwinkligen Dreiecke aus der Kathete
und Hypotenuse die andre Kathete trigonometrisch zu be-
stimmen, sucht man zuerst aus thnen den Winkel (V1. 17.),
dann aus der Kathete und dem Winkel die andre Kathete
(VL. 18.), oder aus dez Hypotemm und: dem kael die
andre lewte (VI 14). : i

Namlich 2 -——6 =cosa,ca-tga=>bc, ab.sina=hbc.
a

Zur Probe ist b’ == ab® — ca’= (ab — ca) («b 4 ca).

Beispiel. ca =='3 Werst 358 Saschen = 3‘716, ab
== 4 Werst 426 Saschen = 4 852 “

Probe._
ca 0,57008 a4 = 40"0',9 © ab 4,853
a6 0,68592  po== 31198 " ca 3,716
co8.a 9,88416 =3 Werst 59,9 Saschen 44— ca 1,136
1ga 9,92404 L ~ ab4ca 8,568
sin @ 9,80820 0,05538
he 0.19412 ‘ | 0,93288

be* 0,98826
be 0,49413
2(0.
Um in einem rechtwinkligen Dreiecke =]
wus den beiden Katheten die Hypotenuse
trigonometrisch zu bestimmen, sucht man \
zuerst aus ihnen den Winkel (VI. 18.), |
dann aus der einen oder andern und dem ,

| SR S
Winkel die Hypotenuse (V1. 15.). ¢ «
. 1 be be cu .
Namlich — = tg a, al = - = AL
ca sin a cos a

Probe ist @b’ = hc¢*® + ra’.
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Beispiel. bc = 8 Fuss 5 Zoll = 101 Zoll, ca == 9 Fuss
74 Zoll = 115,5 Zoll.

be 2,00432 Prole.

ca 2,06258 » Le? 10201
tga 9,94174 a = 41°10",12 ca’® 13340,25
sin a 9,81841 ab = 153,43 ab? 23541.25
cos a 9,87667 =— 12 Fuss 9,43 Zoll ab? 4.37183

ab ‘2,18591 - ab 2,18591

21.

In einem rechtwinkligen Dreiecke ist der mit der Hy-
potenuse dividirte Unterschied der Hypotenuse und Neben-
kathete, dem doppelten Quadrat des Sinus des halben Win-
kels, dem sogenannten Sinusversus gleich.

Nﬁmlich}u =1 — %2 — 1 — cosa. Aber

V ab . ab

ab — ce

(VL11) 1 — cos @ = 2sin} @, also == 23sin’ } a.

ab
Zur Probe ist b¢® = (ab — ca) . («b 4 ca), und hieraus
sina:é—f l.a=~6—q “
ab’ 8 ca '
Beispiel. c¢a — 860 Meilen, ab == 860} Meilen.
wnb—ca 9,39794 “Probe.

@b 2,93462 © ;) 2 cq 939794  sina 8,38214
6,46332  «b 4+ ca 3,23559  sin 82’ 837750

,Ig 2 0,30103 be? 263353 82’ 1,91381
~6,16229 “be 1,31676 a 1,91548
sin +a 8,08114 ab 2 i3462 tg a 8,38226
sin 41’ 8,07650 ca 2,93450 tg 82" 8,37762
lg 41 1,61278 sin ¢ 8,38214 82 1,91381
sa 1,61742 g e 8,38226 « 1,91845
lg 2 0,30103 :
« 1,91845
a == 82’ 88
0 = 1"2253"
22.

In einem rechtwinkligen Drei-
eck ist der Unterschied der Kathe-
ten dividirt mit der Summe der
Katheten gleich der Tangens der f~
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Erginzung des kleinern Winkels zu einem hallen rechten
Winkel.

Man mache ¢d = c¢f = bc, so ist ad = ca — bc,
af = ca + be. Man ziehe ag = db, so ist /| gac
== bdf = § R = 45°, Lbag-—«45-—6ac-—-45°——a
o i 24— be _ad_Ux _bs _

ca + be af fg ag
1 —
' —l——-—"—:—;ii—.-"g' == tg (450 — a). Dieser Satz
wird gebraucht, wenn von zwei Zahlen p, ¢ nur die Loga-
rithmen gegeben sind und man daraus den Logarithmus von

dem Verhiltniss P9 inden will.

tg bag, also %

= Ig a, so st

pT49
Beispiel. log p — 3,82456, log q = 3,18795.
pr- 3,82456 a——l3°0’05 P—9q
ELY/ =9,79578.
g-- 3,18795 45°— o= 319,95 3l lg T ==9,79578

tga 9,36339 tg = 9,79578

23 a

In einem Dreieck verhalten sich die
Seiten wie die Sinus der Gegenwinkel. Jede
Seite mit dem Sinus des Gegenwinkels di-
vidirt, giebt den Durchmesser des um-
schriebenen Kreises. b d ¢

Man fille ad senkrecht auf 4c, so ist (VI. 14.) ad =
b6 .8inb, ad = ca . sin ¢, also ab . sin 6 = ca . sin ¢,

ca sin b
oder — —

ab =~ sin ¢

Man beschreibt um das A aéde
einen Kreis, und zieht den Durchmes-
ser ¢f = D, so ist in dum recht-

1/
inhli VL15) D==—"
win axgenAabf( ) P
== ——; in den rechtwinkligen A acf
BIRC L u ca
D =— — — == ~———  Zieht man
sin afc sin b

den Durchmesser 5g = D, so ist in

b b
dem rechtwinkligen A beg, D = = 2% Ao

sin bgce sin @
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. be ca ab . abd stn ¢
ist D = — = — = ——, und hieraus -— =— ——,
8in a sin b 8in ¢ be sin «a
be sStna ca sin b
ca sin b’ ab =~ sin c
24.

In einem Dreiecl: ist jede Seite gleich
der Summe der Producte der Nebenseiten
mit den Cosinus der Winkel.

Man falle ¢ d senkrecht auf bc, so ist /

(VL 14)bd=ab.cosb, cd=ca-cosc,p d K
alsobc.._ab-cosb—l-ca-cosc ‘

Wenn 5 ein stumpfer Winkel ist, so ist das erste Glied
negativ (VL. 5.). Wenn ¢ ein stumpfer Winkel ist, so ist
das zweite Glied negativ. Dieser Satz 24. dient, um von der
nach 23. gefilhrten Rechnung die Probe zu machen. Die Satze
23. und 24. enthalten die Grundgleichungen der Trigonometrie,
namlich:
bec . 8in b = ca - sin a, bc - sinc = ab . sin a.
be.cosb=—ab—ca-cosa, bc.cosc=ca—ab.cosa.

2. y

Aus einer Seite eines Dreiecks und \
den Winkeln die andern beiden Seiten, den g/ -~
Inhalt, und den Durchmesser des umschrie- o
benen Kreises zu berechnen.

Nach (VL. 23.) multiplicirt man dieg ’
gegebene Seite mit dem Sinus des Gegenwinkels der gesuch
ten Seite, und dividirt mit dem Sinus des Gegenwinkels der
gegebenen Seite. Auf diese Art berechnet man der Reihe
pach aus der 18ten Seite die 2'¢, aus der 2te» die 3'¢, aus
der 3te" wieder die erste, um cine Probe der Addition und
Subtraction zu haben. Zur Probe der Richtigkeit der ge-
brauchten Sinus wendet man den Satz VI. 24. an. Um den
Inhalt F zu finden, ist 6f = bc . sin ¢, und F = Lca. bf,
oder cg=="4c . sinb, und F = Lab . cg. Den Durchmesser
D berechnet man nach (VL 23.).

Beispiel 1. bc == 87 Ketten 37 Fuss = 87,74

a — 64°34'19"
b =— 61°58’13"
¢ = 53°27728"

180°
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be 1,94320 be 1,94320 Probe.
sind 9,94581 sin ¢ 9,90494 ab 1,89239
sina 9,95575 ca 1,93326 cos b 9,67203
ca 1,93326 + 9,69897 1,56442
sin ¢ 9,90494 F 3,48037 ce 1.93326
sin 6_9,94581 be I9I320°  (4e0 9.77482
ab 1,89239 sin b 9,94581 ~1.70808
sina 9,95575 ab 1,89239 p . 3668
sinc 9.90494 + 9,69897 Z“""’:&* e
—_— e - cog ¢ == 51,
94320 48037 —_—
b c—————-———-l’ F———-——-—-——-—g’ 3 be=1817,74
be 1,94320 ca 1,93326 ab 1,89239
sina 9,95575 sin b 9,94581 sin ¢ 9,90494
D 1,98745 D 1,98745 D 1,98745
ca = 85,756 = 85 Ketten 37,8 Fuss,
ab = 178,053 = 78 Ketten 2,6 Fuss, -
D = 97,152 = 97 Ketten 7.6 Fuss,
F = 3022 53 (OKetten. ‘
Beispiel 2. 5c = 633 Saschen Pl
h Fuss = 4436’ //
a = 33°10/3" // '
b = 33°21'16" D
c=113Wat, S L
_ 180° : «
be 3,64699 be 3,64699 Proba.
sind 9,74022 sinc 9,96247 ab 3,87140
sine 9,73806 ca 3.74915 cos b 9,92184
ca 3,64915 ¥ _9,69897 6d 3,19324
st ¢ 9,96247 F 6,95758 ca 3,64915
sin 6_9,74022 be 3,64699 cos ¢ 9,60032
b 3,87140 sinbh 074022 cd 3.92947
sina 9,73806 ab 3,87140 5. o0 b'__ 62131
sinc 9,96247 1 9,69897 ;‘a : co:a — 17761
he 3,64699 F 6,95758 be — 1136
Ig 117600 = 5,07041 €= 2990
F 188717
be 3,64690 ca 3,64915 ab 3,87140
sina 9,73806 sin b 9,74022 sine 9,96247 »
D 3,90893 D 3.90893 D 3.90893
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636 Saschen 6,1 Fuss,
ab = 7437,0 Fuss 1062 Saschen 3,0 Fuss,
D = 8108,3 Fuss 1158 Saschen 2,3 Fuss,
F = 77,12 Dessitinen.

ca = 4458,1 Fuss

('

»
206. a
. ‘ A
Aus zwei Seiten e¢ines Drei-

ecks und einem Gegenwinkel das
Dreteck zu berechnen.

Es seyen gegeben ca, ad, &
so ist (VL. 23.) sinc = ?6—;2&—6. 6°
Die Auflésung ist also nur dann méglich, wenn ad . sin &,
d. k. ad kleiner als der Nenner ca ist, weil sizn ¢ immer ein
achter Bruch seyn muss. Wenn diese Bedingung erfillt ist,
und zugleich ca als die Gegenseite des gegebenen Winkels 4
kleiner als die Nebenselte ab ist, so sind zwei Dreiecke mog-
lich (I. 35. 37.), indemm man (VI 5.) zu sin ¢ entweder den
spitzen Winkel ¢, oder seinen stumpfen Nebenwinkel nimmt.
Aus ¢ ergxebt sich nun weiter der dritte Winkel @, und dann

- 8in a ab . sin a
be = =
sin b _sin ¢
Beispiel. ca == 503 Saschen 5 Fuss =— 3526/,

@b = 529 Saschen 4 Fuss = 3707,

ab 3,56902 L Probe.
s b 0N b 3,54738 o 3,53645
o 354128 g e 9,95475  cosd 9,71199
sinc 995475 gin 5 9,93301 3,24841..1771.9
L ab 3,56902 ca 3,54728
o sina 9,92218 cos a 9,73942
b 830?3"3 sin ¢ 9,95475 3,28670..1935.1
¢ ’ be 3,53645 ah — 3707

a  56°42.9

TR

sin b 9,93301
sin a 9,92218

ca 3.54728

b = 585918’
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IL. 1L Probe.
A 580591’3 ca 3,54728 bo 2,58048
¢ 115042"2 sin ¢ 9,95475 cos b 9,71199
a 5°18°,5 sin b 9,93301 2,29247...196,1
180° ab 3,56902 ca 3,54728
sin a 8,96621 cosa 9,99814
sin ¢ 9,95475 3,54542..3510,9
be 2,58048 ‘ ab = 3707
sin b 9,93301 I
sin a 8,96621 be=3439,1
ca 3,54728  — 491 Saschen 2,1 Fuss.
IL
bc==2380,6

_ == 54 Saschen 2,6 Fuss.
217.

Der Inhalt eines Dreiecks ist gleich
dem halben Product des Sinus eines Win-
kels und seiner beiden Nebenseiten.

Nach III. 8. ist der Inhalt F =
‘bec-ad; aber (VL. 14)ad=ab . .sinb= [
cd - 8in ¢, also b q ¢
F=1tab.bc.sinb=atbc.ca-since= %ca-.ab sina.

928. a

In einem Dreieck ist das Quadrat 9/
einer Seite gleich der Summe der Qua-
drate der beiden andern Seiter , weniger
dem doppelten Product dieser v.eiten und rs
des Cosinus thres Zwischenwinkels.

Nach VI. 23. 24. sind die Grundgleichungen

bc . 8in b = ca . sin a
bc . co8b = ci — ca . cos a.
Aber (VY. 2)) sin® b 4 cos® b = 1
sin*a 4 cos’a = 1.

Wenn man also die obigen Gleichungen ins Quadrat

erhebt und die Quadrate addirt, so ergiebt sich:
be? == ca® 4+ ab® — 2¢a . ab . cus a,
ca® = ab® 4 bc®> — 2ab . bc . cos b,
ab® = tc® 4 ca® — 2bc - ca - cos c.

Wenn der Winkel stumpf ist, so ist (VL. 5.) dessen Cosi-
nus negativ, und das dritte Glied muss daher addirt werden.
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29.

Die Summe zweier Seiten verhdlt sich zu ihrem Unter-
schiede wie die Tangens der halben Summe der Gegenwinkel
zu der Tangens ihres halben Unterschiedes.

Es sey ca < ab, man mache ad
= af == ca, verbinde cd, cf, ziehe ég S
~cd, ahcf, soist [ fed = fgb
== ¢gb = R, und ah halbirt den Win-
kel a.

Setzt man bac = a, abc = b,
ach =c, s0ist [ cah==1a, [ acd
= adc == fbg = ¢ 4+ b, [ dcb
= cbg = ¢ — b

Aber fg = bg - tg fbg,

cg == bg - tg cbg.

Also 18 — 18S%8  pp S8 _ SO

cg ig cbg cg

Also ab 4 ca:ab — ca = tg fbg :

oder ab 4 ca : ab — ca = tg

Da / fbg + +a =R, [ cbg 4+ ahc= R, so ist
1 1

tigfbg = cot {ra=t 1g cbg = cot ahc =

+a’ tg ahc.
also ist auch ad — ca : ab 4 ca = tg +a : tg ake,
ab 4 ca
d — 1 . — — ra = .
oder 1g ahc g ra T — o ahe ra b
Diese letztere Form ist fiir die Berechnung die bequemste.

30. f

Das Product der Summe zweier Sei-
ten und des Sinus thres halben Zwischen-
winkels ist gleich dem Product ler dritten
Neite mit dem Sinus des Neigungswinkels
der halbirenden.

Das Product des Unterschiedes zweier
Seiten und des Cosinus ihres halben Zwi-
schenwinkels ist gleich dem Product der
dritten Seite und des Cosinus des Neigungs-
winkels der nalbirenden. .

Es sey ca < ab, man mache ad = af == ca, ver-
binde cd, cf, ziehe bg = e¢d, ah = fcg, so halbirt ak
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den YWinkel @, und / a@he ist der Neigungswinkel der halbi-
renden gegen die dritte Seite c. Hier ist

bg == bc « sin beg = bf . sin bfg,

cg = bc . cos beg = bd - cos fg.
Abver [/ bfg = }ta, L beg = ahc, 6/":: ab + ca.
bd = ab — ca, also

be - sin ahe = (ab + ca) ‘sin ;a,

be - cos ahe = (ab — ca) cos ta.

[ ake = b + }a
31.

Das Quadrat des Unterschiedes zweier
Seiten ist kleiner als das Quadrat der drit-
ten Seite, um das Afache Product der bei-
den Seiten und des Quadrats des Sinus
des halben Zwischenwinkels.

Es sey ca < @b, man mache ad=—ca, :
verbinde ¢ d, ziehe 4l -~ cd, cg senkrecht 0
aof 41 oder ¢d, ck ~ ab, so sind die gleichschenkligen
Dreiecke acd, alb, clk einander dhnlich, und es ist
be' = bg® 4+ cg’ cl* = ig* 4 cg? also
bet — el* = bg* — Ig’ = (bg — lg) (bg + l3).
Aber ¢l = ¢k = bd = ab — ca,
by — lg = bk = ¢d == 2ca . sin ya,
g+ lg =4l = 2ab. sin ya,
ii0 be* — (ab — ca)* = 4ca - ab sin® §a.

Beschreibt man aus ¢ mit dem Halbmesser ¢k oder ¢l
einen Kreisbogen, an wel hen man die Berithrende b0 zieht,
and zieht man eine Linie mn = 6o parallel mit 4! oder cd,

so st be® — (ab — ca)’ = bo* = mn™.
In dem rechtwinkligen Dreieck 4co ist
bo Vea .« b «2sinta ab—ca
g beco = 17, und be = - -
co ab — ca cosbeo

2sin* Ybco
oder b¢ == b — ca + (ab — ca) + ———F—.
cos beo

32.

Das Quadrat der Summe zweier Seiten ist grisser als
das Quadrat der dritten Seite um das Afache Product der
beiden Seiten und des Quadrats des Cosinus des halber
Zavischenwinkels.
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Man mache ¢f = ca, Verbmde_fcb, ziehe 4 g senkrecht
auf fcg, beschreibe aus 4 mit dem Hallmesser §f einen
Kreis, welcher die f¢ in p schneidet, errichte auf ¢ in ¢
eine Senkrechte, welche diesen Kreis in ¢ schneidet, so ist

ab + ca = bf = bp,

6.}"2 == '65'2 + fgg: //___\q
be* = l)gz + cgz, . \\\ f

also 6f -——bcq._..fg"——cg \ \

= (f§—c8) (pg+cg), N

dlso (ab 4 ca)* — bec? == SO0\ ~

fe - cp,

aber fe = 2c¢a . cos %a,
cp = 2ab . cos } a,

also (a¢b + ca)? — bc* ==
4ca-ab - cos® La.

Da ¢¢* = fec . cp, so ist
auch (ab + ca)? — bc*
= c¢q>
Hier st cq == Vfec - ¢cp
= l/oa cab . 2cos ;a.
In dem rechtwinkligen Dreieck 4cq ist

cq Vab-ca-. 20037(5

sin céq:z}—*- ab T ea be = (ab + ca)icos cby,
oder auch b¢ = ab + ca — (ab 4 ca) 2sin® Lcby.

3.

Wenn man von dem halben Umfange
des Dreiecks jede der leiden Seiten ab-
zieht, und das Product dieser beiden Reste d
mit dem Product der beiden Seiten divi- /
dirt, so ergielt sich das Quadrat desy“—
Ninus des halben Zwischenwinkels,

Nach VL. 31. ist 8¢* — (ab—ca)'=4ca . ab . sin* ta
Setzt man ¢b 4 be + ca = 2§, so ist
be+ab—ca=285S—2ca, be+ ca—ab=28 — 2uad,
also be? — (ab — ca)’ = 4(85 — ab) (5 — ca),

(5 —al) (S —ce) 2 be

also sin? ta =—

; ab - ca N — be’
wenn (8 — ab) (8§ —be) (8§ —ca)=A4%, ab.bc.ca= N,
e

N_
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34,

a
| | A
Wenn man von dem halben Umfange /
eines Dretecks eine Seite abzieht, diesen / :
Rest mit dem halben Umfange multiplicirt, ' \
und mit den beiden andern Seiten dividirt, /
so ergiebt sich das Quadrat des Cosinus p ¢
des halben Zwischenwinkels dieser beiden Seiten.

Nach VI 32. ist (aé + ca)? — b¢* = 4ca-ab .
cos* La. .

Setzt man ab + bc + ca = 28, so ist adb 4 ca
— be = 28 — 2bc, also (ab 4+ ca)? — be* = 4§
S —do),

also cos® L a

___Ml___,m.(s—bo)u,

ab - ca I’
wenn 8 = B® ab . bc . ca = N? i K->

3.
Die Cotangens des halben Winkels ist dem Ueberschuss

des halben Umfangs iber die Gegenseite proportionirt.

Denn nach VI 33. ist sin® La = (§—ab) (5 —ca),

ab . ca
nach VI 34. ist cos® } & = 'g__(_s_:_.—..éﬁ),
cos Lt a ab.ca ‘
nach VI 2. ist ——— = cot }a. Also ist cot’ fau=
sin y @
S —¢o) S . 2
(S—ab) (S—ca) (S-—ab) (S—bc) (S—ca) (S —be)”
Setzt man also S — E2, so ist

(S—ab) (S—be) (S—ca)
cot ya=E (§—b¢), cot 1b=EF (S—ca), cot tc=E (S—ab).

Hier ist (V. 6.) ~]l;—, = r, der Halbmesser des innern cin-

4

geschriebenen Kreises.
36.
Wenn man von dem halben
Umfange eines Dieiecks jede Seite
abzieht, so ist die Quadralwurzel
aus dem Producte des halben Um-

Sanges mit diesen drei Resten dem
Inhalte des Dreiecks gleich.
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Der halbe Umfang sey 8, so ist nach VI. 33. 34.
ab®.ca® . sin®  a . cos Iaz_S(S———ab)(S——bc)(S-—ca)
Aber (VI. 10.) 2sin fa - cos } a = sin a,
und (VL 27) fca - ab - sin a = F;
also F* = 8 (§ — ab) (8 — bo) (S‘—— ca).

Anders. Man mache ad = ca, ziche cd, ferner bl =~ cd.
Man nehme em® = ca - ab, ziche mn =~ cd = &1, so
ist auch mn® = cd . H, und av?® = at .- au.

Nach VI 31. ist b¢® — (@b — ca)® = cd - b1,
nach VI. 32. ist (ab + ca)? — be® = 4dat - au,
nach VL. 33. ist 6¢* ——(wb—ca)2—4(S—a6) (8 —ca),
nach VI. 34. ist (ad 4+ ca)? be®> = 48 (8 — bo),
alsoistﬁcd-bl-at-au:S(S——aé)(S——bc),(S——ca),
oder Lt mn®.av*=S8 (S—ab) (§—be) (S— ca),
aber tmn .av =/ amn, und (IIL 72.)) A amn = abc,

also F* = 8§ (8§ — ad) (§ — b¢) (S — ca).

Noch anders. bec® — (al) — ca)’ = 4du,bt,
(a?) + ca)* — = 4dau.at, .
be* — (ab — ca)2 = 4(85 — al) (8§ — ca),
- (ab + ca)* — =485 (8§ — bo),
also du - bt . au - at = 8§ (S———ab) S —be)y(S—ca),
aber ' = du.at, F = au.bt,
also F* = § (8§ — ad) (S — bc) (S — ca).

3. N

Aus zwei Seiten und dem Zwischen-
winkel das Dreieck nach der ersten Art
zu berechnen.

Durch Zerlegung in rechtwmkhge
Dreiecke, oder, was dasselbe sagt, durch
Anwendung der Grundgleichungen (VI
23. 24.). ,

Es seyen ca, ab, ) gegeben, so ist

beosin b = ca - sin a == 3%
be.cosb =— ab — ca.cosa=bg. '
Hieraus tg 6 = (ﬁ, und dann bo = —B_ — bg ,
bg sin b cos b
be - sin ¢c = ab . sin a == b f,
bc < cos ¢c = ca — ab . cos a = cf.
5 ;
Hieraus tg ¢ = —f, und dann f¢ = br of

cg sinc  cos ¢
Paucker Geometrie. IT. 8
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Wenn a ein stampfer Winkel ist, so wird das zweite
Glied in g nnd cf positiv, weil der Cosinus eines stumpfen
Winkels negativ ist (VL. 5.). '

Beispiel 1. ald = 71312, ca == 5634, a = 72°4’,21.

ca 3,75082 ab 3,86404 a = 72° 4,21
sin a 9,97838 sin @ 9,97838 b = 43°%1’,8
cg  3,72920 bf 3,84242 ¢ == 64" 4,06
ca 3,75082 ab 3,86404 180°
cos @« 9,48834 cos a 9,48834
dg 3,23916 af 3,35238  bc = T1358
ab 7312 ca 5634
ag 1734,44 af 22510
bg 5577,56 cf 33830
hg  3,746414 ef  3,52930
tg b 9,98276 iz ¢ 0,31312
sin b 9,84069 sin ¢ 9,95391
cos 6 9,85793 cos ¢ 9,64079
be 3,88851 be 3,38851
b == 43°51".8 c == 64°4’,06
Beispiel 2. ab = 7312, ca = 5634,
a = 107°55,19.
ca 3,75082 ab 3,86404  a =— 107°55,79
ein @ 9,97838 sin « 9,97838 b = 30°38,93
cg  3,72920 bf  3,84242 ¢ == 41°25,32
ca 3,75082 ab 3,86404 180°
cos a 9,48834 cos ¢ 9,48834
ag 3,23916 af 3,35238 b = 105155
ab 1312 ca 5634
ag 1734,44 af 2251,0
bg 9046,44 cf 17885,0
bg 3,95648 cf  3,89680
ig b 9,77272 iz ¢ 9,94562

sin & 9,70737 sin ¢ 9,82059
cos 6 9,93465 cos ¢ 9,87497
be 4,02183 bc 4,02183

b = 30°38",93 ¢ == 41°25,32
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38.
Aus zwer Seiten und dem Zawischenwinkel das Dreieck:

nach der zweiten Art zu berechnen.

Man berechnet die dritte Seite nach VL. 28., und hieraus
die beiden Winkel durch VI, 23.

Beispiel 1. ab = 1312, ca = 5634, a = 72°4'21.
2 = 0,3010300 be? 7,7770124 a = 72° 4,21

ab 3,8640362 be 3,8885062 b = 43°51’,7498
ca 3,7508168 g1 4 99783788 ¢ == 64" 4',0407
cos o 9,4883420 D73,9101274 180°
7,4042250 ca 3,7505168
25364423 ab 3,8640362  bc = T735,817
ad® 53465344 iy ;79 8406892 D = 813069

ca® 31741956 gy o 09539088
be® 59842877 .

Beispiel 2. ab = 1312, ca = 5634, a=107"55",79.
2 — 0,3010300  bc® 8,0436441  a = 107°55/,79

ab 3,8640362 be 40218220 b == 30°38,9076
ca 3,7508168 sina 9,9783788 ¢ = 41°25°,3033
cosa 9,4883420 [T G131432 180°
7,4042250 ca 3,7508168
25364423 ab 3,8640362  bc == 10515,309

ab® 53465344 sin b 9,7073736 D = 11052,06

ca® 31741956 sin ¢ 9,8205930
5o 110571723 |

39.
Aus zwei Seiten und dem Zuwischemwinkel das ‘Dreieck
nach der dritten Art zu berechnen. ‘
Durch Anwendung der Satze VI. 29. 30.
Man setzt (abv—l- ca) sin ya = A, (a¢b — ca) cos

la=DRB , —, dann ist b¢ =
5 @ = gy — ann 18 C === —

2 '8 B’ sin x
wmd b = o — $a, c=2R — Lla —

g%

oder be = ,
o cosx
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Beispiel 1. ab = 7312, ca = 5634, a = 72°4’21.
ab 7312 ab 4 ca 4,11213 r = 79°53’,86
ca 5634 sin fa 9,76959  la== 36" 2,10

ab 4+ ca 12946

adb — ca 1678
fa 36°2.105

A 3,88172
ab—ca 3,22479

cos ya 9,90776

B 3.13255
tgx 0,74917

sinx 9,99321
cos x 9,24404

be 3 ,88851

b = 4351’76
a = 72° 4,21
¢ = 64° 47,03
be = 7735,8

Bezspzel 2. ab = 1312, ca = 5634 a = 107°557,79.

ab 7312
a 5634

ab 4+ ca 12946

ab.— ca 1678
ta 53°57,895

ab 4+ ca 4,11213
sin +a 9,90776

A 4,01989 .
ab—ca 3,22479

cos +a 9,76959

B 2,99438
g v 1,02552

sinx 9,99808
cos x 8,97256

be 4,02182

40.

84°36/,80

+a = 53°7°,89

— 30°38°,01

== 107°55".79

—  41°25,30
180°

be = 10515,3

W ——]

& ! O

Aus zwei Seiten und dem Zwischenwinkel das Dreieck
nach der vierten Art zu berechnen. .
Wenn die Seiten nicht selbst, sondern ihre Logarithmen

gegeben sind, so wendet man VI. 22. 29. an.

Es sey ca

. . . " . ca
die kleinere, aé die grossere Seite, so setzt man P A g v,
a

45" 4 y = 3, I3 ta . Ig 3 = tg x, damn ist ¥ — }a =0,

be —
¢ sin b

Beispiel.

ca 3,75082
ab 3,86404

tgy 9,88678

ca . sin a

log ab =— 3,86404,

6 = 12421,
tg +a 9,86182
tgx 0.88736
tg x 0,74918

log ca = 3,75082,

1a — 36°2,105.
ca 3,75082

sina 9,97838
sin b 9,841069

b¢ 3,88851
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y = 37°36",9 -z =="T9°53",88 o
s == 8236’9 la = 36° 2' 11 e = 77355,
b = 43'51',77 SR

a1
Aus zwei Seiten und dem Zwischenwinkel das D; etech
nach der finften Avt zu berechnen.

Man berechnet die Gegenselte aus dem Unterschiede der
Nebenseiten nach VI 31. :
l/cao 28in +a . 5 6~——ca
- = {g x c = ————
,‘,wb——ca , & T . cos x
. Wenn der Zwischenwinkel sehr klein ist, so erhalt man
dadurch "den Ueberschuss der Gegenseite ubcr den Unterachled
der Nebenselten sehr genau..

: 2
&c=a6-—-ca+(a6——ca) M
’ cOo8 v
Beispiel 1. Beispiel 2. a6—7312 ca__56
ab = 7312, a = 106, Lag = 32,8,
ca = 565’4,: ab 3,86404 sin x ’8,56137
a = T2°4,21. ca 315082  sin Lz’ 8,56137
al 3,86404 7,61486 2 = 0,30103
ca 3,715082 T anmaa  Secx 000115
T7.61486 ’/“26"’_" 3’281"3‘;‘ Cab——ca ' 3,22479
Vab-ca 3,80743 | sin-ya 7,97959 . . 064971
2 — 0.30103. | ab—oca 3,22479 4 4639_,

sinda 9,76959 | ig £ 6,86326 ab——-—ca 1678 .
wb—ca 322479 | 7 o gegg  0¢ = 1082 1639
igx 0,65326 ,i 90 5143
cos ¥ 9,33628 |7 T ?
be 3,88851

x = 17°28',35

, 42, N
Aus zwei Seiten und dem Zwischenwinkel das Dreieck
nach der sechsten Art zu berechnen.-

Man berechnet die Gegenseite aus der Summe der Neben-
seiten nach V1. 32.

Vea - ab - 2 cos sa
ab + ca

== smmxr, bc = (ab -} ca)- cos x
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Bei der dritten Art berechnet man die Cosinus der halben

Winkel nach VI. 34. Man setzt L = K?, so ist:
ab.bc.ca

cos® ya = K* (§—bc) be, cos® 16 = K* (S—ca) ca,
, cos* te = K*> . (S—ab) . al.

Beispiel.

be 7736 S 4,01456 K* 2,51118

ca 5634 bec 3,88852 *bc 3,88852

alb 7312 ca 3,75082 S —be 3,41581

2.8 20683 ab 3,36404 9,81551

S 10341 K> 251118 o5 La 9,90775

S —be 2605 5 S
S — on 4707 - K*® 2,51i18

ca 3,75082

S—ab 3029 S —ca 3,67274
K* 2,51118 T9.93194
ab  3,86404 Bkl

S abv 3,48130 , co8 -Q-b 9’96737
9.85652 I

cos ¢ 9,92826

Diese beiden Arten miissen immer gleichzeitig angewendet
werden. Denn wenn ein spitzer Winkel kleiner als ein halber
rechter ist, so wird er genauer durch den Sinus gefunden
als darch den Cosinus; wenn er aber grosser als ein halber
rechter ist, so wird er genauer durch den Cosinus als durch
den Sinus gefunden.

; Bei der vierten Art betechnet man‘die Sinus der ganzen
" Winkel, den Inhalt des Dreiecks = F, den Durchmesser des
umschrxebenen Kreises = D. Néimlich nach

V. 4.und V1. 36.48 . (§—al) . (S——bc) (S--—--ca)—~4F2

ab .bc-ca 1
V.5 ------- o0 2F == D '-5 fr— G,
Vi 23.27. sina=G-bc, sinb=G .ca, sinc==G.ab.
be 7736 S 401456 2F 7.59324 G 6,08986

ca 5634 S—bc 3,41581  bc 3,88852 e 3,88852

ab 1312 S—ca 3,67274 ca 3,75082  ca 3,75082

9 § 90683 S—ab 3,48130  ab.3,86404 - ab 3,86404

S 10341 4 = 0,60206 G 608986 sina 9,97828

S—pe 2605 4 F¥ 1518647 D 3,91014 sin b 9,84068

S—c¢a 4707 2 F 7,59324 sin ¢ 9,95390
SN—aub 3029
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Da jeder Sinus einem spitzen oder stumpfen Winkel
entsprechen kann (VL 5)), so nimmt man die Gegcawinkel
der beiden kleinern gegebenen Seiten immer spitz, wodurch
sich von selbst ergiebt, ob der dritte Winkel spitz oder
stumpf sey.

Diese vierte Art wird unsicher, wenn der Winkel einem
rechten nahe ist, weil dann eine geringe Aenderung des Sinus
einer betljachtllchen Aenderung des Winkels entspricht.

Bei der fiinften Art berechnet man die Cotangenten der
halben Winkel durch den Halbmesser » des innern elngeschne-
benen Kreises, nach VI. 35. Man setzt

S
(S—be) (S—ca) (N—abd) ‘ ,
cot Ya = E (8§ — bo), cot Lo = E (8§ — ca),
‘ cot bc = E (S — ab).

1 .
— I"j2 = =, so 1st
T &

. be 1736 S 4,01456
ca 3634 S——bc'm
.ab 7312 S —ca 3,67274
.2 .5 20682 S—ab 3,48130
. 810341 E* 73,44471
S—be 2605 E "6,72235
S—ca 4707 r 3,27765
S—ab 3029
E 6,72235 '

S—ca 367274 e
S—ab 348130

cot ya 0,[3816  ta = 36° 2,17
cot %6 0,39509 L — 21955',89
cot } 0,20365 e — 320 20

Diese funfte Art ist die genaneste. Denn sowohl wenn
der Winkel in der Nihe von 0 oder 2 R, als auch, wenn -
er in der Nihe von R oder 3R ist, andern sich die Tangens
und Cotangens starker als die SlIlllS und Cosmus

45.

Aus den (ll et Seiten des Dreiecks dze lV mlcel nach der
sechsten Art zu berechnen.

 Man wendet VI. 31. an, und setzt M = cos «x,

C
ab — ca '
dann ist sin -9-(6 =S 1lrt‘-'~;’ r . , Vea « al = A

l/ab -ca
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N

Beispiel. ab = 1312, bc = 1736, ca = 5634,

ab 3,86404 g} — ca 3,22479
be 3,88852 be 3,88852
ca 3,75082 cos » 9,33627
7,61486 | tg v 0,65326
7,75256 3 9,69897
7,63934 ab — ca 3,22479
B 357020 P
. , 1
P 3:81967 sin ya 9,76959
ta = 36°2,12
be — ab 2,62737 be — ca  3,32263
- ca 3,75082 ab 3,86404
cos x 8,87665 cos x 9,45859
1g x 1,12221 tg x 0,52268
+ 9.,69897 L 9.69897
be — ab 2,62737 be — ca 3,32263 §
B 3,87628 C 3,81967
sin 46 9,57227 sin ¢ 9,72461
14 = 21°55°.84 ‘e = 32°2,0
46.

: Aus den drei Seiten des Dr ezecks dm Winkel nach der
stebenten Art zu berechnen.

M det VI. 32. d setzt ————— — X
an Wen g an, und se by cos x,

- 1J 6 :
dapn ist cos fa = fsin x . ab+ca Vea - ab = 4.

4
Beispiel. ab == 1312, bec = 7736, ca = 5631.

ab 3,86404 . bec 3,88832
be 3,88852 ab -4 ca 4,11213
ca 3,75082 cos x 9,77639

7,61486 , sin x  9,90407

1,15254 C 4 9,69897

7,63934 ab + ca 4,11213
4 3.80743 : A4 3,80743
B 3,87628 cos +a 9,90774
C 3,81967

Ya = 36°2,3
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ca 3,75082 ab 3,86404
ab 4 be 417748 - be + ca 4,12613
cos x 9,57334 cos x 9,73791
sin v 9,96721 sin x 9,92283
L 9.69807 1 9,69897
ab 4+ be 417748 be + ca 4,12613
B 3,87628 . C 3,81967
cos b 9,96738 cos Lc  9,92826
+ b = 21558 Lo =¥32°20

Sphirische Trigonometrie,
47.

In einem rechtwinkligen sphirischen o
Dreieck giebt das Product des Sinus der
Hypotenuse mit dem Sinus eines Winkels
den Sinus der Gegenkathete; das Product
des Sinus der Hypotenuse mit dem Cosinus ©
cines Winkels ist gleich dem Product des Cosinus der Ge-
genkathete mit dem Sinus der. Nebenkathete; der Cosinus
der Hypotenuse ist gleich dem Product der Cosinus der
beiden Katheten.

Auf der Ebene mac sey dxe Ebene mbc senkrecht, 97
ihre gemeinschaftliche Durchschnittslinie oder Kante (IV. 2.).
Wenn diese Ebenen von einer dritten Ebene mad geschuitten
werden, so haben diese drei Ebenen einen gemeinschaftlichen
Durchschnittspunct = (IV. 39.), welcher als der Mittelpunct
ciner Kugel angesehen werden kann, deren Halbmesser ma .
== mb == me == r sind. Die Puncte ¢, 4, ¢ bilden auf
der Oberfliche dieser Kugel ein rechtwinkliges sphérisches
Dreieck aéc, dessen Winkel «, 4, ¢, und dessen Seiten die
Bogen ab, be, ca sind (IV. 67.). Die Seite a b, welche dem
Winkel ¢ gegeniiberliegt, heisst die Hypotenuse, die Neben-
seiten éc, ca heissen die Katheten, und zwar ist ¢ die
Gegenkathete von ¢, oder die Nebenkathete von 4, und cea
die Gegenkathete von- 4, oder die Nebenkathete von a.

Wenn man von & auf mec¢ die Senkrechte 4d fallet, so
ist (IV. 9.) 4d auch auf der Ebene mca senkrecht. Wenn
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man von d auf ma die Senkrechte df fillet, und 4 verbin-
det, so ist (IV. 19.) auch 4f auf ma senkrecht, und der
Winkel ¢fd misst (IV. 22.) den Neigungswinkel oder Kanten-
winkel der Ebenen mad, mac. Zieht man aus a in den
Ebenen mab, mac berithrende Linien an die Bogen ad, ac,
so ist der Winkel, welchen diese auf ma senkrechten Beriih-
rungslinien mit einander bilden (IV. 67.), das Maass des
Winkels @. Diese Bertihrungslinien sind den Linien f4, fd
gegenseitig parallel, also ist (IV. 31.) ihr Winkel dem / 4 fd
gleich. Also ist / a == 6fd. Aus gleichem Grunde ist / ¢
== R. Da bei gleichen Halbmessern die Bogen das Maass
der Centralwinkel sind, so ist a6 = / émf, bc = [ bmd,
ca = dmf. Es ist aber 4d == r . sin dmd, also =

esin bey bf = r . sin 6mf, also == ¢ . sin @b, bd =
5f sin 0fd, also == 6]’ sin a, also = r . §in ab sin a.
Hieraus folgt o

I sin ab . sin a = sin be.

Ferner ist df = 4f « cos 0fd, also = bf . cos a,
also == r « sin ab - cos &, md = r . cos 6md also =
» . co8 be, df = md . sin dmf, also == md . sin ca,
also == r . cos bc . sin ca. MHieraus folgt "

. sin ab - cos a4 = cos be - sin ca.

Endlich ist mf = r . cos bmf, also == 7 . €08 ab :
mjf = md - cos dmf, alao == md « cos oa, also == 7 co8
be . cos ca. Hieraus folgt - R TRt

III. cos ab = cos bc - cos ca.

"~ Wenn man aus @ auf m&, me senkrechte Linien zieht,
s0 ﬁndet man fir den Winkel 4 ganz ihnliche Glelchungen
wic die I 1L fir den Winkel a, namlich :

IV. sin ab . sin b == sin ca.
V. sin ab . cos b = cos ca . sin be.

Dieses sind die Grundglelchungen der spharlschen Tn—r
gonometrie, da sich aus ihnen alle iibrigen ableiten lassen.-.

Wenn man in diesen Gleichungen die Seiten. sehn,klein
annimmt, so werden die Cosinus der Seiten == 1, dig¢ Sinus.
den Seiten proportionirt, und die Gleichungen verwandeln sich
daher in die der ebencn Trigonometrie. (VI.-14.). Seiten
oder Winkel, welche durch ihre Sinus gefunden werden, ha-
ben immer (VL. 5.) cinen doppelten Werth, nimlich einen
welcher < R, und einen welcher > R ist, so dass beide
Werthe zusammen 2 R machen. Die Sinus sind immer positiv,
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weil die Seiten und Winkel der sphirischen Dreiecke nicht
iiber 2 R gehen. Die Cosinus, Tangenten und Cotangenten
sind positiv oder negativ, je nachdem die zugehérigen Seiten
oder Winkel kleiner oder grosser als R sind.

48.

Ein rechtwinkliges sphérisches
Dreieck aus der Hypotenuse und
etnem Winkel zu berechnen. '

Es seyen af und a gegeben, so , ‘
folgt aus VL 47. sin ab - sin @ == sin bec, g ab - cos a
= g ca, cos ab - tg a = cot b. Da cos be ==

sin ab : :

cos a -
Wemn also & < oder >> R, so ist auch ¢ <C oder => R.

Beispiel. ab = 9814/, a == 35"27".
sin ab 9,99550 tg ab — 083954 cosab — 9,15596
sina 9,76342  cosa 9,91096 ig a 9,85247
sinbe 9,75892  tg ca — 0,75050 cotb — 9,00843

be = 35°',83  ca == 100°4,32 b = 95049' 30

, so haben cos ¢ und cos a einerlei Vorzeichen.

o 49. |
Ein rechtwinkliges sphirisches Dreieck aus einem Win-
kel und der Nebenlmthete cu berechnen. ~
Es seyen ¢ce und a gegeben, so folgt aus VI A7.
g ca
, 0s @
- Beispiel. ca = 108°54’, a — 95'23". .
sinca  9,97593 g ca — 0,46550 - cos ca — 9,51043
tg a —1,02579  cos @ — 8,97229 sina  9,99808
lgbe— 1,00172  tgab  1,49321 cos b — 9,50851

be = 95°41',29  ab = 88°9,61 b = 108%48"51

sinca - tg a =1t be =1g ab cos ca - sma-—-~cos bf
o] o b te]

50.
Ein rvechtwinkliges sphéirisches Dreieck aus einem Win-
kel und der Gegenkathete zu berechnen.
Es seyen ¢ und e gegeben, so folgt aus VI. 47.
lg be . sin be . cos @

= §in ca, - = sin abd, - == gin 0.
g a sin o« cos oc .
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Da die gesuchten Stiicke durch
ihre Sinus bestimmt werden, so sind
immer zwei Dreiecke moglich. Damit
aber diese Sinus nicht >> 1 werden,
so muss, wenn ¢ < R, auch a < R,
aber > bc¢ seyn; und wenn b¢ > R,
anch ¢« > R, aber < é¢ seyn.

Beispiel. §c = 108°40/, a = 93°31".
tg be — 0,47130  sin be 9,97653  cos be — 9,50523
tga — 1,21145 sina 9,99918 cos a — 8,78774
sin ca 9,25985  sinab 9,97735 sin b 9,28251
ca= 102885 abe== T1°39’,25 b= 11° 2,95
oder == 169°31’,15 oder = 108°20",75 oder = 168°57",05

b
51.
Ein rechtwinkliges sphiirisches Dreieck
aus der Hypotenuse und einer Kathete zu
berechnen.

Es seyen ca und ab gegebeh, so folgt aus VI 47.

cos ab sinca . igca
= cos be, = sin b, g
ig ab

¢ [/

- = co08 a.
cos ca sin b

Wenn ce und @b beide < R sind, so muss ca < ab
seyn, damit die Sinus oder Cosinus der gesuchten Stiicke
micht >> 1 werden. Aus demselben Grunde muss, wenn ca
and «b beide >> R sind, ca > ab seyn; wenn ca < R
and ¢ > R ist, ca 4 ab << 2 R seyn; wenn c¢ > R
und ¢é < R ist, ca 4 ab > 2 R seyn. Der Winkel /.
welcher durch seinen Sinus bestimmt wird, richtet sich (VI. 48.)
nach seiner Gegenkathete ca.

Beispiel. ca == 160°48’, «b — 21°46".

cos ca — 9,97515  sinca 951702  igeca — 9,54187
cos ab 9,96788  sinab 9,56917 tgab 9,60130

cos be — 9,99273 sinb 9,94785  cosa — 9,94057
be = 169°32,7 b = 117°31’,2 @ = 150°42"3

a2

Ein rechtwinkliges sphiirisches Dreieck aus beiden Ka-
theten zu berechnen.
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Es seyen éc, ca gegeben, so folgt aus VI 47.

g be ig ca
v s == = 0.
cos be « cos ca cos ab, i on ga, ——r lgb
Beispiel. (e = 58°17, ca = 158°19".
cos be 9,72075 tg be 0,20900  sin be 9,92976

cos ca — 9,96813
cos ab — 9,68888

ab = 119146

stn ca 9,56759
tga 9,64141
= 23°39",0

g ca — 9,59946
tg b — 9,66970
= 154569

53.

Ein rechtwinkliges spharzsches Dreieck aus beiden Win-
keln zu berechnen.
Es $yen @, & gegeben, so folgt aus VI 47,
cos a cos b

— = co08 bc, —
sin b sin a

Damit die Cosinus der gesuchten Stiicke nicht grosser
als 1 werden, so muss,
wenn ¢ < R und é < R ist, @ 4+ & > R seyn;
wenn ¢ > R und 6 >> R ist, a 4+ & < 3 R sevn;
wenn ¢ > R und & < R ist, ¢« — & < R seyn;
wenn ¢ < R und 6 > R ist, b — a < R seyn.

cot a ~cot b = cosab,

= co08 cda.

Beispiele. @ == 55°18’, & == 54°32.
cota 9,84038 cos a 9,75533 sin @« 9,91495
cot b 9,85273 sin & 9,91087 cos b 9,76360
cosa 9,69311  cos bec 9,84446  cos ca 9,84865
ab = 60°26'.5  jc = 45"39’,3 = 45°".6
a = 155°3V b = 104°44’
cot a — 0,34163 cos @ — 9,95908 sine  9,61745
cot b — 9,41990 sin b  9,98548 cos b — 9,40538

cos ad
ab == 54°43'.6

a — 15427
cot « — 0,32053
cot b 9 45845

cos ab — 77898

ab == 126571

9,76153

cos ca — 9,78793
ca == 127°51',3

cos be — 9,97360
e == 160°13',4

b = 73°%8" |
cosa — 9,95531 sina 9,63478
sin b 9,98277 cos b 9,44122

cos bc — 9,97254
be == 159°50',4

cos ca 9,80644
= 50°10’,8
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-
04.
b
Ein rechtwinkliges sphiirisches Dreieck
in dem Falle zu berechnen, wenn die Sinus

und Cosinus der gesuchten Sticke der Ein-
heit sehr nahe kommen. c a

In diesem Falle wird npamlich die Bestimmung der
gesuchten Stiicke unsicher. Man bestimmt alsdann diejenigen
Stiicke, welche durch die Tangens oder Cotangens gefunden
werden, und hieraus die iibrigen ebenfalls durch die Tangens
oder Cotangens. Wenn aber alle gesuchten Stiicke durch den
Sinus oder Cosinus bestimmt werden, so leitet man Ausdriicke
fir den halben Winkel ab. - Dieses geschieht durch nachste-
hende Formeln, Welche sich leicht aus VL 11, 12. 13 bewei-
sen lassen: ‘

l-—-cosa“___a2' . 1——-—sma . 0 .
1 + cos @ "'"'_to T @, 1 + sin @ tg (45 _""72'“)
: = cot* (45° 4 %a),
cosa-—-—cos&__tbwa = b+ a
cos @ 4 cos b ~gr 2 t‘g* 2
sin'a — sin b tg 4 (@ — b)
sin a 4 sin b ig & (a 4 &)
tga—1gb __sin(a—0b) V—cota-coth ~ cos(a+b)

tga +tgb  sin (a-|—l))’ 1-cota - coth~  cos (a—0b)

BeISplele.

VI 48. Gegeben die Hypotenuse g4 == 91°15’ und
ein Winkel ¢ = 88°34’.
Hier ist g ab . cos a = tg ca, und daraus

sin ca - tg @ = tg bc, oder cos 4b - tg @ = cot U,
und daraus fg ab - cos b == tg bec. B

sin ab 9,99990 tg ab—1,66114  cosa” — 8,33875
sin a 9,99986 cosa  8,39818 igw 160168
sin be 9,99976 tg ca — 0,05932 cot b — 9,94043

bo==88°6 unsicher Sinca  9,87712  cosb — 9,81767
tge  1,60168  1gab— 1,66114

ca = 131°6',0 tgbe  1,47880 igbe 1,47881
b = 131°5,0 : -
be == 880”89

In diesem Falle kann man auch rechnen nach der Formel:
sin (ab — bc) = sin ab - cos ¢ - 1g % 0.
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tg x4 0,34214
cos a 8,39818
sin- ¢l 9,99990

~sin (ab — be) 8,74022

ab — be = 3" 011
ab - 91°1Y

be == 88" 5.89

VL. 49. Gegeben ein Winkel ¢ == 90°37' und dic
Nebenkathete ca == 179°58".

to-

Hier ist sin ca . tg a = tg bc, und hieraus -2 °0 — tg b

tg ca Csinbe
oder == tg ab, und hieraus cos ab . tg a = cot .

cos @ ‘ ‘
cos ca — 9,99999 sinca  6,76476 .tg ca — 6,76476
sina. . 9,99997 tga— 1,96806 - cosa— 8,03192
cos b — 9,99996 lgbe—8,73282  tgab  8,73284

b==17920"unsicher. - gin 3o~ 8,73219" cosab 9,99936
y 176%47.36 804070476 iga—1,96806
) ¢ —™ 9 . t —;‘*“"‘““"‘"‘—- . ] _A—.——-—.—_._——-
ab — 30 5,,65 g b \ 8,03257 cot b - ,1,96742
b == 179°22,95

VL. 50. Gegeben ein kael a« = 66°21’ und die Ge-
genkathete ¢ == 66°18". B

‘Man setze @ 4 be = 28, ' a — be = 2d,

ig be sin 2d

aus = sm ca, wird — cot? (45" Lea
ig a ’ sin 2.8 (437 + e,

sin be sin ab, wird '8 ;l == cot® (45° 4+ %Y abd), -

sm @ g

= sin §, wird g d . tg 8 = cot® (45" + +8).

2
w
5

tg be 035757  sin be 996174 cos be 9,60417
tg a 0,35860 sin @ 9,96190 cos ¢ 9,60331

sin ca 9,99897  sin ab  9.,99984 sin b 9,99914

ca="86"3" unsicher, «b=—88"27" unsicher, &==86"24" unsich.
Paucker Geometrie. I, 9
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a 66°21 - sin 2d  6,94085 tg d 6,63982
be 66°18’ sin 28 9,86659 tg § 0,35808
2d  0° & ‘ 7,07426 subtr, 6,28174
28 13239 cot 853713 add. 6,99790

d~ 01,5 881,63 cot 8,14087
S 66195 . ca = 86°3,26 cot 8,49895

89°12,45
88'11.58
@b = 88°247,90

b == 8602_3'.,16

VL. 51. Gegeben die Hypotenuse abb
== 1°23’ und eine Kathete ce¢ = 1°9".
Man setze ab 4 ca = 2.5,

ab — ca = 2d,

; i ) . a
cos ab : :
aus : == cos bo, wird tg d . ¢ S K 2 1p
cos ca e g2 =78 7296
_sin ca . tg d
aus == sin b, wird, >— == cot® (45" 6
8in ab , tg ) ( + T )’
o ca ' sin 2d
ans 5" == cos a, wird in = tg* g'- a
g ab sin 28 '

cos ca 9,99991  sin ca 8,30255 g ca 8,30263
cos ab 9,99987 sin ab 8,38276. 1g ab 8,38289

cos be 9,99996 " sin b - 991979 cos @ 9,91974

be = 0°46’ unsicher b = 56°14,3  a = 3346’2
ab 123 sin 2d 7,60985 tg d 17,30882
ca 109 sin 28 8,64543 tg S 8,34461
2d 0'L4’ 8,06442 aci. 5,65343
28 2°32 15 9,48221 subtr.  8,96421
d 07 ‘ 20K o/ otg 7,82671

; , 16°537,09 g T
AS 1016 4 = 33046,’18 ‘ col 9,4821?
b = 56°14’,30 0°23" 4

be = 0°46" 8" 73° 7,15

VI. 52. Gegeben die beiden Katheten b¢ = 0746,
ca = 1°9. = ’ ‘
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. be ig ca
Hier ist — = g a, und daraus = Ig ab,
sin ca cos a
{ g bc
oder == Ig b, und daraus = Ig al.

sin bc cos

cos be 9,99996 tg be 8,12651  sin be 8,12647
cos ca 9,99991 sin ca 8,30255 ig ca 8,30263

cos ab 9,99987 tg a 9,82396 tg b6 0,17616
ab = 1°24" unsicher. cos @ 9,92013 tos b 9,74401
—_— tg ca 8,30263 " tg be 8,12651

@ == 33°41'67 4o 4f "8,38250 tg ab 8,38250
b = 56°18’,85
ab = 122,93

VL. 53. Gegeben die beiden Winkel & = 54°39,
b = 35°38. :

Man setze ¢ 4 & — 90°= 2§, 90° — ¢ + } = 24,

.. sin 28
aus coft @ . cot b = cos8 ab wird — = tg* tab,
sin 2d
cos @ ., g S .
aus — == cos bc wird == 1g° + bc,
sin tg d
cos b . . :
aus — == cos ca wird tg 8 . tg d = tg* L ca.
sin a

cot a 9,85086 cos @ 9,76236  sin @ 9,91149
cot b 0,14460 sin b 9,76537  cos & 9,90996

cos ab 9,99546 cos be 9,99699  cos @ 9,99847

ab =816’ unsicher, &c == 6°44" unsicher, ca = 4°48’ unsich.

a 54°39' sin 28 7,60417 tg § 7,39314
& 35°38 sin 2d 9,97563 tg d 9,85313
28 017 7,71854 subtr. 7,5 :001
2d 70°9 ° tg 8,85927 add. 7,24628
S 085 0 o tz 8,77000

4° 8,20 g %

0c ’ 2
be = 6°44',38 3°22,19
ca = 4°48,52 224',26
H5.

In einem sphirischen Dreieck verhalien sich die Sinus
der Seiten wie die Sinus der Gegenwinkel.

9*
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Man falle aus 4 den Bogen &d /\
eines grossten Kreises senkrecht auf / N\
ca, so ist (VI. 47.) BN
sin ab - sin @ = sin bd, NG
sin be - sin ¢ sin bd. “Q‘_/ e
Hieraus folgt _ ‘ e
sin bc « sin ¢ = sin ab . sin a,
ehen so sin bc - sin b = sin ca - sin a,
sin @b . sin b = sin ca . sin c,

: sin abd sin be sin ca
oder - _— — co e .
stn ¢ sin a sin b

Wenn die Seiten sehr klein sind, so sind sie den Sinus
proportionirt, und es entsteht der Satz VI 23.

I

56.

In einem splmusohen Dreieck 6
ist bei zwei Neiten und dem Zawi- \
schenwinkel das Product des Sinus ; :
der ersten Seite mit dem Cosinus :
der zweiten Seite, weniger dem Pro-
duct des Cosinus der ersten Seite
mit dem Sinus der zweiten Seite und @
dem Cosinus des Zwischenw