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Kodutoo D-16

Kahe vabadusega ststeemide lahendamine
Lagrange’i teist tidpi vorrandite abil

Mehaanikaline susteem koosneb kehadest 1-6 (vt. jargnevaid jooniseid). Sisteemi
paneb liikuma kas konstantne jéud P, joupaar konstantse momendiga M véi
raskusjoud. Lahendada stisteem Lagrange’i teist tldpi vorrandite abil ja leida iga
variandi joonise juures toodud suurused. Otsitavateks on tavaliselt kas stisteemi mingi
punkti kiirendus vdi mingi keha nurkkiirendus. Variantides 4, 13, 17 ja 24 tuleb leida
ainult susteemi litkumise diferentsiaalvorrandid, neid lahendama aga ei pea.

Lahendamisel tuleb kasutada just neid Gldistatud koordinaate, mis on vastaval
joonisel é&ra ndidatud. Noole suund nditab seejuures alati vastava uldistatud
koordinaadi positiivset suunda. Koordinaadid x ja ¢ on alati absoluutsed
koordinaadid, & on alati relatiivne koordinaat. Koordinaati x mdddetakse paigaloleva
teljestiku suhtes, mis on seotud Umbritseva ruumiga, selle nullpunkt ei ole alati ara
naidatud.

Madningates variantides tuleb arvestada ka liugehddrdejdudu, mdningates aga
viskoosset takistust. Need on &ra toodud iga variandi juures.

Lisamarkusi:
1. Suurused i, ja i; on stisteemi kehade 2 ja 3 inertsiraadiused keha masskeset l&biva

telje suhtes. Need kettad vai silindrid, millede jaoks ei ole antud inertsiraadiusi, tuleb
lugeda Uhtlasteks ketasteks voi silindriteks.

2. Vardad ja vandad lugeda uhtlasteks peenikesteks varrasteks.

3. Veeremine toimub kdikjal ilma libisemata.

4. Veeretakistust ning hodrdumist telje laagrites ei arvestata. Niidid ja rihmad on
kaalutud ning venimatud.



Kodutoo D-16 joonised

1. variant
m, =2m kg
m, =6m kg
m;=m kg
my=m kg
g =x; q,=¢
r 4 a,=? oy, =7
D L
i
1
2. variant

m, =m kg

m, =3m kg
M;

M =const
49 =9, 4, =x

a,=? a.="?




3. variant

m,=m kg

m, =3m kg
my, =2m kg
i2=rx/§
M;

M =const

9, =, 4, =X

Miirkus: keha 2 on kaksikplokk, mille kaks ketast on teineteisega jdigalt iihendatud.

4. variant

m,=m kg
m, =4m kg
. P; P=const

Viskoosse takistuse tegur = b
Liugehéordetegur = 0

¢ =x; ¢q,=¢
Susteemi litkumise
diferentsiaalvdrrandid = ?

Miirkus: kuulikesel liikumisel kanalis arvestada ka viskoosset takistust R, mis vérdub R =—bv,
kus v, on kuulikese relatiivne kiirus ja b on viskoosse takistuse tegur.



5. variant

m, =m kg
X m, =2m kg
m, =4m kg
m, =2m kg
ms =2m kg
mg =2m kg
Libisemishoordetegur = 0,3
300" G =%, 4 =X
a,=? a;="?

Mirkus: ketaste 5 ja 6 teljed on kiill iihisel sirgel, kuid need kettad poorlevad teineteisest tdiesti
soltumatult.

6. variant
A m, =m k

M, ! &
m, =2m kg
m, =3m kg
keha 1 = varras OA4
i,=2r

I R SN R M,; M, =const
M,; M, =const

0 9, =0, 4, =¢,

a,=? a,=?

Miirkus: mehhanism asub horisontaaltasapinnal.



7. variant

m, =3m kg
Xy m, =3m kg
my; =m kg

P, —] ; 2 ; m, =m kg

— > X
' P,; P, =const

1 4y =X, 4 =X,

a,=? a,=7?

P1; P =const
3
{32)

8. variant
W m, =m kg
' m, =2m kg
my =2m kg
m, =2m kg
S N : ms =2m kg

Liugehéordetegur = 0,2
¢ =x; ¢,=¢

a,=? a,="?




9. variant

Miirkus: mehhanism asub horisontaaltasapinnal.

m, =m kg

m, =2m kg

m, =3m kg

keha 1 = varras OA
My ; M, =const
M,; M, =const
=0 9, =@,

a,=? a,="?

10. variant

//////////////////////5

my =2m kg

m, =2m kg
mg=m kg

m, =2m kg

mg =m kg
Liugehéordetegur = 0,2
G =x;, ¢,=¢

DM

a,=? a,="?



11. variant

Miirkus: mehhanism as

my =m kg

m, =3m kg

my =2m kg

my=m kg

keha 3 = kahe raadiusega
keha 4 = varras OA
i,=4r

I3 =r/2

M, ; M, =const
M,; M, =const

G =0 9, =0,

ub horisontaaltasapinnal

a,=? a,=?

12. variant

el

my =2m kg
m, =5m kg
ms =m kg

Liugehéordetegur = 0,3
P; P=const
g =x; ¢,=¢

a,=? a,="?



13. variant

m, =m kg

m, =3m kg

my =2m kg

Viskoosse takistuse tegur =b
G =X, q,=¢

Sisteemi liikumise
diferentsiaalvorrandid = ?

Miirkus: kuulikesel liikumisel kanalis arvestada ka viskoosset takistust R, mis vordub R = —bv,

kus v, on kuulikese relatiivne kiirus ja b on viskoosse takistuse tegur.

14. variant
my =2m kg
my, =m kg
my; =m kg
m, =2m kg
M; M =const
GL=P; G, =6
/‘ a4:7
A
3N
¢
1 2




15. variant
my =3m kg
my, =m kg
my =2m kg

X —— P; P=const
M ; M =const

P <-——— 1 =9 4, =X

16. variant
my =2m kg

m, =3m kg

my =2m kg
my,=m kg
keha 4 = varras 4B
i, =2r

M ; M =const
G=¢, 4, =X

@ =7 oa,=?
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17. variant

m,=m kg
m, =3m kg
P; P=const

2 Liugehéordetegur = 0,4
Viskoosse takistuse tegur = b

g =X, q,= g
Sisteemi litkumise
diferentsiaalvorrandid = ?

300

Mirkus: kuulikesel litkumisel kanalis arvestada ka viskoosset takistust R mis vordub R = -bv,,

kus v, on kuulikese relatiivne kiirus ja b on viskoosse takistuse tegur.

18. variant
my, =2m kg
m, =2m kg
my; =m kg
my=m kg
ms =3m kg

Liugehoordetegu r = 0,2
=%, 4,=¢
a,=? a,="?
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19. variant

my =2m kg
m, =2m kg

mg =3m kg
my,=m kg

keha 3 = kaksikplokk
Liugehoordetegur = 0,4

G =X, q,=¢

=5

a,=? a,="?

AN

N1,4r)
¢
1
20. variant
m;, =2m kg
m, =3m kg
ms =m kg
m, =3m kg
keha 1 =varras O4AB
M, ; M, =const
M,; M, =const
G =P, 4, =@,

o, =7 a,="?

Miirkus: mehhanism asub horisontaaltasapinnal.
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21. variant

2r '
«f 127\ |

7%

1
A
4 1\’
¢
5

my =2m kg

m, =2m kg

my =3m kg

m, =2m kg

ms =m kg

I3 =r\/§

keha 3 = kaksikplokk
g =x; ¢,=¢

a,=? oa,="?

22. variant

Mirkus: mehhanism asub horisontaaltasapinnal.

m =m kg

m, =3m kg

my =2m kg
my=m kg

keha 1 = varras O4B
M;; M, =const
M;;

M, =const
Q=0 9, =9,

a,=? a,="?

13



23. variant

my =2m kg

my, =m kg

ms =m kg

my=m kg

mg =3m kg
Liugehoordetegur = 0,3
=X, ¢,=¢
a,=? a,="?

24. variant

m,=m kg
60° m, =3m kg

1 my =m kg
P; P=const
Viskoosse takistuse tegur = b

2 ¢ =x; q,=¢

Susteemi litkumise

0 — = X diferentsiaalv@rrandid = ?

P

R 60

Miirkus: kuulikesel liikumisel kanalis arvestada ka viskoosset takistust R , mis vordub R = -bv,

kus v, on kuulikese relatiivne kiirus ja b on viskoosse takistuse tegur.
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25. variant

Xy

P,

my =2m kg

m, =2m kg

my; =m kg

Py ; P, =const
P,; P, =const
Liugehoordetegur = f
qd1 =X 4 =X,

a,=? a,="?

26. variant

m; =m kg
m, =3m kg
my =2m kg

keha 2 = kaksikplokk
M, M =const
HhW=¢, 4,=¢

15



27. variant

my =2m kg
m, =2m kg
my =3m kg
my=m kg

mg =2m kg
I =r/2

I3 =r\/§

1,6r keha 2 = kahe raadiusega
e keha 3 = kaksikplokk

M; M = const
Gh=¢; q,=¢

a=? o5="?

28. variant

my;=m kg

: m, =3m kg
my =m kg
P; P=const
=X, ¢,=¢
a,="?
a.="7

16



29. variant

my =2m kg
m, =4m kg
ms =m kg
my, =m kg
'S . Liugehoordetegur = 0,4
"3 ) P; P=const
4 — B=X, 4=
a,=? oy="?

P
60° 30°

30. variant
m; =3m kg
m, =2m kg
my =2m kg
keha 1 = varras O4
OA=6r
M;; M, =const
M,; M, =const
G =0, 49,=¢,

a,=? a,="?

Miirkus: mehhanism asub horisontaaltasapinnal.
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Lahendusnaide

Vaatleme slisteemi, mis on toodud jargneval joonisel 1. Olgu antud: m; =3m;

my=m; my=3m; m,=m; ms=2m; iy =r~2 ; liugehddrdetegur f =0,3. Leida
Lagrange’i teist ttlpi vorrandite abil keha 1 kiirendus a, ja ketta 5 nurkkiirendus s,
kasutades joonisel naidatud Gldistatud koordinaate ¢, =x ja ¢, =¢&.

72222222,

30°

I3 =r/2
keha 3 = kaksikplokk
Liugehéordetegur = 0,3

G =X, g,=¢
a,=? oag5="?

Joonis 1
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Lahendus

Lagrange’i teist tiupi vorrandid kahe vabadusega slsteemis, juhul kui ¢, =x ja

q, =¢, avalduvad kujul
d(oT) or
—| = |-—= Qx
dt\ 0x ) Ox

d(oT | oT
%) 5o

Nagu ndha, tuleb nende vdrrandite saamiseks kdigepealt leida 3 avaldist: 1) stisteemi
kineetilise energia avaldis; 2) Uldistatud jou Q. avaldis; 3) tldistatud jou Q. avaldis.

1. Leiame koigepealt siisteemi kineetilise energia. \Vaatame stisteemi joonisel 1 ning
paneme tahele, et kehad 1 ja 2 liiguvad translatoorselt; keha 3 pddrleb Umber
kinnistelje, mis l&bib selle kaksikploki masskeset; kehad 4 ja 5 teostavad aga tavalist
tasapinnalist litkumist, sest esiteks nende masskeskmed liiguvad ja teiseks nad ka
poorlevad Umber oma masskeskme. Seet6ttu avaldub siisteemi kineetiline energia
uldkujul jargmiselt
mye myv,t Loy mpy,. LawS mev,: 1o
11+22+33+4A+A4+SB+35 (1)
2 2 2 2 2 2 2
Nuld tuleb avaldada kdik siin esinevad kiirused ja nurkkiirused uldistatud kiiruste
kaudu. Kuna tldistatud koordinaadid on siin x ja &, siis tldistatud kiirused on x ja
£,
a) Koigepealt on kohe selge, et kuna x on klotsi 1 absoluutne koordinaat, siis keha 1
kiirus ongi selle absoluutse koordinaadi tuletis
vy =X (2)
b) Vaadates nulid joonise 2 kehal 3 olevaid sarnaseid kolmnurki, mis on joonistatud
kiiruste v, ja v, pohjal, saame kirjutada kinemaatika pohivalemite pohjal, et

T =

Vi _Vk

Wy =——=—— 3
SR, ©3)
Siit leiame
X X
Wy =—, =—, 4
375, Vk 5 (4)
¢) Sarnased kolmnurgad joonise 2 kehal 4 annavad
Yk _ V4
a) = = — 5
2R TR (5)
Arvestades v, avaldist (4), saame siit
X X
=—, =—. 6
Wy 47 V4 4 (6)

d) Kuna ¢ on relatiivne koordinaat, mis nditab ketta 5 tsentri B suhtelist asupaika
ketta 4 tsentri A suhtes (joonis 1), siis

19



P S )
R: 157

e) Punkti B kiiruse v, leidmiseks rakendame tasapinnalise liikumise kinemaatikat.
Nimelt — kasutame teoreemi antud punkti Kiirusest pooluse Kiiruse kaudu. Leiamegi

punkti B kiiruse vottes pooluseks punkti L (joonis 2). Sel juhul

Vg =V, + Vg . (8)
Kuna on selge, et
X
Vp =Vy :Z (9)
ja
v, =¢ (10)

siis arvestades, et antud juhul on tegemist paralleelsete ja samasuunaliste vektorite
liitmisega, saame

vy = % + & (11)
Sama teoreemi rakendame punkti D Kiiruse leidmiseks

V=V, +Vp, (12)
Kuna vy, =28 (13)
Siis

X )

vp=g+2e (14)

Ning I6puks
v, =V, (15)

Asendame koik leitud kiirused ja nurkkiirused slisteemi kineetilise energia avaldisse
(1). Arvestades veel, et

Iy = myiy® = 6mr? (16A)
I,= m“f ‘o mzr ; (16B)
1y = ek S (16)
saame parast vajalikke teisendusi Kirjutada susteemi kineetilise energia I6puks kujul
Tzlé%?mxz+%m§2+%(§+2§j2+m(§+sz (17)

20
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3
7 Vi
A
7
121 / VK
N
4
“30°
A
K
vA y vK
5
B
D | L
YL
Vp Vg
2
v v2

Joonis 2

Vastavalt Lagrange’i teist tltpi vOrranditele tuleb nuld siit leida osatuletised nii
uldistatud koordinaatide kui ka tldistatud kiiruste jargi. Kuna siin kineetilise energia
avaldises uldistatud koordinaate x ja & otsesel kujul ei esine, siis

oT oT

Osatuletised uldistatud kiiruste jargi avalduvad kujul

21



6—T:£mx+ﬂ(f+2§j+ﬂ(f+éj (19A)

ox 32 4\4 2\ 4
a—rzm§+2m(f+2§j+2m(f+§j (19B)
o0& 4 4

Leides nendest veel tuletised aja jargi ja koondades sarnased liikmed saame

Lagrange’i teist tldpi vorrandite vasakud pooled I6plikult kujul

L2} 6_T =@mjé+m§ (20A)
de\ ox ) 32

dfor =mi +Tmé (20B)
dt\ 0&

2. Leiame iildistatud jou Q.. Selle leidmiseks tuleb slisteemi kehadele anda véga

spetsiifilised virtuaalsiirded, nimelt sellised, et iiheaegselt oleks:
1) 6x =0, seejuures peab olema 6x>0;

2) 0¢=0.
See tdhendab seda, et klotsi 1 nihutame vaga vaikese suuruse dx vOrra moodda

kaldpinda ules (s.t positiivses suunas), ning kettaid 4 ja 5 liigutame nii, et nende
tsentrite A4 ja B kdrguste vahe & mitte mingil juhul ei muutuks. On selge, et sel
juhul nii keha 4 punkt A, kui kehade 5 ning 2 kdik punktid nihkuvad t&pselt ihepalju,
s.t kehad 5 ja 2 teostavad translatoorset liikumist.

Joonise 3 abiga on nuld kerge koostada slsteemi virtuaaltod avaldise selliste
virtuaalsiirete puhul. Siinjuures tuleb veelkord toonitada, et definitsiooni kohaselt on
virtuaalsiire 16pmata vaike siire, joonisel 3 on aga parema nahtavuse huvides need
joonistatud kullaltki suurtena. Susteemi virtuaaltoo vordub

W, =—m,gsin30°0x — F,0x + (m,g + msg + myg ) 5s , (21)
HG606rdejoud on siin

F, =m, gf cos30° (22)
Arvestades ka veel seda, et analoogia p6hjal valemiga (6) on
5, :% (23)
saame pérast vajalikke teisendusi
oW, = x-|mg —15mglL+ £3)) (24)
Seega uldistatud joud Q. on
0.=mg— 1,5mg(1 + f\/g) (25)
Asendades siia hdordeteguri = 0,3 saame
0, =-1279%mg = -12,5509m (26)
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Joonis 3

3. Leiame iildistatud jou Q.. Niid tuleb ststeemi kehadele anda sellised

virtuaalsiirded, et oleksid iiheaegselt tiidetud jargmised tingimused.

1) 6&#0, seejuures peab olema 6¢ >0;

2) 6x=0.
Tingimusest 2 on selge, et keha 1 liikuda ei tohi, jarelikult ei liigu ka kehad 3 ja 4.
Siis on aga punkt 4 paigal, jarelikult on ka punkt L paigal. Seega ketas 5 teostab
I6pmata véikese poorde Umber punkti L kui Gmber paigaloleva punkti, kusjuures
punkt B nihkub seejuures allapoole I6pmata vaikese suuruse vorra, mis Gldistatud
koordinaadi £ maarangu pdhjal ongi ju 6&.
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Kui teha niitid joonise virtuaaltéd 61, leidmiseks, siis ei ole vaja valja joonistada
kogu suisteemi, vaid ainult selle osa, mis liigub.

Yzt
Y

N

2

55‘2 l

\ 4 ng

Joonis 4

Jooniselt 4 on selge, et t60d teevad ainult joud m,g ja msg . Susteemi virtuaalt6o
avaldis on seega

oW, =msgd& +mygos, (27)
Kuna ds, = s, =25&, siis saame
5W§ = (m5g + 2m2g)- o& (28)
Siit Uldistatud jéud
0, =(ms +2m, )g (29)
ehk pérast teisendusi
Q. =4mg =39,24m (30)

4. Vastavalt Lagrange’i teist tulpi vorranditele saab ntitd valja kirjutada jargmise
vOrrandisisteemi

135—23m5c' +mé =—-12,5509m
mi + Tmé =39,24m

(31)
Siit saame
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{47813x4-§::—125509
¥+7£=39,24
Lahendades selle stisteemi, saame
¥=-3,914; £ =6,165
Ulesanne on lahendatud.
Vastus:

a1=£=—&%A(?<J
& 441(1 )

O B —m = ———

> 1,5r r A2

(32)

(33)

(34A)

(34B)
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