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Введені . 

1_Іпгл еИеШаГі еірпеп аісіі сііе оіі-
к о т т е п е п МеіЬойеп йег Іп аг іапіеп-
іЬеогіе зеЬг І;ЧІІ хиг ВеЬапс11цл{» іеіег 
теісЫігег Р г о Ь І е т е т е і п е г а11§;етеіпеп 
Т г а п з і о г т а І і о п з і Ъ е о г і е ; апсіегегзеііз л ігсі 
аЬег аисЬ Йіе Іеіхіеге Сйг <1іе Іп аі іаиіеп-
іЬеоі і<- 111-иг СеяісЬізрипкІе І іе іегп. 

Яоркш І.іі-. ( о г г е й е 5, VI. ВеагЬ. 
оп Кпцсі. ВЙ. I). 

Отд лъ математики, которому посвящена настоящая работа, 
зародйлся въ 1841 году въ изсл дованіяхъ англійскаго мате-
матика Воо1е'я, обнаружившаго, что дискриминанты алге-
браическихъ формъ при нреобразованіи формъ посредствомъ 
линейныхъ подстановокъ цріобр таютъ только множитель, 
равный стенени детермияанта водставовки. Въ сл дующемъ 
году этотъ ;ке ученый цоказалъ, что поляры одпоіі формы 
ііриводятъ кгь функціямъ обладающимъ такимъ же свойствомъ, 
по содержащиігь въ себ кром коэффиціентовъ формы также 
п перем нныя. Такимъ образомъ были получевы первые 
и в в а р і а в т ы и к о в а р і а н т ы алгебраическихъ формъ. 
Зат мъ, въ 1845 году, другой англійскій математикъ Сауі у 
построилъ ц лый рядч, инваріантовъ при иомоіци ивобр тен-
ваго имъ исчисленін гипердетерминантовъ и ввелъ н которыя 
сокращенныя обозначевія вычисленій. 

Въ 1849 году Агоиіюісі далъ уже довольно система-
тичвое изложеяіе н которыхъ свойствъ инваріантовъ троичной 
формы третьей степеяи, а два года спустя, овъ представилъ 
въ философскій факультетъ Кёнигсбергскаго Университета 
рукогіисную работу, въ которой далъ обвдую гіостановку теоріи 
инваріантовъ алгебраическихъ формъ. Въ этой работ были 

і 
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вьіведены впервые дифференщальныя уравненія инваріантовъ 
алгебраическихъ формъ, которыя въ 1852 году были выве-
депы Сауі у и 8і1 ея1ег'ом'ь для инваріантовъ бинарной 
формы и легли въ основаніе зам чательныхъ изсл дованій 
Сауі у, изложеныхъ въ десяти мемуарахъ „ироп фшіііся" 

Въ 1863 году ПОЯВИЛИСЬ въ печати изсл дованія Агоп-
ЬоІсГа о новоп постановк , лишеннон всякаго произвола, 
теоріи инваріантовъ: разсматривая сортношенія между ко ффи-
ціентами данной формы и преобразованной посредствомъ ли-
иейной аодстановки, онъ приходитъ къ заключенію, что должны 
сушествовать а 6 с о л ю т н ы е и н в а р і а н т ы , и что число 
раціонально независимыхъ абсолютныхъ инваріантовъ равно 
числу коэффиціентоіп, данной формы безъ числа коэффиціен-
товъ линейной подстановки. Дал е АгопЬоІсІ вывелъ диффе­
ренціальныя уравненія абсолютныхъ инваріантовъ и ноказалъ, 
что числители и знаменатели абсолютныхъ инваріантовъ сз̂ ть 
обыкновеішые инваріанты; такимъ образомъ суіцествованіе и 
объікновенныхгь инваріантовъ алгебраическихгі> формч. сд лалось 
вподн конкретиымъ, тогда какъ рані.ше было только фор-
мальное и подтверждалось лишь эмнирически — на отд льныхъ 
прпм рахъ. 

Въ 1861 году ОІ ЬзсЬ, воспользовавшись символи-
чесжими обозначеніями Агоп1іо1с1,а, положилъ въ основаніе 
евоихъ изсл доианій чисто формальное опред леніе инваріант-
іилхч, функцій при помощи символовъ и ра:5личныхъ симво-
лическихъ нроцесовъ. Это нанравленіе, благодаря зам ча-
тельнымъ изсл дованіямъ самаго С1 .Ь8Сп'а, а зат мъ 
его ученика Сгог<1ап'а, быстро развилось и сд лалось вскор 
господствующимч, направленіе\гь въ изсл дованіяхъ, относя-
щихся къ теоріи инваріантовъ алгебраическихъ формъ, по 
крайней м р въ н мецкой литератур . 

Въ это время въ Англіи установилось направленіе, 
го̂ .даныое Сауіеу и его нервымъ посл дователемъ 8 П -
\ віег'омъ, который многое создалъ и самостоятелмю, незави-
сиію отч. Са у Іру. 
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Англійское направленіе носило въ начал формальный 
характеръ, потому что Сауі у въ оенованіе его положилъ 
з-мпирическій выводъ дифференціальныхъ уравненій инваріан-
товъ и коваріантовъ: Сауі у разсматриваетъ такіе диффе-
ренціальные процесы, относяпц ся только къ коэффиціентамъ 
данной формы Да?!, ж2, . . . хп). которые, будучи прим нены 
кч> данной форм , давали бы одинаковый результатъ съ про-

цесами ХІ -І••••; обозначивъ указанные дифференціалытые про­

цесы символомъ \х% ч—}, онъ оиред ляетъ коваріантъ данной 

формы какъ функцію, ц лую, раціональную и однородную 

кооффиціентовъ и ггерем нныхъ данной формы. которая удовле-

творяетъ вс мъ дифференціальнымъ уравненіямъ 

( д \ д 
\Хі дхкІ

 Хі дхк ""' 

Сауіеу показалъ, что полученные раньше коваріанты 
удовлетворяютъ такимъ дифференціальнымъ уравненіямъ, но 
не докааалъ, что эти дифференціальныя уравненія вполн 
характеризуютъ вс коваріанты алгебраической формы. Это 
посл днее было доказано только АгоппоІо омъ, и тогда все 
направленіе апглійскихъ ученыхъ нріобр ло вполн ирочныя 
матеріальныя основанія. 

Въ 1850 году Сауіеу и 8ІІ 8І Г иоказали, что 
бинарныя формы первыхъ четырехъ степеней им ютъ конечпое 
число такъ называемыхъ н е н р и в о д и м ы х ъ коваріантовъ 
т. е. такихъ коваріантовъ, которые не могутъ быть выражены 
въ ц лыхъ раціоиальныхъ функціяхъ черезъ коваріанты 
низшихъ степеней; такимъ образомъ возникла задача (ЕпаІісЬ-
кеіізргоЫеш) о к о н е ч н о с т и числа неприводимыхъ коваріан­
товъ одной или н сколькихъ алгебраическихъ формъ, р ше-
ніемъ которой занимались многіе ученые до самаго посл дняго 
времени. 

Сгогаап первый, въ 1868 году, доказалъ конечность 
числа неприводимыхъ коваріантовъ для одной бинарной формы, 

і* 



4 

какой угодпо степени, и эта теорема обыкновенно назьівается 
теоремоп ФогсІаіГа. Его методъ, основанный па символи-
ческихъ обозначеніяхъ А г о п 1і о 1 сі 'а - 01 Ь 8 с Ь 'а и весьма 
сложный даже въ поздн йшей усовершенствованноп форм , 
далъ возможность построить полпую систему неприводимыхъ 
коваріантовъ для бинарныхъ формъ 5-й и 6-й степеней. 

Н сколі.ко позже — въ конц семидесятыхъ годовъ, 
8і1 8І г обнаружилъ конечность числа неприводимыхъ 
коваріантовъ для бинарныхъ формъ первыхъ десяти степеней 
и 12-й степени, вычисливъ для втихъ формъ при сод йствіи 
своего ученика Е г а п к 1 і и 'а такъ называемыя представитель-
ныя формы женератрисныхъ функпдй. Но этотч, способъ, 
безъ сомн нія весьма важный для практическаго построенія 
коваріантовъ, нельзя считать строгимъ нотому, что онъ осно-
ванл> на олномъ до Сихъ поръ еіце недоказанномъ ностулат 
о невозможности существованія коваріантовъ и еидэигантовъ 
перваго рода одного и того-же тппа. 

Въ 1880 году опСгаП построилъ при помощи способа 
вог(1ап'а полную систему неприводимыхъ коваріантовъ для 
бинарной формы 8-й степени, а въ 1888 ему удалось вы-
полнить тоже самое и для бинарной формы 7-іі Степени, пред-
ставившей больше трудностей, ч мъ форма 8-й степени. 

Попытки обобщить методъ Сгогааіга для системъ 
общихъ формъ окончились полной неудачей всл дствіе того, что 
потребовалось ввести для такого обобщенія множество симво-
ловъ. Вч, 1888 году одинъ изъ посл дователей формальнаго 
символическаго направленія 8 ігоЬ, пользуясь символами 
А г о п 1і о 1 (і' а - С1 е Ь 8 с 1і' а изучйлъ ц лыя раціональныя 
соотношенія ( уяу&іев) между неприводимыми коваріантами 
одной бинарной формы и предложилъ для иихъ особую класси-
фикацію. 

Вч» 1884 году одинъ изъ ученыхъ англійской школы 
Н а т ш о і м і ностроилъ женератрисныя функціи для сидзиган-
говъ перваго рода и вычислилъ при помощи ихъ полную 
систему неприводимыхъ сидзигантовъ перваго рода для бинар-
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ныхъ формъ 5-й и 6-й стененеіі, а также и н которые сидзц-
ганты втораго рода. 

Наконецъ, въ 1890 году теорема (тог<1ап'а была дока-
зана НПЪегі'омъ и прп томъ въ самомъ обіцемъ вид — 
для системы формъ съ н сколькими рядами перем нныхъ. 
Это доказательство явилось какъ сд дствіе весьма общихъ 
изысканій н мецкаго ученаго въ области безконечныхъ системъ 
ц лыхъ фушщін. НіІЬогі показалъ кром того, что число 
неприводимыхъ сидзигантовъ каждаго рода конечно и что 
ц пь сидзигій разныхъ родовъ прерывается. 

Эти новыя изсл дованія н мецкаго математика, зам ча-
тельныя гю своей простот и общности, пролили новый св тъ 
на теорію инваріантовъ алгебраическихъ формъ, связавъ ее 
съ весьма общей теоріей, такъ назьіваемыхъ, а л г е б р а и ч е ­
с к и х ъ т л ъ. 

Въ то время какъ мнотіе ученые, заинтересовавшись за-
дачей в-ог<1ап'а, иосвяіцали свои труды іючти исключительно 
вопросамъ о полныхъ системахъ неприводимыхъ инваріантовъ 
и коваріантовъ, а также и ихъ сидзигій, н которые начи-
наютъ постепенно обобщать понятіе объ иеваріант . 

Въ 1885 году 8і1 е8 ег создалъ теорію р е с и п р о -
к а н т о в ъ , которою, зат мъ, ванимались Н а т т о и і , Мас 
-МаЬоп. Ьеііаебсіогг, Е І П о і , ІГогзйЬ и другіе. 

Одна, наибол е важная чать зтого ученія. а именно — 
дифференціальные инваріанты, была разработана еще раньше 
въ 1878 году На1р1іеп'омъ, и зат мъ изсл дованіями иор-
вежскаго ученаго 8орЬи8'а Ъіе была доведена постепенно 
до такой обіцности, что вс изсл дованія другихъ математи-
ковъ являются только сл дствіями его общей теоріи инваріан­
товъ непрерывныхъ группъ преобразованій. 

Изъ вс х'1» изсл дованій 8орпіі8'а Ъіе иосл днее время 
особенное зяаченіе пріобр ла теорія групііъ касательныхъ 
иреобразованій, т. е. такихъ преобразованій, относительно 
которыхъ условія касанія геометрическихъ формъ соотв т-
ств нныхъ изм реній остаются инваріантными; классическимъ 
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ирим ромъ этихъ преобразованій служитъ изв стное иреобразо-
ваніе Лежандра для уравненій съ частными производными. 

Несомн шю, что теорін инваріантовъ алгебраическихъ 
формъ им ла и въ настояіцее время им етъ болыиое вліяніе 
на нрогресъ различныхъ отд ловъ математики, но общая 
теорія инваріантовъ норвежскаго ученаго и въ особенности 
ея часть, относяіцаяся къ групи касательныхъ преобразо-
ваній, сд лалась основньімъ ученіемъ для многихъ отд ловъ 
математики, какъ наприм ръ - для теоріи дифференціальныхъ 
уравненій съ частными производными, для теоріи минималь-
ныхъ новерхностей и поверхностей переноса вообще, для 
теоріи изгибанія поверхностей, и т. д. 

Н сколько л тъ занимаясь общей теоріей инваріантовъ, 
я интересовался, конечно, и теоріей инваріантовъ алгебраиче­
скихъ формъ, нри чемъ мн постоянно казалось символическое 
направленіе С1 е Ь 8 с 1і' а - Сг о г (1 а п 'а въ теоріи инваріантовъ 
крайне нец лесообраунымъ, всл дствіе того обособленія отъ 
другихъ отд ловъ математики, которое вносится спеціальными 
символическими обозначеніями и всл дствіе крайней сложности 
различныхъ символическихъ операцій. 

Неудачныя попытки обобщить доказательство ОогиаіГа 
предложенія о конечности числа ненриводимыхъ коваріантовъ 
для случая системы общихъ формъ блестяще ноказали 
всю несостоятельность этого нанравленія, этого безконечнаго 
нагроможденія спеціалыіыхч» символовъ въ доволыю элемен-
тарномъ отд л математики. Еіце бол е блестяще было 
посл днее подтверждено зам чательными по своеіі простот и 
общности изсл дованіями Н і ] Ь ег 'а , равр шивиіими основные 
вопросы теоріи инваріантовъ алгебраическихгь формъ во всей 
ихъ общности помимо всякихъ спеціальныхъ символовъ. 

Съ другой стороны и обідая теорія инваріантовъ 8о-
р 1і и 8 'а Ь і не воспользовалась символическими обозначеніями 
А г о и 1і о 1о!' а - С1 е Ь 8 с 1і 'а: въ ней стали играть главную роль 
обычные, по своей форм , въ дш()(|>еренціальномъ исчисленіи 
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символы безконечно-малыхъ преобразованій, которые суть 
ничто другое, какъ обобщенія еимволовъ 

І д \__ д 
ІХ' дсск / Хі дссп ' 

введеннихъ С а у 1 у для обозначенія изв стныхъ дифферен-
ціальныхъ ироцесовъ прн іюстроеніи дифференціальныхъ урав-
неній коваріантовъ алгебраическихъ формъ, о чемъ было уже 
сказано выше. 

Всл дствіе всего втоіч), я задался мыслыо изложить теорію 
инваріантовъ алгебраическихъ формъ въ такомъ направлеиіи, 
которое наибол е соотв тетвуетъ нов йшимъ учеыіямъ о не-
прерывныхъ групнахъ — съ одной стороны, и объ алгебраиче­
скихъ т лахъ или ари мизаціи функцій — съ другой стороны, 
т. е. т мъ ученіямъ, которыя, можно сказать, сами зародились 
вг теоріи инваріантовч, алгебраическихъ формъ. 

Въ глав I, иосвяіденной инваріантамъ одноіі бинарной 
формы, я изучаю сначала свойства группы линейныхъ иодста-
новокъ для нерем нныхъ бинарной формы и свойства подгруппы 
безконечно-малыхъ линейныхъ подстановокъ для этихъ ;ке 
перем нныхъ, что даетъ мн возможность, въ § 7, предложитв 
новый выводъ дифференціальныхъ уравненій инваріантовъ би­
нарной формы и показать, что они вполн характеризуютъ 
посл дніе. Но еще не очевидно, что эти дифференціальыыя 
уравненія должны им ть ц лыя, раціональныя и однородньля 
интегралы; ноэтому я пользуюсь въ § 11 изсл дованіями 
А г о п 1і о 1 (і' а объ абсолютныхъ инваріантахъ и такимъ 
образомъ доказываю не только суінествованіе инваріантовъ для 
всякой бинарной формы, кром формы первой степени, но 
опред ляю также въ § 16 число основныхъ инваріантовъ, 
черезъ которые вс остальные выражаются алгебраически. 

Въ глав II я обобщаю предыдущія изсл дованія на случай 
системы бинарныхъ формъ п, сл дуя представителямъ англій-
ской школы С а у 1 е у и 8 і 1 е 81; е г' у, опред ляю при помоіци 
женератрисноіг функцій число ліпіейно-независимыхъ инварі­
антовъ данной системы бинарныхъ формъ, при чемъ въ § 24 
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я даю вполн строгое и, въ тоже время, весьма нростое дока-
зательство независимости уравненііі системы (X), что лежитъ 
въ основаніи опред ленія числа линейно-независимыхъ иива-
ріантовъ. Въ заключеніе этой главы, въ § 27, я вывожу 
н которьш свойства женератрисноіі фупкціи и какъ сл дствіе 
изъ нпх'і> теорему Н г т і і 'а о взаимпости бинарныхъ 
формъ и обобщеніе этой теоремы, предложенное Ниг іІ2'омъ. 

Въ глав III излагаются сначала опред ленія коваріан­
товъ и контраваріантовъ бинарныхъ формъ, и, зат мъ, выво-
дятся пхъ дифференціальныя уравненія ма основаніи того, что 
ихъ можно разсматривать какъ совм стные инваріанты 
данной системы формъ, увеличенной еще одыой линеііной 
формой. Теорема Сауі у, изложенная въ § 31 зтоіі главы 
сводитъ построеніе коваріаптои'], къ построепію такъ пазывае-
мыхгь полуипваріантовъ; тимъ я п пользуюсь при построеніи 
основныхъ коваріантовъ въ § 35. Въ §§ 37, 38 и 39 изла­
гаются различные способы опред ленія числа и типовъ непри-
водимыхъ коваріантовъ при помощи ;кенератрисныхгь функцій. 
Вч> §§ 40, 41 разсматриваются различныя ц лыя раціональ-
пыя соотношенія - сидзигіи между пенриводимыми коварі-
антами и излагается способъ Н а ш га о п сГ а для опред ленія 
числа и типовъ н ириводимыхъ сидзигіи при помощи особоіі 
женератрисноіі функцій. Наконецч>, въ § 42 ивлагается тео­
рема СгоічІаи'а и ея доказательство, данное Ні1Ь гі 'омъ. 

Въ глав IV излагаются различные способы построенія 
коваріантовъ п между прочимъ ивлагается зам чательный 
процесъ | ] НіІЬвг а, который даетъ возможность обращать 
такъ навываеиые дериванты въ коваріанты, а въ частномъ 
случа — иолуинваріанты въ инваріанты; этимъ процесомъ 
приходится пользоваться въ доказательств Н і 1Ъ е г і' а теоремы 
Сгогаап'а, изложенномъ въ конц иредыдзчцеп главы. Зд сь 
же излагается преобразоваиіе коваріантовъ, иредло;кенное 
Н е г т і і е ^ м ъ и приводящее къ систем союзныхъ формъ. 
Въ заключеніе дается понятіе о типическомъ представленіи 
форм'і,. 
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Приложенный ври семъ литературный указатель содержитъ 
только т сочішеиія, которыии я пользовалея въ своей работ , 
иначе гопоря, — т сочиненія, которыя относятся къ теоріи 
инваріантовъ алгебраическихъ формъ въ песимволическомъ 
наиравленіи. Нол е нодробныя литературныя указанія можно 
наііти въ арекрасномъ историческомъ очерк раввитія теоріи 
инваріантовъ, составленноііъ профессоромъ Е\ М у е г' омъ 
(ІаЪгббЬвгісЬі <1ег иеиійспеп Маіііотаіікег-Усгсіпі^чш^, Щ. I, 
или французскій переводъ въ Виііеііп с1е8 зсіепсез таІЬёта-
ііаиев, і. 18, 19). 



Л и т е р а т у р а теоріи и н в а р і а н т о в ъ в ъ несимволи-
ч е с к о м ъ н а п р а в л е н і и . 

1. С а у і в у . Оп Ііпеаг ігапзюгтаііопз. СатЬгіде апсі ПііЫіп т а -
ІЬ т а ісаІ Лоигпаі, оі. 4. 1844. 

2. С а у і е у . Метоіге зиг Іез Ьурегсіёіегтіпапіез. Сге11е'з <Іоигпа1, 
Во\ 30. 1845. 

3. Йуі е з і е г . Оп іЬе саісиіиз оГ іогтз, оІЬег ізе ІЬе Шеогу 
оГ іп агіап з. СатЪгі^е апсі І)иЫіп та іЬ таіісаІ Лоигпаі, 

оі. 0—9 (1851—1854). 
4. З у і е з і е г . Оп а гетагкаЫ (Іізсо егу іп ІЬе іЬеогу оі 

сапопісаі іогтз апсі о^ Ьурегсіеіегтіпапіз. РЬіІозорЬісаІ 
Ма§'агіпе. 1851. 

5. С а у і е у . КезсЬегзсЬез зиг Іез со агіапіз. Сге11е'з Лоимаі, 
Вй. 47. 1854. 

6. С а у і е у . 8е еп тетоігз ироп ^иап^іс8. РЬіІозорЬісаІ Тгапз-
асііопз, оі. 144, 140, 148, 149, 151, (1854—1801). 

7. С а у і е у . КезеагзсЬез оп іЬе рагіШоп оі* пишЬегз. (^иагіегіу 
Лоигпаі, 1855. 

8. К о Ъ е г і з. Оп Йіе со агіапіз оГ а Ьіпагу ^иапііе оГ ІЬе п- Ь 
ііе&гее. (^иагіегіу «Іоигпаі, оі. 4. 1801. 

9. А г о п і ю і с і . ЦеЪег еіпе шпііатепіаіо Веугііініип^ сіег Іп а-
гіапіепІЬеогіе. Сге11е'з «Іоигпаі, В<1. 02. 1803. 

10. С І е Ъ з с Ь . ИеЬег зіпшііапо Іпк^гаііоп Ііпеагег рагііеіі г ВШе-
гепііаІ^ІеісЬип^еп. Сге11е'з «Іоигпаі, Ва\ 05. 1800. 

11. С а у і е у . 8-Ш тетоіг ироп ^иапі;іс8. РЬіІозорЬісаІ Тгапзас-
іопз, оі. 157. 1807. 

Г-5. С Ь г і з Ь о і Г е 1. Ве\ еіз сіез ГипсІатепЫзаігез <іег Іп агіапіеп-
іЬеогіе. Сге11е'з «Іоигпаі, Всі. 08. 1808. 

13. Л і о п п о Ы . Кеиег ипсі сіігесіег Ве\ еіз еіпез ГипсІатепЫ-
заіг з сіег Іп агіапіепШеогіе. Сгеііе'8 «Іоигпаі, Во!. 09. 1908. 

14. С а у і е у . 9-іЬ. т е т о і г ироп ^иапііс8. РЬіІозорЬісаІ Тгапзас-
ііопз. оі. 101. 1871. 
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15. О г а т 8иг дПеЦиез йіёогётез іопсіашепіаих сіе Г а^ёЬге т о -
сіегпе. МаіЬетаіізсЬе Аппаіеп, Всі. 7. 1873. 

16. С а у і е у . 10-іЬ т е т о і г ироп ^^^апііс8. Рііііозорігісаі Тгапз-
асілопз. оі. 101). 1878. 

17. б і і е з і е г . Вёіегтіпаііоп сГипе Іішііе зирёгіеиге аи потЬге 
іо аі сіез іп агіапіз еі со агіапіз іггёсіисіЫез сіез іогтез Ьіпаіг в. 
Сотріез Кеікіиз, і. 86. 1878. 

18. 8 і 1 в з і ё г. ТаЫ о( іЬе ^епегаііп^ іипсііопз апсі ^гоипсііогіпз 
іог Ье Ьіпагу ^иапіісз оі іЬе іігзі іеп огсіегз. Атегісап 
Лоигпаі, V. 2. 1879. 

19. 8 і 1 е з і е г. ТаЫ з оі іЬе уепегаііпд іипсііопз агкі ^гоипсііогшз 
іог зіпшііапеоиз Ьіпагу (шапіісз оі" іііе Гігз іоиг огсіегз іакеп 
і\ о ап(1 і\ о іо^еіЬег. Шсі. 

20. Е г а п к 1 і п. Оп ІЬе саісиіаііоп оі Ше депегаііп^ іипсііопз ап(1 
іаЫез оі" стгоипсііогтз іог Ьіпагу ^иапііе8 Атегісап Лоигпаі 
V. 3. 1880. 

21. Г а а (1 і В г и п о. Еіпіеііип^ іп сііе Тііеогіе «Іег Ьіпіігеп Гоппеп, 
сІеиізсЬ ЬеагЬеііеі оп " аІіег. Ьеір/л^. 1881. 

22. 8 і 1 е з і; е г. ТаЫез оі іЬе «гепегаііп^ іипсііопз апиі угоипсііогтз 
оі Ье Ьіпагу сіиосіесітіс, шіЬ зоте ^епегаі гетаікз, апсі 
іаЫез оі' іііе іггесІисіЫе зугу^іез оі сегіаіп ^иапііс8. Ате­
гісап Лоигпаі, V. 4. 1881. 

23. 8 і 1 8 і е г. А сіепюпзігаііоп оі" іііе ітроззіЬШіу оі іііе Ьіпагу 
осіа іс роззеззіп^ апу ^гоипсііогт оі сіе^-огсіег 10. 4. Шсі. 

24. С а у і е у . А т е т о і г оп зетіп агіапіз. Атегісап Лоигпаі, V. 7 
1885. 

25. Н а т т о п і Оп іЬе зуху^іез оі' ІЬе Ьіпагу зехііс апсі іЬеіг 
геіаііопз. ІЬісІ. 

26. Н і 1 Ь е г і. ЦеЬег сііе іп агіапіеп Еі^епзсЬаГіеп зре/леііег Ьіпйгег 
Гогтеп, іпзЬезопсіеге сіег Кидеііипкііопеп. (Біззегіаііоп). 
Кбпі§зЬег#. 1885. 

27. Н а т т о п <1. Зусі/у^у іаЫез Іог іЬе Ьіпагу ^иіпііс. Атегісап 
Лоигпаі. V. 8. "і886. 

28. Н і 1 Ь е г і. ІІеЬег еіпе Вагзіе11ип^з\ еІ8е сіег іп агіапіеп ОеЬПсІе і т 
Ьіпіігеп ГогтепоеЬіеіе. МаіЬетаіізсЬе Аппаіеп. Всі. 30. 1887. 

29. Н а т т о п (1. А зітріе ргооі оі іЬе ехізіепсе оі іггеііисіЫе іп а-
гіапіз оі* сіе^геез 20 апсі 30 іог іЬе Ьіпагу зе епііііс. МаіЬе­
таіізсЬе Аппаіеп. Всі. 36. 1890. 

30. Н і 1 Ь е г і. ІІеЬег сііе Тііеогіе сіег аІ^еЬгаізсЬеп Еогтеп. ІЬісІ. 
31. 8 о р Ь и з Ь і е. огіезипдеп йЬег ЮШегепііаІ^ІеісЬипуеп т і і 

Ьекаппіеп іпііпііезітаіеп Тгапзіогтаііопеп. Ьеіркі^. 1891. 



12 

Н і 1 Ь е г 1. ИеЪег іііе ТЬеогіе сіег аІ^еЬгаівсЬеп Тп агіапіеп. 
Ооіііпуеп НасЬгісЫео. 181)1. 

8 с 1і о п П і е а. Ввт гкап§ ъч. Ні1Ьег 'з ТЬеогіе й г аІдеЬгаізсЬ п 
Рогтеп. ІЪЫ. 

Е 11 і о і і. А ргооі оі ІІіе ехаеіпезз ог' Сауіеу'8 пшпЬег ог 8етіп-
агіапі оГ ді еп іуре. Ргосеесііпу оі' іЬе ЬОІКІОП МаіЬ. 

Зосіеіу. V. 23. 181)2. 
Н і 1 Ь с г і. ІІеЬег сііе ТЬеогіе сіег аІдеЪгаізоЬеп Іп агіапіеп. 

ОбШп^еп ХаеЬгісМеп. 1892. 
8 о р Ь иа Ь і е. огіезигщеп йЬег сопііпиігіісііе Огирр п. Ьеіргі^. 

181)3. 
Н и г УГ і 4 г. 2иг Іп агіапіетЬеогіе. МаІЬетаіізсЬе Аппаіеп, 

Ва. 45. 181)4. 



Г Л А В Л I. 

Инваріанты бинарныхъ Формъ. 

§ 1. Опред ленія бинарной формы и ея инва-
ріантовъ. 

Бинарной формоп п-го норядка мы будемъ называть 

ц лый однороднын ішогочленъ п-п степени съ двумя иерем н-

ными. Обыкновенно ее пишуть съ биношальными коэффи-

ціентами въ такомъ вид : 

( п \ (п \ 

\ т / '" 2 •• п * ' 

. / п \ . .. . п(п-Л)(п -2)...(п—т-|Л) 
гд I і обозначаетъ числовои факторі> — = — ^ — ~ — — . 

Если перем нныя жл, жя зам нить другими перем ннкшн 
ул, ?/2 ітри помощи соотношеніи 

Ж і — ау, 4- # / 2 . ж2 = ;-?/. + ';. 2 , 

то вышеприведенная бинарная форма преобразуется въ другую 

бинарную форму тоже п-го норядка. но съ новыми кояффи-

ціентами и новыми перем нными; выполнивъ указанную под-

становку, мы получимъ: 



11 

= «,2/" + ("[ )«і ГЛV, + ( о )«• ?/Г2?/2

2 + . . . + о,?/," : 

эту новую бинарную форму мы будеігь сокращеппо обазначать 
черезъ ^(Уі, Уо). 

Ооотношенія хл = а?/, +у9у8, ж2 = }-?/і + "?/г- связывающія 
перем нныя ж1? а?2 съ иерем нными ?/,, ?/2, мы будеігь назы-
вать линейной подстановкой и будемъ сокращепно обазначать 

ее черезъ я(и \Л, или просто черезъ Я Детерминантъ 

і = " \ = (V?— вг) мы будемъ называть модулемъ линейной 
Т " 

подстановки. 

Бинарная форма /(ж, . жа) переходитъ всд дствіе подста­

новки $ 1 в М въ другую бинарную форму с'(?/,.?/2); это 

обстоятельство мо;кио выразить символическимъ равенствомъ 

Очевидно, что коэффиціенты а0, аг', ая . . . ам суть, съ 
одной стороны, ц лыя раціональныя и однородныя функціи 
степени м-й коэффиціентовъ «, $ у, д подстановки 8 и. съ 
другом стороны. ливейныя однородныя функціи коэффиціентовъ 
а0, ал. а9 . . . а„ иервоначалыюп формы /(х19 х%). 

Не труднд получить эти выраженія коэффиціентовъ а0, 
а1? а2 . . . а„. Разд лимъ об части равенства 

одинъ разъ на у?, дрзтой разъ на г/", и ооозначимъ —- = <?, 

а —- черезъ ^; тогда 
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Да -і- (%, у + ,щ = *п + ( г Н е + .••". + (Г )«* ?* + . . . , 

Л«?+Аг*+*)= а о Г + ( і К у/'~' + ••• + ( г ) а ^ п _ А + - - - ' 

а по строка Т э й л о р а : 

и 

д«, + /?,г>! + <?} - /Ы) *д + (^« + (т )""" (,?.») («-пі + 
сл дователыю. мы им емъ 

\т)ак = *т » у + а /' / Л )588 (п -А̂ і ^ а + 5*?7 ЛА ^ 

или 

Иаъ атихъ выраженій ясно, что а* есть однороднан 
функція степени п — к относителыю пары количествъ (а, у) 
и однородная функція степени /.• относительно пары количествъ 

(№• 
Ишаріантолъ бинарной формы /(ж1 т2) называется такая 

ц лая раціональная функція 7{а01 аг, а2, . . . а») коэффиціен-
товъ этой формы, которая удовлетворяетъ тождественно 
равенству 

/(а0, а,, оІ, . . . а„) — {ъд — [ігу ^а^ ах, а2, . . . а„). 

коль скоро мы памі.шпп. въ немъ а„, а,. а2, . . . іп ихъ 
выраженіями черезъ а0, «,. ай, . . . ан и а, /5, ;-, г . ІІначе 
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гопорн, инваріантъ бинарной формы /(.т,,^) есть такая ц лая 

раціональная функція ея коэффиціентрвъ, которая изм няется 

только на ггостодоный иножитель _ІЛ = (см?— руУ, если въ 

неіі коэффиціенты а(), а19 а 8 , . . . «•„ зам нить коэффиціен-

гами а0, аа, ай, . . . а„ иреобраяованной при номоіци линей-

поГі [іодстановки #і ' Л формы. 

Щпииъръ. Выраженіе / ( а 0 , «Чі Оа) ; = а 0 ай — сц8 слу-

житъ инваріантомъ бинарной формы втораго порядка 

{'(ху, ж2) = а0х? 4 2«]о?, Жо 4- с^ж2~. 

Въ самомъ діл , черезъ подстановку #1 1 эта форма 

нерейдетъ въ форм}т 

<р(Ул, У%) = «о Уі + 2«, //, г/8 4 о* г/2

2, 

коэффиціенты которой выражаются черезъ коэффиціенты а 0, 

»!, Оя первоначальной формы ся дуюіцимъ образомъ: 

<*п =• а0 ъ
1 4 2а, а;- 4- о я ; 

а, == а„ а/? -Ь а^ан? 4- уЗ1;-) 4- а, уп. 

ая = а0 /5я 4- 2ах/?<? 4- а я ' ; ! : 

отсюда мы видимъ, что ^а8сматриваемое выраженіе 

Доо. а,. а8) — а0 ай — ах

2 — (а^л — Д-)я (а 0 а2 - - а~) 

д йствительно удовлетворяетъ опред ленію инваріанта бинарной 

формы. 

Изъ вышеизложеннаго общаго онред ленія инваріанта 

бинарной формы ие трудно вывести н которыя его свойства, 

если рачсмотр ть частные виды линейныхъ подстановокъ. 

§ 2. Однородность, изобарность и симметрич-
ность инваріанта. 

/р І)\ 
1) Если взять частный видъ Г I линейной нодста-

новки, при которой х1=ру„ х% — /*//... и для которой модуль 

,«». »« » - " * — — " 

, / 
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ад — ру = /?*, то коэффиціенты а0, вц, а2, . . . а„ будутъ 
рашіы первоначальнымъ коэффиціентамъ а0, ах, п2, . . . ап. 
умножепнымъ на одииъ и тотъ-;ке факторъ рп\ и іп. самомъ 
д л , мы им емъ 

= «оУія + ( г)**^" - 1 ?•+••• + «»УЛ 

Но, такъ какъ инваріантъ по отношенію къ разсматри-
ваемой подстановк долженъ удовлетворять тождественному 
равееству 

/(а0р
п, а,рп, аяр

п, . . . апр
п) = р2*Да0, аг, а2, . . . а„), 

или 2Я 

/(а0і,ах1, а2і, . . . апі) = іп/(а0, а1? ая, . . . а«) 

если і-=рп, то мы и заключаемъ, что оиъ есть функція 
2Х 

однородная степени — коэффищентовъ данной формы. 
Число / называется индексомъ инваріанта; если обозна-

чить его степень относительно коэффиціентовъ бинарной 
формы черезъ /І, ТО на основаніи только что скаяаннаго 

•2> 

/і = ; иначе говоря, между иорндкомъ данной бинарной 

формы п, стеиепыо /і ен инваріанта и индексомъ посл дняго 

суіиествуетъ соотношеніе 
2Д = п.р. 

2) Если взять другой частный видъ ( ) линейной 
\о р/ 

подстановки, при которой хг = у11 х2=ру2, и модуль которой 
равенъ р, то коэффиціенты а0, сц, а2, . . . «м преобразованпой 
формы будутъ соотв тственно равны а0, агр, а2р

2, . . . апр
п, 

такъ какъ 

ЕІІ-ІІ Іыешн школі 
•МЯ^ГНДіСТОВПрйЦКІіІМ) 

^ Ш50 

I I ШКОЛІ 
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= «оУій **- ( " )аі/°̂ -/і"""1 & + • • • + *«Р*У" 

=•- «оу^ 4- ( у )«і г/і,і_1 у2 4 - . . . 4- а„ ?/,". 

Для разсматриваемой подстановки инваріантъ долженъ 
удовлетворять тождественному равенству 

Да0, алр, а2Іо\ . . . апр
п) — />д/(а0, аг, а.2, . . . а») : 

такъ какъ инваріантъ есть ц лая раціональная функція коли-
чествъ «0, аг, а2, . . . а„. то онъ состоитъ йвъ суммы чле-
новъ вида А.а^а^аЛ . . . ап

е* и его можыо представить 
символомъ 

^ 7 Л . а0«о я/. ал . . . а,Л; 

пользуясь этимъ обовначеніеіп, для инваріанта /(а0, Яі» я 2 , . . . ал), 
мы напишемъ вышеириведенное тождественное равенство въ 
такомъ вид : 

2]А . < ° «/» ал . . . V /?° • ео +1 •«. + 2.«, + ... + «. е„ _ 

= р*2ІА. а0*е а/і а^ . . . аы

е» ; 

отсюда мы заключаемъ, что число 

0 . е 0 - Ы . е 1 4 - 2 . е в 4 - . . . 4- п.еп 

должно быть одинаково для вс хъ членовъ инваріанта и должно 
равняться индексу инваріанта Я. Это число 0 .е 0 4-1 .е г 4-
4-2.е 24- . . . -\-п.еп называется в сомъ члена 

А. а0

ео аг

еі аг

е* . . . ап

е,і. 

Сл довательно, вс члены детерминанта им ютъ одинъ и 
тотч, же в съ равный индексу инваріанта Д, или инваріантъ 
есть функція коэффиціентовъ бинарной формы не только 
ц лая, раціональная и однородная, по еіце и изоба/рная — 
съ в сомъ, равнымъ индексу /. Едва ли иадо пояснить, что 
изобарность функціи есть ничто другое, какъ однородностъ ея 
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относительно ноказателей стененеи и шідексовъ перем нныхъ 
количествъ. 

3) Наконецъ, если мъі разсмотримъ третій частный видъ 
/о і\ .. .. 
I I линейной иодстановки, нри которои х1^=уі, х2~уг, 
и модуль которой равенъ (— 1), то коэффиціенты а0, а11 а 8 . . . ап 

преобразованноп формы будутъ соотв тственно равны а„, 
йи_і, Оп—ц . . . «о? такъ какъ 

( п \ 

= г о » ^ и + (т)««-12/8

п~12/і+ • • • +«(,///'• 

Инваріантъ въ данномъ случа додженъ удовлетворять тож-
дествешюму равенству 

Дап, Ип-ц сіл-2, • • • О = ( — 1 ) д / ( а < м <*п «2» • • • *•)• 

Сл дователъно, если инваріантъ им еть четныіі индексъ 

Я = —д , то онъ есть функція сгииіетригеская относительно 

паръ коэффиціентовъ «0, ах, ая . . . а„, равноотстояіцихъ оть 

иачала п конца, такъ какъ онъ не изм няетъ своей величины 

при перестановк коэффиціентовъ сц и ап-і', если ;ке инва­

ріантъ им етъ нечетныіі индексъ / = -~— , то онъ м няетъ 

знакъ, не изм няя своей абсолютыой величины, при пере­

становк коэффиціентовъ сц и а» -,. т. е. абсодютная величнна 

инваріанта съ нечетнымъ индексомъ есть функіи симметрн-

ческая относительно паръ коэффиціентовъ а{), ал, а2, . . . ап, 

равноотстоящихъ отъ начала п конца. 

Инваріантъ, им ющій четныіі индексъ, называется иногда 
гетньиіъ инваріантомъ, и инваріантъ съ нечетнымъ индексомъ 
— негетньиіъ инваріантомъ. Такъ какъ индексъ / инва­
ріанта равенъ половин произведенія п/л — порядка формы 
на степень самаго инваріанта, то для нечетныхъ инваріантовъ 
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произведеніе п/і должно д литься на 2, а для четныхъ инва-
ріантовъ — на 4. Ол довательно, бинарная форма нечетнаго 
порядка совс мъ не им етъ инваріаптовъ нечетпой степени; 
четные инваріанты могутъ быть нечетной степени только 
тогда, когда норядокъ п бинарной формы д лится на 4. 

§ 3. Н которыя свойства линейныхъ подстано-
вокъ. 

Въ этомъ параграф мы изложимъ н которыя свойства 
линейныхъ подстановокъ, которыми будемъ пользоваться 
віюсл дствіи. 

Если им ется такая совокупность преобразованій пере-
м нныхъ хг, х% вч> другія перем нныя у1, у%, что каждая пара 
нреобразованій вм ст даетъ новое нреобразованіе, принад-
лежащее къ той же совокупности преобразованій, то говорятъ, 
что вс эти преобра;зованія составляютъ группу. Не трудно 
показать, что всевозможныя линейныя иреобразованія хх — ауг Н-
+ /%2, хі — уу1-\-оу.2і соотв тствующія различнымъ значе-
ніямъ коэффиціентовъ я, ,?, у и д, составляютъ группу. 

Въ самомъ д л , если взять два линейныхъ преобразо-
ванія: 

и 

у1 = а'г1+р'гі, у% = г

і21Л- д1х% или &у А 

то совм стно они дадутъ иреобразованіе 

хх = (аау + / >і + О/5' + ?°Уг = а//*і + Р% \ /а" І?\ 
х2 = (га' + оуу, + (Гр + ддГ)г% = Г "*, + д"гг \ \г" <*")' 

которое есть также линейное иреобразованіе, и, сл довательно, 

всть линейныя преобразованія 8І ' Л ооразуютъ группу. 

Будемъ изображать символическимъ равенствомъ 

8" = Я№ 
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то обстоятельстізо, что лшіейная подстановка 8" есть резуль-
татъ двухъ нодстановокъ $ и 6". Изъ нышенрипеденнаго 
развернутаго вида подстановки 5 " не трудно зам тить, что 
она, будучи ііредставлена въ форм детерминанта, равна 
д йствительному произведенію детермпнантовъ, представляю-
щихъ водстановки 5 и 5": 

/««'-Г-/ , сф*-\-^\ __ /а /5\ /а' р*\ _ 

отсюда сл дуетъ, что модуль А" составноіі подстановки 8й 

равенъ произведенію модулей А. А' нодстановокъ сатавляющихъ 
Я и 8*. 

Если мы условимся разсматривать только такія линейныя 

подстановки # ( А, модули которыхъ не равны нулямъ, 

то для каждой подстановки $ 

х% = ТУх + У* 

будетъ существовать ей обратная 

д 0_ 
У\ д х\ ДХЧІ 

_ _ 7 і 2_ 
Уч, АХі Ах%' 

которую мы будемъ сокраіценно обозначать черезъ # _ 1 ; ея 

модуль очевидно равенъ т, т. е. обратному модулю подста­

новки /8. 

Дв подстановки 8І А и 8'( , 1 тождественны 

только въ томъ случа , когда коэффиціенты «, ,?, ;-, д одной 
соотв тственно равны коэффиціентамъ а', /9', ?-', <?' другой; 

сл довательно, линейная подстановка # ( М онред ляется 

вполн и единственнымъ образомъ, если даны ея четыре 
коэффиціента «, /?, у, о; поэтому можно назвать я, ^, /-, <? 

существеннъши параметрами линейной подстановки 6» ( .1 . 
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Наконецъ, очеізидно, что а, /?, у, 3 въ линейнол подста-
новк могутъ іюлучать непрерывно-излтняющіяся значенія. 

Все сказанное въ этомъ параграф о линейныхъ под-
становкахч. можео формулировать въ сл дующеігь предложеніи: 

Вс линейныя подстановки вида 

%І =іУі + Зу%, 

лодуль которыхъ ^ не равенъ нулю, образуютъ непре-
рывную группу сю4 попарно ооратныхъ прнюбразованій 
уісрслгьнныхъ (хг, ж2) и (у1у у2). 

Если функція Да 0 , аг, а2 . . . а„) кооффііціентовъ данной 
бинарыой формы обладаетъ инваріантньшъ свойствоиъ отно-
сительно двухъ подстановокъ 5 и $', т. е. удовлетворяетъ 
соотнопіеніямъ 

/(а 0 , а п а8, . . . ан) — ^;•У(«(,, оц, «я . . . а»), 

Д а / , а/, а8' . . . а,/) — ^/;•Д«0, аг, а2 . . . ал), 

то эта функція обладаетъ т мъ ;ке свойствомъ и отноеительно 
составной подстановки 8" = 88'; въ самомъ д л , ирим вяя 
къ биварной форм /(а?!, ж8) сначала нодстановку #, а къ 
аолученному результату подстановку 8' мы будем-ь им ть 
соотв тственно для функціи /(а0, ах, а2 . ... Оа) соотношенія: 

Дя0

/ У, а/', а," . . . ««") = Л'Л/(а0, ох, а* . . . а„); 

откуда сл дуетъ соотношеніе 

/(а 0", а/', я я " . . . а„") = ^ ^ / ( а 0 , »і, «2 • • • О 

или соотношеніе 

У(а0", ах", в," . . . а„") = ^''-/(а ( 1, а и «8 . . . а„), 

выражающее инваріантное свойство функціи /(«„, а1? «2 • • • «><) 
относителыю составной нодстановки $". 
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§ 4. Унимодулярныя линейныя подстановки и 
новое опред леніе инваріанта бинарной формы. 

Линейную подстанонку »9( ) ' У котороя модуль 

^ -= ад-—•/%* равенъ единиц , мы будемъ пааывать унимоду-
ляітою. 

Очевидно, что дв унимодулярныхъ подстановки $ и $' 
даютъ составную нодстановку 5 " = А§6', тоже унимодулярную, 
такъ какъ ^ / / == А. ^> = 1.1 = 1. Ол довательно. вс уни-
модулярпыя линейныя подстановки образуютъ непрерывную 
грунпу преобрааованій; а такъ какъ ве он эаключаются 
въ групи общихъ линейныхъ иодстановокъ. то мы скажемъ, 
что он образуютъ непрерывную подгруппу преобрааованій 

въ грунп вс хъ лииейныхъ иодстановокъ # і • -1. 

Конечно унимодулярная иодстановка им етъ три суще-
ственныхъ параметра, ибо а. [і, у, о для иея связаны соотно-
шеніемъ ад—$- =з= 1. Ол довательно, подгруппа унимоду-
лярныхъ иодстановокъ содержитъ ооу различныхъ преобразо-
ваній и при томъ нопарно обратныхъ. нотому что подстановка, 

обратная унимодулярной подстановк *$( ] , есть сама 

унимодулярная подстановка *§ ' ( ' ) 

Изученіе весьма разнообразныхъ свойствъ неирерывныхъ 
группъ линейныхъ иодстановокъ облегчается въ значителмюй 
степени разсмотр ніемъ группъ соотв тственныхъ безконегно-
лалыхъ линейныхъ преобрааованій. 

Идея о группахъ безконечно-малыхъ преобрааованій 
принадлежитъ ворвежскому ученому С о ф у с у Ли. і)то 
понятіе было ноложено Софусом г ь Ли въ основаніе его 
иасл довапій о неирерывныхъ і^руппахъ преобрааованіп, 
давшихъ столь много блестящихъ открытій. Такое огромное 
аначеніе ионятія о группахъ безконечно-малыхъ преобрааованіп 
для теоріи неирерывныхъ группъ объясняется болыиею 
простотою свойствъ группъ безконечно-малыхъ преобрааованій 
сравнительно съ группами конечныхъ неирерывныхъ преобраао-
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ваній; въ этомъ отношеніи гюнятіе о бенконечно-малыхъ 
преобразованіяхъ на столько же упрошаетт, изученіе свойствъ 
непрерывныхъ группъ, на сколько исчисленіе безконечно-
малыхъ унроіцаетъ изученіе свонствъ непрерывныхъ функцій. 

Нижеизложенныя изсл доваиія о группахъ линейныхъ 
іюдстаиовокч» въ прим неніи къ теоріи ивваріантовъ бинар-
ныхъ формъ могутъ служить прекрасными прим раыи, какъ 
надо оперировать сгь группами безконечно-малыхъ преобразо-
вапій. Но прежде, ч мъ иерейти къ тимъ изсл дованіямъ, 
мы укажемъ на іювое опред леніе инваріапта бинарной формы, 
которое иредставляетъ больше удобствъ для пашихъ ц лей, 
ч ігь опред леніе въ § 1. 

Каждую линейную подстановку &( ) можио разсма-

тривать какъ составную изъ двухъ подстановокъ : 

IV4 0 \ „ /ТЗ VI 
V о \ л / \ у <5_ 

^ А А 

И8Ъ которыхъ вторая — унимодулярная, если й — ао—/?;-; 
эти составляющія подстановки въ развернутомъ вид — 

хх— Д.Уи хі— А У1 "*" Т * 8 ' 
и 

х% . = VЛ. у» Х2 = - X- Уі + -у^уъ. 

Если ц лая, раціональная функція /(«<„ щ, а2, . . . а ) 
ко ффиціентовъ бинарной формы удовлетворяетъ ивв стному 
условію инваріантности ио отношенію кгь первой составляю-
іцей подстановк , то это равносильно условію однородности 
функцій /(а„, аг, а% . . . а„) относительно количествъ а0, а1: 

«2, . . . а„. 

(Іл дователыіо, для того, чтобы ц лая раціопальпая 
функція /(а,„ а^ а9 . . . «„) ковффиціентовъ бинарной формы 
удовлетворяла условію инваріантности 
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относительно произвольнои линейной нодстаноізки #1 л 1 , 

необходимо и достаточно, чтобы она была, во-первыхъ, одно-
родна и, во-вторыхъ, удовлетворяла бы условію инваріантности 
относительно всякой унимодулярной линейной подстановки, т. е. 
условію 

/(а 0 , а1? « „ , . . . а„) = У(а0, аг, аг, . . . ап). 

Такимъ образомъ, мы приходимъ къ новому опред ленію 
инваріанта бшіариой формы: цгьлая, раціональная и одно-
родная функція 7(а0, а , а2, . . . ап) служитъ инваріан-
толъ бинарной форлы, если она соваьмъ не излгьняется, 
когда перел нныя бинарной форлы преобразуются посред-
стволъ подгруппы линейныхь унилодулярныхъ подста-

новокъ 81 А 

§ 5. Груіша безконечно-малыхъ линейі:ыхъ под-
становокъ. Унимодулярная подгрунпа. 

Если въ линейной подстановк 

хх = ауг + рул, 

положить параметры а, /9, у, д соотв тственно равними 
1, 0, 0, 1, то получится подстановка, такъ сказать, тож-
дественная, не изм няющая перем нныхъ. Если ;ке а, 
/?, у, д дать значенія, безконечно-мало отличающіяся 
от'і, иредыдущихъ : 1 -\~ а1. ді, /Зі. ді, ул . ді, 1 + дг. ді, то 
перем шшя ух, у2, иереходя въ хх, х%, изм нятся на безко-
нечно-малыя величины; поэтому подстановка 

»і = (1 + *і • ЩУІ + Рі. діу%, 
ж2 = Гі. діух + (1 + ді. ді)у2 

называется безконегно-лалой линейной подстано кой; мы 

будемъ обозначать ее черезъ о( •+ , ' I. 
\ ух оі, 1 -Ь °і ОІ/ 

2* 
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Не трудно найти выраженіе бе^конечно-малыхъ приращеній 
хх и х2 при такомъ безконечно-маломъ преобразованіи. 

Пусть хх, х% нереходятъ черезъ иодстановку 
/1 4- «, # & ді\ 
V г,# 1 4 - ^ ^ / 

дх2 — х2—ж2; тогда мы будемъ им ть 

въ хх, х2\ и пусть дхх = ж/—•ж1, 

ж/ = (1 4- ві^ЖіЧ- рхді.Хц% 

х2 = ^ о^. я?! 4- (1 +. <?! е )̂ а?2; 
отсюда 

оа?! = с^ді.хх4- $.ді.х2 = (ахжх4-\іхж2)«%, 

Ла?я = ух ді.хх-\- б?! оі. ж2 = ( г̂ жа 4~ дх ж2) о̂ . 

Не трудно также вычислить нриращеніе д^(хг, х2) какой 
угодно функціи ^(я?!, ж2), когда ея иерем нныя подвергнуты 
безконечно-малой подстановк : въ самомъ д л , МЕЯ им емъ 

О/ [Хх, Х%) = ^ - 0 2 ^ + ~^°%% 5 

вставляя въ это равенство вм сто дхг, дх2 ихъ вышепрпве-
денныя выраженія, мы иолучимъ 

ді (хх х,) = |(«1 хх 4- Д я?я) 5~- Н- (а ж, 4- *,жя) ^ Ч . ^ . 

Выраженіе 

ЩП = («х ^ + Рг х*) ^ 4- (п я, 4- «\ х-2) ^ 

вподн опред ляетъ наиіу беаконечно-малую иодстановку, 
потому что, положивъ вгь немъ посл довательно / = хх и 
/ = х2, мы будемъ им ть 

І7{хх) = (<х1хх + іЗхх2)Л, 

#(я») = (ГіЯі4-о\а;й).1, 

и отсюда получаемъ 

0ХХ — X ] — Хх —— \&х Хх I /Зх Ж 2 ) Оь^ 

дх2 = ж^ — хх = {ух хх 4- дх х2) ді 
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или 
ж/ = (1 -{- ягоі) хх 4- >% ді. х%, 
х% " Х\ оі.хг-\- (1Л- дх ді)х2; 

это и есть наша безконечно-малая нодстановка. Всл дствіе 
всего этого мы можемъ назвать выраженіе ?7(/) символомъ 
безконечно-малой лппейной подстановки. Мы видимъ, что 
символъ ?/(/) содержитъ четыре проинволыіыхъ количества 
а\і 0іі ТІі °и н о е г 0 существенными параметрами служатъ 
только ихъ отношенш —, , —-, нотому что «! можпо въ 
выраженіи ІІ(/) вынести за скобку и ах ді принять за новую 
безконечно-малую величину ді'. Кром того, очевидно, что 
дв безконечно-малыхъ линейныхъ подстановки даютъ составную 
подстановку, тоже безконечно-малую и линейную. 

Сл довательно, безконегно-лалыя линейпыя подстановки 

образуютъ въ гру?гпп> встъхъ линейныхъ подстановокъ # I Л 

новую подгруппу съ оо3 разлигныхъ безконегно-малихъ пре-
ооразованій. 

Если, наоборотъ, перейти оть соотношеній между без-
конечно - малыми величинами 

дхх = (ах ху 4- /9Х х.г) ді, 

дх% = 0"г хг + дг аг8) ді, 

къ соотношеніямъ между конечными количествами, т. е. нроинте-
грироватъ систему дифференціальныхъ ур-ій сГ А 1 е ш Ь е г і' а 

а і ^1 ' і'1 Х2 1 

/'і # і ~Г о х ж 2 , 

то мы получимъ, конечно, линейную подстановку 

х\ — (яа?! 4- /9а?8, 
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9 у 3 
гд сс, Д у, д будутъ функціями трехъ иараметровъ —, —, — 

безконечно-малой подстановки ?/(/") и четвертаго параметра і 
(или I'); произвольныя ;ке постоянныя интегрированія опре-
д лятся условіями: і — о, х\ — а?1? а?'а = ж2. Сл дова-
тельно, каждая безконечно - малая подстановка ?/(/") образуетъ 
ц лый непрерывпый рядъ конечныхъ линейныхъ подстановокъ, 
характеризуемый однимъ параметромъ і, т. е. оо' конечшлхъ 
линейныхъ' подстановокъ. Остается гюказать, что всякую 
конечную подстановку можпо гюлучить изъ этихъ безконечно -
малыхъ. 

Коэффиціеити а. р, у, д онред ляются какъ функціи і изъ 
соотношеній : 

7 1 Л 

ТьХх~^сих"^аі(аЖі + Рх**+ /?1 (уХх "*"д х^' 
7 7 Л 

т. е. 

Если при ^ = 0 начальныя значенія а, $ /-. <? обоз-
начить черезъ а0, /90, }-0, ^0. то по строк Т я й л о р а 

« = = « „ + (аг «0 4- $ 7*0) * + • • • Р — #> + («: #) + Рі о\) і + . . . 

Т = Го + 0*і ао + <?г Го) *"; + • • • * = <*о + 0*1 $, + »\ <?о) * + • • • 

сл довательно, а, /9, ^, г? суть функціи ал і. /?г і, ^ і, дг і, — 
всегда сугцествующія; кром того, вти функціи независимы 
между собою, такч> какъ детерминантъ Я к о б и 
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да да да 

д(а,і) 3(^1)3 (Гіі)д(^І) 

д0 д& д$ д0 
д{ахі)~д(р~І) ()(ГіІ) д(^і) 

% г 0 0 

/2 д о о 

0 0 * г 

0 0 Р о 

(ад—ргУ 

не равепъ нулю; сл довательно, всякая коііечпая иодстановка 

\- м о ж е т ъ быть іюлучена комбинаціей беяконечно-малыхъ 

подстаповокъ 
д/ 

^ (/") -=? («1 #і + А Х%) — + (^1 Я?і 4 дх X 
дх. дхп 

Разсмотримъ, дал е, подгруппу липейпыхъ унимодуляр-

ныхъ подстаиовокъ # ( М 

Везконечно-малая линейная подстаповка 

х\ — (1 4- «х ді) хх 4- /?, олі. ж2, 

Х\ = -(\ $ . 2 , 4 ( 1 + 0 " ! ОІ) Ж2 

будетъ унимодулярной, если выполняется условіе 

(1 +• о, Щ (1 4 ^ «0 — /9, г , оТ = 1 

при всякомъ дЬ, то есть условіе 

1 4 0 , 4 - ^ ) ^ = 1 , 

если пренебречь безконечно-малою величиною втораго порядка; 
отсюда мы им емъ дх~ — • «,. Сл довательно, символъ без-
конечно-малой линейной унимодулярной подстановки долженъ 
им ть видъ: 

і(П = («і Жі + А Х*) ^ + (Гі Жг — «іЖя) ~ Н 

или 
Эй7, 

<э/ д/ <*/. О І ( Л - * ( ^ - - . | & + А » й + п ^ 
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отсюда мы заключаемъ, что безконечно-малая линейная унимо-
дулярная подстановка им етъ два существенныхъ параметра 

-1, —-, такъ какъ въ выраженіи 

можно щ вынесть за скобку и принять щ ді за безконечно-
малое [іриращеніе д новой переменной величины ^. 

Конечно, дв безконечно-малыхъ линейныхъ унимодуляр-
ныхъ подстановки даютъ подстановку того-же типа; сл до-
вательно, всгь оежонегно-малыя линейныя унимодулярныя 
подстановки ооразуютъ группу съ °° 2 разлигныхъ преобра-
зовангй. 

Р>ъ случа унимодулярныхъ іюдстановокъ какъ и въ 
общемъ случа какихъ угодно линейныхъ подстановокъ, если 
перейти отъ соотношепііі 

ОХ:, — (','І Хг — а х Ж2) ОІ, 

къ соотношеніямъ между конечными величинами, т. е. нроин-
тегрировать еистему дифференціальныхъ ур-ій <Г АІетЪ г а: 

СІСС 

аі 

конечно, въ ре.трьтат получится линейноех) унимодулярное 
преобразованіе 

( а /3 \ 
л I можно полу-

чить, комбинируя безконечно-малыя подстановки 

Щ/) = (а, *, 4 Д •,) ^ + (Гі », 4- *, »а) ^ 

Если при этомъ е*, = — «„ то не трудно показать, что детерминантъ 
ад — І^у—Л конечной подстановки будетъ равенъ 1; въ самомъ д л , 
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X ^ — О.Л-[ I ІУХО^ 

X ^ /'"**'] I ()Х%^ 

$ т у котораго а. /9, /-, У суть функціи двухъ параметровъ —» — 

безконечно-малой нодстановки ^/(/) и третьяго параметра Я 
(или ^) , удовлетворяющія условія аг> — Д- = 1; произволь-
ныя же ностоянныя интегрированія опред ляются изъ условііі: 

Сл довательно, каждая безконечно - малая линейная уни-
модулярная подстановка образуетъ ц лый непрерывный рядъ 
коиечныхъ линейныхъ унимодулярныхъ нодстановокъ, харак-
теризуемый однимъ иараметромъ і, т. е. ^о1 конечныхгь линей­
ныхъ унимодулярныхъ подстановокъ. 

§ 6. Дифференціальныя уравненія инваріантовъ 
бинарной формы. Способъ 6 о г й а п ' а . 

Въ 1852 году Сауіеу 1 ) и 8у1 е§1ег2) нашли еистему 
дифференціальныхъ уравненій съ частными производными, 
опред ляющую инваріанты данной бинарной формы. 

Эти дифференціальныя уравненія еіце раньше были най-
дены А г о п 1і о Ы ' омъ, который положилъ ихъ въ основаніе 
евопхъ изсл дованій, нредставленныхъ имъ Кёнигсберскому 
Университету въ 1851 году, но эти изсл дованія были опубли-
кованы только въ 1863 году въ журнал С г е І Г я , Ва\ (>2. 

Сг о г сі а п въ своихъ лекціяхъ ио теоріи инваріантовъ 3) 
далъ сл дуюпцн весьма изящный выводъ этихъ дифферен-

или, иринявъ во вниманіс формулы на страниц 28, получимъ 

= (^4-^)4; 
ири начальныхъ условіяхъ і = и, а = і , {3=0, у—0, ^ = 1 и, сл доватсльно, 

^ = 1 , мы получимъ ^ = е(«і-{-<М'; сл довательно 4 — 1, если $ = — а . 
1) Сге11е'8 «Гоигпаі. Вй. 47, 8. 109. 
2) СатЪгій^е апй БиЫіп МаШ шайсаІ сіоиша], 1852, Весііоп VI. 
3) О о г й а п. огіезип&еп йЪег Іп агіапіепіНеогіе, Ьепгаз&евеЪеп оп 

О. К е г й с п о п в е і п е г . Вй. 2. 8. 119. 
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ціальныхъ уравненій, въ суіціюсти сходный еъ обіцимъ 
ізыводомъ АгоппоІсГа въ журнал СгеПе'я, В(1. 62. 

Будемъ исходить изъ опред лешя инваріанта бинарной 
формы, приведеннаго въ § 1: ц лая раціональнан функція 
/(а0, вц, <ц, . . . ап) коэффіщіентовъ бинарной формы /'(ж,, х2) 
елужитъ инваріантомъ посл дней, если удовлетворяетъ тож-
дественно равенству 

Л»о, <*і, а*, . . • а*) = йк Да0, аи ец, . . . ап), (1) 

гд ^ есть модуль лннейной подстановки 8Іи Л , а коли-

честіза а0, а1? а2, . . . ям суть колффиціенти бинарной формы 
?(2/і? 2/г)? нолученноіі И8Ъ /(«!, х2) ири номоіціі :»тоіі лннеііноп" 
подстановки. 

Модуль ^ = ао — /9;- удовлетворяетъ сл дующимъ диффе-
ренціальнымъ уравненіям ь: 

д'Л , ЬЛ 
* + - ?- = 4, 

* *г ( 2 ) 

— а ~\ т — и . 

ЩР + ІІ**4' 
въ справедливости ихъ не трудно уб диться неіюсредствен-
ньшъ вычисленіемъ. 

Если прим нить къ об имъ частямъ равенства (1) четыре 
операціи 

д д 

да' ду 

д д 
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и принять во вниманіе равенства (2), то мы получимъ: 

дДа) д/(а) 
да ду 

а I д 

дЛа) 

ду 

а + д* г 0 

эту /ке систему дифференціальныхъ уравненій можно пред-

ставить въ другомъ вид , если зам тимъ, что / ( а ) = 

= У(а0, а1 ? 0,1, . . . а») есть сложная функція отъ количествъ 

а, /9, т* и *?, входяіцихъ въ количества а0, а1 ? а 2, . . . ап; 

такимъ образомгь мы получимъ сл дуюіцую систему диффе­

ренціальныхъ уравненій : 

Я Оак \да « + діГ) = Щ«) 

*у? &/(«) / дак да,,. \ 

2^І^йг«Н 
(3) 

А=0 

Въ § 1 мы зам тили, иреобразуя бинарную форму /(хг, ж2) 

посредствомъ подстановки # ( ' V ЧТО ко ффиціенты о0, оХ | 

а2, . . . а/4 преобравованной формы ^(2/15 2/2) суть однородныя 

функціи каждой пары величинъ (а, у) и (/?, <?), ирн чемъ 

.к им етъ степень п — к относительно (а, у) и степень к 

относительно (/?, е?). Сл довательно, по теорем Э й л е р а обіз 

однородныхъ функціяхъ мы можемъ написать : 

Рг. К. К г е ы ^ /аІсЬ' 

літ. ^ 5 Аіікіік 
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дак дак 

оа а + ь^Г = {п — к)ак, 

дак дак л 

1ф ? + -&*** Пак' 
Точно также иэъ выраженііі ко:>ффиціента ак въ § 1 сл дуетъ 

д"к 0 , дак ^ 

дак дак 7 

Такимъ образомъ урапиеиія (3) можно представить въ форм : 

^ ( * - * ) ^ « - * / ( « ) • . 

А=0 

^ 7 й: -а/(«) 
дак А=0 

1 " * ^ а 4 =Л/(«). 

Эти уравненія должны им ть м сто для всякой подстановки 

^ ( '*) ' с л довательно, разсматривая ихъ относителыю под­

становки I 1 и обоішачая 7(а0, аг^ а2і . . . ап) черезъ У, 

мы можемъ представить ихъ въ такомъ вид : 

У/ 

(4) 
1 • д^<»+ 2 * д^+ 3 ' *?•»+• • -+П ' дап

 а»-* = °» 
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Если сложить первое съ четвертымгь, то получится еіце 
дифференціальное уравненіе инваріанта 

или разд ливъ об части его на п и полагая — = / І ( / / П О § 2 

есть степень инваріанта), мы получимъ уравненіе 

э ^ « о + ^ « 1 + ^ % + . . . . + ^ ; « » = ^ . / , (5) 

которое по теорем Э й л е р а характеризуетъ однородность 
функціи У. 

§ 7. Новый способъ выводить дифференціальныя 
уравненія инваріантовъ бинарной формы. 

Будемъ исходить изъ опред ленія инваріанта бинарной 
формы, нриведеннаго въ § 4 : ц лая, раціональная и одно-
родная функція 7(а0, а1? &2, . . . ап) коэффиціентовъ би­
нарной формы /"(а?!, ж2) служитъ инваріантомъ иосл дней, 
если она совс мъ не изм няется, когда бинарная форма под-
вергается преобразованію посредствомъ какой-нибудь подста-
новки подгрупиы линейныхъ унимодулярныхъ подстановокъ. 

Въ то время какъ перем нныя х1ч х% преобразуются 

линейною унимодулярною подстановкою *$( л ) въ иере-
V/- о/л = і 

м ыныя у1, у2, коэсрфщіенты а0, ахл а2, . . . ап пере-
ходятъ въ коэффиціенты а0, а15 а8, . . . ап тоже по­
средствомъ линейныхъ унимодулярныхъ подстановокъ1), 
которыя получатся въ явномъ вид , если разр інить относи-
тельно а0, аг, а2, . . . ап систему уравненій § 1: 

1) Не трудно доказать, что модуль подстановки <5Я для коэффиціен­
товъ а равенъ степени модуля соотв тственной подстановки «!? для пере-
м нныхъ. 
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(дЗа + ддгУ /(А<9'=*. Л = 0,1,2,.. п. 

или другую систему тогоже иараграфа 

&! / Э , Э \«—* 

Назовемъ эти выраженія для количествъ а0, агі а2, . . . ап 

подстановкою 8а. Очевидно, что подстановка 8а им етъ 

три существенныхъ параметра — количества а, @, у, о, свя-

занныя соотношеніемъ ад — (Зу = 1. Кром того, очевидно, 

что дв подстановки $ я и 8'а даютъ составную подстановку 

8"а тогоже типа, потому что эта составная подстановка 8"а 

( а" і"\ 
// 'Л//) перем нныхъ (ж 1 5ж 2). 

Сл довательно, линейпыя унимодулярныя подстановки 

8а коэффицгентовъ а 0, а 1 ? . . . ап, соотвтьтствующія ли-

нейнымъ унимодулярнымъ подстановкамг 8І \) пере-

мгьнныхъ (х1: ж2), образуютъ группу сю3 разлигныхъ по-

парно обратныхъ преобразованій. 

Если въ подстановк &,, им ющей видъ 

а'ъ = а*,о «о + а*,і«! + . . . + а*>я ап, А; = 0 ,1 , 2, . . . п, (А) 

положить а 0 0 , а 1 д , . . . аПуП соотв тственно равными 1 + /?0>0 оі, 

1 + /?1;1 Л, . . . 1 4" /9Я>П оі, а остальные козффиціенты оц« — 

равными (ЗІІС оі, то мы получимъ безконечно-малую подстановку 

груішы подстановокъ 8а, принявъ, конечно, во вниманіе, что 

детерминантъ изъ коэффиціентовъ подстановки долженъ рав-

няться 1. Перенеся, зат мъ, изъ вторыхъ частей конечныя 

члены а0, ах, . . . ап въ первыя, мы получимъ выраженія 

приращеній а'* — а/с = дсі/с количествъ аь нри этомъ без-

конечно-маломч. преобразованій: 

даіс = а0/9уь)0 ді + ах@к,і оі + . . . + а,*/?*,» ді, к = 0 , 1 , 2 , . . . га, 

или . сокращено 

<?а* = — & (а 0 , «І , а 2 , . . . а») ^ 1 ) . 

1) Знакъ — ставимъ для большаго удобства въ дальн йшихъ вы-
численіяхъ. 
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Сл довально, какая-нибудь функція №{(1^, аг, а2, . . . ан) 
получаетъ приращеніе: 

оЪ = — оа0 + —- оах + — оа2 + . . . + —- оап = 
да{) да , да2 дап 

[да0 даі да2 дап ) ч у 

или сокращено оі? = V (Р) . оі. 

Въ то время какъ конечныя иреобразованія (А) группы 
#« онред ляются сравнительно сложно, весі̂ ма не трудно оире-
д лить ея безконечно-малыя преобразованія; въ этомъ мы 
можемъ уже зам тить плодотворность идеи норвежскаго уче-
наго о группахъ безконечно-малыхъ преобразованій. 

Преобразуемъ перем нныя а?1? х2 бинарной ф о р м ы / ^ , х2) 

посредствомъ унимодулярной гюдстановки #( М , а коэф-

фиціенты ея посредствомъ соотв тственной унимодулярной 
подстановки # а , тогда бинарная форма }(х1, х2) обратится 
въ бинарную форму р(Уп у2), равную ей самой: /(ж1? х2) = 
= р(Уі, Уя)- Сл довательно, при безконечно-малыхъ пре-

. /І + а.ді /9,^4 
образованшхъ о( . . _ л I и 8а приращеніе 

\ ух оі 1 -]- д1 оі/ Л = 1 

о/(хх, х2) должно равняться нулю независимо отъ оі; 
но при этихъ двухъ иреобразованіяхъ приращеніе будетъ 
им ть видъ: 

д{{х1х2) = { 1 ф - (і)}ді, 
гд ИЛІ) по § 5 равно (аг хх + вг х2) - + (уг хх — ах х2) - , 

а {() дано выше формулой (В). Сл довательно, мы нолу-
чаемъ равенство: 

(сц хг + рх х2) — + (Гі х1 — аг х2) 

> Со -. С] •. Сг • • • ч Сп і, 

оа 0 даг аа2 дап 



38 

которое должно им ть м сто нри всякихъ значеніяхъ иере-
м нныхъ хІЧ х2, т. е. коэффиціенты вс хъ его членовъ по 
ихъ приведеніи должны быть нулями. Это равенство въ 
развернутой форм им етъ видъ: 

(а1ж1+/91ж2)[ма0ж1

п~1+ (-)(?* ~~ 1) «і хі"~2 #* + . • . .] 

+ (Гіхг — в і х2) [ + ( у) І.а» ж/'-1 + - . . . + 

+ ( * ) ( п _ !)««-! ^ ^ " - ^ ^ „ Ж о " - 1 ] 

[^0^"+ ( ^ і Ж і ^ а ч - Н - : . . + &"»,"] ; = 0 ; 

сл довательно, 

Сх = (п — 2)аа . о ^ 1.а0 ./^ + (м— 1). а 2 . ^ , 

с2 = («~- 4)а, . « ! + 2 . ^ ./^ + (м — 2 ) . а 3 . ^ , 

(6) 

е,_і = (™—2п+2) «„_,. а, + (п — 1) . аи_2. # + 1 . ап. ух, 

с„ = (п — 2тг) ая .аг + ГІ . «„_,. /3, + 0 .у1. 

Такимъ образомъ мы оііред лили безконечно-малыя под-
становки груиііы # а . 

Тенерь не трудно вывесть дифференціальныя уравненія 
инваріантовъ бннарной формы, исходя и;;ъ ихъ онред ленія, 
приведеннаго въ начал этого иараграфа. 

ГІриращеніе инваріанта У(а0, ах, ай, . . . ап) при какихъ 
угодно безконечно-малыхъ преобразованіяхъ груішы # а должно 
равняться нулю; сл довательно, 

Т7Г Т(п\\ — д^а) * л- д^а) - а. Э / ^ - л. і ,)/(а) - п\ 
ь л да да да дап 
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должно рашшться пулю независимо отъ а,, /91? уг; поэтому, 
ііринимая во вниманіе значенія (6) количествъ с0, Сі, 2̂? • • • с«, 
мы получаемъ три дифференціальныхъ уравненія инваріантовъ 
бинарной формы: 

оа, 0 а 2 Эа 3 ^ « и 

7г-Э

л

/а 1Н-(^-1).^а 2 + ( п - 2 ) - Э / а 3 + ... + 1 - | / ай = 0; 
с*а0 « а і оа2 дап_г 

этимъ дифференціальнымъ уравненіямъ должна удовлетворяті, 
ц лая, раціональная и однородная функція /(а0, Оц Оц, . .'. а»), 
служащая инваріантомъ бинарной формы. 

Наоборотъ, если ц лая, раціональная и однородная функція 
/(аи, аг, а2, . . . ап) удовлетворяетъ этимъ дифференціаль­
нымъ уравненіямъ, то не трудно ноказать, что она служитъ 
инваріантомъ бинарной формы. 

Въ самомъ д л , если ц лая, раціональная и однородная 
функція / ( а 0 , аг, а2, . . . ап) удовлетворяетгь уравненіямъ 
(Б), то ирираіценіе этой функцій при всякомъ безконечно-
маломъ иреобразованіи группы Д* равно пулю. Но такъ какъ 

всякую конечную подстановку 8[ ' Л можно получить по-

сл довательнымчз прим неніемъ безконечно-малыхъ подстановокъ 

то и всякую конечную подстановку группы #„ можно получить 
посл довательнымъ прим неніемъ безконечно-малыхъ подстано­
вокъ этой группы: 

и ) Эа0

 С° ^ дах

 С і "Г" да2

 с* "^ ' * " ^ дап С« , 

1) См. § 5. 
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сл довательно, прираіценіе функціи /(а0, аг, а2, . . . ап) и 
при всякой конечной иодстановк группы 8а будетъ равно 
нулю, если оно равно нулю для всякой безконечно-малой под-
становки ({), и функція У(а0, а1, а2, . . . ап) будетъ 
инваріантомъ бинарной формы. 

1 Грисоединимъ къ систем дифференціальныхъ уравненііі 
(Б) еще уравненіе 

характеризующее по теорем Эйлера однородность функціи /, 
и еіце уравненіе 

п • ^ а 0 + ( п - 1 ) • даах+ (п-2)- даа^... + 1 • — * „ _ , = л/ 

которое получается вычитаніемъ перваго уравненія (Б) изъ 
уравненія (Б'), предварительно умножепнаго на п. Такимъ 
образомъ нолучится система дифференціальныхъ уравненій (Б), 
(Б'), (I)") соверіненно тождественная съ системою уравненій 
4 и 5 иредыдуіцаго параграфа. 

§ 8. Значеніе дифференціальныхъ уравненій 
инваріантовъ бинарной формы. 

Если обозначить сокраіценно первыя части уравненій (I)) 
иредыдуіцаго параграфа черезъ — Х 3 ( / ) , Хг{/) и Х1{/^) 
то символъ (7) вс хъ безконечно-малыхгь подстановокъ грунпы 
#а приметъ видъ 

7 ( / ) = «, Х3 (/) + & Х2 (/) + Г і X, (/) ; 

сл довательно, Х3 ( / ) , Х2 (/) , Хх (/) суть ничто другое какъ 
символы трехъ безконечно-малыхъ подстановокъ группы 8„, 
соотв тствуюіцихъ частнымгь значеніямъ аг, /91? /^: 

1, 0, 0; 0, 1, 0 ; 0, 0, 1. 

Такимъ образомъ, мы видимъ, что дифференціальныя 
уравненія (Б) предыдуіцаго параграфа: 

Х3(/) = 0, Хя(/) = 0, Х1(/) = 0, 
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опред ляющія инваріанты бинарной формы, им ютъ сл дующій 
смыслъ: для того, гтооы цтлая раціональная и однородная 
функція 7(а0, вд, а27 . . . ап) служила инваріантомъ 
бинарной формы, т. е. не измтьнялась при встьхъ преобра-
зованіяхъ группы 8а, вполн достатото, гтобы она не 
измтьнялась отъ трехъ безконегно-малыхъ преообразовангй 
Х»(/), ^ І ( / ) и Х^/) группы 8и. 

Дал е, мы докажемъ, что изъ трехъ уравненій 

Х 3 ( / ) = о, Х 2 (/) = о? Х 1 ( / ) = о 

только два существенно необходимы, а третье есть сл дствіе 
этихъ двухъ. 

Разсмотримъ два линейныхъ выраженія съ частными 
производными перваго иорядка: 

гд Аъ" и Аь4 суть функціи количествъ а0, аг, а8, . . . ап. 

Возьмемъ оиерацію 2Х отъ ІГ 2(/); получится 

Ь [2. (/)] = ±В? д/щ + 2А* А-^; 

точно также 

Ъ [Д (/)] = ±&< §1 + ^АМІ" з | 4 ; 

сл довательно, выраженіе 

^[Л(/)1—4Й(/)] 
есть линейное и перваго иорядка относительно частныхъ про-

изводныхъ -ч—. Такимъ образомъ, мы видимъ, если операціи 

2% и 2^ линейныя и перваго иорядка относительно частныхъ 

производныхъ ч—', то операція (2г 2% — 2% 2г) тоже будетъ 

з* 
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линейная п перваго порядка относительно этихъ частныхъ 
производныхъ. 

Не трудно вид ть, что функція, удовлетворяюіцая уравне-
ніямъ 7.^(/) = 0 и 21(/)= 0, удовлетворяетъ и уравненію 

потому что носл днее уравненіе можно нредставить въ вид 

гд каждыіі членъ обраіцается въ нуль въ силу равенствъ 
Г 8 ( / ) = = 0 и %{/) = 0. 

Слтідовательно, им я два линейныхъ уравненія съ частными 
производными перваго порядка 

мы можемъ иолучить уравненіе 

какъ сл дствіе двухъ данныхъ, но не равное ихъ линейному 
сочетанію. Зат мъ, посредствомъ операцій 

можемъ получить еще два уравненія 

2 в ( / ) = 0 и ^ 4 ( / ) = 0; и т. д. • 

наконецъ, мы должны получить такую систему равненій 

2т(/) = 0, г « _ х ( / ) = 0 . . . 2л(/) = 0 и Д ( / ) = 0, 

что дальн йшее прим неніе нашихъ операцій даютъ линейныя 
сочетанія уравненій, уже полученныхъ; тогда система уравненій 
называется полною х). 

Не трудно вид ть, что уравненіе Х3 (/) — 0 инваріан-

1) Этотъ процесъ долженъ им ть конецъ, потому что для п -\- 1 
перем нныхъ могутъ быть только п -\-1 линейно независимыхъ линейныхъ 
уравпеній съ частными производными перваго порядка. 
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товъ бинарной форми есть сл дствіе другихъ двухъ уравненій 
Х2(У) = 0 и Хг(/) = 0, и есть ничто другое какъ уравненіе 

Въ самомъ д д , мы им емъ 

4 - 1 д7-

сл довательно, 

+ п'1'-д^а" + ^к(п-і)дакдаі

а^аі+^ 

Х8[Х1(/)1=п^йь+2(п~1)^о1+3(п-2)^а8 + . . . + 

+ п'1'да~ а*-* +2к(п- і) дакдаіаъ_хак+1; 

отсюда иолучаемъ выраженіе 

(Х,Х, — Х2Х1)/= — п-^-а— {п—2)даа— (п—А)-^-а — ...— 

- (п - 2 п + 2 ) дап_ап^ + п т - ап 

которое, будучи приравнено нулю, и даетъ намъ третье 
уравненіе инваріантовъ 

Х 3 ( / ) = 0. 

Такимъ образомъ мы приходнмъ къ сл дуюіцему заклю-
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ченію: для того, гтобы цгълая, раціопальная и однородная 
функція /(а0, аг, а2, . . . ап) служала инваріантолъ 
бинарной формы, необходимо и вполнтъ достатогно, гтобы 
она удовлетворяла двумъ дифференцгальнымъ уравненіяжъ 

Хл(/) = 0 и Х1(/) = 0, 

или, гто тоже самое, гтобы она не измтънялась отъ двухъ 
безконегно-малыхъ преобразованш Хг(() и Х2(/~) группы 8а. 

Не трудно [іоказать, что система трехъ дифференціаль-
ныхъ уравненій 

Х 3 (/) = 0 , Х 2 ( / ) = 0 , ^ 1 ( / ) = 0 . 

есть полная система. 

Составимъ выраженія (ХгХ3 —Х3Хг)/ и (Х2Х3—Х3Х2)/: 

(Х1Х3-Х3Х1)І= 

= п- п— ах + (п — 1) (п — 2) -— аг + 
да0

 ч ч -- у да1 + (7і-2)(п-4)~а3 + ... + 1.(п-2?і + 2)^- ап оа2 оап—\ 

— (п— 2 ) П - " Й - (п — 4) (7і — 1) — а% — 

— (п — 6) (п — 2 ) - — а 3 —...— (п — 2п). 1 —- ап оа2 а а „ _ і 

= 2™-~а1 + 2(™-1)|/а2 + 2(™-2)^а3 + 

+ . . . 2 • 1 • й / а, 

(Х2 Х3 Х3 Х2)/= 

= 1 . ( п - 2 ) ^ а 0 + 2(п-4) - - ^ + 3 ^ - 6 ) — ^ + 

+ . . . + п (п ~ 2гі) — ап_х дап 
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— п • 1 • — -а0 — (п — 2) • 2 • — с^ — (п—4) • 3 • ' б̂ 2 — 

—. . . — (п — 2п-\-2) -п - -— ап_х 

дап 

—- а0 — 2 • 2 «! — 2 • 3 - а2 — . . . — 2 • п •-— 
0«і сМ2 Эа 3 <Эая 

= - 2 [*,(/)]; 
отсюда заключаемъ, что наши операціи не даютъ новыхъ 
уравненій, линейно независимыхъ отъ прежнихъ трехъ, и 
сл довательно система 

х3(Л = о, х9(/) = о, ^(/)=о 
есть полнаях). 

Если п = 2, то мы им емъ 

сл довательно, 

Х 3 ( / ) = ( Х 1 Х 2 - Х 2 ^ / = - 2 ~ а 0 + 2 ~ а 2 

да0 Эа2 

или 
а1Х9(/) = — а,Хх (У) + а8 ЛГ8(/); 

отсюда мы видимъ, что при тг = 2 два изъ дифференціальныхъ 
уравненій 

х3 (/) = 0,^(7) = о,^(/) = о 
образуютъ полную систему. Тоже самое им етъ м сто ири п = 1 . 

1) Это вытекаетъ также какъ сл дствіе изъ основнаго предложенія 
теоріи непрерывныхъ группъ Софуса Ли: Для тою, чтобы г линейно неза­
висимыхъ безконечно-малыхъ преобразовангй Х1(/), Х2 ( / ) , . . . Хг (/) образовали 
непрерывную группу оэ»' попарно обратныхъ преобразовангй, заключающую въ себ 
вс конечныя преобразовангя, которыя образуются посредствомъ всякаю безконечно-
малаго преобразовангя X {/) = е1 Хх (/) + «, -ЭГ, ( / ) + . . . + еп Хп ( / ) , необ-
ходимо и вполн достаточно, чтобы каждое изъ выраженій {ХІ Х/С — Хь. ХІ)/ 
равнялоеь линейному сочетангю выраженій Хх (/), Х2 (/), . . . Хг(/). 
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§ 9. Конечныя подстановки, образуемыя безко-
нечно-малыми преобразованіями Х2 (/) и Хг (У). 

Въ нредыдущемъ иараграф мы показали, что ц лая, 
раціональная и однородная функція І(а0, а1 ? а2, . . . сьп) 
только тогда служитъ инваріантомъ бинарной формы, когда 
она не изм няется отъ двухъ безконечно - малыхъ преобразо-
ваній Х2 (/) и Хг (У); но если она не изм няется отъ без-
конечно-малыхъ преобразованій Х2 (/) и Хг (/), то, конечно, 
она не изм няется отъ конечныхъ преобразованій, получае-
мыхъ посл довательными прим неніями этихъ безконечно-
малыхъ преобразованій Х2(У) и Хг{/). Такимъ образомъ, 
для того, чтобы ц лая, раціональная и однородная функція 
І(а0, аг, а8, . . . ап) служила инваріантомъ бинарной формы, 
необходимо и вполн достаточно, чтобы она не изм нялась 
отъ конечныхъ преобразованій, получаемыхъ безконечно- ма-
лыми преобразованіями Х2 (/) и Хх (У). 

Найдемъ эти дв системыг) конечныхъ преобразованій, 
которыя вполн опред ляютъ инваріантъ бинарной формы. 

При этихъ безконечно-малыхъ нреобразованіяхъ функція 
У получаетъ безконечно-малыя приращенія : 

^ ' / = Г і - | ^ а 0 + 2~ах + ...+п~ апЛдІ, 
\- да1 оа2 дап ^ 

д'/=\п~а1 + (п — 1)р;ал + .„ + 1 ~ ап ]ді: 
^ Эа 0

 у да1 дап^х ^ 

иолагая посл довательно У = а 0 , а1? а2, . . . ащ мы иолучимъ 
безконечно-малыя приращенія 

1) о"а0=0, д"ах—\ . а0 ді, д"а2=2 . аг ді,... д"а=п. а,г_х о ,̂ 

2) о'а0 = тг^ ^ , о'«! = ( п — 1 ) . а2 о% о'а2 = (п—2). а8 ді,... 

^ ' а ^ _ І = 1 . а . ^ , о Х = 0; (А) 

1) Каждая изъ этихъ системъ въ отд льности составляетъ группу с^1 

преобразованій; см. З о р Ь и з Ь і е . огіезип&еп йЪег Оі#егеііііаІ§Іеіск-
ип§еп тіі Ъекаппісп іп/іпііеяітаіеп Тгащ/огтаііопеп. (Кар. 2). Ь іргі^. 
1891 ; это сл дуетъ также изъ ихъ формулъ (В) и (С). 
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первая система им етъ интегралы вида 

а0 = с0, а1 = с0і-\-с1, аі = с0і?+2с1і-\-Съ,.. . (В) 

это и есть система конечныхъ преобразованій, получаемыхъ 
безконечно-малымъ иреобразованіемъ Х2 (/). 

Возьмемъ ц лую, раціональную и однородную функцію 
/ отъ этихъ интеграловъ, тогда б// = 0 и, сл довательно, 

/ ( с 0 , с0* + с1? сог* + 2с 1 * + сІИ . . .) = С, 

или полагая 2 = 0, получимъ 0 = / ( с 0 , с1? с2, . . . си); сл -
довательно, функціональное соотношеніе 

У (С(), С0ІП~ С-у, С0 6 + ^ с1 г + с2 , . . . ) = = У (с0, Сх, С2, . . . 6'„) 

совершенноравносильнодифференціальномусоотношеніюо//У=0; 
это же функціональное соотновіеніе есть ничто иное какъ 
условіе инваріантности функціи / относительно преобразованій 
(В), соотв тствуюшихъ линейной унимодулярной подстановк : 

хі = Уі ~г Іу%, 
_ (о) 

х2 2/2. 
Точно также вторая система уравненій (А) им етъ 

интегралы вида 

ап = сп, &/г_г = с„г-т~сп_1, о„_2 = спі ~г А сп—\ і і с„_о, . . ., (Ь), 

и эта система преобразованій коэффиціентовъ с„, с,,^, . . . ср 

въ коэффиціенты аіп ап_г, . . . а0, соотв тствуетъ линейной 
унимодулярной подстановк 

Ж ' = 2 / ' ' (9) 
Ж2 = И/і + ?/2. 

Сліъдовательно, для того, гтобы цтьлая рщіоналъная 
и однородная фунщгя 7(а0, а1ч а2, . . . ап) служила иива-
ріантомъ бинарной формы необходимо и вполнп> доста-
тогно, гтобы она удовлетворяла равенству 

/ ( а 0 , а,, а2, . . . а и ) = / ( а 0 , а1 ? а2, . . . а„) 
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относительно двухъ линейпыхъ унимодулярныхъ под-
становокъ 

\ і\ _ /1 0' Т(ІЖ:) 
Не трудно также показать, что всякую линейную уни-

модулярную нодстановку 8 1 А можно составить изъ 
V о/А = 1 

подстановокъ Т и Й. Въ самомъ д л , если взять иодста-
новки Т и Н, то составная ивъ нихъ будетъ 

тв-(1+*т I); 

возьмемъ еіце подстановку У ( \, тогда составная 

V г ті' + 1 / ' 
если 

то 

+ 

сл довательно, можно найти такія аначенія г, ,̂ ^, чтобы 

подстановка ТИТ' представляла # ( ) , если только/-4=0; 

если же у = 0, то данная унимодулярная подстановка $ і I 

равна I II і I, и сл довательно равна иодста-

/ а & \ 

новк ЯТВ/ Т'\ причемъ подстановку і всегда 
\—та ^~ТР) 

можно представить черезъ ТИ'Т4, иотому ч т о — г а ф О , ибо 
а ф О , иначе модуль А = ад — ($у равнялся бы нулю. 

Наконецъ, подобно предыдущему, мы можемъ найти такую 
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нодстановку, чтобы условіе инваріантности относительно пей 
было равносильно равенству Хг(/) = 0, или равенству 

о " / = Г п ^ а0 + ( ^ - 2 ) ~ а 1 + ( п - 4 ) ~ а 2 + . . . + 
I- да0 дах да2 

+ (п — 2п) - - ап I ді = 0. 
оа„ ^ 

Для этого надо найти систему конечныхъ преобразованій, 
получаемыхъ посл довательнымъ ирим неніемъ безконечно-
малыхъ преобразованій Х3{/). 

Полагая въ иосл дней формул / = а 0 , а п а 8, . . . ап, 
мы получимъ выраженія безконечпо-малыхъ гірираіценііі: 

д*и а0 = па0 ді, Ьіи ах = (п — 2) аг ді, ді4і а2 = (п — 4) а2 ді, . . . 

діи ап= (п — 2гі) ап ді; 

интегрируя эту систему, мы получимъ: 

а0 = еп<+<7о, а1 = е(и—2)Н-% а2 = е(и—4)Н-< ,̂ . . . а„ = е(«—2п)Н-*«; 

или, обозначивъ е^, е^, е^, . . . еап соотв тственно черезъ 
с0, с1? с2 . . . с„, получимъ 

а0=с0е
пі, а1=с1е(м—2)«, а2=с2е( ,г-4)«, . . . аи=сле„(и~2и)«; (1)) 

это и есть система конечныхъ преобразованій, получаемыхъ 
при помоіци безконечно-малаго преобразованія Х3 (/). 

Если взять ц лую, раціональную и однородную функцію У 
отъ выраженій (В), то «""Убудетъ равно нулю, и сл довательно 

7(с0е
пі, с,еАп-ч)1, с%еАп-^)1, . . . спе(п~2п)')= С; 

а полагая і = 0, получимъ С=Лс01 сх,^ с2, . . . с„); сл дова­
тельно, функція / удовлетворяетъ функціоналыюму уравненію 

/(с0е
пі, с^-Ы, с2е(м-4)<,... с„е(«-2»)«) = /(с0, си с 8 , . . . си) (Е) 

т. е. не изм няется отгь преобразованій (Б). 
4 
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Конечныя иреобразованія (Б) можио иредставить въ 
такомъ вид : 

п рПІ п Р рПІ р 2^ /7 — р рпі р — іі п Р рПІ р—2иі 

сл довательно, эти преобразованія коэффиціентовъ бинарной 
формы соотв тствуютъ составной линейной унимодулярной под-
стаыовк перем нныхъ {хи хя): 

или 

если 

иначе — 

положить 

ПОДС'1 

04 / 1 

еЧ \0 

:ановк 

I 

0 

е~ 

(а 

<° 

« ) 

0 

1 

/в* 0 \ 

\0 е-Ч ' 

Подстановка ( V или иначе — подстановка ( ), какъ 

мы знаемъ, преобразуетъ перем нныя бинарной формы такъ, 
что соотв тственное преобразованіе ея коэффиціентовъ не 
изм няетъ ц лой, раціональной и однородной функціи 
/(а0, Огі «а, . . . о»), а даетъ ей только факторъ еп^ = ап^; 
сл довательно, для выиолненія соотношенія (Е) необходимо, 
чтобы преобразованіе коэффиціентовъ бинарной формы, соотв т-

ствующееподстановк ( _\ = ( й V не изм няя функціи 

/(<х0, аи а2, . . . ап), давало бы факторъ е~п'х1 = #—»/*; 
это же возможно только въ томъ случа , если функція 

/(а 0 , а19 а2, . . . а„) изо&арна, и в съ ея равенъ —. 

Такимъ образомъ мы видимъ, что условіе пеизм няемости 
ц лой, раціональной и однородной функціи У(а0> «і, а 2 , . . . ап) 
относительно безконечно-малаго преобразованія Х3(У), равно-

сильно условію изобарности съ в сомъ —. 

Изъ всего предыдущаго сл дуетъ, что ц лая ртфналь-
ная и однородная функція /(а0? ап я2? • • • ап) коэффи-
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цгентовъ а0, аи а2, . . . ап оинарной формы, служитъ 

инваріантолъ послтдней, если выполняются условія: во-

пр. первыхъ, если она изобарна съ вгъсомъ — (гтъ /і — поря-

докъ инварганта), и во-вторыхъ, если она удовлетворяетъ 

уравненіялъ съ гастными производными 

7 дах да2 да3 

4- п т— а п _ 1 = о , 

у Эа0 ' дах Эа2 

+ 1 ~ ап =0. 
оап-і 

Теперь мы докажемъ, что посл днее условіе Х1(/) = 0 

можетъ быть онущено, иотому что оно вытекаетъ изъ остальныхъ. 

Мы знаемъ, что 

(X, Хх - Хх Х%у = Хъ (/) = 2{п - 2г) ~д~ <ц; 
0 

если же взять изобарную функцію / съ в сомъ р въ вид 

суммы У^А. а0

ео а^і а%

еі . . . ап

еп , то 

І 7 ( п - 2 г ) ^ а і = 2 7 ^ . [ ( м - 2 . О ) е 0 + ( п - 2 . 1 ) е 1 4 - . . . 4 -
0 

4- (п — 2 . п) еп] а0

е° а^ ал

е* . . . ап

е 

= (пр — 2р) . 21А. а0

ео а/і а^ . . . ап

еп 

сл довательно, операція Хъ изм няетъ изобарную функцію / 

съ в сомъ р на постоянный множитель % = п/л — 2р, который 

будемъ называть эксг^ессомъ изобарной функціи / . Очевидно, 

что условіе Хъ (/) = 0 тождественно съ условіемъ # = 0 для 

изобарной функціи / . 
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I Ьп, соотношенія (Х2 Хх — Хг Х2) / = % /, сл дуетъ со-
отношеніе 

(ХгХ1 — Х1Хі)Х1/=(Х — 2)Х1/і 

потому что оиерація Хг повышаетъ в съ функціи / на еди-
шіцу, а эксцессъ % = щх — 2р понижаетъ на 2. Кром того, 
мы им емъ соотношеиіе 

нзъ этихъ двухь соотношеній, складывая ихъ почленно, іюлу-
чимъ соотношеніе 

(ХлХ* — Х*Х%)/ = 2(х—1)Х1/; 

способомъ отъ и къ + 1 можемъ доказать 

№ ^ - Х1»Хг)І= (Х — + і ) ^ - ч / ) . 
Цуеть однороднаяизобарная функція ./им етъ эксцессъ^, 

равыьлі нулю, и удовлетворяетъ уравненію Хя(/) = 0; тогда 
посл дняя формула дастъ рядъ соотношеній, если въ ней 
посл дователыіо положить = 1, 2, 3, . . . : 

*,Аі(/)==о; х%х*Ц)=-2лх1(/)1 

^ ^ 3 ( / ) = - 3 . 2 ^ ( / ) , . . . ; 

но оиерація Хг повышаетъ на единицу в съ изобарной функціи 
У, который им етъ высшій пред лъ _р = п/л, сл довательно въ 
ряду ХХІ, X?/, ^ 3 ( / ) , . . . мы встр тимъ Хг (У) 0; 
тогда въ силу нашихъ соотношеній Х%ХХ (/) = 0, Х1 -

1 ( / ) =Е о, 

Такимъ образомъ мы доказали, гто ц лая, однородная 

и изобарная функція /, имгьющая в съ р = -~ и удовле-

творяющая дифференціальному уравненію Х2 (/) = о, удовле­

творяетъ также уравненію Хх (7) = 0 и, слтъдовательно, 

служитъ инваріантомъ бинарной формы. 

Этимъ посл днимъ опред леніемъ инваріанта мы восполь-
зуемся въ сл дуюіцемъ параграф для построенія инваріантовъ 
бинарныхъ формъ различныхъ порядковъ. 
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§ 10. Прим ры построенія инваріантовъ бинар-
ныхъ формъ. 

Если мы им емъ бинарную форму п-го порядка: 

/(хи хя) = а0х1"+ (~ )а1х1^
іх%+ ( \ )аях*~*х*+: .. + апх», 

то всякая ц лая раціональная функція / ея коэффиціентовъ 
можетъ быть представлена въ вид суммы 

/ = 2^с. а0

ео аг

еі а^ч. . . а„е«. 

Такая функція / служитъ инваріантомъ бинарной формы, 
какъ намъ инв стно И8Ъ нредыдущаго параграфа, въ томъ 
случа , если эна, во-первыхъ, однородна, т. е. 

е0 + ех + е2 + . . . + еп =/л, 

во-вторыхъ — изобарна съ в сомъ ~-, т. е. 1. ех + 2 . е2 + 

-\- . . . -г п . еп = — и, въ-третьихъ, удовлетворяетъ уравненш 

съ частными прои;зподными 

Приміъръ 1. ІГусть мы им емъ бинарную форму втораго 
порядка 

і/ І**'і5 *"%) о̂ ^і "і- ^Я"! X} х% ~~\~ а% х%. 

Инваріантъ второй степени разсматриваемой бинарной 
формы долженъ им ть видъ ц лаго, однороднаго и изобарнаго 

. п/х 2 . 2 

многочлена съ в сомъ -у = —«~ = 2 относительно количествъ 

*/ 0 0 Сі^ Сі'2 | С-̂  6 ^ > 

и долженъ удовлетворять уравненію 

1 й ; в » + 2 - ^ а ' = о ; < 1 0 ) 
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подставивъ это выраженіе / въ уравненіе съ частными про-

изводными 1 • х г а о + 2 • - — а п мы получимъ соотношеніе 

2 сг аг а0 + 2 с0 <х0 ах = 0, или 2 (сх + с0) а0 ах = 0; 

отсюда гюлучаемъ сх = — с0; сл дователыіо, искомый ин-
варіантъ — 

/ = с 0 ( а 0 а 2 — О , 

т. е. бинарная форма втораго гюрядка им етъ одинъ иываріантъ 

Т> = а0 а% — а* 

второй степени, если принимать во вниманіе только линейно-
независимыя выраженія /. Этомъ единствеыный инваріанть 
второй стеиени бинарной формы втораго порядка называется 
ея дискрилинантомъ; приравненный нулю, онъ даетъ условіе 
того, что данная бинарная форма второй стеиени обраіцается 
въ квадратъ бинарной формы перваго порядка; и въ самомъ 
д л , если а0а2 — <х1

2 = 0, то 

а0 х* + 2 ах хх ж2 + а2 #2

2 = (V а0 хг-{- аг ж2)
2. 

Прилщуь 2. Не трудно показать, что всякій инваріантъ 
— какой угодно четной степени /І = 2 Ж бинарной формы 
втораго порядка равенъ ж-й степени ея дискриминанта, и 
что инваріантовъ нечетной стеиени она совс мъ не им етъ. 

Инваріантъ степени р. долженъ им ть видъ 

/ = 21с. а0

ео а^г а 2 % 

2 ц. 

нри чемъ е0 + е1 + е 2 = / і и е х + 2е2 = -^-=/г; сл довательно, 

е2 = е0 и ех—р. — 2е0, и иоэтому 

/ = 21с. (а0 а2)*о а^~2ео; 

если положить /і = 2ж, то получимъ 

/ = с0а*я + ^(а0а2)а*"-1' + с2(а0а2)
2а^т~^ + . . . + см(а0сц)"; 



55 

подставивъ пто выраженіе / въ уравненіе съ частными произ-
водными (10), мы иолучимъ 

а0[с0. 2ж.а*— г + с,(а0а2). 2(ж—1)а1*и-я + 

+ с2 (а0 а,)" 2 (ш-2) а/—• + . . . + $_, (а0 а,)'-1] 

+ 2а, [с, а0 а*т~2 + с2 2а0 (а0 а2) а/'"-4 -+-.'.."+ 

с т_! ( т — 1) а0 (а0 а2Г~2 ах + с,„ жа0 (а0 а 2 ) т _ 1 ] = 0, 
и.ш 

т о ж + с щ _ 1 = 0 , (т— 1)ся1_1 + 2с т _ 2 =0, ( т - 2 ) с / / ( _ 2 + З с т _ з = ° , 

. . . с, + тс 0 = 0 ; 

отсюда нолучаемъ 

т _т(т—1) т(т—1)(т—2) 

• • • с0 ( ±) с„, 5 

сл дователыю, инваріантъ четной степеии /* = 2#і равенъ 

/ = сл [(а0сф — " (а0 а,) '"-1 ах

в + . . . + (—1)'" а,2'"] 

= сш(а0а2 — а1*)т. 

Если же положить /І = 2 Ж + 1 , то 

/ = с 0 а 1

2 ' " + 1 + с 1 ( а 0 а 2 Х " - 1 + с 2 ( а 0 а 2 ) 2 < " ' - 3 + . . . +е„(а0сц) ,"а1; 

подставивъ это выраженіе въ уравненіе (10), мы получимъ 

а 0 [ с о ( 2 ж + 1 ) а 1

2 т + с 1 ( а о а 2 ) ( 2 ш - 1 ) а 1

2 ' " - 2 + . . . + 

+ стг_1 (а0 а,)"'-1 Ы? + ся (а0 а2)
ш] 

+ 1ах [СІ а0 а!2'"-1 + с2 а0 2 (а0 а2) Й І 2 ' " - 3 + . . . + 

+ с,„ а0 т (а0 а^)'"-1 ах] = 0, 
отсюда им емъ 

(2ш + 1) с0 + 2сх = о, (2т — 1 ) ^ 4 - 4 с , = 0, . . . 

Зс,,,^ -+- 2 т с„, = 0, ся = 0, 
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сл довя рлыго, ст = 0, сі„_1 = о, сш_2 = о, . . . с„ = 0, т. е. 
бинарная форма второй степени совстьмъ не имтьетъ ип-
варіануповъ негетпыхъ степеней. 

Лрим ръ 3. Возьмемъ бинарную форму третьяго 
иорядка 

и построимъ ея инваріантъ четвертой степени. 
Искомый инваріантъ долженъ быть ц лымъ, однороднымъ 

3 .4 
и изобарнымъ многочленомъ съ в сомъ -̂ — = 6, т. е. 

./ — Сц С&3 Л 0 ~г~ Сі (%з (%% (Хі 0/ц ~\ с% сь% Сіі | С 3 $ і й 0 I С 4 СЬ% СЬ\ 5 

и долженъ удовлетворять уравненію съ частными производными 

это посл днее условіе даетъ возможность опред лить коэффи-
ціенты си с2, с3, с4: 

+ 2»! ( сх а3 «і ао + Зс3 а2

2 &о + 2с4 а2 «х2) 

+ Заг (2с0 а3 #о2 + Сі а2

 а і ао + сг ^і3) = 0 > 
отсюда 

Сі + 6с0 = 0, 3 ^ + 2 ^ = 0, 2с4 + 6с 3 +3с а = 0, 4с4 + 3с2 = 0, 

или 
Сх О С 0 . С2 4 С 0 , С3 4 С 0 , С 4 ~' о С 0 5 

сл довательно, искомый инваріантъ им етъ видъ 

/ = с0 (а3

2 а0

2 — 6 а3 а2 аа а0 + 4 а3 аг

3 + 4 а2

3 а0 — 3 а2

2 0^). 

Такимъ образомъ, мы видимъ, что бинарпая форма треть­
яго порядка им етъ единственный инваріантъ, если нринимать 
во вниманіе только линейно-независимыя выраженія / ; этотъ 
инваріантъ есть ея дискриминантъ 

В = а3

2 а0

2 — 6а3 «2
 аі ао + 4а3 аг

3 + 4а2

3 &о — %а* аі ; 
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приравненный нулю, онъ даетъ условіе того, что бинарная 
форма третьей степени выд ляетъ квадратъ линейнаго фак-
тора, т. е. 

(1(р0\ ~\ ОСЬ^Х^ Х%~і оСЬ^Х-^Х% I СЬ%Х% у^о Х-у~\(Лц Х%) " о "^і ' ™\ *^2у* 

Лрим ръ 4. Не трудно показать, гто бинарныя фо^мы 
совстъмъ не ижтьютъ инваріантовъ первыхъ степеней. 

Пусть мы им емъ форму тг-го иорядка 

Да^, я?2) = а0 хг

п + С^) ах х?-1 х2 + . . . + »„ х?; 

ея инваріантъ первой степени долженъ им ть видъ 

^ = с 0 а 0 ~т~ С\ сі\ \ с 2 а% ~т~ • • • "і С"п(%п5 
П.1 

кром того, в съ каждаго его члена долженъ равняться ; 
это есть ц лое число только въ случа четнаго п; сл до-
вательно, для нечетной формы невозможность инваріанта нервой 
степени очевидна; въ случа четнаго п 

иодставивъ это выраженіе въ уравненіе 

1 -- с -а 0 + 2 •-т-а1 + ... + п- ^ - а я _ 1 = 0, (11) 
оах да2 дап 

мы иолучимъ 
- . с . ап — 0 
2 —— 1 

2 

т. е. с = 0; сл довательно, у формъ четныхъ порядковъ тоже 
н тъ инваріантовъ иервой степени. 

Прімыъръ 5. Построимъ инваріантъ второй степени для 
бинарной формы п-го порядка. 

Искомый инваріантъ долженъ быть вида: 

^ = = с 0 а 0 а п "т" Сі (%і а п ^ ~\~ с 2 (і% (іп—2 ~і • • • • ^» ^ я ^ о ? 

п.2 
такъ какъ его в съ равенъ — = п; при чемъ мы можемъ 

4* 
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положить сп = с0, сп_г = сх, . . . . Уравненіе (11) даетъ 
тождество: 

а0 (сх «-„_! + с„_1 ап_х) + 2 аг (с2 ам_2 + си_2 ап_2) + . . . -

+ п ап_г (с0 а0 + с„ а0) ЕЕ 0, 

которое можно представить въ вид 

[Сі+Жо] а0ап^+ [2с2+ (п—1)с~] а г а ; ( _ 2 + [Зс3+ (тс—2)с2] а 2 а я _ 3 + 

+ . . . = 0 ; 
отсюда мы им емъ 

с1-}-пс0=0, 2с2 + (п—1)с 1=0, Зс 3 +(п—2)с 2 =0, . . . 

или 

п п(п—1) п{п—1)(и.—2) 

сл довательно, если п есть четное число, то получится единст-
венный инваріантъ второй степени: 

/ = а0 ап — {^ ах ая_1 + (^) а% ап_г — . . . + аи а0; 

если же п есть нечетное число, то вс с должны изчезнуть, 
т. е. бинарныя формы негетныхъ порядковъ не ижгьютъ 
ипваріантовъ второй степени. 

Лрижтьръ 6. Возьмемъ бинарную форму четвертаго 
порядка 

У V 1 ^ 2/ 0 1 ""» ^ ^ і *^і *^2 I ^ ^ 2 1 2 _ ' -**^3 1 2 Т ^ 4 2 * 

Инваріантъ второй степени этой формы опред лится гю 
формул предыдущаго прим ра: 

8 = а0а4 — 4»! а3 + За 

Построимъ ея инваріантъ третьей степени, иользуясь 
нашимъ общимъ способомъ. 



59 

Искомый инваріантъ долженъ быть ц лымъ, однороднымъ 
4 . 3 

и изобарнымъ многочленомъ съ в сомъ -х- = о, т. е. такого 

вида 
/ = с0а0 а3

2 + сх аг а% а3 + с2 а0 а2 а4 + с3 а2

3 + с4 а? а4; 

кром того, онъ долженъ удовлетворять уравненію съ частными 
производными 

1 • :г~~ а0 + 2 • -̂ — а, -Н 3 • ^— а2 + 4 • д— а3 = 0; 

это посл днее условіе даетъ тождественное равенство: 

а0 ( сг а2 аг + 2с4аа а4) 

+ 2ах ( сг ах аъ -\- с2 а0 а4 + Зс3 а2

2) 

+ За2 (2с0 а0 а3 + сх ах а2) 

+ 4а3 ( с2 а0 а2 + с4 ах

2) = 0, 

которое можно представить въ такомъ вид 

Сі 

+ 6с0 

+ 4с2 

а0 аг аъ + 2с4 

+ 2с2 

а0 ах а4 + 2сх 

+ 4с4 

а,8 а3 + с3 

+ 3бч 

С -і 1 * 9 о; 

отсюда получаемъ 

с, + 6с0 + 4с2 = 0, 2с4 + 2с2 = 0, 2сх + 4с4 = 0 , 

6с3 + Зсх = 0 , 

или 
Сх 

2>с0, С 0 7 ^ 3 I ^ 0 ? ^о I 

сл довательно, бинарная форма четвертаго порядка им етъ 
единственный инваріантъ третьей степени : 

Т= а0 а* — 2ах а2 а3 — а0 а% а4 + а2

3 + а? а4 = 

а0 

«! 

а2 

ах 

а2 

а3 

а2 

а3 

а4 
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Дал е мы покажемъ, что вс инваріанты бинарной формы 
четвертаго порядка суть ц лыя раціональныя функціи этихъ 
двухъ инваріантовъ. 

§ 11. Абсолютные инваріанты бинарной формы. 
Абсолютпымъ инваргантомъ бинарной формы называется 

такая раціональная функція ея коэффиціентовъ, которая 
с о в с м ъ не изм няется отъ в с я к о й линейной подстановки 

о і л і перем нныхъ бинарной формы. 

Сл довательно, абсолютный инваріантъ характеризуется 
равенствомъ 

Л(а 0 , сгп а2, . . . ап) = П(а0, а п а2, . . . ап), 

которое обраіцается въ тождество, если количества ос0, оц, 
а8, . . . ап зам нить ихъ выраженіями черезъ а0, ах, а2, . . . ан 

и а, Д р, <? по формуламъ § 1 : 

_{п—к)\/д д Лк 

^ " " ^ Ш * ^ * ) / Л Й (А) 

Обозначимъ эти выраженія новыхъ коэффиціентовъ черезъ 
старыя сокраіценно такимъ образомъ 

аи = Ак(а; а, /?, г, о), к = О, 1, 2, .' . . п. (А') 

Если эти равенства разд лить почленно на одно изъ нихъ, 
наприм ръ, — на <хп = Ап (а, а, /?, р, о), то мы гюлучаемъ 
соотнонгенія 

^ - 4 . ( « ; «,&**>' * = <>, 1, 2 , . . . ( п - 1 ) ; 

гд вторыя части можно разсматривать какъ раціональныя 

функціи отношеній ^ , -^, -^, . . . и отношеній | , | , Д ; 

если освободить эти соотношенія отъ знаменателей, то гюлу-

чится п соотношеній, ц лыхъ и раціональныхъ относительно 
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а $ т 
-§, Т ' Т ' К 0 Т 0 Р Ы Я им ютъ коэффищентами линейныя соче-
танія отношеній -*-, -^, -*-, . . . —°-, -*-, -*-,. . .; если изъ 

посл днихъ тс соотношеній исключить ^, 4 , ^ , то получится 

вообіце п—3 соотношенія, ц лыхъ и раціональныхъ относи-

тельно количествъ - , -1-, ^ , . . . -^, -*-, -*-, . . . , если 

соотношенія (А) между собою независимы. ІІолученныя такимъ 

образомъ п — 3 соотношенія можно представить въ вид : 

Вк(а, а) == 0, к = 1, 2, . . . (** — 3), (В) 

гд Кк(а, а.) суть ц лые многочлены, однородные какі> отно-
сительно а0, а1? ай,.. . а„, такъ и относительно а0, а1? а2, а3 • • • «»• 
Сл довательно каждое изъ этихъ соотношеній можно предста­
вить въ вид : 

р . в + Р і . С і + р , • & + . . . = о, (во 

гд Р, Р 1 ? . . . суть ц лые однородные многочлены относи­
тельно а0, а1т а2, . . . ап, и (^, (21ч . . . суть ц лые одно­
родные многочлены относительно а0, ах; ос2, . . . аи; кром 
того, степени вс хъ Р между собой равны, и стенени вс хъ 
<д — между собой. 

Если разр шить равенство (В') относительно Р, то по-
лучимъ равенство 

обозначимъ вторую часть посл дняго равенства черезъ 

П (а0, «І, ай, . . . а„). Очевидно, что раціональная функція 

П (а0, а17 а2, . . . а„) остается безъ перем ны при 

всякомъ линейномъ преобразованіи # ( л ) перем нныхъ би-

нарной формы, и, сл довательно, она для всякой подстановки 

$ ( ) удовлетворяетъ равенству 

П(а0, а17 а2, . . . а„) = 77(а0, а1 ? а2, . . . ап), (Б) 
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т. е. служитъ абсолютнымъ инваріантомъ бинарной формы. 

Такимъ образомъ можно получить, конечно, безчисленное мно-

жество абсолютныхъ инваріантовъ бинарной формы, но они 

будутъ между собою зависимы; независимыхъ же абсолютныхъ 

инваріантовъ должно быть число конечное, гютому что каждый 

изъ абсолютныхъ инваріантовъ налагаетъ опред ленное соот-

ношеніе (I)) на коэффиціенты а0, а,, ай, . . . а„ и а0, а1ч а 2, . . . а„, 

и такихъ независимыхъ соотношеній существуетъ вполн 

опред денная система (В); другихъ соотношеній между 

коэффиціентами ос0, а 1 ? а2, . . . ап и а(), ах. а%, . . . ап, не-

приводимыхъ къ соотноіненіямъ системы (В), быть не можетъ. 

Очевидно, что функція П(п0, а п а2, . . . ая), обозна-

чаюіцая вторую часть равенства (С) есть отношеніе двухъ 

ц лыхіз, раціональныхчз и однородныхъ функцій коэффиціентовъ 
ао? аі? а2 5 • • • ая? им юіцихъ, кром того, одинаковыя сте-

пени относительно этихъ коэффиціентовъ; сл довательно, 

всякій абсолютный инваріантъ бинарной формы есть от­

ношеніе двухъ цгьлыхъ, раціональныхъ и однородныхъ функ­

цій коэффиціентовъ бинарной формы, которыя гиыъютъ 

одинаковыя степени. 

Теперь мы перейдемъ къ выводу дифференціальныхъ урав-

неній, которымъ удовлетворяютъ абсолютные инваріанты би-

нарныхъ формъ, при чемъ воспользуемся опять методомъ, 

посредствомъ котораго мы вывели въ § 7 дифференціальныя 

уравненія инваріантовъ бинарныхъ формъ. 

§ 12. Дифференціальныя уравненія абсолютныхъ 
инваріантовъ бинарныхъ формъ. 

Изч» опред ленія абсолютнаго инваріанта, даннаго вгь 

предыдуіцемъ параграф , сл дуетъ, что раціональная функція 

П(а0, а 1 ? ай 7 . . . ап) коэффиціентовъ бинарной формы въ 

томъ случа служитч^ абсолютнымъ инваріантомъ посл дней, 

если она совершенно не изм няется отъ линейныхъ подста-

новокъ А5„, преобразуюіцихгь коэффиціенты а 0, а м а2, . . . аа 

въ коэффиціенты «„, а1 ? а,, . . . а„, когда иерем нныя бинар-
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ной формы преобразуются посредствомъ групны подстановокъ 

&( V Эти линейныя подстановки для коэффиціентовъ 

бинарной формы, соотв тствующія подстановкамъ # ( .1 для 

перем нныхъ, можно нолучить, разр шивъсистемууравненій(А) 
въ предыдущемъ параграф относительно а0, а1? а2, . . . ап. 
Очевидно, что эти подстановки для коэффиціентовъ бинарной 
формы 

а* = Л ~ 1 ( а ; », А Г> д), Лг=0, 1, 2, . . . н, (5„) 

содержатъ четыре суіцественныхъ параметра сс, у9, у, <?, такъ 
какъ дв подобныхъ подстановки тождественно равны только 

въ томъ случа , если соотв тственныя подстановки М ^1 

тождественно равны, что им етъ м сто только при равенств 
параметровъ а, /?, у, д для этихъ двухъ нодстановокъ. Оче­
видно также, что подстановки #(, образуютъ непрерЫвную 
рруипу, потому что дв подстановки 8а и 8а составляютъ 
вм ст подстановку, которая соотв тствуетъ подстановк 
/8" ==; &§' для иерем нныхъ бинарной формы, сл довательно, 
составная подстановка 8а 8а = 8а" есть иодстановка того же 
типа какъ и составляющія 8а и 8а

/. 

Сл довательно, подстановки 8а, преобразующія коэф-
фиціенты бинарной формы, образуютъ с>о4 попарно обрат-
ныхъ преобразованій. 

Подгрупп безконечно-малыхъ линейныхъ преобразованій 

8\ * , >\ I соотв тствуетъ, конечно, подгруіша без-
\ ухоі 1 -\- дх оі/ 

конечно-малыхъ преобразованій коэффиціентовъ &,. 
Мы знаемъ изъ § 5, что при безконечно - маломъ пре­

образованій # ( ' * ) перем ннрля хх и х2 полу-
\ у1 оі і -}- ог оі/ 

чаютъ ирираіценія 

дхх = (я.г хх + /Зг ж2) оі, 

дХъ = (^ хх + дх хл) ді, 
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а какая-нибудь функція і^(ж15 хя) иолучаетъ приращеніе 

ді!\х1, х2) = ! — {гх1х1 + ргхг) + — (г, ^ + о\ж2)[ ді. 

Но намъ еіце не изв стны выраженія приращеній оа0, 
*?а1? да2, . . . оай, которыя получаютъ коэффиціенты бинарной 
формы, когда перем нныя а?1? #2 получаютъ вышеуказанныя 
приращенія дхи дх% всл дствіе безконечно - малаго иреобразо-

іш о I 1; нусть они им ютъ выраженія : вашя 

дак = — ^А(а 0, а1? а8, . . . ап)ді, к = 0, 1, 2, . . . п 

подобно тому, какъ и въ § 7. Приращеніе какой-нибудь 
функціи <р(а0, 0|, «а? • • • ««) П Р И такомъ безконечно-маломъ 
преобразованіи 8а будетъ им ть выраженіе 

„ . / (дф * . дф . . дф ^ \ 

о<р(а0, а1} а%, . . . «») = — ^ с 0 + т-Сі + . . .+т—с«}0*. 
[оа0 аа1 оап ) 

Для того, чтобы опред лить эти неизв стныя выраженія 
<?о> Сі, с2, • • • с«; обратимъ вниманіе на то, что данная 
бинарная форма /(х1: х2) остается безъ приращенія, если нере-
м нныя хг, х% иреобразовать иосредствомъ кокой-нибудь под-

становки $( Л и въ тоже время коэффиціенты ея — ио­

средствомъ соотв тственной иодстановки # а . Сл довательно, 

приращеніе 

оУ(хг, ж2) = \~- (аг хх + & хл) + т— (хі хх + дх хя) — 

\ д/ д/ „ д/ „ т \ 
*-да0 да1 дап ^ ) 

должно равняться нулю независимо отъ хх и х2. Это условіе 
въ развернутой форм будетъ: 
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(о2 хх + /9, ж2) [?ш0 я?!*-1 + (~) (^—1) я, я?іи 2 ж2 + . . . + 

+ (*) а^і^-1^- ] 

+ (~) (™—1) ««-і хгх2

п~* + папж2

й_1] 

- [$> а + (* ) & ж/'-1 &, + ... + & а ] ЕЕ 0 ; 

отсюда получаемъ искомыя выраженія <?0, ?1? с2, . . . &: 

с 0 = п . а о . ^ + О ./?і + м.ах.^Н-0 . о1 5 

Сі = (^—1) . «і. Й! + 1. а0 . /5Х + (п— 1) . а 2. р, + 1. ау. «\ , 

с2 = (п—2) . а8. «! + 2 . «! . рг + (гс—2) . а 3 . Гі + 2 . а 2 . о\ , 

^ (12) 

сн = 0 .а1 + п . а „ _ 1 . / ^ 1 + 0 .Гі + п.ап.дх; 

такимъ образомъ мы опред лили безконечно-малую подстановку 
$„ для коэффиціентовъ бинарной формы, соотв тствующую 

_, / 1 4- ах ді /9, <%\ 
безконечно-малой подстановк 61 _ . . ̂  I для ея 

\ уг оі і -)- д1 ді/ 

перем нныхъ жа, х%. 
Теперь не трудно вывести дифференціальныя уравненія 

абсолютныхъ инваріантовъ бинарной формы. 
Такъ какъ абсолютный инваріантъ П (а0, аг, ая, . . . ап) 

не изм няется при вс хъ преобразованіяхъ группы 8а, то 
онъ, конечно, не долженъ изм няться при вс хъ преобразо­
ваніяхъ подгрупиы безконечно-малыхъ преобразованій #«; сл -
довательно, приращеніе его 

мг=-[ |^.+^+...+|^€.]<« (із) 
I да0 даі дап -* 

должно равняться нулюнезависимо отъ коэффиціентовъ а1? /91? уи дг 

5 
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безконечно-малаго преобразованія 81 ' / ! ); при-
\ ух оі і -{- г?1 о// 

нимая во вниманіе вьішеприведенныя значенія количествъ 
6и ^и &? • • • бц мы получимъ четыре дифференціальныхъ 
уравненія съ частными ироизводными перваго аорядка: 

дП,г 1 Ч дП дП 

1 •Оо-г-+-••+(»*— 1) .а й _ 2 - 1-

+ м.а„_ ] — = 0, 

(Ь) 
п.а, \- (п—1) . а2 • - - + . . . + І . а , - = 0, 

1 • Я і ; г - + . . . + ( > - 1 ) . а и _ 2 т Ь 

+ ?г. а„ — = 0; 
За„ 

этимъ уравненіямъ додженъ удовлетворять каждый абсолютный 
штаріантъ бинарной формы. 

Наоборотъ, если какая-либо раціональная функція 
П(а07 аг, а2, . . . ап) удовлетворяетъ вс мъ этимъ уравненіямъ, 
то не трудно показать, что она служитъ абсолютнымъ ші-
варіантомъ бинарной формы. 

Ві> самомъ діЬл , если данная раціональная функція 
П(а0, а1? а2, . . . ап) удовлетворяетъ уравненіямгь (В), то ея 
прираіцепіе дП при всякомгь безконечно-маломъ преобразованіи 

&« равно нулю. Но такъ какъ всякую подстановку 8(а '\) 

иожно йолучйть посл довательнымъ прим неніемъ безконечно-
малыхъ подстановокъ этой группы 1) 

Г 7 ( 0 = ді («• ^ + # **) + Д 6*1 *. + * *»)> 
1) См. § 5. 
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то и всякую конечную подстановку группы 8а можно полу-
чить посл довательнымъ нрим неніемъ безконечно-малыхі. 
подстановокъ группы # а — 

да0 да1 дап 

отсюда сл дуетъ то, что прираіценіе функціи П(а0, агі а я , . . . ап) 
и при всякомъ конечіюм-ь преобразованіи группы $й будеть 
равно нулю, еслп оно равно нулю для всякой безконечно-малой 
иодстановки (ф), и функція П (а0, ахі а% . . . а„) будетъ 
служить абсолютнымъ инваріантомъ бинарной формы. 

§ 13. Значеніе дифференціальныхъ уравненій 
абсолютныхъ инваріантовъ бинарной формы. 

Обозначимъ сокраіценно иервыя уравненій (Б) преды-
дуіцаго параграфа черезъ У1(П), У%{П), У3(П) и У^(П), 
тогда еимволъ безконечно - малой иодстановки группы 8а 

ириметъ видъ 

{ф) = в і ъ (ф) + А У2 {ф) + г, У* ІФ) + * У* (Ф); 

сл дователыю, Ух{ф), УЛФ), УЛФ), у*{$) сутышчто другое 
какъ символы четырехъ безконечно - малыхъ подстановокъ 
группы 8а, соотв тствующихъ частнымъ значеніямъ иара-
метровъ ах, (Зг, ух, дх\ 

1,0,0,0; 0,1,0,0,; 0,0,1,0; 0,0,0,1. 

Такимъ образомъ мы видимъ, что дифференціальныя 
уравненія (Б) предыдущаго параграфа, опред ляющія абсолют-
ныя инваріанты бинарной формы, им ютъ сл дующій смыслъ: 
для того, гтобы раціональная функція П(а0, а„ а я , . . . ап) 
служила абсолютнымъ инваріантомъ бинарной формы, 
т. е. не изм нялась при вс хъ преобразованіяхъ группы 
8а, необходимо и вполнть достатогно, гтобы она не измтъ-
нялась отъ гетырехъ безконегно - малыхъ преобразованій 
УЛФ), УЛФ), УЛФ)-. уЛФУ 
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Принимая во вниманіе свойства линейныхъ уравненій 
съ частными производными перваго порядка, изложенныя въ 
§ 8, мы можемъ зам тить что четыре уравненія системы (Б) 
предыдущаго параграфа между собою зависимы ; и въ самомъ 
д л , мы им емъ 

(У2 У3 - У3 У2)ф= У, (ф) - У4 (ф); 

отсюда сл дуетъ, что функція ф, удовлетворяющая тремъ 
уравненіямъ системы (Б): 

УЛФ) = о, П(Л=о, У3(Ф) = О, 

удовлетворяетъ и четвертому уравненію У^(ф) = 0; такимъ 
образомч, мы приходимъ къ сл дуюідему заключенію: для 
того, гтобы рацгональная функція П(а0, а1 } а2, . . . ап) 
служила абсолютнымъ инваріантолъ бинарной форжы, 
шобходимо и вполнгь достатогно, гтобы она удовлетворяла 
тремъ дифферещгальнымъ У, (ф) = 0, У2 (ф) = 0, У3 (ф) = 0, 
или, гто тоже салое, гтобы она не измгьнялась при трехъ 
безконегно-малыхъ преобразованіяхъ Уг(ф), У2{ф), У3(ф). 

Не трудно найти конечныя подстановки #„, образуемые 
безконечно-малыми подстановками Уг(ф), У2(ф), У3(ф), УІ(Ф)-

Изъ развернутыхъ формъ этихъ подстановокъ можно 
зам тить, что безконечно-малыя приращенія, получаемыя коли-
чествами а0, а„ а2, . . . а,г при этихъ подстановкахъ Уі(ф), 
У2 (ф), У3 (ф), У± (ф) им ютъ соотв тственно сл дующія 
выраженія: 

д* а0=па0ді, д/ а^Оп-І^Зі, о' а2={п-2)а2ді,...оап=0, 

д" а 0 =0 , д" аг= а0ді, д" а2= 2а 1 (й, . . .оХ=иа й _Д 

д'" а«=пагді, дша^іп-І^дЬ, д'и а2=(п 2)а3ді,...дап=0, 

<?""а0= 0 , д""ах= агді, д""а2= 2 а2ді,... да=папді. 

Проинтегрировавъ эти системы дифференціальныхъ уравненій, 
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мы получимч, конечнмя нреобразованія группы <8„ : 

^о= = со^ » #.1=с1е , сі2 = с2в , . . .#.и=с„, 

а0 = с0 , аг=сі$+с1 , а 2 =с 0 ^+2с^+с 2 , . . .а п =с 0 ^+9гс 1 і"- 1 +..., 

а0 = сп і
п + ггся_! іп-г-\-..., а„ = с„ 

6Ь0 С 0 , ьі]^ С^ , $ 2 С 2 в ,...(Іп Сп , 

эти нреобранованія коэффиціентовъ а0, ах, а2, . . . &„ бинар-
ной формы соотв тствуютъ сл дуюіцимъ четыремъ подста-

новкамъ 5 ( ) для ея перем нныхъ хх, х%\ 

ихъ можно написать такъ: 

Эти подстановки даютъ составную подстановку 

I() -\- ітр Ірл 

/р -\- ітр Ір\ 

\ ха а / ' 

и можно подобрать р, і, г, а такъ, чтобы эта составная под-

становка представляла какую-нибудь подстановку $ ( . ) ; для 

этого надо ввять 
Г Л рд 

(а р\ 
если же д = 0, то 8у = й, и данная подстановка 6' I , 

равна 

(г і)(_« г + 4 -/?г]' 

сл довательно, можетъ быть представлена какъ составная 

8'" & 8" 8й' 8"", 
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иотому что въ нодстановк 

дг = —/Зг не равно нулю, иначе ири /2 = о, и Л = ру = 0. 

§ 14. Число основныхъ абсолютныхъ инваріан-
товъ бинарной формы. Зам чаніе. 

Система дифференціальныхъ уравненій 

^0*0 = 0, Г%(ф)=\ УЛФ) = о,ті(Ф) = о, (Б) 

опред ляющихъ абсолютные иываріанты бинарной формы есть 
полнал система линейыыхъ уравненій съ частными ироизводными 
перваго порядка, иотому что вс операціи (УІ Ук — Ук УІ) 
выражаются линейно черезъ операціи У1: Уя, У3> У4; ізъ 
посл днемъ не трудно уб диться негюсредствеыными вычис-
леніями: 

{У^-У^ф-УЛФ), 
(У 1Г І-Г,Г І)^=Г,(^), 

( Ъ г* - П г.) Ф = Уг (Ф) - У> (Ф), (Щ 

( ^ . У . - У . Г . ^ Е Е Г , ^ ) . 

Изч̂  теоріи линейныхъ уравненій съ частными ироиз­
водными перваго порядка изв стно, что нолная система к 
такихъ уравненій съ т независимыми нерем нными всегда 
им етъ 

т — к 

независимыхъ обіцихъ уравненій; сл довательно, система 
дифференціальныхъ уравненій (В) абсолютныхъ инваріантовъ 
им етъ 

п-\- 1 —4 = ^ — 3 

независимыхъ р шеній. Каждое р шеніе ф% (а0, агі а.2, . . . ап), 
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гд і = 1, 2, 3, . . . (тг — 3), системы (В), какъ мы 
знаемъ изъ § 12, должно не изм няться при преобразованіяхъ 
гругіпы $ а, соотв тствующихъ линейнымъ іюдстановкамъ 

груішы $ ( ) ; сл довательно, каждое р шеніе системы (Б) 

даетъ опред ленное соотношеніе между старыми и новыми 
коэффиціентами бинарной формы: 

фі(а0, а п а,, . . . ап) = (/)і(а0, ах, ая, . . . ап); 

сл довательно, независимыя р шенія системы (Б) дадутъ п—3 
нодобныхъ соотношеній между старыми и новыми коэффиціентами 
бинарной формы; съ другой же стороны, намъ изв стно изъ 
§ 1 1 , что между старыми и новыми коэффиціентами бинар­
ной формы возможны только раціональныя соотноніенія (В) 
въ § 11, или же соотноніенія, къ нимъ приводимыя. Со-
поставляя это вм ст , мы придемъ къ такому заключенію: 
система дифференціальныхъ уравненій абсолютныхъ ин-
варіантовъ имгьетъ п—3 независимыхъ ріъшеній, которыя 
логутъ быть приведены къ раціональному виду; и всякая 
бинарная форла п-го порядка имтъетъ п—3 основыхъ, не-
зависимыхъ между собою, абсолютныхъ инваріантовъ, іерезъ 
которыя алгебраигески выражаются всп> остальныя ея 
абсолютныя инваріанты. 

Изъ этого предложенія сл дуетъ, что бинарныя формы 
перваго, второго и третьяго порядка совс мъ не им ютъ 
абсолютныхъ инваріантовъ, а бинарная форма четвертаго по­
рядка им етъ одинъ абсолютный инваріантъ, вч> функціи ко-
тораго выражаются остальныя ея инваріанты. Изъ прим ра 
6 въ § 10 мы знаемъ, что для бинарной формы четвертаго 
порядка функціи 

$ = а0 а4 — 4ах а3 + 3<х2

2, 

Т = а0 а%—2аа аг а3 — а0 а% а4 + а* + а>1 а4, 

посл преобразованія иерем нныхъ х^ х% иосредствомъ под-
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становки #1 I, пріобр таютъ соотв тственно множителей 

Лі = {ад — ргу и А« = {а.д — /9Г)
6; 

сл довательно, функція 

^ = (а0 а, — 4а, а 3 -|- За, 2 ) 3 

2" («0 а 3

2 — 2а, а2 а 3 — «0

 а» а4 + «а

3 + «,2 а,У 

посл подстановки #( л) пріобр таетъ множитель ——, т. е. 

совс мъ не изм няется; сл довательно, эта функція и есть 
единственный основной абсолютный инваріантъ бинарной формы 
четвертаго порядка черезъ который выражаются вс осталь-
ныя ея инваріанты. 

Зсмыъганіе. Въ изложенномъ оиред леніи числа основ-
ныхъ абсолютныхъ инваріантовъ бинарной формы им етъ 
м сто одно обстоятельство, которое можетъ породить сомн ніе 
въ в рности полученныхъ результатовъ: нами не доказано, 
что система дифференціальныхъ уравненій абсолютныхъ ин­
варіантовъ содержитъ только линейно-независимыя уравненія 
и не доказано также, что въ систем (А) соотношеній въ § 11 
коэффиціенты а, /?, ^, д подстановки не входятъ н которыми 
группами — въ числ 4 — /і; если бы оказалось, что 
коэффиціенты а, /9, у, д входятъ въ соотношенія (А) груп­
пами въ числ 4 — /І, то для исключенія а, /?, /-, д изъ 
соотношеній (А) было бы достаточно исключить эти группы, и 
мы получили бы п — 3 + / / независимыхъ абсолютныхъ ин-
варіентовъ, тогда и система дифференціальныхъ уравненій 
абсолютныхъ инваріентовъ должна бы содержать /А ЛИШНИХЪ 

уравненій, выражаемыхъ линейно черезъ остальныя. Дока-
жемъ, что этого быть не можетъ1). Пусть посредствомъ 
подстановки 

1) См. бол е общее доказательство для формы съ п перем нными, 
данное Аг о пЬ о 1 й'омъ, Сге11 '8 <Іоигпа1, Вй. 69, 8. 185—189. 1868. 
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ж1 = а?/1 + /2і/2, 
( 1 Ь ) 

X* = ТУг + <>уг 

преобразована форма самаго общаго вида / (хг, ж2); тогда мы 
іюлучимъ равенство 

обраіцающееся въ тождество, если хг, х2 зам нить ихъ выра-
женіями черезъ уг, уг. Предположимъ, что коэффиціенты 
аі Р-, Г» () иосл зам ны х1} х2 черезъ у„ у% въ форм 
/(Жі, ж2) будутъ входить въ коэффиціенты преобразованной 
формы изв стными группами въ числ 4—/і, т. е. будутъ 
завис ть отъ /і параметровъ. Обозначимъ дифференцированіе 
по этимъ параметрамъ черезъ о(); тогда 

д{Хъ) = д(г)уг + д(д)у,, 

а дифференцированіе равенства (17) по этимъ параметрамъ дастъ 

; ) / о > ] ) + , э / ^ 2 ) = о . (і9) 

Если мы выберемъ пару значеній ххі ж2, удовлетворяющихъ 

уравненш у т = 0, которыя не должны удовлетворять уравненш 

!", = 0 , иначе форма /"(жі» хя) не была бы общаго вида, то 

получимъ уравненіе 
*(*,)?-а, 

которое удовлетворяется вс ми п — 1 р шеніями уравненія 

— = 0; но мы должны при этомъ въ д (хх) зам нить угі у% 

дх2 

черезъ хг, х2 посредствомъ обратной иодстановки 
ух = а.'хх+(? %%> 

УІ = Г''хх + д'хі; 

сл довательно, уравненіе нервой степени 

[а' д (а) + Г* о (/?)] ^ + \Р * («) + * о Щ х, = 0 
5* 
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должно удовлетворяться вс ми п — 1 р шеніями уравненія 
\/ 

-— = 0, при чемъ п—1 > 2, кром двухъ случаевъ : п=1 

или п = 2. Такъ какъ форма /"(а?і, ж2) им етъ общій видъ, то 
, , Ь/ л вс р шенія уравненія - — = 0 могутъ удовлетворять линей-

000 2 

ному уравненію только въ томъ случа , если посл днее им етъ 
оба коэффиціента, равные нулямъ, т. е. 

/^ <*(«) + <?'<?(/?) = 0 ; 
а' /9' 

но такъ какъ детерминантъ обратной подстановки 

равенъ нулю, то необходимо должно быть 

иодобно предыдзчцему можно показать, что 

е ? ( Г ) = 0 , <?(<?) = 0; 

сл довательно, четыре коэффиціента а, /9, у, о1 подстановки 
при преобразованіи бинарной формы не могутъ быть функ-
ціями какихъ - либо иараметровъ. Исключеніе составляютъ 
случаи бинарныхъ формъ 1-го и 2-го порядковъ. 

Изъ этого разсужденія не трудно получить также дока-
зательство линейной независимости четырехъ дифференціаль-
ныхъ уравненій абсолютныхъ инваріантовъ. 

Вчз самомъ д л , если въ уравненіе (19) внесемъ выра-
женія О(ХІ), о(х2) изъ равенствъ (18), зам нивъ въ нихъ 
предварительно уг, у2 черезъ жх, а?2, то получится равенетво 

| д (а) + Г'ё( /У)] х, ̂  + [а'д (;-) + ? » {Щ *і ̂  + 

у котораго по иредыдущему вс коэффиціенты при ж»- — 
дхк 

суть нули; сл довательно, только въ этомъ одномъ смысл 
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оно и можетъ быть удовлетворено, и поэтому между выра-

женіями хі -— не можетъ существовать линейнаго соотношенія; 
доск 

если же въ этихъ выраженіяхъ зам нить произведенія и сте-
пени перем нныхъ соотв тственными частными производными 
абсолютнаго инваріанта, то получатся иервыя части диф-
ференціальныхъ уравненій абсолютныхъ инваріантовъ. 

§ 15. Абсолютный инваріантъ бинарной формы 
какъ отношеніе двухъ инваріантовъ одинаковыхъ 
степеней. 

Въ § 11 мы вид ли, что каждый абсолютный инваріантъ 
бинарной формы есть отношеніе двухъ ц лыхъ многочленовъ 
одинаковыхъ степеней: 

тт( ч ^ К . а і » «а>-- •а») 

ща0, аи аяі . . . ап) ^( А о ,а п а а , . . .&»)' 

Такъ какъ абсолютный инваріантъ, будучи подставленъ въ 
уравненія 

обращаетъ ихъ вгь тождества, то его числитель и знаменатель 
должны быть такими функціями, чтобы выиолнялись условія 

Чі)^°' У'(І)^°- Чі)=°> у'(!)=°' 
которыя можно представить въ вид 

в У 4 ( Р ) — Р У * ( в ) — 0 , Л = 1 , 2, 3, 4, 

или въ другомъ вид 

—р— = = — - ^ = я*» к—1, 2, 3, 4, 

гд ДІ, конечно, должно быть независимымъ отъ а0, а„ а 2,. . . а„, 
потому что числители и знаменатели соотв тственно одинако­
выхъ степеней. Если вм сто Р взять Р ' ( а 0 , <х1, а8, . . . ог„), 
т. е. ту же самую функцію, но только отъ коэффиціентовъ 
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преобразованной формы, и иоложить Ь = ІдІ*', то Ь будетъ 
удовлетворять сл дующимъ дифференціальнымъ уравненіямъ: 

Эти дифференціальныя уравненія можно написать въ такомъ вид 

2! (п—і) - -аі = Х1, 2Л- -«,-_! = Л2, 2?(п—г) — аі+1 = /3, 
0 ОО-І 0 оа{ 0 дщ т 

^ г -т—а,- = 0. 
о д а і 

Мы представимъ эти уравненія н сколько въ иномъ вид . 
Равенство 

/Оі, хі) = р(х1і ж2) 

обращается въ тождество, если ж17 ж2 зам нить выраженіями 
«2/І + /??/2, п/і + % 2 ; иредположивъ, что эта зам на сд лана, 
мы получимъ дифференцированіемъ: 

д<р д/ д<р __ д/ 
да ~~ Ъхх У1' д/?~~~ дж~г У*' 

точно также получимъ 

изъ вс хъ этихъ равенствъ мы получаемъ 

д<р . д<р д<р д<р . д(р д<р 

/»4Е+ ;»4Е* іл#ь' ^ 4 ! + ^ = 
Э^ 

Эа ду аіду2 ' д[3 дд *2ду 

Принимая во вниманіе, что 
п / \ 
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мы иолучимъ при помощи иосл днихъ равенствъ сл дующія 
тождества: 

посредствомъ этихъ тождествъ можно уравненія (Б) привести 
къ виду 

дЬ . дЬ 
да ду 

д/3 дд ^ , 4 

дЬ дЬ 

Не трудно ноказать, что въ посл дней систем коли-
чества /х и /4 должны быть равны между собою, а Х2 и Х5 

равны нулямъ; и въ самомъ д л , изъ иерваго и третьяго 
получаемъ 

а изъ втораго и четвертаго — 

— --(л2о-ХіТ), 

продифференцировавъ первое изъ этихъ двухъ равенствъ по /9 
и второе — по а, мы должны получить одинаковые резуль-
таты; сл довательно, мы им емъ 

1 ^ 2 з ^ 2 л2 ^2 т л 4 ^ 2 , 

1) Соотношенія между коэффиціентами а( и ихъ частными про-
изводными по а, /?, ^, «У, вытекающія изъ этихъ тождествъ, суть ничто 
другое какъ изв стныя соотношенія Э й л е р а для однородныхъ функцій. 
См. § 6. 
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нри независимости количествъ у и о это равенство возможно 
только при Хг = Л4 и /2

 = = з̂ — 0. 
Такимъ образомъ мы показали, что функція Ь = ІдІ)' 

должна удовлетворять уравненіямъ: 

дЬ . дЬ 

дЬ дЬ 

Непосредственно можно уб диться, что Ь=кІд Л4% С удовлетво-
ряетъ этимъ уравненіямъ; сл довательно, Ід Р ' = лід Л-\-Ід С 
и л и Р ' = С ^ ; если же положить а = 1, /5 = 0, ^ = 0, <?=1, 
то Р = 0, и сл довательно мы им емъ равенство 

характеризуюіцее ц лую и раціональную функцію Р какъ 
инваріантъ бинарной формы. 

Собственно говоря, эти посл днія соображенія даже излишни: 
разъ мы показали, что въ систем (Б) Х1=

зХ4 и /2 = /і 3 =0, 
то им емъ такую систему уравненій. 

УІ(Р) = ЯР, Г я ( Р ) = 0, Г 3 (Р) = 0, УІ{Р)=-ІР, 

которымъ должна удовлетворять ц лая раціональная функція 
Р, служащая числителемъ абсолютнаго инваріанта, это же 
показываетъ на основаніи § 7, что функція Р служитъ ин-
варіантомъ бинарной формы. 

Дал е мы знаемъ, что и знаменатель ф абсолютнаго 
инваріанта удовлетворяетъ т мъ же самымъ дифференціаль-
нымъ уравненіямъ, какъ и его числитель; сл довательно, 
ф служитъ тоже инваріантомъ бинарной формы. 
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Такимъ образомъ мы доказали, что абсолютный инваріантъ 
бинарной формы есть отношеніе двухъ ея инваріантовъ одина-
ковыхъ степеней. 

Наприм ръ, для бинарной формы четвертаго порядка ея 
единственный основной абсолютный инваріантъ равенъ отно-
ніенію двухъ ея инваріантовъ $3 и Т 2, какъ намъ изв стно 
изъ предыдуіцаго параграфа. 

§ 16. Число основныхъ инваріантовъ бинарной 
формы. 

Изъ § 14 и предыдуіцаго параграфа сл дуетъ, что при 
п > 3 у бинарныхъ формъ существуютъ абсолютные ин-
варіанты въ числ п — 3 и для ихъ образованія необходимо 
им ть п — 3 + 1 = 72 — 2 простыхъ инваріанта, т. е. каждая 
бинарная форма выше 3-го порядка имоъетъ п — 2 основ­
ныхъ инваріанта. 

Въ конц § 8 мы показали, что система уравненій 

Хз(/) = 0г Х2(/) = 0, Х 1 ( / ) = 0, (Б) 

которымт> должна удовлетворять ц лая, раціональная и одно-
родная функція 7(а0, ах, а2, . . . ап) для того, чтобы быть 
инваріантомъ бинарной формы, есть полная система линей-
ныхъ уравненій съ частными производными перпаго порядка. 
Только при п = 2 или п = 1 эта система ириводится къ пол-
ной систем двухъ уравненій 

Х 2 ( / ) = 0, Д ( / ) - 0 . (ІУ) 

Сл довательно, при п :> 2 система уравненій (Б) им етъ 
п — 2 независимыхъ р шенія 1); вс эти р шенія при м ; > 3 
должны ириводиться къ п — 2 независимымъ ц лымъ и одно-
роднымъ многочленамъ, служащимъ инваріантами формы. 

I) См. Ооигваі;. огіезип^еп йЬег сііе ІпІе§гаііоп сіег рагііеііеп 
Оі$егепііаІ§Шскин§[еп егзіег ОгсІпип§ (сіеиізске Аиз^аЬе оп Мазег), 
§ 27. Ьеірзі^. 1893. 
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При п = 3 система уравненій (Б) можетъ им ть одно 
независимое р шеніе, которое должно приводиться къ виду 

В, = а* &о — 6<х3 а2 аг а0 + 4а3 ах

3 + 42

3 а0 — За2

2 ах

2, 

такъ какъ изъ § 10 (Прим. 3) мы знаемъ, что Л служитъ 
обіцимъ р шеніемъ вс хъ трехъ уравненій системы (I)). 
При п = 2 система (Б) приводится къ полной систем (Б') 
и, сл довательно, въ этомъ случа суіцествуетъ одно незави­
симое р шеніе дифференціальныхъ уравненій инваріанта 

такъ какъ изъ § 10 (Прим. 1) намъ изв стно, что Б слу­
житъ общимъ р шеніемъ обоихъ уравненій системы (Б'). 

При п = 1 система (Б') не им етч» р шеній, если не 
считать /=Соп8І;. 

Такимъ образомъ, мы не только доказали существованіе 
инваріантовъ у всякой бинарной формы степени выше первой, 
но доказали также, что число основныхъ инваріантовъ у 
каждой бинарной формы есть конечное и равно п — 2, если 
степень п бинарной формы больше 2, или равно п—1, если 
степень п равна 2 или 1. 

Для п = 4 число основныхъ инваріантовъ равно 2; 
остальные будутъ выражаться алгебраически черезъ эти два. 

Такими двумя основными инваріантами бинарной формы 
четвертой степени могутъ служить инваріанты 5 и Т, вы-
численные нами въ § 10 {Прим. 6), нотому что они между 
собою независимы; въ самомч> д л , если бы между 8 п Т 
существовала зависимость, то она им ла бы м сто для вся­
кой бинарной формы четвертой степени, но этого н тъ для 
бинарной формы 4х*хг— иххх%— ж/, для которой 8 = и и 
Т= , гд и и суть совершенно произвольныя величины. 



Г Л А В А II. 

Совм стные инваріанты системы бинарныхъ Формъ. 

§ 17. Опред леніе совм стнаго инваріанта системы 
бинарныхъ формъ. 

Разсмотримъ систему к бинарныхъ формъ различныхъ 
порядковъ — м-го, т-го, . . . ^-го^, 

ІхКрСц %>і)==а'охіП ~\ Уі } а і х і Ж2 I • • • г СІп %% , 

( 'ЙЪ \ 

~1 9 і-Еі *^2 I • • • I ®т ^ 2 » 

/*(Ж1? Х2)=80ХІ< ^ - ( і ) ^ ^ - 1 ^ ^ - • • . +8„ X*. 

Если въ этой систем бинарныхъ формъ преобразовать 
иерем нныя х1ч х2 посредствомъ лннейной подстановки 

ж1 = а?/1 + /?2/2, 

ж 2 = П / і + %2, 

то получится новая система бинарныхъ формъ т хъ же поряд­
ковъ — п-го, т-го, . . . ^-го, съ новыми перем нными ухі у%: 

6 



р*(Уі, У%) = <?оУгч + ( у ) *і2Г"1 & + • • • + ", 2/2

9 • 

Коэффиціенты а,-, Д-, . . . ^ этой новой системы, какъ 
намъ изв стно изъ § 1 предыдуіцей главы, суть линейныя 
функціи прежнихъ коэффиціентовъ а и Ъп . . . 8{ и однород-
ныя функціи относительно каждой пары — (а, у) и (/?, о) 

коэффиціентовъ линейной подстановки #( ) ; выраженія 

этихъ коэффиціентовъ не трудно написать по формуламъ § 1 
предыдущей главы : 

г = 0, 1, . . . п, 

(т—і)\/д д \« г\(д д \ — ' / / л л 

г = 0, 1, . . . т, 

(А) 

г=о, і, . . . ^ 

Совм стнымъ инваріантомъ системы бинарныхъ формъ 
называется ц лая раціональная функція 

Д а 0 , аг, . . . ащ &0, Ъ^ . . .Ът . . . з0, 8\ . . . зя) или /(а , &,...$) 

коэффиціентовъ а0, а1? . . . а„, Ь0, Ьх , . . . Ът, . . . «0, $и . . . $„ 
формъ, однородная относительно коэффиціентовъ каждой формы 

82 
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въ отд льности и удовлетворяющая тождественно равенству 

/(«, /9, . . . а) = Л '/(а , 6, . . . 5), гд 4 = ад—ру, (В) 

если въ немъ зам нить ссг', /?;, . . . аі ихъ выраженіями изъ 
формулъ (А). Показатель степени X называется индексомъ 
совм стнаго инваріанта; его величину не трудно опред лить, 
если мы представимъ /(а , Ъ, . . . з) въ вид суммы 

У! А. а0

ео а/і . . . ап

еп Ъ0

9» Ь/і . . . Ъы

8~ . . . 

и возьмемъ иодстановку х1=ру1, х2 = ру2: для которой А = р2] 
тогда мы увидимъ, что вс члены суммы будутъ им ть обідій 
множитель 

гд //х, уи8, . . . рк суть степени совм стнаго инваріанта относи-
тельно а, Ъ, . . . з; этотъ множитель долженъ равняться 
А^=ір2Х, откуда мы нолучаемъ соотношеніе 

прх + ж//2 + ,.. . + № = 2А. (20) 

Мы знаемъ, что всякую линейную постановку «5( \ 

можно разсматривать какъ составную изъ двухгь подстановокъ: 

а /2 

8'(р ° 8 О 
если р = А = ад—ру; но для того, чтобы функція / 

удовлетворяла равенству (В) относительно подстановки #( 1, 

достаточно, чтобы она удовлетворяла этому равенству для 

составныхъ подстановокъ $' и #", потому что изъ равенствъ 

/(«, Д . . . +)=№/&&•, - • О 

сл дуетъ равенство 

/(а, Д . . . <т) = (^") («, &, . • . 5) 
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или равенство 

/ 0 , А . . . ,*) = 4 * / ( * Ь, . . . 5), 

такъ какъ /]'Л" = .Л. 
Не трудно нонять, что ц лая раціональная и однородная, 

относительно коэффиціеытовъ каждой бинарной формы данной 
системы, функція / ( а , Ь, . . . з) всл дствіе своей однород-
ности должна удовлетворять равенству (В) относительно под-

становки 8' ( \; сл довательно, для того, чтобы она слу-

жила совм стнымъ инваріантомъ системы бинарныхъ формъ, 
необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла соотношенію 
(В) относительно всякой унимодулярной подстановки 8", т. е. 
соотношенію 

/(«, /9, . . . а) = Ла, Ь, . . . 8). 

Иреобразуя нерем нныя х1, х% бинарныхъ формъ данной 
системы, мы въ то же время иреобразуемъ ихъ коэффиціенты 
а,і, ЪІ, . . . 8І посредствомъ формулъ, линейныхъ относительно 
а,-, /?г-, . . . г̂-: 

аі = АР а0 + Л ( ' Ч + . . . + Д ( ' Ч , г' = 0, 1, 2, . . . п ; 

Ъі=ВРр. + Віі>рг+ . . . + Д Р & , г = 0, 1, 2, . . . ж; 

(АО 

* - « Р Ч + 4 ® ^ + • • • + 3®< , г = 0, 1, 2, . . . ч ; 

эти формулы получатся, если разр шить систему (А) относи­
тельно сц, ЪІ, . . . $г-. 

Система преобразованій (А') содержитъ к отд льныхъ 
груниъ линейныхъ унимодулярныхъ преобразованій 

8а, 8ь, . . . 88 

для коэффиціентовъ данной системы бинарныхъ формъ. Каж-
дая изъ этихъ группъ, какъ намъ изв стно изъ § 7 пре-
дыдущей главы, им етъ три существенныхъ параметра и 

именно — три параметра подстановки #( ^) ; сл дова-
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тельно, эти группы находятся въ однозначномъ соотв тствіи 

съ грушюю подстановокъ #1 1̂ и въ такомъ же соот-

а ( а $\ 

в тствіи между собою, т. е. каждой подстановк о I .1 
соотв тствуетъ по одной подстановк въ каждой изъ группъ 
8а, 8ь, . . . «§3, и наоборотъ. На основаніи всего предыдуіцаго 
мы можемъ сказать, что совмгъстный гтваріантъ системы 
оинарныхъ формъ есть такая цчълая, рацгональная и 
однородная, относительно коэффиціентовъ каждой формы, 
функція /(а, Ь, . . . 6'), которая совстъмъ не изм няется 
отъ системъ соотвтьтственныхъ подстановокъ группъ 
8а, 8ь, . ... 8$. 

Им я въ виду это посл днее опред леніе совм стнаго 
инваріанта, не трудно получить его дифференціальныя уравне-
нія, если воспользоваться методами §§ 7 и 12 предыдущей главы. 

§ 18. Дифференціальныя уравненія совм стныхъ 
инваріантовъ. 

Изъ § 7 предыдущей главы мы знаемъ, что подгрушіа 
безконечно-малыхъ подстановокъ группы 8а им етъ символъ 

1(/) = а12^(п—2г) — аі+і912^г—аі_1+Гі2^(п — г)--аі+1 ; 
0 О&і 0 ОЛІ 0 ОСІі 

точно также можно получить символы подгруппъ безконечно-
малыхъ подстановокъ группъ &,, 8,,, . . . 8,: 

^(У)=а1^
т(т-2г)^ »,+& 2^К^ + Г і > - і) %- Ъі+1 , 

о д Ь і о д Ь і о д Ь і 

о а*і о а 8 і о ав* 

вс эти безконечно - малыя подстановки съ одинаковыми зна-
ченіями «!, Д , Х\ соотв тствуютъ одной безконечно - малой 

унимодулярной подстановк #1 л * 1. 
\ ух 31 1 — « ді/ 
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Приращеніе совм стнаго инваріанта при всей этой систем 
соотв тственныхъ безконечно - малыхъ иреобразованій будетъ 

0 = о + о " / + . . . + * » / 

оно должно равняться нулю при всякихъ значеніяхъ а1? {Зг, ?и 

а это возможно, если функція У(а, Ъ, . . . 8) удовлетворяетъ 
уравненіямъ: 

№) 
" АТ т г)Т ч г) / 

о д а і о | э & » о д8* 

о » в » 0 с ' < > » о " * * 

Такимъ образомъ мы получили дифференціальныя урав-
ненія, которымъ долженъ удовлетворять всякій совм стный 
инваріантъ данной системы бинарныхъ формъ. 

Наоборотъ, если ц лая, раціональная и однородная, отно-
сительно коэффиціентовъ каждой бинарной формы системы, 
функція /-(а, Ъ, . . . з) удовлетворяетъ уравненіямъ (1)), то 
ея приращеніе при соотв тственныхъ безконечно-малыхъ пре-
образованіяхъ груипъ $„, 8Ь, . . . #5 будетъ нуль: 

откуда сл дуетъ, что и при конечныхъ соотв тственныхъ 
преобразованіяхъ группъ 8а, $>, . . . $« эта функція не 
изм няется: 

/ ( а , Ь, . . . §) = Сопзі. = /(а, / ? , . . . <?), 

и сл довательно она служитч, совм стнымъ инваріантомъ дан­
ной системы бинарныхъ формъ. 

Обозначимъ первыя части уравненій (Б) черезъ 

* . ( / ) , Х2(У), ХДУ); 
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не трудно вид ть, что 

Сл довательно, функція / ( а , Ъ, . . . 5), удовлетворяющая 
двумъ уравненіямъ 

^(/)=о, ха(/)-о, 
удовлетворяетъ и третьему 

А,(/)=о; 
поэтому мы можемъ сказать: для того, чтобы ц лая, раціо-
нальная и однородная, относительно коэффиціентовъ каждой 
бинарной формы данной системы, функція У(а, 6, . . . 5) слу-
жила совм стнымъ инваріантомъ, необходимо и вполн доста-
точно, чтобы она удовлетворяла двумъ дифференціальнымъ 
уравненіямъ 

Х2(/) = 0, Х х ( / ) = 0. 

Наконецъ, не трудно показать, что система трехъ 
дифференціальныхъ уравненій совм стнаго инваріанта 

* » ( / ) = о , Х (/)=0, Х1\І)=0 

есть полная система; и въ самомъ д л , непосредственныя 
вычисленія даютъ 

{Хг Х2 Хг Хг) у = Х3 ( / ) , 

{ХхХі-ХгХх)І= 2Х Х (/), (21) 

(Хя Х3 - Х3 X,) / = - 2Х2 ( / ) ; 

эти же соотношенія характеризуютъ иолную систему. 
Уравненія 

^ з ( / ) = 0 , Хщф—р, Х1Ц) = 0 

линейно-зависимы только въ случа одной бинарной формы 
иервой или второй степени; въ остальныхъ случаяхъ они 
линейно-независимы, что непосредственно сл дуетъ изъ зам -
чанія въ § 14. Эти уравненія им ютъ тотъ смыслъ, что 
совм стный инваріантъ / не долженъ изм няться отъ без-
конечно-малыхъ преобразованій Х3 (/), Х% (/), Хх (/). От-
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сюда сл дуетъ, что совм стный шіваріантъ не долженъ изм -
няться также отъ конечныхъ преобразованій, составленныхъ 
изъ этихъ безконечно-малыхъ нодстановокъ. Пользуясь спо-
собомъ § 9 предыдущей главы, мы можемъ ноказать, что 
конечныя подстановки, образуемыя носл довательнымъ прим -
неніемъ безконечно-малыхъ Х3(/), Х%(/), Х1(/)1 соотв т-
ствуютъ сл дующимъ конечнымъ подстановкамъ группы 

(о |). (о :)• с % 
Мы знаемъ, что иервую иодстановку можно разложить 

на дв : 

( а 0\ 

0 і ] = (о о) (о <г*) ' 
изъ этихъ двухъ составляюіцихъ нодстановокъ новое условіе 
для совм стнаго инваріанта даетъ только вторая, потому что 
первая не изм няетъ никакой функціи, однородной относи-
тельно коэффиціентовъ каждой бинарной формы системы. 
Представивъ совм стный инваріантъ въ вид суммы 

21А • < ° аі€і • • • Япвп V 0 V 1 • • • Ът

 т . . . , 

и прим нивъ къ перем ннымъ х1, х2 иодстановку ( ), 

мы зам тимъ, что приведенный членъ суммы выд литъ 
ф а К Т О р Ъ (7~2і0ео+1-еі + ---+пв„ + 0.р0+1.д1 + ... + тдт + ...] • т а к О Й Жв 

факторъ долженъ быть выд ленъ и другими членами для того, 
чтобы вся функція могла выд лить факторъ а~и = №; 
сл довательно 

п ПІ 

— 2[2?іеі+27гді + . . . ] = Сопзі = —2Л, 
0 0 

ИЛИ 
и т 

2?іе{-\-2?іді + ...== Д. ^2) 
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Такимъ образомъ, условіе инваріантности однородной 

функціи У(а, 6, . . . §) относительно подстановки ( _ 3 ) 

или, что тоже самое, условіе Х3(У) = 0, совершенно тож-
дественно съ условіемъ, чтобы эта функція была изобарна 

и съ вгъсомъ Я; индексъ Д равенъ -9-[ГІ/*! + Ш/І2 + . . . ДО»]і 

какъ намъ изв стно изъ § 17. 

Сл довательно, если мм возьмемъ ц лую раціональную 
функцію /(а, Ъ, . . . .<?), однородную относительно коэффи-
ціентовъ каждой бинаріюй формы системы и изобарную съ 

в сомъ X = — \п/лг + Ж/І2 + . . . + д//А] , то она будетъ 
совм стнымъ инваріантомъ данной системы тогда, когда она 
удовлетворяетъ двумъ дифференціальнымъ уравненіямъ: 

Теперь можно зам тить, что посл днее условіе Хх (/) = 0 
не необходимо, ибо оно вытекаетъ изъ осталышхъ. 

Подобно тому, какъ и въ § 9 иредыдущей главы, мы 
можемъ показать, что для ц лой однородной и изобарной 
функціи /(а, Ъ, . . . з) съ в сомъ р им етъ м сто соотноиіеніе 

№ ^ - ^ Х ) У = . ( 7 - У + 1 ) ^ - і ( У ) , (23) 

гд % = пцг + т/ц + . . • -+• <!№— %р есть жсцессъ изобарной 
функціи /; пользуясь же этимъ соотношеніемъ не трудно 
показать, что изъ условій % = 0 и Х2 (/) ЕЕ 0 сл дуетъ для 
изобарной функціи тождество Щ(/)=Оі 

Итакъ, для того, гтобы цгьлая рацгональная фунщія, 
однородная относительно коэффщіентовъ каждой бинар-
ной формы системы, и изобарная относительно нихъ — 

съ в сомъ р = = {пІх\ "Ь тІ1г + • • • Н~ йРіУі служила совмтъст-
нымъ инваріантомъ, необходимо и достатогно, гтобы она 
удовлетворяла одному дифференцгальному уравненію 

І?г- а<_] +Л?і — Ъ{_г + . . . + 2?г--8І_1=6. 
оа,і оЬі О8І 

6* 
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§ 19. Прим ры вычисленія совм стныхъ инва-
ріантовъ системы бинарныхъ формъ. 

Посл днее предложеніе предыдущаго параграфа даетъ 
возможность вычислить совм стный инваріантъ какого угодно 
порядка данной системы бинарныхъ формъ. 

Прилтъръ 1. Пусть мы им емъ систему двухъ бинар­
ныхъ формъ первыхъ порядковъ (п = т — 1): 

0 1 ' 1 2 ? 0 1 I 1 2 ? 

вычислимъ ихъ совм стный инваріантъ первой стеиени отно-
сительно коэффиціентовъ каждой формы, т. е. р^ = р% . » 1 * 

его в съ ;? будетъ равенъ -у [1 .1 + 1.1] = 1; сл довательно, 

искомый совм стный инваріантъ долженъ им ть видъ 

/ = с0а0Ъх + сх ах Ъ0; 

но, кром того, онъ долженъ удовлетворять дифференціаль-
ному уравненію 

^ - « 0 + ^ - ^ = 0, 
что даетъ 

сг а0Ъ0-\-с0Ъ0а0 = 0 или с, = — с0; 

сл довательно, искомый совм стный инваріантъ — единственный 

Еіг = а0Ъ1 — аг Ъ0; 

это ничто другое какъ результантъ двухъ данныхъ формъ. 

Примгьръ 2. Не трудно показать, что результантъ 
йп = &о Ьг — аг Ъ0 есть единственный основной совм стный 
инваріантъ двухъ бинарныхъ формъ первой степени и что 
другіе совм стные инваріанты суть степени его. 

Пусть /іг и /І2 будутъ степени искомаго совм стнаго 

инваріанта; его в съ р = - 2 — ; сл довательно, числа /іг и ц% 

должны быть одновременно четными или нечетными; пусть 

1±х = д, тогда /І 2 = # + 2г, и в съ р = ^-\-^. 
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Искомый совм стный инваріантъ долженъ им ть видъ: 

/ = с0а*<Ъ0°Ъч+г + сгаГх «і1 К Ъ^-1 + . . . + 

+ с(г_, а0

г аГ1 ЬГ1 Ь/+1 + сч а0° а? Ь§ Ы; 

кром того, онъ долженъ удовлетворять уравненію 

^ « 0 + ^ ^ = 0; 

это ііосл днее условіе даетъ тождественное равенство: 

с, а0я Ъ0Ь^+г1 + 2с%а0я-і а1Ъ0

гЪ1я+>-2 + . . . + асяа0 а^-1 Ь0я Ъ/ + 

+ (д+г)с0а0</&<А<гЬ--1 + (д + г— 1)с1а0я-1а1Ъ*Ъ1я+*-* + ...+ 

+ гся ахя &05
+1 Ъ/-1 Е^ 0 ; 

отсюда мы им емъ соотношенія 

Сі+(д+г)с 0 = 0, 2с2 + ( ^ + г - 1 ) с 1 = 0. . .( г с 7 + (г-+-1)с,_1 = 0 

и еще 
ся = 0, 

если г Ф О . 
Сл довательно, если гФО или / І І Ф / І 2 , ТО совм стный, 

инваріантъ не существуетъ; если же /іг=/і2, то коэффиціекты 
с м с2, . . . ся выражаются черезъ с0: 

Ч ^ Ч)? °2 і 2 1 / ( " " * / 1 . 2 . . . к °' 

и совм стный инваріантъ им етъ видъ 

/ = с0 [ ^ Ь^і — &• суі- 1 а> Ь0 Ь ^ І - 1 + . . . + ( — іу*' О,АЧ Ь0д.] 

Приліъръ 3. Разсмотримъ дв бинарныхъ формы 

а0 хх + аа х% и Ь0 жх

2 + 2ЬХ хх х2 + Ь2 х%; 

въ данномъ случа п = 1 и т = 2; сл довательно, в съ 
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совм стнаго инваріанта р = '^х ~Г —, и отсюда заключаемъ 

что /іх должно быть четнымъ числомъ. 

Вычислимъ совм стный инваріантъ для этихъ двухъ 
формъ, полагая цх = 0, /*2 = 2 ; его в съ будетъ р = 2; 
сл довательно, 

/ = с 0 Ь 0 & 2 + с1&1

2; 

подставивъ это значеніе / въ уравненіе 

мы получимъ сх = — с0; искомый совм стный инваріантъ есть 
ничто другое какъ инваріантъ бинарной формы втораго порядка 

Вычислимъ, дал е, совм стный инваріантъ двухъ данныхъ 
формъ, полагая рх = 2, /І 2 = 1; для него ^ = 2, поэтому онъ 
долженъ им ть видъ 

/ = с0 Ь0 «І 2 + с\ Ьг ах а0 + с2 Ь2 а0

2; 

подставивъ это выраженіе въ уравненіе 

мы получимъ тождественное равенство 

2 с0 Ъ0 а0 ах + сх Ъх а0

2 + сх &0 аг а0 + 2 с2 Ьх а0

2 == 0, 

изъ котораго сл дуетъ 

2С о + С і = 0, С і + 2с2 = 0; 

искомый инваріантъ будетъ 

/1 2 = Ъ0 а* — 2Ъ1а1а0-\- Ь2 а0

2 

и есть ничто иное какъ резульупантъ двухъ данныхъ бинар-
ныхъ формъ. 
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Дал е мы покажемъ, что /0 2 и / 1 2 суть основные со-
ізм стные инваріанты двухъ даныыхъ формъ, и что всякій 
совм стный инваріантъ ихъ выражается ц лой раціональной 
функціей этихъ двухъ инваріантовъ. 

Прижтъръ 4. Разсмотримъ дв бинарныхъ формы вто-
раго порядка 

а0х?-\-2а1х1хі-\-а%х2, Ъ0х? + 2Ъгхххг + Ъ2х2

2; 

въ данномъ случа м = 2, т = 2, сл довательно р=Ці-\-/лш. 
Не трудно иоказать, что совм стныя инваріанты /0 2 и / 2 0 

суть ничто другое какъ инваріанты Ъ0 Ъ2 — Ъ* и а0а% — а* 
каждой формы въ отд льности. 

Вычислимъ совм стный инваріантъ, полагая /л1= 1 и 
/*2 = 1; его в съ р = 2, и ноэтому онъ долженъ им ть видъ 

/ = с0 а0 Ъ% + сх ах Ьг + с2 а2 Ъ0; 

подставивъ это выраженіе въ уравненіе 

мы нолучимъ тождественное равенство 

с, а0 Ъх + 2с2«! Ъ0 + сх ах Ь0 + 2с0 а0 &і = 0, 

изъ котораго сл дуетъ 

сг + 2с0 = о, 2с2 + сх = 0; 

искомый совм стный инваріантъ долженъ равняться 

/„ = а0Ъ2 — 2ах Ьх + а2 Ъ0. 

Дал е мы иокажемъ, что три совм стныхъ инваріанта 
./оа» «Ло» /ц суть основныя для системы двухъ бинарныхъ 
формъ второй степени, и остальные совм стные инваріанты 
выражаются ц лыми раціональными функціями черезъ эти 
три инваріанта. 
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Результантъ двухъ разсматриваемыхъ формъ 

Я = — а
0

2
 Ь

2

2
 — а

2

2
 &

0

2
 + 2а

0
 а 2 Ъ0 Ъ2 -+- 4а 0

 а г Ъг Ъ% + 4 ^ а 2 Ъ0 Ьг — 

— 4а
х

2 Ъ0 Ь2
 — 4«

0
 а2 Ъ* 

есть ихъ совм стный инваріантъ второй степени относительно 
коэффиціентовъ каждой формы, и не трудно пров рить непо-
средственнымъ вычисленіемъ, что онъ сл дующимъ образомъ 
выражается черезъ основные совм стные инваріанты: 

В= Т Т — / 2 

XI/ ^ 0 2 • -̂  20 •/ 11* 

§ 20. Абсолютные совм стные инваріанты системы 
бинарныхъ формъ и ихъ дифференціальныя уравненія. 

По аналогіи съ изложеннымъ въ § 11 мы можемъ наз-
вать абсолютнымъ совл стнымъ инваріантомъ системы 
бинарныхъ формъ такую раціональную функцію П{а, Ъ, . .. $) 
коэффиціентовъ данныхъ формъ, которая совсоълъ не изм -

м нныхъ х1, х% данныхъ формъ: 
Изъ этого опред ленія сл дуетъ, что абсолютный совм ст­

ный инваріантъ характеризуется равенствомъ 

няется при всякомъ линейномъ нреобразованіи #1 і иере-

П(а, /?, . . . (г) = ІІ(а, 6, . . . 5), 

которое обращается въ тождество, если а», /?;, > . . ОІ зам -
нить ихъ выраженіями по формуламъ (А) въ § 17; эти 
формулы (А) въ § 17 мы будемъ писать сокращенно въ вид : 

а; = АІ (а; а, /9, у, д), 

/ЗІ=ВІ(Ъ; а,/9,г,<0, 

(А) 

0і= 8і(8\ а, /?, Г, д>). 

Число этихъ соотношеній равно 

(п+т+ . . . +#) + А;, 

если система содержитъ к бинарныхъ формъ соотв тственно 
порядковъ м, ж, . . . ^. 
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Если изъ равенствъ (А) исключить параметры а, /9, у, д 

линейной иодстановки <§( ' V то мы получимъ, вообіце го-

воря, {п-\-т-\- . . . + ^)^^к — 4 соотношеній : 

Ві{а,Ъ,...8; сс,/9,...^=0, г = 1 , 2,...\(п+т+...+4)+к—4], (В) 

если соотношенія (А) между собою независимы. Функція ИІ 
суть ц лыя раціональныя и, вообще говоря, неоднородныя 
какъ относительно вс хъ количествъ а, 6, . . . 5, такч^ и 
относительно вс хъ количествъ а, /9, . . . а. Сл дователыю 
каждое изъ соотношеній (В) можно представить въ вид : 

Р . е + Р 1 . & + Р , . & + . . . = о , (ВО 

гд Р, Ри . . . суть ц лые, вообще говоря, неоднородные и 
различныхъ стененей многочлены относительно а, Ъ, . . . $, а 
(},($,... суть ц лые, вообіце говоря, неоднородные и раз­
личныхъ степеней многочлены относительно а, /9, . . . а. 

Если разр шить соотношеніе (В') относительно Р, то мы 
получимъ 

Обозначимъ вторую часть этого равенства черезъ 
П(а, /9, . . . <т). Очевидно, что эта функція 7Г(а, /9, . . . <т) 
остается безъ перем ны при всякомъ линейномъ преобразованіи 

$ ( ) перем нныхъ данныхъ формъ, т. е. она удовлетво-

ряетъ соотношенію 

Л(а, /?, . . . а) = П{а, Ь, . . . в) (С) 

и, сл довательно, служитъ абсолютнымъ совм стнымъ инваріан-
томъ данной системы бинарныхъ формъ. Такимъ образомъ 
можно получить безчисленное множество абсолютныхъ совм ст-
ныхъ инваріантовъ системы бинарныхъ формъ, но между ними 
независимыхъ будетъ конечное число, потому что каждый изъ 
нихъ налагаетъ оиред ленную зависимость (0) на коэффи-
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ціенты а, Ъ, . . . 8, съ одной стороны, и о,. у9, . . ; • <*, съ 
другой стороны; такихъ же соотношеній, независимыхъ между 
собою, должно быть конечное число, и вс они должны при-
водиться къ систем (В); другихъ соотношеній между этими 
количествами, неприводимыхъ къ соотношеніямъ (В), быть не 
можетъ. Не трудно вывести дифференціальныя уравненія 
абсолютныхъ инваріантовъ системы бинарныхъ формъ, если 
воспользоваться методомъ §§ 7, 12 и 18. 

Безконечно-малыя подстановки группъ 8а, 8ь, . . . 88 

иреобразованій коэффиціентовъ а, &, . . . з, соотв тствующія 

безконечно-малой подстановк # ( 1 „ I перем н-

ныхъ х1, х% данныхъ бинарныхъ формъ, на основаніи § 12 
должны им ть видъ: 

і(Ф) = «і 2(п — *) Т~ а * + А 2 і ~ а,-_г +Гі2?(п — *) т ^ а>ш + 
0 да{ 0 дсіі 0 ' Э«І т 

о д а і 

о а 0 і о О0і о "°« 

о °8і о "** о ^ 

+ о\±гд/8і. 

Такъ какъ абсолютный совм стный инваріантъ П(а,Ъ,...з) 
не изм няется отъ соотв тственныхъ подстановокъ группъ 
5«, $ , , . . . 5 5 , то его приращеніе 

дЛ=-{ 1(Д)+ 9(Ц) + ...+ ЛЛЫ 
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должно равняться нулю независимо отъ количествъ а1? /91? ух, дг, 
т. е. онъ долженъ удовлетворять четыремъ диффереиціаль-
нымъ уравненіямъ: 

^ и г — *)—»< + ^ ( ж — г) — Ь , -Л-...-\-2*{д_ — г)^8і = 0 , 
оа< 0 6)6,- 0 д8і 

о 

д . эя - .дП. . Л дП 
2 г —а{_х+2 г — Ьі_1 + . . . + ^ г --я1._1=0, 

о Э а і о ^ о д * < 

27 (м — г) т- аі+1+2?(т—г) — Ь/+1 + . . . + 27(д— г) — 5 ^ = 0 , 
0 < Э « І т

 0

 у дЬі ^ 0 а*і ^ 

^ . Э/7 ^ .Э/7, А . дП 
2 г —СІІ +2 г — &І + . . . + ^ г —я4. = 0 . 

0 даі 0 дЬі 0 <МІ 

Эти условія для того, чтобы раціоыальная функція П(а, Ъ,...з) 
коэффиціентовъ данныхъ бинарныхъ формъ служила абсолют-
нымъ совм стнымъ инваріантомъ данной системы бинарныхъ 
формъ, не только необходимы, но и достаточны, въ чемъ не 
трудно уб диться посредствомъ разсужденій, аналогичныхъ 
т мъ, которыя приведены въ конц § 12. 

Если обозначить сокраіценно первыя части уравненій (Б) 
черезъ У1(П), У2 (77), У3(Л), У4(П), то вс результаты 
изсл дованій въ § 13 будутъ им ть м сто и по отноіуенію 
къ изучаемымъ нами въ этомъ параграф абсолютньшъ со­
вм стнымъ инваріантамъ системы бинарныхъ формъ. 

§ 21. Число основныхъ абсолютныхъ совм ст-
ныхъ инваріантовъ системы бинарныхъ формъ. 

Система дифференціальныхъ уравненій 

опред ляющая абсолютные совм стные инваріанты, есть полная 
система линейныхъ уравненій съ частными производными 
иерваго иорядка, потому что вс операціи (УіУк — Ук УІ) 
выражаются линейно черезъ операціи Уг, У%, Уг, У± такимъ 
же образомъ какъ и въ § 14 (форм. 15). 



98 

Такъ какъ разсматриваемая гтолная система четырехъ 
уравненій съ частными производными им етъ (п + т + . . . + 
-\-а)-\-к независимыхъ перем нныхъ: 

то на основаніи изв стнаго предложенія теоріи уравненій съ 

частными производными перваго порядка эта система уравненій 

должна непрем нно им ть 

(п + т + . . . + ?) + & — 4 = Ж (24) 

независимыхъ р шеній. Каждое изъ этихъ р шеній фі(а, Ь,...«), 
гд г = 1 , 2, . . . N, какъ намъ изв стно, не должно изм -
няться отъ системъ соотв тственныхъ преобразованій группъ 
# н , 8,,, . . . $,; но каждое обіцее р шеніе уравненій системы 
(I)) даетъ опред ленное соотношеніе между старыми и новыми 
коэффиціентами данныхъ бинарныхъ формъ 

$ ( « , р, . . . <г)=фі(а, Ъ, . . . з); (Е) 

сл довательно, І независимыхъ р шеній системы (В) дадзтъ 
столько же независимыхъ соотношеній вида (Е). Съ другой 
стороны, намъ изв стно изъ предыдуіцаго иараграфа, что 
между старыми и новыми коэффиціентами бинарныхъ формъ 
возможны только соотношенія, приводимыя къ раціональнымъ 
соотношеніямъ 

Еі(а, Ь, . . . з; а, /?, . . . в) = 0, гд г = 1 , 2, . . . ^7, 

предыдуіцаго параграфа. Сопоставляя все это, мы приходимъ 
къ такому заключенію: система дифференціальныхъ урав­
неній абсолютныхъ совмтъстныхъ инваріантовъ системы 
бинарныхъ формъ имоъетъ {п + т -\- . . . -\- а) -\- к — 4 
независимыхъ р шеній, приводимыхъ къ раціональному 
виду, и всякая система бинарныхъ формъ имгъетъ 
{п-\-т-\- . . . + а)-\-к — 4 независимыхъ между собою абсо­
лютныхъ инваріантовъ, герезъ которые выражаются алге-
браигески всгь ея абсолютные совмтъстные инваріанты. 
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Изъ этого предложенія сл дуетъ, что дв бинарныхъ 
формы иервой степени не им ютъ абсолютнаго совм стнаго 
инваріанта, потому что въ этомъ случа п = 1, ш = 1, к = 2, 
и # = 0 . 

Дв бинарныхъ формы 

а^ эс-у і (лі^ х%, с/д х х г ^0-у л-у х% \ % х% 

на основаніи доказаннаго предложенія должны им ть одинъ 
(І = 1 + 2 + 2 — 4 = 1) абсолютный совм стный инваріантъ; 
но изъ прим ра 3 въ § 19 мы знаемъ, что совм стные ин-
варіанты этихъ формъ 

Л» = Ь<А ~ Ъ?, / 8 1 = Ъ0а? — 2&Іа ха0 + Ь2а* 

пріобр таютъ множитель 4* — (ад—(ЗуУ при преобразованіи 

перем нныхъ хх, х% иосредствомъ подстановки >ЬI I; сл -

довательно, отношеніе тг? совс мъ не изм няется при этомъ 
преобразованіи и служитъ единственнымъ основнымъ инваріан-
томъ двухъ разсматриваемыхъ формъ. 

Дв бинарныхъ формы второй степени на основаніи дока­
заннаго предложенія должны им ть два ( ^ = 2 + 2 + 2 — 4 = 2 ) 
основныхъ абсолютныхъ совм стныхъ инваріанта; изъ при­
м ра 4 въ § 19 мы знаемъ, что инваріанты двухъ такихъ 
формъ суть Уо>2, /2,о? -/і,і) такъ какъ они пріобр таютъ мно­
житель Д* = (ад—/ЗуУ при преобразованіи перем нныхъ х19 х% 

иосредствомъ подстановки 61 1, то отношенія двухъ изъ 

нихъ къ третьему совс мъ не изм няются отъ этого преобра-
зованія и поэтому служатъ основными совм стными инваріан-
тами двухъ разсматриваемыхъ формъ. ч 

§ 22. Число основныхъ совм стныхъ инваріан-
товъ системы бинарныхъ формъ. 

Изъ предыдущаго параграфа мы уже знаемъ, что отно­
шеніе двухъ простыхъ совм стныхъ инваріантовъ можетъ 
служить абсолютнымъ совм стнымъ инваріантомъ; но можно 
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показать, что абсолютный совм стныи инваріантъ системы 
бинарныхъ формъ всегда есть отношеніе двухъ суммъ сов-
м стныхъ инваріантовъ этой системы. 

Изъ § 20 мы знаемъ, что абсолютный инваріантъ есть 

раціональная дробь —, удовлетворяющая четыремъ уравненіямъ 

съ частными производными : 

ЧР^°> Чд=°> Ч?)^0' ЧІ>0' 
эти тождественныя равенства даютъ 

^ У і ( Р ) - Р У і ( ф Е Е 0 , гд і = 1 , 2, 3, 4, 
или 

гд АІ не должно содержать а, 5, . . . 8, потому что числи-
тели и знаменатели им ютъ соотв тственно одинаковые по-
рядки относительно этихъ буквъ. Точно также какъ и въ 
§ 15 можно показать, что выраженіе Ь = 1д Р ' (а, /9, . . . а), 
гд Р ' есть функція Р, но только отъ коэффиціентовъ пре-
образованныхъ формъ, удовлетворяетъ уравненіямъ : 

дЬ , дЬ , 
а — + у — = / , 

да ду 

да ду 

этимъ же уравненіямъ удовлетворяетъ Ь = X Ід Д + Ід С, если 
Л = а<?—/9/-; сл довательно, Ід1* = ХІдД-\-Ід С, или Р / = (7. ^^; 
но при а = 1 , /? = 0, 7*=0, <?=1 мы им емъ равенство Р=С; 
сл довательно, Р ' = Р. Лк. Тоже самое можно доказать и отно­
сительно знаменателя (^ абсолютнаго совм стнаго инваріанта. 
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Если выраженіе Р, удовлетворяющее соотношенію инва-
ріантности Р'=Р.ДХ, разбить на такія слагаемыя Уі,У2, •••, 
которыя были бы однородны относительно коэффиціентовъ 
каждой формы, то, конечно, каждое изъ этихъ слагаемыхъ 
будетъ тоже удовлетворять соотношенію / 1

/ в а *.У І ,^; сл до-
вательно, выраженіе Р, а также и С$, иредставляютъ собою 
суммы совм стныхъ инваріантовъ, т. е. абсолютный совм ст-
ный инваріантъ им етъ такой видъ: 

У, + У. + ... 

Изъ всего этого ясно, что для образованія 

І = (п-\-т +. . . + д) + А: — 4 

абсолютныхъ, независимыхъ между собою, совм стныхъ ин­
варіантовъ надо им ть, ио крайней м р , 

2 + 1 = {(?г + ж + . . . + ?) + & — 4 } + 1 (25) 

независимыхъ совм стныхъ инваріантовъ; кром того, больше 
.ІУ+1 не можетъ быть такихъ совм стныхъ инваріантовъ, 
иначе полная система независимыхъ уравненій (§ 18) 

Х3(У) = 0, Х2(У) = 0, Х х (У)0 

им ла бы бол е 

(п-\-т-\- . . . + #) + & — 3 

независимыхъ р шеній, чего быть не можетъ. Сл довательно, 
если система бинарныхъ формъ имгьетъ абсолютные 
совлчъстные инварганты, т. е. если 

(п + т + . . . + а) + к > 4, 

то гисло простыхъ совмтъстныхъ инваріантовъ равно 

(п + т + . . . + а) + к — 3. 

Если система бинарныхъ формъ не им етъ ни одного 
абсолютнаго совм стнаго инваріанта, какъ въ случаяхъ: 
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п = 1, к=1; п=1, ж = 1, к = 2; п = 2, к=1; гг = 3, 
к = 1, то р шить вопросъ о суіцествованіи или отсутствіи 
совм стнаго инваріанта не трудно непосредственнымъ вычисле-
ніемъ (§§ 10, 19). 

Сопоставляя выводы этого иараграфа съ изсл дованіями 
въ § 18, мы приходимт къ такому заключенію: дифферен-
ціальныя уравненгя Х3 (/) = 0, Х2 (/) = 0, Хг (/) = 0 
въ § 18 имтъютъ 

(п-\-т-\- . . . + #) ~\-к — 3 

общихъ независижыхъ ртъшенгй, приводимыхъ къ ціълолу 
ущіональному и однородному, относительно колигествъ 
а, Ъ, . . . з, виду. 

§ 23. Абсолютные совм стные инваріаыты нуле-
ваго изм ренія относительно коэффиціентовъ каждой 
бинарной формы системы. 

Разсмотримъ соотношенія между коэффиціентами а,Ъ, . . . з 
бинарныхъ формъ данной системы и коэффиціентами а, /3, . . . а 

формъ, иреобразованныхъ носредствомъ подстановки *9 ( ) : 

<хі = Аі(а; сс, /3, у, д), і = 0, 1, 2, . . . п, 

РІ = ЩЪ) а, /9, Г, д), г = 0, 1, 2, . . . ш, 

(А) 

*, = $.($; а, # г, д), г" = 0, 1, 2, . . . ^. 

Разд лимъ равенства для ссг- почленно на равенство 
для ап; точно также равенства для /?; — на равенство для /?«,, 
и т. д.; мы иолучимъ соотношенія : 

I . Вп(Ь;а,/3,Г,Зу % "> 1, А • • (™ 1)і (А ) 

<т, і$ («; а, # Г,«?) . 
^ ^ « , / ^ Г г = °' »• 2 , . . . («--!); 
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эти равенства связываютъ отношенш —, тг, . . . — съ от-
**п Рт &ц 

«і ЪІ 8і а /9 у 

ношеншми —, т-, . . . — и съ отношеншми -», -^, -»; вс хъ 

равенствъ мы им емъ 

(п + т + . . . -\~а); 
а Р Г , 

если изъ нихъ исключить -*-, -», -», то, вообіде говоря, по-
лучится (п + т + . . . + д) — 3 раціональныхъ соотношенія 
между отношеншми —, «-, . . . — и —, г~, . . . —, которыя 
можно привести къ ц лому виду: 

Ща,Ъ,...8;а,р,... <т)=0, г=1, 2, . . . [(п+го+.. .+?)—3], (В) 

гд ЙІ суть ц лыя раціональныя функціи, однородныя отно-
сительно коэффиціентовъ каждой формы въ отд льности. 
Каждое изъ этихъ посл днихъ соотношеній можетъ быть при-
ведено къ виду 

Р # + Р 1 & + Р 2 & + . . . = о , 

гд Р, Р 1 ? Р 2 , . . . суть ц лыя многочлены одинаковыхъ сте-
иеней и однородные относительно коэффиціентовъ каждой формы 
данной системы, а ф, (^г, (^2, . . . суть функціи такого же 
характера какъ и предыдущія только отъ коэффиціентовъ 
а, /9, . . . а формъ преобразованной системы. 

Изъ посл дняго соотношенія опред ляемъ Р: 

Полученная такимъ образомъ функція П(а, [1, . . . <*), 
если въ ней зам нить а, /?, . . . а соотв тственно черезъ 
а, Ъ, . . . з, конечно, служитъ абсолютнымъ совмоъстнымъ 
инваргантомъ данной системы бинарныхъ формъ и при томъ 
нулеваго изміъренія относительно коэффиціентовъ каждой 
формы данной системы. 

Такъ какъ число соотношеній въ систем (В) равно 
(п + т -+- . . . + а) — 3, то гисло независимыхъ между собою 
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абсолютныхъ совмпстиыхъ инвауіантовъ нулеваго изм ре-
нія для данной системы должно быть равньиіъ 

(п + т + •.. + д) — 3, 

іютому что каждый изъ нихъ даетъ опред ленное соотношеніе 

77(а,/9, . . . <т) = 77(а, Ь, . . . з) 

между коэффиціентами формъ данной и преобразованной системы, 
такихъ же соотношеній должно быть (п + т + . . . а) — 3, и 
вс они должны сводиться къ соотношеніяхъ (В). 

Прим ръ. Изъ § 19 мы знаемъ, что дв бинарныхъ 
формы втораго порядка 

(А/§ СС} ~]~ ЛСІц ОС^ Х% I С % •*'2 ? 0 *^1 "Т" ' " " 1 *^1 **̂ 2 I ^ 2 "^2 

им ютъ совм стные инваріанты : 

^2|0 а 0 а% с і г , у 0 2 о0 о2 Оі» 

/ід = «о &2 — 2ах Ьх + а2 Ъ0; 

очевидно, что выраженіе 
./ід 

7 7 = 
-/2,0 --/о,2 

служитъ единственнымъ основнымъ абсолютнымъ совм ст-
нымъ инваріантомъ нулеваго изм ренія для данныхъ формъ. 

§ 24. Число линейно-независимыхъ совм стныхъ 
инваріантовъ данныхъ степеней. 

На основаніи предложенія, выведеннаго въ конц § 18, 
ц лая раціональная функція 

/ = '^А. а0

ео а/і . . . ап

еп Ъ0

1» Ъ^ . . . Ът

1'». . . $0'о 8^ . . . з^ч 

служитъ совм стнымъ инваріантомъ системы бинарныхъ формъ, 
если она, во-первыхъ, однородна относительно коэффиціентовъ 
каждой формы въ отд льности, во-вторыхъ, изобарна въ в сомъ 

р = 2 , т. е. ея эксцессъ % = о, и, 
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въ-третьихъ, удовлетворяетъ тождественно одному уравненію 
съ частными производными 

Условіе однородности и изобарности налагаютъ на пока-
зателей стеиеней ц лой раціональной функціи сл дующія со-
отношенія : 

е0 + ех + . . . + еп = /л, 

(26) 

о̂ + к + • • • + ~ А» 
е і + 2е2+. • , + ^ + 2Ь-Ь. . . + ^ + 2*,+ . . : + $ , = ! > , 

п^ + » а + • • • + № . 
ГД р = — 2 ~ - , 

если р шить эту систему уравненій въ ц лыхъ и ноложи-
тельныхъ числахъ, то получится н сколько системъ вначеній 
для показателей степеней, которыя им ютъ м сто въ ц лой 
раціональной функцій ] въ томъ случа , если она удовлетво­
ряетъ двумъ первымъ условіямъ; пусть число системъ ц лыхъ 
и положительныхъ р шеній этой Діофантовой системы уравненій 
будетъ ^ ( / І І , /4,"".':. . /А); тогда ц лая функція /, удовле-
творяющая первымъ двумъ условіямъ, будетъ им ть, конечно, 
^ Р ( Л І , 14, • • •'•/**) членовъ и столько же произвольныхъ 
коэффиціентовъ А. Эти произвольныя постоянныя А свя-
заны третьимъ условіемъ 

Если къ ц лому полиному / прим нить операцію Х 2, то 
получится опять ц лый однородный и изобарный многочленъ 
т хъ же степеней /і19 /І 2 , . . . цк, но съ в сомъ р — 1; 
сл довательно, число членовъ въ іюлином Д>(/) равно 

7* 
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Чг

г_і(Аеі» Р-%1 • • • Р-к); поэтому тождественное равенство 
Х 2(У)ЕЕ0 даетъ ЧГ ;,_1(/І1, /І 2 , . . . /іА) линейныхъ соотно-
шеній между произвольными количествами А; если эти линей-
пыя соотношенія между собою независимы, то они даютъ 
возможность опред лить ЧР",̂ і произвольныхъ количествъ А, 
и тогда останутся въ полиномъ / неопред ленными только 

произвольныхъ коэффиціентовъ А; то есть мы будемъ им ть 
ч7;,— ч7;,_1 = Лг линейно-независимыхъ совм стныхъ инваріан-
товъ системы бинарныхъ формъ. 

Пусть 
Шр-г 

%2 (/) = ^ Т - ^ І • «о*0' ^і*1' • • • V0' Ъ?* . . . 50'о' $х*і' . . . $д = 0 , 
1 

тогда линейныя соотношенія, связывающія произвольныя коэф-
фиціенты А функціи У, будутъ 

А = 0, Ь 2 = 0, Ь 3 = 0, . . . ^ ^ = 0; (Ь) 

эти линейныя соотношенія будутъ между собою независимы, 
т. е. не будутъ донускать тождественнаго равенства 

11Ь1 + ІяЬі + ІаЬа+... = 0 (27) 

въ томъ случа , если можно подобрать произвольныя величины 
А, заключающіяся въ нихъ, такъ, чтобы вс Ь, равнялись 
бы произвольнымъ независимымъ между собою количествамъ 
сй; и въ самомъ д л , при существованіи тождества (27) всякая 
система значеній Ьь = с{ должна удовлетворять этому тож-
дественному равенству 

и сл довательно с, не могутъ быть независимыми между собою. 
Въ независимости системы (Ь) можно уб диться сл -

дующимъ образомъ. 
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Возьмемъ произвольный полиномъ 

ф = ^Сі. а0

ео ах*і ... Ъ0

1о ЬХ . . . $0 §//. . .$/<7, 

і 

однородный относительно коэффиціентовъ каждой формы, сте-
пеней /лг, /І 2, . . . /іА, и изобарный съ в сомъ р — 1; е с л и 

окажется возможнымъ подобрать произвольные коэффиціенты 
А функціи / такъ, чтобы она удовлетворяла уравненію 

то это будетъ в рнымъ признакомъ независимости линейныхъ 
уравненій системы (Ъ). 

Изъ § 9 намъ изв стно соотношеніе между оиераціями 
Хх и Х 2 : 

на основаніе этого соотношенія мы можемъ написать сл дую-
щія равенства: 

(Х%Х}-ХХХ$ Р=х*\ 
(Хш - Х^Хш Р=2(Х+1)Х1 Х2 Ж, 

(Х2 X,3 - X,3 Х2) Х2

2 Я= 3 (* + 2) X/ X/ і^, 

если принять во вниманія, что эксцессы функцій Х2І^,Х/і^7,... 
соотв тственно равны % + 2, / + 4, . . . . Изъ посл днихъ 
равенствъ мы им емъ такія соотношенія: 

/ І ^ + Х 1 Х 2 ^ = Х 2 Х 1 ^ , 

2(^+1)Х 1 Х2 Ж+Х*Х?Я=ХЛХ*Х^ 

3 (* + 2) Хг

2 Х2

2 і ^ + X/ Х2

3 і ^ = Х2 Хх

3 Х2

2 Р, 

отсюда же мы можемъ иолучить соотношеніе 

*'-*І*-ён>+пі^і+ч-->*-(28) 
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Для функціи ф съ эксцессомъ % = 2 мы будемъ им ть 

^Чй-^г+^- }*->™ 
изъ этого иосл дняго соотношенія мы заключаемъ, что въ 

изобарномъ многочлен 

/=^А. а0

еоаг

еі . . . Ъ0

1» Ъ^ . . . з0'° 8Х*І . . . Зд^ 

съ эксцессомъ / = 0 и одинаковыхъ степеней съ многочленомъ 

ф надо подобрать произвольные коэффиціенты А такимъ обра-

зомъ, чтобы опъ обратился въ изобарный многочленъ съ нуле-

вымъ эксцессомъ такого вида 

І 1 ! 2 ! 2 !3 ! 3!4! Г ' 

и тогда многочленъ / будетъ удовлетворять соотношенію 

гд ф есть совершенно произвольный изобарный многочленъ 

съ в сомъ р - 1 и одинаковыхъ степеней съ многочленомъ / . 

Такимъ образомъ мы доказали независимость уравненій 

системы (Ь). 

§ 25. Опред леніе числа линейно-независимыхъ 
совм стныхъ инваріантовъ данныхъ степеней. 

Такъ какъ система соотношеній Ь{ = 0 содержитъ только 

независимыя между собою уравненія, то число линейно-неза­

висимыхъ совм стныхъ инваріантовъ степеней рх, щ, . . . {ік 

и съ в сомъ |> = -«- (Ю/ІХ + ЩЧ + • • . + (Ц*к) выражается 

формулоіі 
2 Г - Ч Г , — Ч Г ^ , (30) 

гд ч7р есть число системъ р шеній Діофантовой системы 

уравнеііііі 



109 

е0 + ех + . . . + еп = рь, 

'о 1 ' і I - • • • і "т /^2 ? 

Для того, чтобы опред лить это число ФРі разсмотримъ 
сумму 

гд е0, вх, . . . 101 ^ , . . . і01 і1, . . . суть какія угодно 
положительныя числа; очевидно, что коэффиціентъ при 
х**і у г . . . иРк р и будетъ число Фр. 

Мы можемъ представить нашу сумму въ сл дующемъ 
вид : 

это же есть произведеніе 

і і і і і і 
1 — х 1 — х 1 — 2 х ' ' ' 1 — пх 1 — ?/ 1 — у ' ' ' ' 

Такимъ образомъ, мы показали, что число Фр есть коэф­
фиціентъ при осмі у^і . . . иіч р въ разложеніи ію степенямъ 
х, у, . . . и, выраженія 

1 1 

( 1 — х ) ( \ — х)...(1— пх)' ( 1 — у ) { \ — у).. . (1 — ту) ' ' * 

1 

( 1 — и ) ( 1 — и)...(1 — чи)' 

1) Очевидно, что это число *РР есть ничто другое, какъ число, пока-
зывающее, сколько разъ можно составить число р какъ сумму /ц, /*2, . . . /лк 

слагаемыхъ въ натуральныхъ рядахъ чиселъ 0, 1, 2, . . . п; 0, 1, 2, . . . т ; 
0, 1, 2, . . . д; эту же задачу теоріи чиселъ для случая & = ] р шилъ 
Е и 1 е г по способу, обобщеніемъ котораго служитъ способъ С а у 1 е у , 
излагаемый нами. 
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Разсмотримъ отд льно факторы этого произведенія и во-
образимъ, что они развернуты по возрастающимъ степенямъ 
нерем нныхъ х, у, . . . и: 

(і—ж)(і— х)... (і— пх) 

= 14- ф,„ ( ).х + ф^ ( ) . х* + ... + ф^,п ( ) . х*і + •. •, 
і 

(1—у) ( 1 — у) • • • (1—•*•«) " 

(1—и) ( 1 — и) . . . ( 1 — іи) 

= 1 + ^ і л ( ) • и + ^ м 0 ) . и% + • •. + фцф { ) . ШЧ + . . . . 

Очевидно, что число Фр, которое мы желаемъ опред -
лить, равно коэффиціенту при р въ разложеніи произведенія 

Ац* ( ) . ф^щ (©). . . ^ (V) =^(«) 

по степенямъ ; это можно обозначить символически такъ: 

Ъ = [А*„» 0 ) • А - 0 ) • • • &ч,з (*>)]**" 
Изучимъ н которыя свойства этихъ функцій ф. 

Мы им емъ равенство 

і 

(I—а?) (1 — а?) . . . (1 — » *)" = = ^ ^ ^ Ж * ' 

зам нивъ въ немъ х черезъ х, получимъ равенство 

і ~ 

{1— Х){\— %Х) . . . ( 1 — «+1Л7) = ^ ^*> ^ ) * Х% » 

отсюда сл дуетъ равенство 

(1 — х)2?фі,п ( ) х{ = (1 — п+1ж) ̂ 7^г,п 0 ) г" жг'; 
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сравнивая коэффиціенты при х1 въ об ихъ частяхъ посл ц-
няго равенства, мы получимъ 

фі,п (V) — фі-\,п ( ) = <рі)П (V) . ( — (рі-.\,п (V) . 0*+* 
или 

1 — п+' 
фі,п ( ) = фі-\,п ( ) • х _ у і ; 

сл довательно функцію фМ П можно представить такъ: 

, . ( 1 — У И + 1 ) ( 1 — г / « + 2 ) . . . ( 1 — п+^) 

Обозначимъ произведеніе 

( 1 — )(1— *). ,.{1— к) 

черезъ рк( ), тогда мы будемъ им ть 

сл довательно, искомое число ч7р можетъ быть представлено 
въ сл дующемъ вид 

ЗД"» = Р ~ _<Рпі ) <Рр.хі ) • <Рт( )<Р^( ) - - -<РЧ(&9Н і ) \ ' ( 3 1 ) 

Опред ливъ выраженіе числа Фр, не трудно найти число 
линейно-независимыхъ совм стныхъ инваріантовъ 

Такъ какъ число ч7р__і есть коэффиціентъ при ~х въ раз-
ложеніи н которой функціи ф(у) по ц лымъ ноложительнымъ 
степенямъ , то конечно оно равно коэффиціенту нри въ 
разложеніи функціи ф (у); сл довательно, мы им емъ 

Такимъ образомъ мы показали, что гисло N линейно-
независимыхъ совм ьстныхъ инваріантовъ данной систежы 

форжъ -равно коэффиціенту при ~*^Щі т^г ' ' ' ?//*' 
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въ разложенги по цтълыжъ и положительнымъ степенямъ 
функціи 

(32) 

(1—у^»+ 1)(1— ^ + 2 ) . . . ( і — ^+п){\— ^ + 1 ) ( 1 — г/^+2)-- • 

( )-(1- ) ^ ^ - - ^ ^ — - } — ( 1 _ у 2 ) ... 

§ 26. Число линейно-независимыхъ инваріантовъ 
данной степени одной бинарной формы. 

Изъ цредложенія, выведеннаго нами въ конц преды-
дущаго параграфа, сл дуетъ, что число линейно-независимыхъ 
инваріантовъ степени р. одной бинарной формы равно коэф-

і 

фиціенту при *"*1 въ разложеніи по ц лымъ и положитель­
нымъ степенямъ функціи 

вычислимъ этотъ коэффиціентъ для н которыхъ частныхъ 
случаевъ. 

1° Пусть п=1, т. е. мы им емъ линейную форму 

0 1 ' 1 2 7 

тогда № (?;) = ( 1 — ) - — = 1 — ^ , и сл довательно коэф-
і—V 

фиціентъ при 2 равенъ нулю, т. е. бинарная форма иерваго 
порядка совс мъ не им етъ инваріантовъ. 

2° Пусть п = 2, т. е. мы им емъ форму втораго порядка 

С ф •Х/-^ [ *-( СЬ-у *0-^ ^ й » 2 2 7 

тогда ч7( ) = ( 1 — ) — 2 — , и сл довательно иско-

мое число 

N 
_ Гі-уУ*-1 (1+г/) + ^ + < П 

_ 1 _ 1-г,2 ~_|г/~ 

= Г — 1 + Г ^ і ( 1 " " ) + — 1 
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причемъ гюсл днее слагаемое конечно нуль; такимъ образомъ, 
искомое число есть 

^ = [ 1 + ? / + ^ + . . . ] ^ , 

т. е. бинарная форма втораго порядка совс мъ не им етъ 
инваріантовъ нечетныхъ степеней, но им етъ по одному ин-
варіанту каждой четной степени. Въ § 10 мы вид ли, что 
для такой формы инваріантомъ четной степени /і служитъ ея 

Л 
дискриминантъ въ -у степени, т. е. V , или 

Е. 
(а0 а% — а*) 2 . 

3° Пусть п = 3 , т. е. мы им емъ бинарную форму 
третьяго порядка 

( 1 — ^+1) ( 1 — ^+2) (1— ^+г) 

тогда 47 ( ) = (1 — г>) — г ~ : —о— ът ; сл довательно, 
' ( 1 — ) ( 1 — г){\— 6) 

искомое число ^7" выражается т а к ъ : 

1 І_ ( 1 — »)Гі—„») ] р-

Г 1 -| г Д+1( і- | - г ; -{- г / » )- | 

- | ( Г — > ) ( І _ »)І 4АС ~ I. (1 — V») (1 — «) -1^ 

_ г і 1 _ р Ч і + ^ + ^ Ь 
|_(1_г/') (1 - г ; 3 ) ^ Ц і - ») ( 1 - »)_ЦЛ, 

зам нивъ черезъ г>2, мы получимъ 

1 [ ( і _ * ) ( і _ ^ З/і Ц 1 — 4 ) ( і — V е ) ] А* 

_ г і + ^4 + *8 -• _ г "2 -і 

1(1 — 1 2 ) ( 1 — г / 6 ) ] 3/х Ц і _ » ) ( і _ *)] /* 

* " Ц 1 — 4 ) ( і — г / * ) ] /* ~~ | _ ( і _ » ) ( і _ г / * ) ] /* 

-[ і^1?Ь=[1+ «• + * + •••V 
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Сл довательно, бинарная форма третьяго порядка не 
им етъ инваріантовъ степеней /л, некратныхъ четырехъ, и 
им етъ гю одному инваріанту каждой степени /л, кратной 
четырехъ. Ивъ § 10 мы знаемъ, что бинарная форма треть­
яго порядка им етъ одинъ инваріантъ четвертой степени — 
ея дискриминантъ 

В = а3

2 а0

2 — 6а3 а2 аг а0 + 4а3 аі + 4а2

3 а0 —За2

2 ах

2; 

сл довательно, при /х = 0(мод. 4) единственнымъ инваріан-
м 

томъ формы служитъ К 4 . 
4° Пусть п = 4, т. е. мы им емъ бинарную форму 

четвертаго порядка 

а0 х* + Ых хі х% + Ы% хі х* + 4а3 хх х* + а4 л?2

4; 

тогда 

ЧГ( ) = (1 — ) (ГЗІ ) ( і _ >)(і— »)(і — -) " ' 

и число линейно-независимыхъ инваріантовъ порядка /х будетъ 

г(1 — ^ + 1 ) (1 — +2) (1 — г^+3) (1 — г;^+4)-[ 
^ ~ [ ( 1 _ »)(1— »)(1— ») -Іг;2^ 

|_ (і — 2)(1 — г/3) (1 — г/4) -І 2'4 

= Ці — »*).(1-- 1)(1 —«*)]*** ~~ І_(І — ) (1—г/2) (1 — 3) 

= [ ( і — ») ( і — « ^ ( 1 — -)-!»2* " Ц і — ' ) ( 1 — *)(1 — Л І 2/* 

— Ц і — а)(1—«4)(1 — в) л 1(1— г/2)(1— г/4)(1 — 6)] ^ 

= ( 1_ г > 1 ) ' ( 1_,з ) = {[1 + ̂ + ^ + . • •] [1+Ь* + >+. . .])„ 

= {1+»"+«*+ . . . + С/. + . . .}„*. 
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Очевидно, что см существуетъ только въ томъ случа , 
если /м = 2/с+32, и что оно равно числу ц лыхъ и положи-
тельныхъ р шеній уравненія 

2к + 31 = /і. 

Назовемъ черезъ (кг, Іг), (&2, 1%), . . . (к , І ) вс ц -
лыя и положительныя р шенія этого посл дняго уравненія. 

Такъ какъ мы знаемъ изъ § 10, что 

8 = а0аі — 4ах а3 -\- 6а2

2, 

Т= а0 а* — 2ЯІ а2 а3 — а0 а% а± + а2

3 + а? а± 

служатъ инваріантами бинарной формы четвертаго порядка, 
то выраженія 

Я*І2*І, А 2 Л , . . . №»7Ь 

служатъ ея инваріантами степени ц. 

Не трудно показать, что эти инваріанты степени /і между 
собою линейно-независимы. 

Въ самомъ д л , если бы между ними существовала ли-
нейная зависимость: 

* Л Я № + с ь А 2 + . . . с 8к>Т1х=о, 

то она им ла бы м сто и для соотв тственныхъ инваріантовъ 
бинарной формы Ах? х2 — ихг х2

3 + х*, для которой 8=и, 
Т= , но этого быть не можетъ, потому что количества и и 
произвольныя и, вообще говоря, нз удовлетворяютъ соот-
ношенію 

сх и
кі 1\ + с2 и

кі гА + . . . + с ик 1 = о. 

Изъ всего сказаннаго сл дуетъ, что бинарная форма 
гетвертаго порядка имгьетъ только выраженія 

8кг Т\ 8К Т\ . . . 8к> ТК 

своили инваріантами порядка /і, при гемъ (кг, Іх), (А;2, 22), 
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. . . (& , І ) суть пары всевозложныхъ г^тълыхъ и положи-
тельныхъ гиселъ, удовлетворяющихъ уравненію 

остальные ея инваріанты порлдка /і выражаются липейно 
герезъ эти линейно-независимые инваріанты. 

Этотъ результатъ можно формулировать еще такимъ 
образомъ: всгь инваріанты бинарной формы гетвертаго 
порядка суть цтълыя раціональныя функціи ея двухъ ос-
новныхъ инваріантовъ 8 и Т, при гемъ показатели сте-
пеней 8 и Т въ гленахъ этихъ функцій должны удовлет-
ворять уравненію 

2& + Зг = /і, 

гдтъ /і есть степень инваріанта. 

§ 27. Н которыя свойства функцій ^„ я ( )« Тео-
рема Н е г т і і е ' а о взаимности бинарныхъ формъ. 
Обобщеніе Н и г ііг^а. 

Функція фМ}П( ) им етъ такой видъ (§ 25) 

Ф ,п ) <рІХ{ )<рп(у) (і- )(1- 2)...(1- )(1- )(і- *)...(1- пУ 

докажемъ сл дующія свойства этой функціи: 

1° Функція <р^п(у) есть цтълая рагфнальная фунщія 
съ положительными и г^ лыми коэффиціентами, обла-

даюгцая свойствомъ взаимности: <рМуП (у) = фПг[1( ) . 

Для доказательства этого предложенія обратимъ вниманіе 
на то, что функція ф^п есть коэффиціентъ ири х^ въ разло-
женіи по ц лымъ положительнымъ степенямъ произведенія (§ 25) 

" і 

0 

такъ какъ каждый изъ факторовъ этого произведенія разла-
гается изв стнымъ образомъ по ц лымъ положительнымъ сте-
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пенямъ ( {х), то функція } ^п( ) служитъ коэффиціентомъ 
при хіх въ результат умноженія такихъ факторовъ: 

(1 + ж + ж 2 + .. .)(1 + х+ *я? + . . . ) . - . (1 + пх+ 2пх*-\- . . .), 

это же обнаруживаетъ справедливость первой части нашего 
иредложенія; справедливость второй части предложенія отно-
сительно взаимности функціи фр^г(у) усматривается непо-
средственно изъ формы этой функціи, приведенной выше — 
въ начал параграфа. 

2° Степень ц ьлой раціональной функціи фц,п{ ) 
равна пр.. 

Изъ приведеннаго въ начал параграфа вида функціи 
фц,п(у) сл дуетъ, что ея степень равна 

( / І + 1 ) + (/І + 2 ) + . . . + (// + П ) - ( 1 + 2 + 3 + . . . + П ) = ^ . 

3° Функція фр,п( ) обладаетъ свойствомъ 

Въ самомъ д л , мы им емъ 

Ф*>« ( ) 

уІ + 2+...+п 1 

4° Сумма коэффщіентовъ функціи фц,п{у) равна 

(/* + м ) ! _ (^+*)(»» +2)-••(^ + " ) _ / / ' + П Гол\ 
ц\п\ \.2...п ~\ п ) У6 

Для того, чтобы обнаружить это свойство функціи фр,п( )\ 
примемъ во вниманіе, что на основаніи свойства 1° она есть 
ц лый нолиномъ съ иоложительными коэффиціентами, и сл -
довательно сумма ея коэффиціентовъ равна ^ „ ( 1 ) ; но съ 
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другой стороны (р^п (у) можно представить въ вид 

л < ч- (і— У+п 

( 1 _ ) ^ ( 1 — 1/)« 

при чемъ 

Г фп( ) -] _ г ! —1> 1 — г/2 1 — 8 1 — -і _ - , о о 

сл довательно, мы им емъ 

Такъ какъ число линейно-независимыхъ инваріантовъ 
порядка /і данной бинарной формы степени п равно коэффи-

ціенту при хр, или при х 2 , въ функціи 

(1— )(рМгП( ) , 

а эта функція на основаніи свойства перваго функціи фр,п( ) 
тождественна съ функціей 

( 1 — )фп,ц( ), 

то мы можемъ высказать сл дующее предложеніе Н г т Н 'а 
о взаимности бинарныхъ формъ: 

Число линейно-независимыхъ инваріантовъ степени р. 
бинарной формы порядки п равно гислу линейно-независи­
мыхъ инваріантовъ степени п бинарной формы порядка /і. 

1) Пусть [± = 1; тогда мы знаемъ, что бинарная форма 
перваго порядка не им етъ инваріантовъ (§ 10, Прим. 1, и 
§ 26, 1°); сл довательно, на основаніи теоремы Н е г т Н е ' а , 
бинарныя формы совс мъ не им ютъ инваріантовъ первой 
степени (§ 10, Прим. 4). 

2) Пусть р•«== 2 ; тогда мы знаемъ, что бинарная форма 
второго порядка им етъ одинъ инваріантъ степени п == 0(мд. 2) 
и ниодного степени м = 1(мд. 2) (§ 10, Прим. 2, и § 26, 2°); 
сл довательно, на основаніи теоремы Н е г т і і е'а, бинарныя 
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формы четныхъ порядковъ им ютъ одинъ инваріантъ второй 
степени, а бинарныя формы нечетныхъ порядковъ совс мъ 
не им ютъ инваріантовъ второй степени (§ 10, Лрим. 5). 

3) Пусть /І = 3; тогда мы знаемъ, что бинарная форма 
третьяго порядка им етъ одинъ инваріантъ степени п Е Е О (мд. 4) 
и совс мъ не им етъ инваріантовъ стеиеней, некрат-
ныхъ четырехъ (§ 26, 3°) ; сл довательно, на основаніи тео-
ремы Н е г т і і е 'а,, бинарныя формы порядковъ п = 0 (мд. 4) 
им ютъ одинъ инваріантъ третьей степени, а остальныя би­
нарныя формы совс мъ не им ютъ такого инваріанта. 

4) Пусть /л = 4; тогда мы знаемъ, что бинарная форма 
четвертаго порядка им етъ только инваріанты степени 
І± = 2к -\- 31, гд к и I произвольныя ц лыя и положительныя 
числа, и число такихъ линейно-независимыхъ инваріантовъ 
равно числу паръ ц лыхъ и положительныхъ чиселъ (к, I), 
удовлетворяющихъ уравненію 2к-\-31 = /л (§ 26, 4°); сл до­
вательно, на основаніи теоремы Н е г т і і е 'а только бинарныя 
формы порядковъ п = 2к + 31 им ютъ инваріанты четвертой 
степени и число посл днихъ равно числу паръ ц лыхъ и 
положительныхъ чиселъ (к, I), удовлетворяющихъ уравненію 
2к+31 = п. 

Изъ свойства 1° функціи фм,п( ) вытекаетъ также и 
обобщеніе теоремы Н е г т і і е ^ для системы бинарныхъ формъ, 
предложенное Н и г і і ъ'омъ *): 

Если взять двтъ системы бинарныхъ формъ: 

I) /і» /»» • • • /г) -̂ 1» -^і» • '• • Рк 

соотв тственно порядковъ — 

щ, щ, . . . пг; Ъ, Ііч . . . 1А, 
и 

П) д„ д , . . . 9г\ Я%у *і» • • • &к 

соотв тственно порядковъ — 

ж 1 5 ш 2 , . . . тг; Іг, I*, . . . Ік1 

1) Н и г г Н г . 2мг Іп агіапіепіНеогіе. МаШ. Ап. Всі. 45. 8. 403. 
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то гисло линейно-независимыхъ совмоъстныхъ инваргантовъ 
первой системы, имгьющихъ соотвтьтственно степени 
т1, т2, . . . тг; Ь^, Тц, . . . Нк1 равно гислу линейно-
независимыхъ совм стныхъ инваргантовъ второй системы, 
имгьющихъ соотв тственно степени щ, щ, . . . пг\ 
п1і Л 2 , . . . іхк. 

Въ самомъ д л , на основаніи перваго свойства функціи 
Ф^піу) мы можемъ написать равенство 

(1 — ) фті}Пі ( ) фт„Пг ( ) ... фКк ( ) . . . фнл { ) = 

= (1 — ) (рПі,ті ( ) фп2,тг . • . фы ( ) . . . фч,ік ( ); 

сл довательно, коэффиціенты при 

—(т1 ^ + т2 п2 + . . . + /*! Іг + . . . + Ъкк) 
V 

выраженій, стоящихъ въ двухъ частяхъ тождественнаго ра-
венства, одинаковы; эти же коэффиціенты соотв тственно суть 
числа линейно-независимыхъ совм стныхъ инваріантовъ ука-
заныыхъ стеиеней для двухъ данныхъ системъ. 



Г Л А В А III. 

Коваріанты и контраваріанты бинарныхъ Формъ. 

§ 28. Опред леніе коваріанта бинарной формы. 
Совм стный коваріантъ системы бинарныхъ формъ. 

Возьмемъ бинарную форму п-го порядка 

/ \рС\) 0С%) = = С^о Хг " Г I ~Т~ I ^ 1 *^1 ^ 2 I • • • ~І~ ^ ц ^ 2 • 

Коваріантолъ этой формы называется ц лая раціональ-
ная функція Г (а'у хи х2) коэффиціентовъ а0, %, . . . ап и ие-
рем нныхъ я?!, ж2> однородная какъ относительно этихгь кояф-
фиціентовъ такъ и относительно перем нныхъ х19 х2, и 
удовлетворяющая тождественно соотношенію 

Г(а.;у1,у2) = ЛАГ(а;х1,х2), гд Л = <хд—рГ, 

если перем нныя ж17 сс2 нреобразовать въ перем нныя ^д, у2 

поср дствомъ произвольной линейной иодстановки $( ) и 

количества а— въ количества а посредствомъ соотв тствен-
ной системы подстановокъ # а (§ 7). ГІоказатель / назы­
вается индексомъ коваріанта. 

Пусть степень коваріанта Г{а\х^ж2) относительно коли-
чествъ а будетъ ц и пусть его порядокъ относительно ж„ х2 

будетъ ; тогда очевидно, что въ вышенриведенномъ равееств 
нравая часть будетъ им ть степень 2 А + и относительно а, /?, 

8* 
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у, <?, если хг, х2 зам нить ихъ выраженіями череаъ у19 у2 по-

средствомъ подстановки # ( ) ; л вая ;ке часть этого ра-

венства будетъ степени пц относительно а, /3, у, 3, если въ 
ней количестпа а0, ах, . . . ап преобразовать посредствомъ под-
становокъ <$«; сл довательно, индексъ X, степень /і и порядокъ 

коваріанта дапной форжы связаны соотношеніемъ 

2 X + и = щі. 

Конечно, сама форма /(хи ж2) служитъ коваріантомъ 
для ней самой; степень ятого коваріанта равна 1, порядокч> 

— п, сл довательно индексъ X = - — — = 0. 

Разсмотримъ, дал е, систему бинарныхъ формъ 

/ ! {Хг, Х%), у 2 {Ху, Х%) . . . //; {х17 х%), 

им ющихъ соотв тственно иорядки п, т , . . . д и коэффи-
центы а„, ах, . . . &0, Ь„ . . . Ът, . . . $0, вм . . . 8Г 

Совміъстнымъ коваріантомъ такой системы бинарныхъ 
формъ называется ц лая раціональная функція Г(а, Ъ,... 5; ж1? жй) 
коэффиціентовъ и иерем нныхъ бинарныхъ формъ системы, 
однородная какъ относительно коэффиціентовч, каждой формы 
такъ и относительно перем нныхъ, и удовлетворяюіцая тож-
дественно соотношенію 

Г(сс, & . . . * ; у„ уя) = № Г(а, Ъ,.,. в; хи хя), 

если въ посл днемъ преобразовать хи хг посредствомъ липей-

нои подстановки $ ( I и й, 6, . . . 8 посредствомч> системы 

соотв тственныхъ подстановокъ 8ъ, &б, . . . &« (§ 17). 
Показатель / называется индексомъ совм етнаго кова­

ріанта. 
Пусть степени совм стнаго коваріанта Г(а, Ь,.. .в; гсх, х2) 

относительно коэффиціентовъ а, Ъ, . . . .§ будутъ соотв т-
ственно /іг, /І 2 , . . . р.к и пусть его порядокъ относительно 
иерем нныхч» ж17 ж2 будетъ У; тогда посл нреобразованій 
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5, 8а, 8/9... $т правая часть вышеприведеннаго то;кдественнаго 
равенства будетъ им ть степень 2 А + относителыю ііара-

метровъ а, /9, у, д иодстановки # ( ), а л вая чаеть — 

степень п/лг + т/л2 + . . . + с^цк; сл довательно, идексъ /, сте-
пенгі /іг, /І2, . . . цк и порядокъ совміъстнаго коваріанта 
систелы бинарныхъ формъ связаны соотношеніелъ 

П/ІХ + щхц + . . . + сцік = 2 X + . (35) 

Едва ли надо дополнить, что коваріантъ, им юіцій поря­
докъ = 0, есть инваріаытъ. 

§ 29. Когредіентныя и контрагредіентныя пере-
м нныя. Опред леніе контраваріанта бинарныхъ 
формъ. 

Если иерем нныя хг, х% переходятъ въ нерем ныыя 
а/а Р\ 

Уі, у2 носредствомъ иодстановки М I, то мы оудемъ это 
обстоятельство выражать символическимъ равенствомъ 

(ж15 х,) = 8(у1, у2); 

если мы им емъ еіде пару перем нныхъ ^15 4? которыя нре-

образуются въ перем нныя зу1? У]2 тоже носредствомъ иод­

становки #( 1, т. ё. 

(С1? я2) = 8(г;1, Э?2), 

то УТИ нерем нныя Сі, с2 называются когредіентьиш съ 
перем нными хг, х2. 

Преобразуемъ иерем нныя ж15 х2 линейной формы 

щх2-\- щх2 носредствомъ иодстановки #1 ), тогда получимъ 

щ хх + щ х% = (ащ + ущ) уг + (рщ + дщ) у2 

= 1у1 + 2у2, 

ирп чемъ коэффиціенты (« п г>2) иреобразованной формы выра-
жаются черезъ прежніе коэффиціенты такъ: 
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т. е. посредствомъ іюдстановіш 8Л ) , и, наоборотъ, коли-

чвства щ., щ нереходятъ въ количества гі % посредствомъ 
обратной нодстановки 

\ 2 л 

которую мы назовемъ контрагредіентною съ иоцстановкою 

ЯГІ. . л ) и будемч, сокращенно обозначать череаъ С8; ея 

модуль Лх равенъ обратной величин ^- модуля нодстановки #. 
Количества ии щ, переходящія въ 1? г>2 посредствомъ 

нодстановки контрагредіентной съ подстановкою #, мы будемъ 
называть перемтънньиш, котрагредіентными съ перемтън-
пыми хх, х%; они характеризуются символическимъ равенствомъ 

(щ, щ) = С8( г, 2). 

Какъ сл дствіе изъ равенствъ 

(Хи Х,) = 8(уг, у2) 

(Мі, щ) = С8( г, %) 

вытекаетъ равенство 

щ хг + и2 х% = 1у1 + % уа. 

Если составить контрагредіентную подстановку съ С8, 
то нолучится начальная; сл довательно, мы можемъ нанисать 

СС8=8. 

Если # ( Л унимодулярная подстановка, то С8 им етъ 

видъ 

( - / 9 а)' 
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сл довательно, относительно унимодулярной подстановки пере-
м нныя хг, хг и щ = х2, щ = — хг суть контрагредіентныя, 
иотому что 

Х1=С^у1-{-іЗу2 | Х2 = дУг—ГІ—Уі), 

х* = ГУі + дУ* I —х1 = —ру2-\-а(—у1),есяиЛ = ад — /1г=1, 

или 
(ж15 х2) = 8л=1{уг, у2), (ж2, — х1)=С8л=1{у2, —т/0-

Контраваріантомъх) бинарной формы /(хи х2) на;ил-
вается ц лая раціональная функція Х ( а ; ге1? гі2) коэффиціен-
топъ а0, а1} . . . ая и перем нныхъ щ, и2, контрагредіентныхъ 
съ перем нными ж15 х2, однородная какъ относительно коэффи-
ціентовъ такъ и относительно перем нныхъ щ, щ въ отд ль-
ности, и удовлетворяющая тождественному соотношенію 

К(а; г 2) = АхК(а; щ, и2), гд А = ад—(3у, 

если въ немъ преобразовать щ, щ иосредствомъ подстановки 
С8 въ перем нныя г, 2, а количества а иосредствомъ соот-
в тственной подстановки 8а — въ количества а. 

Между индексолъ X контраваріанта, его степенью ц 
относительно а и классомъ р относительно щ, щ су-
гцествуетъ соотношеніе 

п/і = 2Х—р. (36) 

Контраваргантъ К(а; и1} и2) обратится въ 
коваріантъ К(а; х2, — ̂ і), если замчънить въ немъ иг ге-
резъ х2 и щ герезъ — х г . Въ самомъ д л , для всякой уни­
модулярной подстановки контраваріантъ удовлетворяетъ условію. 

К{а; уи 2)=К(а; щ, щ), 

зам нивъ иг, щ черезъ х2, — х 1 и и %\ черезъ у2, — у 1 } мы 
нолучимъ 

К(а; уъ, —у1) = К(а; х2, — хг), 

1)8у1 ейі;ег вазываетъ эти инваріантныя функціи конкоминантами. 
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а такъ какъ функція К(а; х2, — х г ) кром того однородна 
относительно а и ж2, — х г въ отд льности, то она удовлетво-
ряетъ соотношенію 

К(а; у2, — у1) = А*К(а; х2, —хг) 

относительно всякой нодстановки #/ ) и ноэтому служитъ 

коваріантомъ бинарной формы. 
Наоборотъ, если въ коваріант Г(а; ж17 х%) зам нить 

хг герезъ — и2 и х2 — герезъ щ, то онъ обратится въ 
контраваргантъ Г(а; —щ, щ). 

Совж стныжъ контраваріантомъ системы бинарныхъ 
формъ называется ц лая раціональная функція К(а, Ь,...з; щ, и2) 
коэффиціентовъ а0, аг, . . . Ъ0, Ь1} . . . Ьм, . . . з0, 8и . . . зч 

этихъ формъ и иерем нныхъ г*1? щ, контрагредіентныхъ 
съ а?1? х2, однородыая относительно коэффиціентовъ каждой 
формы и относительно перем нныхъ щ, щ, и удовлетворяю-
іцая тождественно соотношенію 

К(а, ,в, . . . а; х, 2) = А*К(а, Ъ, . . . $; щ, и2), 

если въ посл днемъ щ, щ преобразовать посредствомъ нод­
становки С8, а количества а, Ь, . . . в — посредствомъ 
системы соотв тетвенныхъ подстановокъ *$«, $,, . . . 55 (§ 17). 

Между индексожъ А совл стнаго контраварганта, его 
степенями //15 /*2, . . . /иА относительно коэффиціентовъ 
а, Ъ, . . . з, и его классолъ р относительно перем нныхъ 
і*,, щ, конечно, существуетъ соотношеніе 

п/і-\-т^+ . . . +^^^к = 2Л — р. (37) 

Подобно предыдущему можно показать, гто совл стный 
контраваргантъ К(а, Ъ,... 8; щ, щ) обратится въ совл ст-
ныи коваріантъ, если въ нелъ зал нить и19 щ герезъ х2, —жа; 
и наоборотъ, совл стный коваріантъ Г(а, Ъ, . . . з; хг, х2) 
обратится въ совл стный контраваргантъ, если въ нелъ 
зал нить хи х2 герезъ —щ, щ. 
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§ 50. Конваріанты и контраваріанты какъ сов-
м стные инваріанты; ихъ дифференціальныя урав-
ненія. 

Изъ опред ленія совм стнаго контраваріанта дашюй 
системы бинарныхъ формъ сл дуетъ, что его можно разсма-
тривать какъ совм стный инваріантъ данной системы формъ 

V *і ^і? "^9.)-> 1% (я? х , х%), . . . / к [Х^ Хц) 

вм ст съ линейной формой 

и наоборотъ, каждый совм стный инваріантъ системы (I, П) 
есть, конечно, совм стный контраваріантъ системы (I). 

Если мы нанишемъ совм стный коваріантъ системы (I) 
съ перем нными ^, ^ : 

Г(а, Ъ, . . . 8; еи ел 

то его можно разсматривать какъ совм стный инваріантгь 
системы (I) вм ст съ линейной формой 

(III) ^х1 — ^1х%. 

Такимъ образомъ мы можемъ вывести многія свойства 
коптраваріантовъ и коваріантовъ изъ ивв стпыхъ уже свойствъ 
совм стныхъ инваріантовъ. 

На основаніи § 18 мы можемъ, наприм ръ, написать 
полную систему дифференціальныхъ уравненій, опред ляющихъ 
совм стный контраваріантъ или коваріантт> системы бинарныхъ 
формъ. 

Для совм стнаго контраваріанта мы будемъ им ть сл -
дуюіцую полную систему дифференціальныхъ уравнепііг: 

(В) 

. дК дК 
+ т— щ — —- щ = 0, 
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А .дК А . дК. -... • •• . .А . ЭЛГ 

+ т— ̂  = 0, 

0 » а і о О 0 і о а й « 

+ т~ щ = 0. 

Сл довательно, для того, гтобы цтълая раціональная 
функція К(а, Ъ, . . . з; и1ч щ), однородная относительно 
коэффиціентовъ каждой формы системы и относительно 
перемгьнныхъ щ, щ, служила совмоъстнымъ контраваріан-
томъ этой системы, необходимо и достатогно, гтобы она 
удовлетворяла тремъ уравненіямъ: 

Х2(К) + д~щ = 0, (Б) 

гд ъ Хгі Х2 и Х3 имтъютъ тчъ-же знагенія какъ и въ § 18. 
Мы знаемъ, что уравненіе первое системы (Б) для ц лой 

раціоналыюй функціи К, однородной относительно а, Ъ, . . .8, и 
— въ отд лыюсти, равносильно изобарности съ в сомъ 

/ = ^(п/іг + Ш/І2 + . . ' . + о/Ч +/0» е с л и г(і считать съ в сомъ 
0 и щ — съ в сомъ 1. Принявъ, зат мъ, во вниманіе 
доказательство посл дняго предложенія въ § 18, мы можемъ 
сказать: для того, гтобы цгьлая раціональная функція 
К(а, Ъ, ...8; і*,, щ), однородная относительно а, Ъ, ...8, и 
— въ отдгьльности и изобарная съ вгьсомъ, равнымъ индексу 

X = ~ (п/*і "+* тр% + • • . + (ЦЧ + р) , служила совмгьстнымъ 

контраваргантомъ данной системы бинарныхъ формъ. 
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необходимо и вполнп, достатогно, гтобы она удовлетво-
ряла одному уравнвнію съ гастньиш производными 

Хг(К)Л-д-ищ = 0. (38) 

Такъ какъ сопм стный контраваріантъ системы обра-
щается въ ея совм стный коваріантъ, если въ иервомъ за-
м нить щ, щ чере-ть ж2, —х 1 ч то не трудно получить изъ 
вышеприведенныхъ уравненій контраваріанта соотв тственныя 
уравненія коваріапта. Въ самомъ д л , мы им емъ 

ди2~ 

дК_ 
дих 

дКдх1 

_ дКдх2 _ 
дх2 диг 

дК 

дК 
дао2 ' 

сл дователыю, для того, гтобы цгьлая раціональная фупщія 
К(а, Ь, . . . з; х%, — хл) или Г(а, Ь, . . . 8} хг, х2). 
однородная относительно а, Ь, . . . .9, х въ отд льности, 
служила совмтьстнымъ коваріантомъ данной системы 
бинарныхъ фо%>мъ необходимо и вполнтъ достатогно, гтобы 
она удовлетворяла уравненгямъ 

1Х(-Г)-^4=о, >') 

если же фунщгя Г, кромть того, еще изобарна съ вшомъ 

р = ^ (п/лг + ш//2 + . . . + аіік + ) , то достатогно, гтобы 

она удовлетворяла только одному уравненію 

ХЛГ)-^хг = о; (39) 

при чемъ в съ х% считается равнымъ 0 и в съ хх равнымъ 1. 
9 
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§ 31. Коэффиціенты коваріанта и ихъ взаимная 
зависимость. Теорема С а у 1 е у. Полуинваріаиты. 

Иусть коваріантъ Г(а, Ъ, . . . .9; я?„ ж2) представленгь 
въ вид 

Г=Спх1 + (~\ Схх?-Іх%+ . . . + С х% \ 

тогда коэффиціенты его С% должны 'быть ц лыми однородными 
полиномами относительно коэффиціентовъ каждой формы и изо-
барными съ в сомъ 

Рі=р — (У — і) 

==^(п/л1-\-т/ліі+ . . . ^/^^/>. + и) — (и — і), (40) 

т. е. ихъ в съ РІ равняется А + г, потому что иат> § 29 мы 

знаемъ, что имдексъ А коваріантаравенъ -{пц^тщЛ-.. >~\~^ик— ). 

Для того, чтобы иайти соотношенія между коэффиціептами СІ 

коваріанта, подставимт> его выраженіе вт> вышеприпеденной 

форм въ дифференціальное уравненіе коваріанта 

тогда мы получимъ тождественное равенство 

= 2Ху — і+1) (^ц)си х^х^ ; 

сравнивая кояффиціенты подобныхъ члепопгь въ об ихъ частяхъ 
ятого равенстпа, мы получимъ 

Х2(С0) = 0, 

•ЛЯ(ЧІ) = = 2С], 

(41) 
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Х»(СІ) = ІСІ_1, 

х 2 (а ) = а-ь 

Эта система равенствъ, конечно, равносильна уравненію 
коваріанта 

Подобно предыдущему уравнепіе коваріанта 

дГ 

дастъ тождественное равенство 

V V 

ЖіХ(СІ)х}-іх$=2 *.•.(• 7)С і * і ~°~1)х*~х 

= 27(г + 1) ( т ~ ) а+і а т»' ̂ ; 

сравнивая коэффиціенты подобныхъ членовъ въ об ихъ частяхъ 
отого равенства, мы получимъ 

%(С0) - .Си 

-аГі(Сі) = ( - 2 ) с 3 , 

(42) 

Х х ( а ) = ( - г ) С і + 1 , 

Х2 (С —і) — С . 

Эта система равенствъ, конечно, равносильна уравненію 
коваріанта 
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Иаъ іюсл дней системы соотнооіеній между ковффиціен-
тами СІ коваріанта мы им емъ 

С, = ІХ, (С„), С, = ̂ Х . Ч С І ) ; . . . а = „(^- і^ іл Х.ЧС); 

сл довательно, мы можемъ всякій коваріантъ иредставить въ 
вид 

Коэффиціентъ С0, опред ляющій такимъ образомъ вполн 
коізаріантъ Г, назовемъ главнымъ коэффщіентомъ коваріанта. 

Мы знаемъ, что главный коэффиціентъ С0 коваріанта Г 
есть ц лый многочленъ, однородный относительно коэффиціентовъ 
каждой бинарной формы системы, изобарный съ в сомъ 

р0 = ^ (я/*і + тц% + . , . -{-^/^,. — ) и удовлетворяющій урав-

ненію Х2(С0) — о . 
Теперь мы докажемъ обратное нредложеніе: 
Теорема С а у 1 е у і). Если С0 (а, Ъ, . .. з) есть і{ лая 

раціональная функція, однородная относительно коэффи-
і^іентовъ каждой бинарной формы системы, изобарная съ 

в сомъ р0 = 2* (пцх + ті±г + . . . -\-дщк — ), и если она удов-

летворяетъ уравненію Х2 (С0) = 0, то функція 

Г= ОМ'+\хі№)х1*-*ъ+ ТГ2Х?{С,)хх»-*х*+ ... + (43) 

служитъ совм стнымъ коваріантомъ данной системы формъ. 
Такъ какъ в съ коэффиціента Хг

{{С^) равенъ р0-{-і, то 

1) Сауіеу . А хесонсі тетоіг ироп дианіісз. РЫІОборЬісаІ Тгапеас-
ііопв, оі. 146, рр. 101—126. 1856. 
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в съ всего члена ^—^ ^Х1

і(С0)ж1

у-*ж2' равенъ 

если иринимать в съ х2 равнымъ 0 и в съ хх — равнымъ 1; 
сл довательно, на основаніи иосл дняго предложенія въ § 30, 
для того, чтобы докавать наіпу теорему, необходимо только 
доказать, что функція Г удовлетворяетъ дифференціальному 
уравненію 

^(Л-|^=о, 

или, что тоже самое, систем соотнокіеній (41), т. е. надо 
доказать, что ея коэффиціенты С% удовлетворяютъ равенствамъ 

Х2(СІ) = ІСІ-І, гд г = 1 , 2, . . . ; 

но мы им емъ СІ = и, _ ^ ( — іЛ- Г) ^ (^)і сл доіза-

тельно надо обнаружить снраведливость равенствъ 

У ( У _ І ) . . . ( _ І 4 - І )
 Х% Хі% ^ °°) = (у—і). . .( ^ + 2 ) Х*~1(С*>' 

гд г = 1 , 2, . . . Р, 

или равенствъ 

Х2Х1

і(С0) = г( - г + 1 ) Х Г 1 ( С 0 ) , гд * = 1, 2, . . . у; 

мы знаемъ иаъ § 18 соотношеніе 

(х2 X* - *! х%) ф=і{х-ъ+і) хг ад, 
при чемъ въ данномъ случа ф== С0 им етъ эксцеесъ 

Х = щ±х + тіхг-\-.. . + (Ц*.к~-Ъ$ъ = , и Х 1

і Х 2 (С 0 )=Х 1

, (0) = 0, 

сл довательно, равенства 

ХІХ1

І(С0) = І(»-І+1)ХГ1(С0), гд » = 1 , 2, . , . и 

снраведливы, и теорема Сауіеу, такимъ образомъ, доказана. 
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Зал шніе. Ц лая раціональная функція С(а,Ъ, . . . з), 
однородная относительно коэффиціентовъ каяэдой формы данной 
системы, изобарная съ произвольнымъ в сомъ р и удовлет-
воряющая уравненію Х2(О) — 0, называется полуинваргантомъ 
данной системы бинарныхъ формъ; онъ отличается отъ инва-

ріанта только т мъ, что р ф -9- (щг + т/л2 + . . . + д/ік). 

Сл довательно, нолуинваріантъ удовлетворяетъ вс мъ 
условіямъ главнаго коэффиціента для коваріанта норядка 

= п/^ + ж//2 + . . . + щ±к — 2р, и необходимо только, чтобы 
щіх + т/л2 + . . . + щік — %р > 0. 

Пусть П/ЛІ + т/Ля + . . . + с^ц,. — 2р <с 0; вообразимъ 
другую систему бинарныхъ формъ 

порядковъ і > м , М>т, . . . ^>^; иусть ихъ коэффиціенты 
будутъ Оо, аг, . . . а , Ь0) Ьи . . . Ът, . . . в0, $ п . . . *„. 
Очёвидйо, что функція С(а, Ь, . . . з) будетъ удовлетворять 
и для новой системы уравненію Хг,(С) = 0; если для повоіі 
системы число 

положительное, то С будетъ служить главнымъ коэффиціептомъ 
коваріанта норядка и для новой системы; такихч, новыхъ 
еистемъ можно, конечно, вообразить безчисленное множество. 

§ 32. Число основныхъ*) совм стныхъ коваріан-
товъ системы бинарныхъ формъ. 

Мыужезнаемъ, что совм стный коваріаптъ Г{а,Ъ,...з;ж15ж2) 
данной системы бинарныхъ формъ посл зам ны въ немъ 
а?1? х% черезъ ^х, с2 д лается совм стнымъ инваріантомъ дан­
ной системы 

1) Зд сь говорится объ осиовныхъ совм стныхъ коваріаптахъ въ 
смысл А г о пп о 1 сГа — черезъ ыихъ выражаются алгебраически вс 
остальные коваріанты даниой системы. 
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съ ирибавлепіемъ къ пей еіде линейной формы 

и наоборотъ, если въ совм стномъ ииваріант /(щ Ь,. . . в, $) 
системы (I, II) яам нить $г, с2 черезъ хг, а?8, то иолучится 
совм стный коваріантъ системы (I). 

Сл дователыго, на основаніи предпосл дпяго предложенія 
въ § 22 мы скажемъ, что система бинарныхъ формъ, для 
которой им ета м сто неравенство 

О + т + . . . + # + 1) + & + 1 > 4 

или, что тоже самое, неравенство 

(п + т + . . . + а) + к > 2, 
им етъ 

(п + ж + . . . + д) + к — 1 

осповпыхъ совм стныхъ коваріантовъ. черезъ которые выра-
жаются вс остальные. Но вышеприведенное неравенство 
пе им етъ м ста только въ единственномъ случа , если даішая 
система состоитъ изъ одной линейной формы, для которой 

(™ + ж + . . . + д ) + & = 2 ; 

для этой ;ке системы суіцествуетъ единственный основной 
коваріантъ — это сама линейная форма, такъ какт, вта форма 
а0 хА + аг х2 съ линейной формы <?2 хл — 6г х% им етъ только 
одинъ основной совм стный инваріантъ / 1 Д = а0 & + ах 62 

(§ 19, Прим. 2). 
Такимъ образомъ, мы приходимъ къ заключенію, что 

всякая система бинарныхъ формъ им етъ 

(п + т + . . • + (?) + к — 1 (44) 

основныхъ въ СМЫСЛУЪ АгоипоІсГа совм стныхъ коваріантовъ. 
Втэ частномъ случа , когда мы им емт? одну бинарную 

форму п- о порядка число ея основныхъ коваріаптовгь равно п. 
Прим ръ. Изъ § 19 (Прим. 3) мы заключаемъ, что форма 

€а х1 — сх ж2 съ формою 2-го порядка а0хг

2 + 2аг хл х2 + а% х* 
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им етъ два совм стныхъ инваріанта: 

а 0 а 2 — а / и а0^1

2 + 2а1^1^2 + а 2 ^ 2 ; 

сл довательно, бипарная форма втораго порядка 

им етъ два коваріанта: одинъ нулеваго порядка, т. е. инваріантъ 

и другой втораго порядка — это сама бипарная форма 

эти два коваріанта и суть ея основные коваріанты. 

§ 33. Число линейно-независимыхъ совм стныхъ 
коваріантовъ системы бинарныхъ формъ. 

Такъ какъ вс коваріанты Г(а, Ъ, . . . з; х19 ж2) дан-
ноі1 системы бинарныхъ формъ, если въ нихъ ввести вм сто 
Ж], ж2 перем нныя ?17 $,, могутъ быть получены изъ сов-
м стныхъ инваріантовъ этой системы и линейной формы 
с2Жі — <?аж2, то при опред леніи числа линейно-иеяависимыхъ 
коваріантовъ данныхъ степеней /л1ч //2, . . . цк и даннаго по­
рядка надо воспольяопаться формулами §§ 24, 25. 

Искомое число будетъ выражаться такъ : 

Ы — ЩІРіі I1* • • •/<*, у ) ~ ^ - і ( у " і » /«2, • • •/"А, "), (45) 

гд Ч^ (уц„ //2, . . . цк, и) есть число р шеній Діофантовой 
системы уравненій: 

ь0 ~т" ^і і • • • "Т~ ' т / г̂ « 

4 + < і Т . . . т ^ - / « і , (46) 

^ + 2?,+ . . . + ^ + 2 г 2 + . . . + * 1 + 2*2 + . . . -\-аіч + Гі = Р, 

гд ^ = ~2(п/іг"+" ж/і2 + • • • + № + 1 • )-
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Изъ § 25 мы знаемъ, что это число ч^Р(/л, /І 2 , .../ік, ) 

равно коэффиціенту при лУаі у « . . . Ри і Р ВЪ разложеніи 

по возрастающимъ стеиенямъ выраженія 

і і 

( 1 — х){\— х). . . ( 1 — п х) (1—у)(1— у)...(1— '»у) 

1 1 

(1—и)(1— и)...(1— {іи) (1 — г») (1 — і) 

и число ^ приводится къ такому виду: 

# * = [ ( 1 — ) Ац,« ( ) . ^ , « ( ) . • • <рнл (у). $*„,, ( ) ] Р. (47) 

Такъ какъ 
1 — »И-і 

то 
# „ = [ ( 1 - Н-і) ^ . і ) И ( ) фІЧ>т ( « ) . , , фнл { ) \ . (48) 

Мы знаемъ изъ § 27, что функція ф^п ( ) обладаетъ 

свойствомъ 

ПУСТЬ Ш(*;) — ^ 1 > п ( ) ^ „ в , ( ) . . . <рМк,д( ), ТОГДа МЫ ИМ вМЪ 

і[г («,) = <г/̂ -і + т^2 + . . . + ̂  \хг | __ V 

пусть ( — 1) ХР (г;) = ф (г;), тогда 

ф{у) = — г ^ і + "/Ч + • • • + я к

+ ф (—) 

или 

ф( ) = — хф(—\ гд х = пі±х + тщ + . . . + а/ц + У ; 

такт> какъ ф( ~) ц лый полиномъ степени х, что сл дуетъ 

изъ § 27, 1° и 2°, то мы им емъ 

ф(у) = с 0 ^ + с 1 ^ - 1 + . . . +сх, 

*ф(-^ = с0 +сг + . ' . , . + сх *, 

9* 
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и в ъ силу равенства ф( ) = — уф( — V получимъ 

С0 Сх) сх Сх—і, . . . С х С х 0 5 
1Г Т 

сл довательно, п р и н я в ъ во вниманіе, что ^ =р, мы получимъ; 

0 = [( — 1) фІЧ>п ( ) ф^т ( ) . . . фІ±кЛ (у)] Р ; 

складывая это равенство почленно съ равенствомъ (48), мы 
получимъ 

Ы = [( * — »•+») ф^п ( ) фІЧ,ш ( )... фнл {у)\ (49) 
или 

Ж = [(1 — ) ^ 1 > й ( ) ^ , « ( ). .. ^ ( ) ] Р - , (50) 

гд >̂ — равно ^ (%/іі + т/і8 + . . . + № — ), т. е. равно 
в су 2^о главнаго коэффиціента коваріанта или индексу Д. 
Этотъ результатъ можно было предвид ть, исходя изъ теоремы 
С а у і е у , иотому что число [ ( 1 — )ф^п( )ф^т( )...ф^я( )] Р^ 
равно ( § 2 5 ) числу линейно-независимыхъ иолиномовъ 
С(а, Ь, . . . §), однородныхъ относительно коэффиціентовъ 
каждой формы данной системы, изобарныхъ с ъ в сомъ 

2>о = 2 (м/і1 + т / і 2 + . • • ~\-д_цк — У) и удовлетворяющихъ урав-
ненію Х 8 (С) = 0, изъ которыхъ каждый при > 0 служитъ 
главнымъ коэффиціентоміз вполн имъ опред ляемаго кова­
ріанта порядка данной системы. Но это посл дпее раз-
сужденіе нельзя считать строгимъ доказательствомъ нашен 
формулы, иотому что въ данпомъ случа для цолуинваріанта съ 
/ Ф О не доказана независимость системы (Ь), что было доказано 
для инваріантовъ въ § 24. Наоборотгь, изъ нашего вывода 
формулы (50) сл дуетъ, что система (Ь) независима и при ̂ > 0. 

Всл дствіе взаимности двухъ индексовъ функціи фм,п( ) 
въ выраженіи N^, т. е. всл дствіе свойства фщпі ) — фп,ц ( ) , 
одна бинарная форма и система бинарныхъ формъ обладаютъ 
свойствомъ взаимности и но отношеиію къ ихгь коваріантамъ. 
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Въ данномъ случа обощеніе теоремы Н е г т і і е'а, предложенное 
Н и г \ і і ъ 'омъ для совм стныхъ инваріантовъ системы бинар-
ныхъ формъ, надо видоизм шггь такимъ образомъ: 

Если взять дв системы бинарныхъ формъ: 

I) /х, Л, • • • /г', -̂ і» ^я» • • • -̂ *» 

соотвтътственно порядковъ 

щ, щ, . . . пг', іг, &2, . . . 6/с, 

П) дх, д%, . . . дг) $\, 1 і , . . . і^, 

соотвтътственно порядковъ 

ти т%, . . . тг; Іг, Іг, . . . 14| 

то гисло линейно-независимыхъ совмтъстныхъ коваріантовъ 
порядка , имтъющихъ степени тг, т 2 , . . . тг; /гх, /г2, . . . Ъ,к, 
для первой системы равно гислу линейно-независимыхъ 
совм стныхъ коваргантовъ того же порядка , имтъющихъ 
степени щ, щ, . . . п,-; к1: &2, . . . &&, для второй системы. 

§ 34. Опред леніе числа линейно-независимыхъ 
коваріантовъ одной бинарной формы. 

1° Пусть мы им емъ одну форму третьяго порядка. 
Для нея число линейно-независимыхъ коваріантовъ степени /і 

и порядка равно коэффиціенту нри Х - Р<>, т^р0=^~(3// — ) , 

разности двухъ разложеній по восходящимъ стененямъ 

і 

(1— ) (1— л?)(1— гоо) (1— гав) (1—х)[\— сс) (1— 2оо) (1— "а?)' 

первое разложеніе им етъ видъ 

Такъ какъ мы им емъ = З/і—2^ 0^0, то Ро^тЩ) сл -

довательно для насъ им югь зваченіе только первые 1 + -кц 
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или, лучше, 1 + Е^ц членовъ въ каждой скобк . Пом стимъ 

коэффнціенты этихъ членовъ въ сл дующую таблицу: 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

Подобно этому коэффнціенты втораго разложенія распо-
лагаются въ таблиц , которую получимъ изъ этой же, если 
отбросимъ посл дній квадратъ въ каждой строк . Наконецъ, 
коэффнціенты разности этихъ двухъ разложеній мы получимъ, 
если изъ каждаго коэффиціента перваго разложеній вичтемъ 
стоящій въ таблиц сл ва коэффиціентъ втораго разложенія; 
такимъ образомъ получится сл дующая таблица: 

Л 
0 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

1 2 

2 3 

3 4 

3 

4 

5 

4 

5 

7 

4 

6 

7 

5 

6 

8 8 

0 

0 0 

0 0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

0 

1 

0 

1 

0 

1 0 

7 
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Изъ этой таблицы мы видимъ, что для бинарной формы 
третьяго порядка существуютъ сл дующіе линейно - независи-
мые коваріанты: 

1-й степени — одинъ; его порядокъ = 3 . 1 — 2 . 0 = 3; 
это сама бинарная форма / 3 . 

2-й степени — два; ихъ порядки : = 3 .2 — 2 . 0 = 6, 
у = 3 . 2 — 2.2 = 2; это квадратъ формы, т. е. /3

2. и Г2>2. 

3-й степени — три; ихъ порядки: = 3 . 3 — 2 . 0 = 9, 
у = 3 .3 — 2.2 = 5, у = 3 . 3 — 2 . 3 = 3; это суть коваріанты: 
/ 3 / Г Г 

У з ? У З • А 2,2? х 3,3* 

4-й степени — пять; ихъ порядки: у = 3 . 4 — 2 . 0 = 1 2 , 
у = 3 .4 — 2.2 = 8, = 3 .4 — 2 . 3 = 6, = 3 . 4 —2 . 4 = 4, 
у = 3 . 4 — 2 . 6 = 0 ; это суть коваріанты: /Д /3

2.Г2>2, / 3 .Г 3 ) 3 , 
Г 2 Г 
х 2,2 ? А 4,0 • 

5-й степени — шесть; ихъ порядки: = 3 . 5 — 2.0 = 15, 
у = 3 . 5 — 2 . 2 = 11, = 3.5 — 2 . 3 = 9, = 3.5 — 2 . 4 = 7 , 

= 3.5 — 2 . 5 = 5, = 3 . 5 — 2.6 = 3; это суть коваріанты: 
/3 ? УЗ • А 2,2? У З • х 3,3? У З • х 2,2 ? А 2,2 • х 3,3? »• 4,0 « У З * 

6-й степени — восемь; ихъ порядки: = 3.6 — 2 . 0 = 1 8 , 
= 3.6 — 2.2 = 14, у = 3. 6 — 2.3 = 12, = 3 . 6 - 2 . 4 = 1 0 , 
= 3 . 6 — 2 . 5 = 8, = 3 . 6 — 2 . 6 = 6 (два коваріанта), 
= 3 . 6 — 2 .8 = 2; это суть коваріанты: /3

6, / 3

4 .Г 2 2 , / 3

3 . Г 3 3 , 
/з2-Г2)2

2, / 3 .Г 2 > 2 .Г 3 ) 3 , два изъ трехъ — Г2)2

3, Г3/, Г4)0./3

2, 
и г 4 ) 0 .г 2 > 2 . 

Такъ какъ только два изъ трехъ коваріантовъ 6-й сте­
пени и 6-го порядка суть линейно - независимые, то между 
Г2)2

3? Г3>з
2, І \ 0 . / 3

2 должно существовать линейное соотношеніе; 
и д йствительно, Сауіеу нашелъ, что эти три коваріанта 
связаны соотношеніемъ 

. Г 3 і 3

2 - Г 4 ) 0 . / 3

2 + 4 Г 2 / = 0, (51) 

которое мы выведемъ въ сл дующемъ нараграф . 

2° Возьмемъ, дал е, бинарную форму четвертаго порядка; 
для нея число линейно-независимыхъ коваріантовъ степени /л 
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и порядка равно коэффиціенту при х^ Ро, гд 2>0

 = ^ ( 4 / Л — ), 

въ разложеніи по восходяіцимъ степенямъ разности выраженій 

і 

(1 — ав) (1 - ав) (1 — г/2 ав) (1 — г ав) (1 — і ав) (52) 

(1 — ) (1 — і/л?) (1 - 2 ав) (1 - ъ х) (1 — 4 л?) ' 

первое изъ этихъ выраженій разлагается такъ: 

1 + ж ( 1 + г; + 2 + 3 Н-^) + ж 2 (1+г; + 2 ^ + 2г;3 + 

д 4 + Зг;5 + 2г;6 + 2 7 + 8) + . . . 

для насъ им ютъ значенія только т члены въ скобкахъ, для 
которыхъ 4/л — 2р0 > 0 или р9 < 2/І, Т. е. иервые 1 + 2/І 
членовъ; коэффиціенты этихъ членовъ можно разм стить въ 
сл дующей таблиц : 

Л 
0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Коэффиціенты въ разложеніи втораго выраженія будутъ, 
конечно, представлены этою же таблицей, если въ ней от-
бросить носл дніе квадраты. Коэффиціенты въ разложеніи 
разности двухъ данныхъ выраженій получатся, если мы въ 
наінеп таблиц изъ каждаго чис.іа вычтемъ число, стояіцее 

1 1 

1 

2 

1 

3 

1 

2 

5 

1 

3 

6 

1 

2 

5 

9 

1 

3 

6 

10 

1 

2 

5 

8 

13 

1 

3 

5 

9 

14 

1 

2 

4 

7 

11 

іг> 

1 

2 

4 

7 

11 

16 

1 

1 

3 

5 

8 

12 

18 
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сл ва въ той же строк ; такимъ образомъ мы получимъ 

таблицу: 
! < • 

1 0 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

2 

0 

1 

1 

1 

1 

2 

3 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

2 

3 

0 

1 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

1 

і 

1 . 

2 

7 

Изъ этой таблицы мы видимъ, что для бинарной формы 

четвертой степени суіцествуютъ сл дуюіціе линейно-независимые 

коваріанты: 

1-й степени —одинъ; его порядокъ = 4 . 1 — 2 . 0 = 4, 

это сама форма / 4 . 

2-й степени — три; ихъ порядки: — 4 . 2 — 2 . 0 = 8, 

у = 4 . 2 — 2 . 2 = 4 , = 4 . 2 — 2 . 4 = 0 ; это суть — /Д І \ 4 , Гй>0. 

3-й степени — пять; ихъ гіорядкй : у = 4 . 3 — 2 . 0 = 12, 

у = 4 . 3 — 2 . 2 = 8, у = 4 . 3 — 2 . 3 = 6, = 4 . 3 — 2 . 4 = 4, 

у = 4 . 3 — 2 . 6 = 0; это суть — / / , / 4 . Г М , Г3)С, Г м •/*, I V 

4-й степени — восемь; ихъ порядки: у = 4 . 4 — 2 . 0 = 1 6 , 

„ = 4 . 4 — 2 . 2 = 12, у = 4 . 4 — 2 . 3 = 10, ^ = 4 . 4 — 2 . 4 = 8, 

(два коваріанта), = 4 . 4 — 2 . 6 = 4 (два коваріанта), 

= 4 . 4 — 2 . 8 = 0 ; это суть — / 4\ Ц . Г м , / 4 .Г 3 , 6 , ГМ.У? 
И *- 2,4 ? 1 3,0 ' - Л И 1 2,0 • 1 2,4? ^ 2,0 • 

5-й степени — дв падцать; ихъ порядки: у = 4 . 5 — 2 . 0 = 2 0 , 

у = 4 . 5 — 2 . 2 = 16, = 4 . 5 — 2 . 3 = 16, у = 4 . 5 — 2 . 4 = 1 2 

(два коваріанта), = 4 . 5 — 2 . 5 = 10, у = 4 . 5 — 2 . 6 = 8 
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(два коваріанта), = 4 . 5 — 2 . 7 = 6 , у = 4 . 5 — 2 . 8 = 4 (два 
коваріанта), = 4 . 5 — 2 .10 = 0; это суть —/Д / 4

3. Г24, Г2>0.// 

И У 4 • *- 2,4 > А 2,4 * *• 3,6? ^ 3,0 ' / 4 И 1 2 0 . / 4 . 1 2 ) 4 , •*- 2,0 • -*- 3,6? *• 2,0 * / 4 

и г 3 ) 0 . г 2 4. 
6-й степени — восемнадцать; ихъ порядки : = 4. 6 — 

— 2 . 0 = 24, = 4 . 6 — 2 . 2 = 20, = 4 . 6 — 2 . 3 = 1 8 и = 
= 4 .6 — 2 . 4 = 16 (два коваріанта), у = 4 . 6 — 2 . 5 = 14, 

= 4 . 6 — 2. 6 = 12 (три коваріанта), = 4 .6 — 2.7 = 10, 
= 4 . 6 — 2 . 8 = 8 (три коваріанта), У = 4 . 6 — 2 . 9 = 6, 
= 4. 6 — 2.10 = 4 (два коваріанта), = 4 . 6 — 2 . 1 2 = 0 

(два инваріанта); это суть коваріанты — /4

6, /4

4. Г м , /4

3. Г3(6, 
Г2)0-/44 и/ 4

2 .Г 2 Д /4.Г2 > 4. Г3)6, три изъ четырехъ — Г3>0./4

3, 
Г / 2 Г Г 3 м Г 2 Г і V V 2 /"2 Г Г 2 Г /* Г 

І2,0 4 л2,4) г 2,4 п х 3,6 ? х 2,0 ••/ 4 • А 3,6? А 2,0 • •/4 ? *- 2,0 • *- 2,4 ? А 3,0 ••/ 4 • *- 2,4? 

1 3,0 • і 3,6? ^ 2,0 • •- 3,0 '• '4 ^ і 2,0 • I 2,4? * 2,0 И 1 3,0 • 

Такъ какъ изъ четырехъ коваріантовъ 6 - й степени и 
12-го порядка только три линейно - независимыхъ, то между 
ними должно суіцествовать линеГшое соотношеніе ; С а у 1 е у 
нашелъ это соотношеніе: 

Г 2 

1 3,6 

Г / 3 — Г / 2 Г 4-4Г 3 = 0 
1 3,0 • V 4 х 2,0 • ^ 4 • А 2,4 \ ^ А 2,4 

(53) 

мы выведемъ его въ сл дующемъ параграф . 

Подобно предыдущему можно составить таблицу для чиселъ 
линейно-независимыхъ коваріантовъ бинарной формы пятаго 
порядка: 

/1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 1 0 

1 

1 0 0 

1 0 1 0 1 0 

1 0 1 1 1 1 1 0 

1 0 1 1 2 1 2 1 2 0 1 

1 1 2 2 2 2 3 2 2 1 1 

6 
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Такимъ образомъ Сауіеу составилъ таблицы для кова­
ріантовъ бинарныхъ формъ : 

для формъ 3-го, 4-го и 5-го норядковъ до 18-й стеиени, 
для формы шестаго порядка до 15-й стеиени, 

„ „ седьмаго „ „ 12-й „ 
„ „ восьмаго „ „ 10-й „ 

§ 35. Построеніе основныхъ коваріантовъ бинар­
ныхъ формъ при помощи теоремы С а у і е у . 

Изъ теоремы С а у і е у , доказанной въ § 31, сл дуетъ, 
что для построенія коваріанта стеиени /і и порядка для 
бинарной формы гг-го порядка достаточно найти его главный 
коэффиціентъ С0, т. е. найти однородный иолиномъ стеиени /л 
относительно коэффиціентовъ данной бинарной формы, изобар-

ный съ в сомъ (п/і — ) и удовлетворяющій уравненію 

Х2(С0) = 0. Воснользуемся этимъ способомъ для построенія 
основныхъ коваріантовъ для бинарныхъ формъ 3-го и 4-го 
норядковъ. 

1° Бинарная форма третьяго порядка 

_/д — й п ССХ ~\ оСіу Х-у Хе, і Обі-о Х^ Х% ~\ (ь3 х% 

им етъ три основныхъ коваріанта (§ 32), черезъ которые 
алгебраически выражаются вс остальные; такими коваріантами 
можно считать (§ 34, 1°) — / 3, Г2>2, Г4>0, изъ нихъ посл дній 
есть изв стный намъ изъ § 10 (Прим. 3) дискриминантъ 

І\0 = а*а0

2 — 6 а а 2а ха 0 + 4а 3 а* + 4а 2

3а 0 — 3а% а*; 

для того, чтобы вычислить коваріантъ 1\2, мы опред лимъ 
его главный коэффиціентъ С0; это будетъ однородный иоли­
номъ 2-й стеиени относительно а0, а1? а2. а3, изобарный съ 

в сомъ р0 — — (3 . 2 — 2) = 2 и удовлетворяющій уравненію 

- а 0 + 2-г-°«і + З г--° а2 = 0 ; чтоопред ляетъ Сй=а^аг— а*. 
дах да2 даг 

Остальные коэффиціенты на основаніи теоремы Сауіеу будутъ: 
ю 
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2Сг — Хх (С0) — а0 а3 — аг а%, 

2 . 1 0 , = Х?(С0) = 2(аха3-а?) ; 

сл довательно, искомый коваріантъ будетъ (54) 

^2,2 = («0 ^2 «і*) ^ 1 2 + («о й 3 <̂ 1 Я 2 ) Ж 1 Ж 2 + («1 <*<3 «2 2) #8* 5 

этотъ коваріантъ называется Г е с с е в с к и м ъ : онъ равенъ 
детерминанту 

і 

36 

дх1дхі дх^' 

<*•/, 

дхг дх2 

д , 

свойства котораго впервые были изучены Невзе. 
Подобно предыдущему можно найти и коваріантъ Г3)3, 

который выражается ирраціонально черезъ основные, но 
квадратъ котораго выражается черезъ нихъ раціонально 
(§ 34, 1°). Для этого коваріанта главный коэффиціентъ С0 

долженъ быть однороднымъ полиномомъ степени 3 и изобар-

нымъ съ в сомъ 2^о = (3 -3 — 3) = 3, т. е. вида 

(лі^ сь3 і сх сіц ах СІ2 \ с 2 ах і 

кром того онъ долженъ удовлетворять уравненію Х% (С0) = 0, 
что даетъ для с1? с2 значенія — 3 , + 2 ; сл довательно, мы 
им емъ С0 = &0

2 а3 — 3 а0 ах а% + 2а,3. Остальные коэффиціенты 
будутъ: 

3 Сх = Хх ( С0) = 3 (а0 ага3 — 2 а0 а$ + а? а 2 ), 

30 2 = -у X*(С0) = — 3 (а0а2а3 — 2а?а3 + а га2

2) , 

^ = 2ТЪ Х?(Со) = — («о«з2 + 3а х аяа3 — 2 а2

3) ; 

такимъ образомъ мы получаемъ (55) 

Г3)з — («о2 «з ~ За0«! а 2+2а 1

3) а?]3 + 3(а0«! а3—2а0 а%-\-а? а%)х? х%— 

— 3(а0а2а3—2а1

2а3+а1а2

2)ж1ж2

2—{а0а3-\-^ага%а3—2а2

3)ж2

3. 
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Для того, чтобы найти линейное соотношеніе Сауіеу 
(§ 34, 1°) для Г3/, Г4)0./3

2 и Г2(2

3, восіюльзуемся способомъ 
неопред ленныхъ коэффиціентовъ: пусть искомое соотношеніе 
будетъ 

1 3,3 I ь -1 4,0 • и 3 I ° *• 2,2 > 

для опред ленія коэффиціентовъ с и с' разсмотримъ форму 
/з = жг

3+ж2

3, для которой Г 4 > 0 = 1 , Г8)2 = ж1а;2 и Г8>8 = а;1"—ж2

3; 
подставивъ эти частныя значенія въ наше соотношеніе мы 
получимъ тождественное равенство 

(1 + с)^ й —(2 —2с — С О ^ ^ + СІ + ^ ^ Е Е О , 

которое даетъ с = — 1 и с' = 4; сл довательно, искомое 
линейное соотношеніе им етъ видъ: 

1 3,3 ^І,0'УЗ > ^ А 2,2 / -

Коваріанты Г4 0, / 3, Г2)2, Г3)3 называются неприводимыми 
коваріантами бинарной формы 3-го иорядка: они не могутъ 
быть выражены ц лыми и раціональными функціями черезъ 
коваріанты низшихъ степеней и порядковъ. Дальше мы пока-
жемъ, что другихъ неприводимыхъ коваріантовъ для формы 
/3 не существуетъ. 

2° Бинарная форма четвертаго иорядка 

/4 = а0 х* + 4 аг х* а?2 + 6 а2 хг* х2

2 + 4 а3 хх х2

3 + а4 #2

4 

им етъ четыре основныхъ коваріанта (§ 32), черезъ которые 
выражаются вс остальные; такими коваріантами можно счи-
тать (§ 34, 2°) — / 4, Г2>4, Г2(0, Г3)0, изъ нихъ посл дніе два 
суть изв стные намъ изъ § 10 (Прим. 6) инваріанты 8 и Т: 

Г2)0 = # = а0 а4 — 4 ах аг + 3 а2

2, 

Г3)0 = Т == а0 а3

2 —2 аг а2 а3 — а0 а% а4 + а2

3 + а/ а4. 

Для того, чтобы вычислить коваріантъ Г2>4, найдемъ его 
главный коэффиціентъ С0; это будетъ опять С0 = а0аг — а*. 
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Остальные коэфиціенты опред лятся такъ : 

4 С І = Х1 (С0) = 2(а0а3— а х а 8 ), 

6 С2 = — -ЛГІ2 (<?„) = (а 0 а 4 + 2 «! а3 — 3 а2

2), 

4 С3 = -̂ - Хг

3 (С0) = 2 (аг а4 — а2 а8), 

сл довательно, искомый коваріантъ им етъ видъ: 

Г2,4
 = = (я0 «2 ~~ #і2) #і4 "Ь 2 («0 а3 — ах а2) хг

3 х% + (а0 а4 + 2 ах а3 — 

— 3 а2

2) а?!8 ж2

2 + 2 (ах &4 — а8 а3) х1 ж2

3 + (а2 а4 — а3

2) жз4 5 (56) 

это есть Гессевскій коваріантъ: онъ равенъ детерминанту 

*А */* 

э2Л ау 4 
1 4 4 

дххдссі дх^ 

Подобно предыдущему можно найти и коваріантъ Г3 6, 
который выражается черезъ основные коваріанты ирраціонально, 
но квадратъ котораго выражается черезъ нихъ раціонально 
(§ 34, 2°). Для этого коваріанта главный коэффиціентъ 
долженъ им ть видъ 

О 0 (л/ц С13 | С^ Сіц а^ Я 2 |~ С2 Сіі у 

при чемъ условіе Х2(С0) = 0 даетъ с1 = — 3, с2 = + 2 ; то есть 

О0

 = = а 0 а 3 о О/0 а г &% ~т~ А а г \ 

Остальные коэффиціенты получатся такимъ образомъ: 

6 0 х = Хх (С0) = а 0

2а 4 + 2 а 0 аха3—9а0 а2

2 + 

+ 6 аг

я а2, 

і б а X*(Со) = 5 (а0 ах а0 — 3а0 а2а3-\-2аг

2а3), 



3 ах а2а^^г2 ах «/), 

2 аг а3 аі + 9 а2

2 а4 — 

З Й 2 а 3 а 4 + 2 а3

3). 

Сл довательно, искомый коваріантъ им етъ видъ: 

Г3;б — (а0

2 аъ — За0сьх&2 + 2а?)х* + (<х0

2а4 + 2а0 аха3 — 9а0а2

2 + 

| \)СЬ-± 0>%) *&\ 3^2 ~I " 1 ^ 0 ^ 1 ^ 4 Об^о й 2 С̂ з ~1 &(Ь\ (Ьз) *^1 *^2 _ 

— 10 (а0 а3

2 — а^ <х4) ж/ ж2

3 — 5 (а0 а3 а4 —' Зах а2 а4 + 

+ 2ах а3) х*х%— (а0 а 4

2 + 2ах а3 &4— 9а2

2 а4 + 6а2 а3) хг х% — 

— {ах аі — За2 а3 а4 + 2 а3) х%. (57) 

Для того, чтобы найти линейное соотнотеніе С а у 1 у 
(§ 34, 2°) для коваріантовъ шестой степени и дв надцатаго 
порядка, воспользуемся неопред ленными коэффиціентами: 

х 3,6 I 0 1 3,0 • У 4 I ° А 2,0 • ^ 4 • А 2,4 I ° -1- 2,4 ? 

для формы/4 = ж/ + ж2

4 мы им емъ Г2)0 = 1, Г 3 0 = 0, Г2)4 = х*х*, 
Г3 6 = ж1

5ж2 — ххх^\ подставивъ эти частныя выра?кенія кова­
ріантовъ въ линейное соотнотеніе, мы получимъ тождественное 
равенство: 

(V + 1) х,10 х% + (2с' + аМ — 2) х* ж2

6 + (с' + 1) х? ж2

10 = 0, 

откуда опред лимъ с / = = — 1 , с / / = 4 ; для того, чтобы опре-
д лить с, разсмотримъ форму / 4 = бж^ж2

2, для которой Г2 0 = 3, 
Г3)о = 1, Г24 = — За?!2ж2

2, Г3 6 = 0; подставивъ эти частныя 
значенія коваріантовъ въ линейное соотнотеніе, мы получимъ 
тождественное равенство: 

(с .1.6"~с ' .3 .6».3—с".3 8 )а? 1

в а; 8

в = 0, 

149 

2 0 С 3 = ~ Х1*(С0) = -10(а0 а3

2 

1 5 С 4 = — Х1

І(С0) = — 5(а 0 а3 а,— 
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откудаиолучимъс.23=с /.22.3 + с//, или с = — 1, если с ' = — 1 , 
с" = 4; сл довательно, искомое соотношеніе им етъ видъ: 

-•-3,6 -1- 3,0*^4 і 2 , 0 - / 4 • г 2,4 I ^*-1- 2,4 /« 

Коваріанты Г20, Г3)0, Л, Г м , Г3)в суть неприводижые 
коваріанты бинарной формы 4-го порядка. Дальше мы пока-
жемъ, что другихъ неириводимыхъ коваріантовъ для формы 
/4 не существуетъ. 

§ 36. Опред леніе числа неириводимыхъ кова­
ріантовъ бинарныхъ формъ. 

Непуиводимыли коваріантали данной бинарной формы 
мы будемъ называть, какъ и въ иредыдущемъ параграф , такіе 
коваріанты, которые не могутъ быть выражены ц лыми ра-
ціональными функціями черезъ коваріанты низшихъ степеней 
и норядковъ. 

Построивъ по сгюсобу С а у 1 е у (§ 34) таблицы для чиселъ 
линейно-независимыхъ коваріантовъ, не трудно вычислить та-
ковыя же для чиселъ неприводимыхъ коваріантовъ данныхъ 
степеней и порядковъ. 

Напишемъ таблицы Сауіеу, полученныя нами въ § 34 
для чиселъ линейно-независимыхъ коваріантовъ бинарныхъ 
формъ третьяго и четвертаго порядковъ, въ сл дующемъ вид : 

1° для формы 3-го порядка — 

п о р я д к и 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

0 

1 

1 2 

1 

1 

3 

1 

1 

1 

4 

1 

5 

1 

1 

1 

6 

1 

2 

7 

1 
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2° для формы 4-го порядка — 

п о р я д к и 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

0 

1 

1 

1 

1 

2 

1 2 3 4 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

5 6 

1 

1 

1 

7 8 

1 

1 

2 

2 

3 

9 10 

1 

1 

1 

11 12 

1 

1 

2 

3 

Для построенія соотв тственныхъ таблицъ неприводимыхъ 
коваріантовъ воспользуется правиломъ прос ивангя (іатізаде) 
Вуі е з і е ^ а 1 ) : пусть будетъ изв стно число неприводимыхъ 
коваріантовъ степеней низшихъ /л и порядковъ не выше ; 
предиоложимъ, что число вс хъ коваріантовъ типа (//, ), т. е. 
степени /л и порядка , получаемыхъ черезъ умноженіе этихъ 
неприводимыхъ коваріантовъ, будетъ /9; пусть число вс хъ 
линейно-независимыхъ коваріантовъ типа (//, и), даваемое та-
блицей, подобной таблицамъ 1° и 2°, будетъ а; тогда, если 
а>/9, то число неприводимыхъ коваріантовъ типа (/І, У) 
равно а—/?; если же а^/5, то совс мъ не существуетъ не­
приводимыхъ коваріантовъ типа (/І, У), и при томъ, если 
а<С/?, то между указанными выше неприводимыми кова-
ріантами существуетъ /?— а соотношеній. 

Прим няя это правило къ случаю бинарной формы 3-го 
порядка, мы получимъ сл дующіе результаты, которые можно 
отм тить посл довательно на таблиц I : 

1) Р г а п к і і п . Оп іке Саісиіаііоп о/ іке Сепегаііп^ Рипсііопз еіс. 
Ашегісап сГоишаІ, оі. 3, Р. 131. 
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Первый столбецъ таблицы 1° гюказываетъ, что суіцест-
вуетъ одинъ, конечно неириводимый, коваріантъ тиііа (4, 0). 
Третій столбецъ гюказываетъ, что существуетъ одинъ кова­
ріантъ типа (2, 2), и такъ какъ н тъ составныхъ коваріантовъ 
типа (2,2), то онъ, конечно, неприводимъ; кром того третій 
столбецъ даетъ еіце одинъ коваріантъ типа (6, 2), но такъ 
какъ предыдущіе неприводимые коваріанты даютъ одинъ ко­
варіантъ (4, 0 ) . (2, 2) 

н 
аз 

1 

2 

3 

1 

5 

6 

0 

1 

II о р я д к и 

1 2 

1 

3 

1 

1 

4 5 6 

I 

типа (6,2), то число неприводимыхъ коваріантовъ типа (6,2) 
равно нулю. Четвертый столбецъ даетъ одинъ неириводимый 
коваріантъ типа (1,3), одинъ неириводимый коваріантъ типа 
(3,3) и ниодного неприводимаго коваріанта типа (5,3), ибо 
(5,3) = (4 ,0) . (1,3). 

Кром этихъ неприводимыхъ коваріантовъ другихъ мы 
не нолучимъ. При разсмотр ніи коваріантовъ типа (6, 6) мы 
получимъ для /? значеніе 3 и для а значеніе 2, т. е. между 
четырьмя неириводимыми коваріантами (4,0), (2,2), (1,3) и 
(3, 3) существуетъ /9 — а = 1 соотношеніе типа (6, 6); это 
обстоятельство мы можемъ отм тить на таблиц отрицатель-
нымъ значеніемъ а — р === — 1. 
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Точно также можно построить таблицу чиселъ пеприво-
димыхъ коваріантовъ для бинарной формы 4-го норядка: 

п о р я д к и 

Эгготъ способъ опред ленія числа неприводимыхъ кова­
ріантовъ данпой бинарной формы, а также и ихъ типовъ, 
требуетъ, конечно, весьма длинныхъ вычисленій ; кром того, 
онъ им етъ еіце и тотъ недостатокъ, что ири помощи его 
нельзя обнаружить конегности числа пеириводимыхъ ко­
варіантовъ. 

С а у 1 е у *) предложилъ другой способъ, основанный па 
преобразованіи женератрисной функціи 

і — е 

( і — х ) ( і — х)... ( і — "00) ' 

къ изложенію этого способа мы теперь и иерейдемъ. 

§ 37. Опред леніе числа и типовъ неприводимыхъ 
коваріантовъ данной бинарной формы при помощи 
женератрисной функціи по способу С а у і е у . 

Мы знаемъ изъ § 33, что число линейно-независимыхъ 
коваріантовъ стеиени ц и норядка для бинарной формы 

1)Сау1 у. „5есо)нІ Апчпоіг оп Оиапііси", Рпііоз. Тгапйасі. оі. 141 
и видоизм неніе въ „Ыіпі/і Метоіг оп ОиапіЬ"', Рпііоз. Тгапзасі;. оі. 161; 
посл дній способъ изложенъ въ сл дующемъ параграф . 

10* 
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п-го порядка равно коэффиціенту ири аРх*^'1 ^ въ разло-
женіи но восходяіцимъ степенямъ а женератриспой функціи: 

і — х 
(1 — а)(1 — ах) . . . (1—ах н ) 

(51) 

Если же въ этой функціи мы зам нимъ а черезъ ах11 и 
і 

х черезъ 
X , то получится выраженіе 

1 — х~% 

(1 — ах«) (1 — ах1'-2) . . . (1 — ах-п+*) (1 — аж"")' ' 5 2 ) 

въ которомъ коэффиціентъ при а)1 х* будетъ тотъ же самый, 

какой былъ ири а!хх~*(п,х~^ въ первоначальной, и сл дова-
тельно будетъ равенъ числу линейно-независимыхъ коваріан-
товъ степени /і и порядка для бинарной формы порядка п. 

1° Пусть мы им емъ бинарную форму 2-го порядка. 
На основаніи предыдуіцаго мы скажемъ, что число линейно-
независимыхгь коваріантовъ степени /і и порядка и этой 
формы равно коэффиціенту ири а/1 х въ разложеніи функціи 

1 — х~* 

(1 — ах') (1 — а) (1 — ах~2) ' 

это разложеніе им етъ видъ 

1 — X ' 

+а (ж2+ 1 + х~2) 

+а? (ж4+ж2+2+ж~2+ж-4) 

+а 3 (ж 6 +ж 4 + . . . +ж~°) 

+ 
по сокращеніи мы получимъ: 

1 — х~2 

-\-ах2 

+ а 2 ( ж 4 + 1 ) 

+ а3(ж6 + ж2) 

+ . . . . 

+а (ж 2 +1 + ж-2) 

+а 2 (ж 4 +ж 2 +2+ж- 2 +ж- 4 ) 

+а 3 (ж 6 +ж 4 + . . . -\-х~6) 

1 + ; 

і 

-\-ах~* 

+ а2(ж"4 + 1) 

+ а3 (х~в + аг2) 

+ . . . . ; 
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это же выраженіе равно 

если черезъ А(х) обозначить выраженіе 

і 

( 1 — ах2)(1 — а 2 ) ' 

Такъ какъ второй членъ полученнаго выраженія им етъ 
въ своемъ разложеніи только отрицательныя степени х, то 
искомое число линейно-независимыхъ коваріаытовъ типа (а/1х ) 
— т. е. степени /і и порядка равно коэффиціенту при 
сіР-х* въ разложеніи выраженія 

і—гг-і = 1 + ах* + а2 + ах%. а2 + а% хі. а2 + . . . . 

Изъ этого сл дуетъ, что у бинарной формы 2-го порядка 
суіцествуютъ два неприводимыхъ коваріанта тииовъ: (ах2) 
и (а2х°), черезъ степени и произведенія которыхъ выражаются 
вс остальные коваріанты. 

2° Для бинарной формы 3-го порядка число линейно-
независимыхъ коваріантовъ типа (а^х") равно коэффиціенту 
при а/іх'-' въ разложеніи функціи 

1 — л?-2 

(1 — ахъ) (1 — ах) (1 — ах-1) (1 — ах~3)' 

подобно нредыдущему эту функцію можно иредставить въ вид 

гд 

А , 1 - «" * ' в 

л <х\ = __ _ _ _ — _ _ 

' ( 1 — а л ? 8 ) ( 1 — а а л ? а ) ( 1 — а 3 л ? 3 ) ( 1 - а 4 ) ' 

Такъ какъ второй членъ — —А\-'-\ им етъ въ своемъ 
X2 \ X / 

разложеніи только отрицательныя степени х, то число линейно-
независимыхъ коваріантовъ типа (а х'') равно коэффиціенту 
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при №• х въ разложеніи А (х); это же разложеніе содержитъ 
члены а х3, а2 ж2, а3 х3, а*, а остальные члены его суть сте-
нени и произведенія этихъ четырехъ членовъ — съ числовыыи 
коэффиціентами, при чемъ членъ а6 хг' им етъ коэффи-
ціентъ 2, хотя изъ четырехъ первыхъ членовъ можно соста-
вить 3 подобныхъ произведенія : (а ж3)2. а4, (а2 ж2)3, (а6 х3)2; 
это посл днее обстоятельство происходитъ отъ присутствія 
члена — ав х6 въ числител . Все это указываетъ на то, 
что бинарная форма 3-го порядка им етъ четыре неприводи-
мыхъ коваріанта тииовъ: (ах3), (а2ж2), (а3х3), (а4), между 
которыми существуетъ соотнопіеніе 6-й стенени относительно 
коэффиціеитовъ а бинарной формы и 6-го порядка относительно 
перем нныхъ хг, хг. 

3° Для бинарной формы 4-го порядка число линейно-
независимыхъ коваріантовъ типа (а<и х ) равно коэффиціенту 
при Шх х'-1 въ разложеніи функціи 

1 — д ? - 2 

(1 - а # 4 ) (1 — а овг) (1 — а) (1 — а л?~2) (1 — а аг-*)' 

которую можно представить въ вид 

гд 
. , . 1 — а6 х12 

д (х) = —— 
' ( 1 - а # 4 ) ( 1 — а 2 л ? 4 ) ( 1 - а 2 ) ( 1 - а 3 ) ( 1 — а 3 я?6)' 

Изъ этой формы женератрисной функцій, подобно преды-
дущему, мы заключаемъ, что бинарная форма 4-го порядка 
им етъ пять неприводимыхъ коваріантовъ — типовъ: (ах*), 
(с^х*), (а2), (а3), (а3х6), между которыми существуетъ одно 
соотнопіеніе 6-й стенени относительно коэффиціеитовъ а бинар­
ной формы и 12-го порядка относительно перем нныхъ х^ х%. 

Въ прим неніи этого способа къ опред ленію числа и 
тииовъ неприводимыхъ коваріантовъ бинарной формы 5-го 
порядка Сауіеу встр тилъ уже значительныя затрудненія. 
8 у 1 е 8 і е г н сколько видоизм нилъ снособъ С а у і е у , что 
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дало ему возможность опред лить число и типы неприводимыхъ 
коваріантовъ для бинарныхъ формъ иервыхъ десяти порядковъ, 
а зат мъ, и для бинарной формы 12-го порядка; кгь изложенію 
этого видоизм ненія способа С а у 1 у мы тенерь и перейдемъ. 

§ 5 8 . Видоизм неніе способа С а у і е у , предло-
женное 8 у 1 е 8 І е г ' о м ъ 1). 

Функцію 
1 т—2 

ф(о) (х) = -
^ ' (1 — ахп) (1 — ал?"-2) . . . (1 — ах~п+%) (1 — ах~и) 

8у1 е з і г навываетъ первонашльной формой (сгисіе 
(огт) женератрисной функг^іи. 

Если разложить эту функцію на элементарныя дроби, то 
для множителя 1 — ахх въ знаменател мы будемъ ым ть А 
дробей вида 

А 

1 — рах х 

гд р есть одинъ изъ корней уравненія рх — 1 = 0; сумма 
этихъ Д дробей можетъ быть нредставлена въ вид 

А 0 -{- Ах х -\- А а х
2 -\- . . . А}_х х1~х 

1 — а-хх 

Точно также сумма элементарныхъ дробей, соотв тствующихъ 
фактору 1 — ах~х въ знаменател можетъ быть нредставлена 
въ вид 

1 А

0 + Аі х + А2 & + • • • + Ак-г ХХ~~Х . 

х1 1 — ах~1 

это выраженіе, разложенное но возрастающимъ степенямъ а, 
будетъ содержать только члены съ отрицателыіыми степенями 
х и для насъ не им етъ значенія ири опред леніи числа 
линейно-независимыхъ коваріантовъ данной бинарной формы, 

1) Р г а п к 1 і п. Агаегісаи Лоішіаі, оі. 3. 
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ноэтому мы можемъ опуститг̂  вс элементарныя дроби, соот-
в тствуюіція факторамъ 1 — ах х въ знаменател . 

Оставшаяся часть функціи ф(х) им етъ видъ 

^{*)-і:—±-г-г (53) 
1 —р а^х 

ири чемъ коэффиціенты А им ютъ выраженіе 

і 

ХФХ ( « - ) . 

гд ф\ обозначаетъ ф (х) . (1 — ахх) и а = р а , и полу-
чаются обычнымъ способомъ. 

Развернутое выраженіе А им етъ видъ: 

і 1—а2 

X ( 1 - о - " + 4 ) (1—а~"+ 2 +/1) . . . ( 1 - а - 2 ) (1—а 2 ) . , . (х—ди+Д) 

и—Л и— Я+2 

* ' Л (1 — а"~Д) (1—а"- 2-/'-) . . . ( 1 — а 2 ) ( 1 — а 2 ) . . . (1 — а»+Д) 

я—Я «—/1 + 2 

= 5 1 а~' ~ Р - *) 
^ ? ^ '(1—а2)2(1—а4)2(1—а6)2...(1—а»-/)2(1—а"-/.+2}...(1—а"+^)' 

каждый изъ факторовъ 1 — ат въ знаменател можно пред-
ставить такъ : 

і — а*л 
- = 1 + а"1 + а2т + . . ., 

1 — ат ' 

если кі есть кратное т, поэтому 

_ і с0 + сха + с2 «
3 + .. . 

X ( і - а * ) ( 1 — О 

т а к ъ какъ аы = (/?* а ) * = а*. 
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Сл довательно, мы им емъ (ЪАЛ 

0Щ-2!^ (1 — ах*)(1-ак)(1-ак'). . . 

гд 2 въ числител распространяется на вс корни двучлен-

наго уравненія р х
 — 1 = 0; или 

#1)(ж)
 _ д „ . -Ъ_ах,)(1__ак){1_жк) , (540 

или, иаконецъ, 

^ ^ (I — а«")(1 — аж«-
8
) ... (1 — а*) (1 — а*') . . .' ^°°^ 

гд числитель им етъ, конечно, низшую степеніз относительно ж, 
ч мч̂  знаменатель; это выраженіе 8у1 е8Іег назвалъ пргі-
веденною формою (гесІисеЛ /огт) женератрисной фунщіи. 
Но при номоіци этой приведеиной формы женератрисной 
функціи нельзя непосредственно получить число и типы непри-
водимыхъ коваріантовъ данной формы, — ее необходимо еіце 
преобразовать сл дующимъ образомъ. 

Каждый изъ факторовъ 1 —• ахх и 1 — ак въ знаменател 
надо привести умноженіемъ числителя и знаменателя ф{1){х) на 
надлежаіцаго множителя къ такому виду, чтобгл онъ соот-
в тствовалъ заран е изв стному неприводимому коваріанту: 
факторъ 1 — ахп уже соотв тствуетъ неприводимому кова­
ріанту типа (ахп), т. е. самой бинарной форм ; факторы 
1 — ахп~2, 1 — а#и~*, . . . по умноженіи числителя и знаме­
нателя на 1 + ахп~2, 1 + ахп~*, . . . будутъ соотв тствовать 
коваріантамъ типа [ Л 2 ( и _ 2 ) ] , [а 2^"* -^], . . ., — конечно не-
приводимымъ; факторч> 1 — ак, если бинарная форма не им етъ 
неприводимаго инваріанта степени к, надо представить въ вид 

1 — атк . . 

гд тк должно равняться степени какого-нибудь неприводи­
маго инваріанта. 
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Преобраяованная такимъ' образомъ функція ф{Х) (х) наз-
вана 8у1 в8І г'омъ представлятцей формой (гвргевепіаіі е 
/огт) женератрисноіі функціи; она им етъ видъ 

/-/ ч сй~\-с\х~\~сіх ~\г • • • /ка\ 

ІР \х) — (і—ах») (1—а2^"-2>)(1 — а2ж2(»-4)) . . . (1 —ак) ( 1 — а*')' уо"} 

гд каждый факторъ (1 —а г х 3 ) соотв тствуетъ неприводимому 
коваріанту типа (агх8) данной формы. 

8у1 е8.ег'уи егоученику РгапкІііГу удалосьнайти пред-
ставляюіція формы женератрисныхъ функцій для бинариыхъ 
формъ нерныхч» десяти порядковъ, а также и для бинармой 
формы 12-го порядка. 

Когда женератрисная фумкція приведена къ представляю-
іцей форм , то не трудно опред лить вс ііеириводимые ко-
варіанты данной бинарпой формы: во первыхъ, факторы въ 
шіаменател дадутъ рядъ неприводимыхъ коваріаптонъ, и, 
по-вторыхъ, положителыіые члены въ числител , если къ нимъ 
нрим нить сиособъ ирос иванія (іатІ8а§-е). Для прим ра мы 
равсмотримъ въ сл дуюіцемъ параграф прим неніе этого 
сіюсоба къ опред ленію числа и типовч> неприводимыхъ ко-
варіантовъ бинарной формы 5-го порядка. 

§ 39. Неприводимые коваріанты бинарныхъ 
формъ 5-го и 6-го порядковъ. 

1° Приведенная форма женератрисной функціи для бинар­
ной формы 5-го порядка им етъ видъ 

(57) 

— х ъ ) + а\— 1— л?4)+а7(2я?-І-а?8 + _;5) + а в ( — х2 — я?4 — 2я?6) + 
+ «9(ж3 + й?7) + а 1 0 ( ^ — #4 — 0 ~ а11х*-\-аі2-\-а13{— х —х3—' 

— хь) + а14 (я?4 + х«) —а 1 5 х1 

(1 — а4) (1 — а6) (1 — а8) (Г— ах) (1 — ах3) (1 — ахь) ~> 

представляющая форма им етъ знаменатель 

__) = ( ! — а') (1 — О (1 — а12) (1 — а2 х>) (1 — а2 х") (1 - ахп) 



161 

и числитель 
Ж= 1 + а3 (ж3 + ж5 + ж9) + а4(ж4+жс) + а5(ж + ж : ,+ х7—хи) + 

+ас(ж2+ж4)+а7(ж+ж5—ж9)4 (ж2+ж4)+а9(ж3+ж5—ж7)+ 
+ а10(ж2+ж4—ж10) + ап(ж+ж 3—ж 9) + а12(ж2—х8—ж10) + 
+ а13 (ж — х7 — х») + а1* (ж4— ж°— ж8) + а16 (— ж7 — ж 9)+ 
+ а16 (х2—ж°—хи) + а17 (—ж7—ж9) + а18 (1— ж4—ж8— ж1 0)+ 
+ а19 (— ж5 — х7) + а20 (— ж2 — х* — х8) — а23 хг\ 

Знаменатель даетъ неприводимые коваріанты типовъ: 

(4,0), (8,0), (12,0), (1,5), (2,2), (2,6); 

иоложительные члены числителя даютъ тииы : 

(3,3), 

(5,1), 
(7,1), 
(9,5), 

(1^,2), 

(3,5), 
(5,3), 
(7,5), 

(Ю,2), 
(13,1), 

(3,9), 
(5Д), 
(8,2), 

(Ю,4), 
(14,4), 

(4,4), 
(6,2), 
(8,4), 

(И,1), 
(16,2), 

(4,6), 
(6,4), 
(9,3), 

(И,3), 
(18,0), 

но изъ иихъ снособомъ іірос шзанія иридется выд лить 

(8,4) = (3,3) (5,1), (9,5) = (4,4). ( 5,1), 
(10.2) = (5,1)2, (10,4) = (3,3).( 7,1), 
(11.3) = (5,1) . (0,2), (12,2) = (5,1). ( 7,1), 
(14.4) = (5,1) . (9,3), (16,2) = (5,1). (11,1), 

и тогда остальные 23 будутъ неприводимыми коваріантами раз-
сматриваемой формы; ихъ можно иредставить на шіжеприве-
денной таблиц (III). 

2° Для бинарной формы 6-го порядка гіриведенная форма 
женератрисной функціи им етъ видъ 

(58) 
1 + а ( — х2 — ж4) + а 2 ( - 1 + ж 4 + ж6 + ж8) + а 3 (— 1 + 2ж2 + 

+ ж4 — хи) + аі(х2-х(і — х8) + а5(— ж с — х в + х г о ) + а 9 ( 1 — 
- х2— х8 + х'°) + а7 (1 — х2- ж4) + а8(-х2 — х* + х8) + 
+ а 9(— 1+хв+2х8— ж ^ + а ^ ж Ч - а Ч - ж Ч - ж ^ + а 1 ^ — # 6 — 

— х8)-\-а12х™ | . 

( 1 — а 2 ) 2 (1 — а 3 )(1 — а4) (1 - а5) (1 — ахй) (1 — аж4) (1 — ах")' 
і і 



ш 
предетавляющая форма им етъ :шамепателі> 

= (1—а2)(1—аі)(1—а(і)(1-а™)(1-а*х4)(1—а1х")(1—ахіі) 

и чііслитель 

^ = 1 4 - а 3 ( ж 2 + жс + ж8 + ж12) + л4(ж4 + ж + ж10) + аг>(ж2 + ж4 + 
+ ж8 — х1с') + «6 (ж4 + 2 хс) + л7 (жй + ж4 + ж8 — ж12) + 
+ а8 (ж2+ ж4 + ж°—ж14) + л9 (хі+хе—хи)—хп) + а10 (ж2 + 
+ х4 — ж12 —ж14) + а11 (ж4 + жс — ж10— #12) + а12 (ж2 — ж10 — 
-ж 1 2 —х и )-\-а ' 3 (х 4 —х 8 — ж12 — жи) + « ,4(— 2ж10 — ж12) + 
Н-а1й(1—ж8—ж12—ж14) + а1( і(— ж с -ж 1 0 -ж 1 2 ) + а 1 7(—ж 4-
— ж8 — ІС10 — ж14) — а20ж іс. 

а 

и 
<Х> 

н 
о 

1 

2 

:; 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

18 

18 

Факторы знаменателя соотв тствуютъ ненриводимимъ 
коваріантамъ тииовъ: 

(2,0), (4,0), (6,0), (10,0), (2,4), (2,8), (1,6); 
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положптельные члены чпслнтеля даютъ типы: 

(3,2), (3,6), (3,8), (3.12), (4,4), 

(4,6), (4,10), (5,2), (5,4), (5,8), 

(6,4), 2(6,6), (7,2), (7,4), (7,8), 

(8,2), (8,4), (8,6), (9,4), (9,6), 

(10,2), (10,4), (11,4), (11,6), (12,2), 

(13,4), (15,0), 

IV) ч> 
н 
О) 

Е-
о 

1 

2 

3 

1 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

12 

15 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

II 0 

2 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

р я д к и 

4 

1 

1 

1 

1 

1 

6 

1 

1 

1 

2 

8 

1 

1 

1 

10 

1 

12 

1 

но изъ нихъ стюсобомъ прос иванія придется выд лить типы 

(6,4) = (3,2)*, (7,8) = (3,2). (4,6), 

(8,4) = (3,2). (5,2), (8,6) = (3,2). (5,4), 

(9,6) = (4,4). (5,2), (10,4) = (3,2). (7,2), 

(11,4) = (3,2). (8,2), (11,6) = (5,2). (6,4), 

(13,4) = (3,2). (10,2), 

и тогца осталыіые 26 будутъ неприводимыми коваріантами. 
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Прим няя способъ арос иванія къ аоложительнымъ чле-
намъ чікмптеля вт- этрмъ прим р , а также и въ предыду-
щемъ, необходимо обращать вниманіе только на неприводимые 
коваріанты, соотв тствующіе членамъ въ числител , и совер-
шенно игнорировать коваріантами, соотв тствующими факто-
рамъ знаменателя 1 ) . 

Неприводимые коваріанты бннарноп формы 6-го порядка 
представлены на таблиц (Г ). 

Подобно нредыдуіцему Вуі в іег и Е г а п к і і м вы-
числили неприводимые коваріанты, для бинарныхъ формъ до 
10-го порядка включительно2). 

Числа неприводимыхъ коваріантовъ для формгь первыхъ 
десяти порядковъ, нолученныя 8у1 е8Іег'омъ, таковы : 1, 2, 
4, 5, 23, 26, 124, 69, 415 и 475. 

Наконецъ, 8 у 1 е 8 I е г при номоіци своего метода 
вычислилъ неприводимые коваріанты бинарной формы 12-го 
порядка3); число ихъ равно 948. 

§ 40. Ц лыя раціональныя соотношенія (зугу-
цісн) между неприводимыми коваріантами. Система 
неприводимыхъ сидзигій. Способъ Н а т т о п с Г а . 

Изъ § 32 мы шіаемъ, что число основныхъ въ смысл 
А г о п 1і о 1 сГа коваріантовъ бинарной формы п-го порядка равно 
п; числа же неприводіиіыхъ (въ смысл Сау1еу-8уІуе8Іег'а) 
коваріантовъ для бинарныхъ формъ порядковъ: 3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9, 10 и 12-го, какъ намъ ивв стно изъ предыдущаго 
параграфа, болыне п; сл довательно, между неприводимыми 
коваріантами этихъ бинарныхъ формъ должны суіцествоваті. 

1) Это довольно очевидно; подробное разсужденіе изложепо въ выше-
упомянутомъ мемуар К г а п к І і і Г а (Атогісап Лоигпаі, оі. 3, Г. 136—137). 

2) 8 у 1 о 8 і; о г. Атегісап Лоигпаі, оі. 2, 1879. 
Н а т т о п Д. МаШетаМзсІі Аппаіеп, Вй. 36, 1890. 
3) Вуі оа ег. Атегісап Лоигпаі, оі. 4. Р. 41—48. 1881. 
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алгебраическія соотношенін. Для бинарныхъ формъ 3-го и 
4-го порядковъ мы нашли эти алгебраическія (и ііри томъ 
ц лыя) соотношенія (§§ 31 іі 35), и другпхъ соотноіііенііі 
между веприводимыми конаріантамп этихъ фориъ, конечно, 
быть не можетъ. Будемъ вазывать подобпыя ц лыя раціо-
нальныя соотнопіенія сидзигіями. Въ § 34 мы овред лили 
типы сидвигій .І.ІП 6;:"ч» іыхъ формъ 3-го и 4-го порядковъ 
при помощи метода прос иванія: если для какого - нибудь 
тппа (/і. ) существуетъ а линейео-независимыхъ коваріан-
товъ, а изъ неприводимыхъ конаріантовъ нившихъ типовъ 
можно поетроить /9 > а коваріантонч, тппа (/І, ) , ТО, ко­
нечно, между іюсл дними должно суіцестновать /5 — а линеи-
ныхъ соотношеній ; такимъ образомъ мы обнаруживаемъ/У — а 
сидзигііі тнпа (/І, ) между коваріаитами нившихъ типовъ, 
п.іп точн е [1—а линеіпю-незанпспмыхъ сидзнгій. Между 
втими [і—а линенно-независнмымн сидвигіями тппа (//, и) 
п которыи могутъ быть иолучены разлнчными комбппаціями 
сидвигій нившихъ типовъ; если отбросить таковыя, то ос-
танутСя неприводилыя сидвигіи типа {ц, и). 

Для опред ленія числа и типовъ непрпіюдимыхч, сидви­
гіи можво воспользоватьея представляющими формамн жене-
ратрисныхъ функціи. 

Мы уже знаемъ, что отрицательные члены вч> числител 
нредставляющей формы женератрисной функціи сротв тствуютъ 
пеириводимымъ сидзигіямъ; такимъ образомъ, для бинарной 
формы 5-го порядка мы получаемъ сл дующіе типы сидвигій : 

(5,11), (7,9), (9,7), (10,10), (11,9), (12,8), 

(12,10), (13.7), ,13,9), (14,6), (14,8), (15,7), 

(15,9), (16,6), (16,10), (17,7), (17,9), (18,4), 

(18,8), (18,10), (19,5), (19,7), (20,2), (20,6), 

(20,8), (23,11); 

остальные типы можно оиред лить способомъ прос иванія: 
наприм ръ, пъ числител женератрисной функціи коэффиціенты 
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членовъ а6х6, авх8, ас'хи\ а6 х12, авхи, ас'х18 равны нулямъ, 
сл довательно коваріантовъ этихъ типовъ не должно быть; 
но изъ коваріантовъ (3,3), (3,5). (3,9) перемноженіемъ ихъ 
нонарно можно получить по одному коваріанту указанныхъ 
типовъ; отсюда заключаемъ, что существуютъ сидзигіи ти­
повъ: (6,6), (6,8), (6,10), (6,12), (6,14), (6,18). Точно 
также можно обнаружить суіцествованіе сидзигіи типовъ: 
(7,7), (7,9) - - дв , (7,11), (7,13), (7,15) и т. д. 

Такимъ образомъ вуі езіег совм стно съ Ггапк1іп'омъ 
опред лили числа и тииы неприводимыхъ сидзигіи для бинар-
ныхъ формъ 5-го и 6-го иорядковъ и составили нижепри-
веденныя дв таблицы, въ которыхъ иом щены неприводимые 
коваріанты и непрнводимыя сидзигіи бинарныхъ формъ 5-го и 
6-го иорядковъ1). Англійскій ученый Н а т т о і к і 2 ) предложилъ 
другой способъ опред ленія неприводимыхъ сидзигіи, осно-
ванный на построеніи женератрисиой функціи для сидзигантовъ 
(такъ называются выраженія, стоящія въ нервыхъ частяхъ сид­
зигіи). Сущность этого снособа состоитъ въ сл дующемъ. 

Пусть суіцествуютъ для бинарной формы п-го иорядка а 
линейно - независимыхъ коваріантовъ типа (/л, ) И р сид­
зигіи этого же типа, и пусть между ними у неприводимыхъ 
коваріантовъ и д составныхъ коваріантовъ; тогда 

«•+0Т + А 
Предиоложимъ, что мы знаемъ вс неприводимые ко­

варіанты данной бинарной формы, пусть ихъ типы (г, $), 
(г', 8% 

Обозначимъ произведеніе 

(1 — аг х8) (1 — аТ'х'') . . . черезъ П(1 — аг х3); 

тогда мы будемъ им ть разложеніе 

1) Атегісап Лоигпаі, оі. 4 Р. 48—61. 
2) Ашегісап Лоигпаі. оі. 7, Р. 331. 1885. 
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V. Для бинарной формы 5-го іюрядка. 
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VI. Для бинарной формы 6-го порядка. 
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или зам нивъ у-\-д черезъ а + /9, мы получимъ 

но мы знаемъ, что Л?аа х'-' = $(х), гд ф{х) есть жеперат-
рисная функція для коваріантовъ разсматриваемой бинарпой 
формы; сл довательно, мы им емъ 

т. е. коэффиціентъ при а/мх въ разложеніи функціи 

Щі — а'я*) РКЯ)— П{\—аГ&) К°*} 

равенъ числу линейпо-независимыхъ сидзигантовт> типа (//, ); 
посл дняя функція и есть женератрисная функція для сид-
зигантовъ данной бинарной формы. 

1° Для бинарной формы 3-го порядка 

П (1 — аг ж5) = (1 - а х3) (1 — а2 х2) (1 — а3 х3) (1 - а4), 

а представляюіцая форма женератрисной функціи — 

1 4- а*хг 

Ф (х) — (і _«,»).(!_ „»*«) (і _ ахг) ' 
сл довательно, женератрисная функція для сидзигантовъ будетъ 

а6а?6 

(1 — аа?3) (1 — а2а?2) (1 — а3ж3) (1 — V ) ' (60) 

она показываетъ, что существуетъ единственная неприводимая 
сидзигія типа (6, 6) между четырьмя неприводимыми кова-
ріантами бинарной формы 3-го порядка. 

2° Точно также можно получить женератрисную функцію 
для сидзигантовъ въ случа бинарной формы 4-го порядка; 
это будетъ 

а 6 й ? 1 2 

(1 — ах') (1 — а 2 ) (1 — а*хк) (1 — а3) (1 — а3х6) » 

11* 
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она иоказываетъ, что существуетъ единственная неприводимая 
сидзигія между пятью неприводимыми коваріантамп бинарной 
формы 4-го порядка. 

3° Для бинарной формы 5-го порядка мы им емъ (§ 39): 

22"(1 — а'я?») = (1 — ахб)(1 — а*х*)(1 — а2хв) . . . (1 — а18), 

а представляющая форма женератрисной функціи им етъ видъ 

гд N и V им ютъ выраженія, данныя въ § 39, 1°. 

Сл дователыю, женератрисная функція для сидзигантовъ 
будетъ им ть видъ: 
* (01) 

1 — N. {(1 — а3 х3) (1 — а*а>')(1 — а3 а>*)(\ — а
4
 О (1 — а

4
 а?«) 

(1 — в« а?) (1 — а
5
 л?

3
) (1 — а

5
 #

7
) (1 — л

6 х2) (1 — а в
 а?

4
) 

(1 — а1 х) (1 — а 7
 а?

5
) (1 — а

8 х2) (1 — а9
 #

3
) (1 — а

1 1 х) 
(1 — а

13
л-)(і — а

18
)} 

(1 — аа?
5
) (1 — а

2
 а?

2
) (1 — а

2
 л?

6
) . . . . . . . (1 — а

1 8
) ' 

ея числитель им етъ степень 140 относительно а и 68 отно-
сительно ж. 

Если вм сто -Л7" подставить его выраженіе изъ § 39, 1°, 
то числитель женератрисной функціи для сидзигантовъ будетъ 
им ть видъ 

а' х11 + а9 (V + х8 + х™ + жи + х18) 

+ а7 (ж7 + Зж9 + ж11 + ж13 + х ') 

+ а8 (2ж6 + 2х8 + Зж10 + ЗІС12 — ж14 + жгп — ж10 — жй0) 

+ 

въ этомъ выраженіи нельзя сд лать нриведеиія члеиовъ 
+ #1С и —ж16, иначе ие было бы члена, соотв тствуюіцаго 
сидзигіи тииа (8,10), которая неирем пно существуетъ,, что 
намъ изв стно изъ опред ленія сидзигіи мо способу Яуі-

8і г'а. 
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4° Для бинарпоіі формы 6-го норядка мы им емъ (§ 39, 2") 

Л(1— с х*) = {1—ахг%1 —а2)(1 — а2ж4)(1 — а 2 ж 8 ). . . (1 — а15), 

а иредставляющая форма женератрисноіі функціи им етъ впдъ 

Ф(х) = \у 

гд 1Я \\ Т> іш ютъ ні.ірап.еііііі. приведенныя в*ь § 39, 2°. 

Сл довательно, женератрисная функція для сидзигантовъ 
им е т ъ в и д ъ . „ 0 

1 — І . | ( і __ а3 а?2) (1 — а 3 а?6) (1 — аъ а?8) (1 — а 3 а?12) (1 — а 4 х") 

(1 — а 4 а-в) (1 — а 4
 А 1 0 ) (1 — аь а?2) (1 — а 5 а-4) (1 — а ;' х») 

(1 — ан а-6)2 (1 — а 7 а?2) (1 — а1 а;4) (1 — а 8 а?2) (1 — а" а?4) 

(1 — а 1 0 А'2) (1 — а 1 2 а?2) (1 — а , ь ) } 

(1 — ахе)(Г— а 2 ) ( 1 — « 2 а ? 4 ) ( 1 — а 2а? 8) (1 — а 1 1 )* 

Если въ числитель этого выраженія иодставить зиаченіе 
І , давное въ § 39, 2°, и мроизвести умноженіе, то онъ ври-
метъ видъ: 

аь х}« + а° (ж8 + ж10 + ж12 + 2ж14 + хи + ж18 + ж20 + ж24) 

+ а7 (хв + ж10 + 4ж12 + ж14 + 2ж10 + 2ж18 + ж22) 

+ а8 (2х8+ 4ж10+2ж12 + 4ж 1 4 +Зж 1 6 —# 1 8 +2ж 2 0 — ж22 — х9А —ж28) 

+ и"(ж,і + 4ж8 + 2а; 1 0+5ж 1 2+4ж 1 4—жн__ 2ж1 6+3ж1 8 — ж18 — 4жао 

Л т 2 2 ~- 2 4 Л / у 2 6 2 8 /уЗО ^>32\ 
тг*л/ <д/ М:*Л/ *л/ «л/ Ц/ I 

въ этомъ выраженіи нельзя сд лать ириведенія двухъ иаръ 
членовъ + 4а°ж14, — а ? х и к +3а 9 ж 1 8 , —а9ж1 8, иначе не было 
бы надлежащихъ членовъ, соотв тствующихъ 4 сидзигіямъ 
типа (9,14) и 3 сидзигіямъ типа (9Д8), существованіе которыхъ 
ыамъ изв стно изъ опред ленія сидзпгііі но сиособу ВуІ саІеі^а. 

Такимъ образомъ методъ НаттоікГа можетъ служить 
для иров рки результатовъ, получеыныхъ при опред леніи сид­
зпгііі но способу 8у 1 е8Іег'а, и на оборотъ. 
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§ 41. Сидзигіи втораго, третьяго и высшихъ 
родовъ. 

Въ случа бинарной формы 3-го иорядка, мы знаемъ, 
существуетъ одна сидзигія между четырьмя неприводимыми 
коваріантами этой формы, и она есть единственная, иотому 
что бинарная форма 3-го порядка им етъ три основныхъ (въ 
смысд АгопІіокГа) коваріантовъ, между которыми не доллшо 
существовать никакого алгебраическаго соотношенія. 

Толіе самое им етъ м сто въ случа бинарной формы 
4-го порядка: ме;кду ея пятью неприводимыми коваріантами 
существуетъ единственная сидзигія, и другихъ сидзигіи быть 
не можетъ, потому что бинарная форма 4-го порядка им етъ 
четыре основныхъ коваріанта, мелэду которыми не должно 
быть никакого соотношенія. 

Въ случа бинарной формы 5-го иорядка мел ду ея 23 
неприводимыми коваріантами существуютъ 167 сидзигіи, и 
такъ какъ эта форма должна им ть пять основныхъ коваріан-
товъ, алгебраическп-пезависимыхъ мел ду собою, то изъ вс хъ 
тихъ сидзигіи только 18 суть независимыя; сл довательно, 

между 167 сидзигантами должно существовать 149 алгебраи-
ческихъ соотношеній. Ц лыя раціональныя соотношенія мел̂ ду 
сидзигантами называются сидзигіяли втораго рода. Если 
окаліется, что число неприводимыхъ сидзигіи втораго рода 
бодыпе 149, то он ые суть независимыя, и, сл довательно, въ 
этомъ случа меліду сидзигантами втораго рода должны суще­
ствовать сидзигіи третьяго рода и т. д. 

Если мы им емъ бинарную форму п-го иорядка и обозна-
чимъ число ея неприводимыхъ коваріантовъ черезъ <г, число 
неприводимыхъ сидзигіи нерваго рода между этими коваріантами 

черезъ а1} число неприводимыхъ сидзигіи втораго рода — 
черезъ <т2, число неприводимыхъ сидзигіи третьяго рода — 
черезъ (т3 и т. д., то доллшо существовать равенство 

а — о1-\- а„ — а-6 + = п, 

потому что бинарная форма п- о иорядка им етъ п основныхъ 
коваріантовъ, которые между собою алгебраически незавнсимы. 
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Число неприводимыхъ сидзигій втораго рода можно опред -
лить гю способу прос иванія: если мы им емъ представляюіную 
форму женератрисной функціи для данной биыарной формы, 
то ири опред леніи сидзигантовъ перваго рода можетъ оказаться 
для н котораго типа (/*, ) а неприводимыхъ сидзигантовъ 
перваго рода въ то время какъ изъ неприводимыхъ сидзи­
гантовъ перваго рода младшихъ типовъ можно составить / ? > а 
сидзигантовъ перваго рода типа (/І, ) ; это обстоятельство 
обнаружитъ суіцествованіе @—а сидзигій между сидзигантами 
перваго рода, т. е. — существованіе /9 — а сидзигій втораго 
рода; если же мы им емъ женератрисную функцію для сидзи­
гантовъ перваго рода, то часть сидзигантовъ втораго рода 
опред лится отрицательиыми членами числителя, а остальные 
сидзиганты втораго рода опред лятся по способу нрос иванія. 
Дучше, конечно, пользоваться двумя женератрисными функціями 
для коваріантовъ и для сидзигантовъ перваго рода, дабы им ть 
возможность нров рять результаты. Для опред ленія числа 
неприводимыхъ сидзигій третьяго и высшихъ родовъ падо 
пользоваться способомъ прос иванія. 

§ 42. Теорема Огогсіаг^а. Доказательство Н і І -
Ъ е г і ' а . 

Сауіеу обнаружилъ для бинарныхъ формъ первыхъ 
четырехъ норядковъ существованіе конечнаго числа неприво­
димыхъ коваріантовъ, черезъ которые вс остальные ихъ 
коваріанты выражаются въ ц лихъ раціональныхъ функціяхъ. 
Ват мъ, дальн йшія изсл дованія Сауіеу и 8у1 ев1; г'а 
о числ неприводимыхъ коваріантовъ н которыхъ бинарныхъ 
формъ высшихъ норядковъ показали, что и для нихъ супі,е-
ствуютъ полныя системы неприводимыхъ коваріантовъ; но 
вс эти изсл дованія англійскихъ ученыхъ основываются па 
недоказанномъ до сихг]. поръ постулатумгь о несугцествованіи 
неприводимыхъ коваріантовъ и сидзигій перваго рода одина-
ковыхъ типовъ; если это посл днее обстоятельство не им ло 
бы м ста для н которыхъ бинарныхъ формъ, то женератрпсныя 
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функціи дали бы только гшзшін нред лы для чиселъ непри-
водимыхъ конаріантовъ, такъ какъ ихъ числители въ этомъ 
случа содержали бы члепы, с.іужащіе результатами приведенія 
іюложительныхъ и отрицательныхъ членовъ одного типа. 

оічіап 1) впервые доказалъ, пользуясь символическими 
обозначепінмп блиарныхъ формъ, что одна бмнарная форма 
всегда им етъ конечное число неіірііиодпмыхъ коваріантовъ, 
но обобщить это доказательство на случаіі системы бинарныхъ 
формъ оказалось д ломъ весьма сложнымъ всл дствіе множества 
символовъ, и только н сколько нозже н мецкому ученому 
удалось это обобщеніе 2 ) . 

Несравненно проіце доказалъ это предложеніе, называемое 
обыкновешю теоремой 6 о г (1 а п 'л, Л і 1 Ь е іЧ 3), и ііри томъ 
онъ доказалъ это предложеніе не только для системы бинар­
ныхъ формъ, но п для системы алгебраическихъ формъ съ 
какимъ угодно числомъ перем пныхъ. 

Мы ириведемъ доказательство Н і 1 Ь о г і ' а для теоремы 
О о г (I а п а въ случа системы бинарныхъ формъ, основанное 
на н которыхъ своііствахъ изв стныхъ намъ операцій Х1 и Х2. 

Не трудно уб диться въ снраведливости ел дующей леммы: 
Лемма 1. Если гитется безконегный рядъ формъ 

/і?/2?/з? • • • съ п шреміънными хи х2, . . . хп, состав-
ленныхъ по извгбстному закону, то всегда сугцествусшъ 
между ними конегное гисло т такихъ формъ /„ /2, . . . /„„ 
герезъ которыя остальныя формы даннаго ряда выра-
жаются такъ: 

І — А\/\\А%І%\ . . • А,п/т, 

гдп> А1} Ая, . . . Ат суть ніъкоторыя формы съ птми же 
перемтънными какъ и формы /15 /2, /3, . . . 

1) С г е 11 е 'н «Гоигпаі, Всі. 6У, 8. 323 — 354. 1863. 
2) „Рго§гатт". Ьеіргі^. ТеиЬпог. 1875. 

огіезип^еп ііЪег Іп агіапіепікеогіе, Т.II,§20,21. Ьеіргі^. ТеиЪп г. 1887. 
3) Ма*Ь та*і8с1іо Ашіаіеп. ВД. 36, 8. 473—534. 1890. 
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Если мы им емъ рядъ формъ съ однимъ перем ннымъ ж„ 
то выбравъ изъ иихъ форму /г съ самою визшею степенью х1ч 

мы будемъ, конечно, въ состояніи каждую И8Ъ осталыіыхъ 
иредставить въ вид 

гд Ац будетъ н которая положительная степень жи умно-
женная на постояішый факторъ. 

Не трудно также и въ случа бинарныхъ формъ обнару-
жить справедливость нашей леммы. 

Если бинарныя формы даннаго ряда им ютъ н которую 
бииарпую форму обіцимгь множителемъ, то мы можемъ д леніемъ 
устранить этотъ множитель. Посл этого будетъ возможно 
взять такія два линейныхъ сочетанія О- и Н данныхъ бинар­
ныхъ формъ, которыя не им ли бы общаго множителя. Оче-
видно, что всякую бинарную форму / порядка п, не ниже 
суммы р и д порядковъ (т и Н, можно иредставить въ вид 

/=А + ВЯ, 

такъ какъ / им етъ п-\-1 коэффиціентовъ, а во второй части 
А содержитъ п—р-\-1 и В содержитъ п — д + 1 произволь-
ныхъ коэффиціентовъ, которыхъ общее число 

2п — (р + д)-\-Ъ>п + 1, 
если п ^р + ц. 

Что касается до бинарныхъ формъ даннаго ряда, порядки 
которыхъ ниже р + #, то между ыими, конечно, можно выбрать 
п сколько формъ такъ, чтобы остальныя выражались бы че-
резъ ихъ линейныя сочетанія. 

Для случая троичныхъ формъ уже довольно трудно об-
наружить непосредственно справедливость леммы1). Поэтому 
мы воснользуемся способомъ отъ п къ п + 1. 

Допустимъ, что паша лемма справедлива для системы #„ 
формъ съ п перем нными ж1? х2, . . . хп и докажемъ, что 

1) N о е Ы\ е г. МаІЬегааМзсІш Аппаіеп В<3. 6, В. 352. 
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она справедлива для системы # г формъ съ (п + 1) иерем н-
нымъ а?!, ж2, . . . хп, у, при чемъ у входитъ вт> степени 
не выше г. 

Каждая форма новой системы можетъ быть представлена 
единственнымъ образомъ въ вид 

гд въ форм ф перем нное у можетъ им ть степень не выше 
г—1, а въ форм <р должно совс мъ отсутствовать. На 
основаніи нашего допуіценія вся система формъ <р можетъ 
быть представлена черезъ н которыя изъ формъ этой системы: 

<Р = аі <р\ + а% 9% + • • • + а 9>М' 

Пусть / х, /2, . . . /и соотв тствуютъ въ систем # г 

формамъ ірху <р%, . . . <р!х, т. е. 

А = УГ -<гг* + Ф*, 

/ц = ГГ-9*+-Фі* 

Если положить 

^ = ф — агф1 — агфг—...— ар. фм 

то мы можемъ написать 

/ = »і/і + «2/2 + . . ' . + ам/ГІ + Ф, 

гд Ф содержитъ иерем нное у не выше г — 1 степени. 

Мы предположимъ, что для системы (8̂ _, напга лемма 
справедлива; тогда мы им емъ 

Ч?=*ЪгЧ?г + ЪхЧ?% + • . . + Ъ Ф . 

Пусть /', /" , . . . /(") суть формы системы *5Г, соот-
в тствующія формамъ ЗД*!, Ч^, . . . Ч ,̂, т. е. 
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/' = < л + < /,+ ... + V Л+^і 

/" - а/' Л + а2" / , + . . . + < ' Л + Ф2 
(63) 

если эти равенства умножить соотв тственно на &1? Ь2, . . . Ь 
и сложить, то мы получимъ, принимая во вниманіе соотношеніе 

=у $.ху! $<2у 2 . . . с^ /^, 

сл дующее равенство 

/=&^ + &,/'-Ь.,+ &,/') 
(64) 

+ м + м + ...+&/«, 
г д 

/% = сц — а%4 Ъ1 — щ4і Ъ% — . . . — сц( ) Ъ ; 

полученное такимъ образомъ равенство и докаяываетъ спра-
ведливость нашей леммы. 

Дал е, не трудио также доказать сл дуюіцую вторую 
лемму: 

Лелма 2. Если къ совершенно произвольному изо-
барному многоглену Е(а, Ъ, . . . §) съ нулевымъ эксцессомъ, 
однородному относительно коэффщіентовъ каждой форлы, 
примтънить операцію 

[ 1 -М+^-тгтт 1 +---]' (65> 
то полугится совміъстный гтваріаптъ данной системы 
бинарныхъ формъ. 

12 
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Въ § 24 мы вывели для изобарнаго многочлена ф съ 
эксцессомъ / = 2 сл дующее соотношеніе 

Ф ~ Х * \ . 2! 2! 3! + 3 ! 4 ! * ' '/ Ф' 

Если мы возьмемъ произвольный изобарный многочленъ 
1Р{а, Ъ, . . . 8) съ нулевым7з эксцессомъ, однородный отно-
сительио коэффиціентовъ каждой формы данной системы, то 
Х2(7^) будетъ тоже изобарный многочленъ, однородный отно-
сителыто коэффиціентовъ каждой формы и т хъ же етепеней 
какъ и многочленъ 1Г, но его эксцессъ равепъ 2. Подставивъ 
въ вышеуказанное соотношеніе вм сто ф многочленъ Х%(1?), 
мы получимъ соотношеніе 

х2(л = х 8 ( г ^ ] - ^ ^ + з;;,-- . . .}х,(П 

которое можпо написать въ такомъ вид : 

М 1 і ! 2! ^ 2! 3! 3! 4! ^ * • ' I и ' ^°°' 

это посл дпее соотношеніе и обнаруживаетъ справ дливость 
наіпей леммы, такъ какч, оно показываетъ, что изобарный 
многочленъ 

Т ___. Гч ^ І А | Х±_ ^%_ , X* X* Л ф 
У ~ I. ~ і ! 2 ! "^ 2 ! з ! з ! 4 ! " г * ' ^ ' 

однородный относителыю коэффиціентовъ ка;кдой формы и съ 
нулевымъ эксцессомъ, удовлетворяетъ дифференціалыюму 
уравненію 

Х,(/) = 0, 

т. е. выполняетъ условіе, достаточпое для того, чтобы 
служить совм стпымъ ннваріантомъ данной системы бинарныхъ 
формъ. 
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ІІші помощи доказанныхъ нами двухъ леммъ не трудно 
доказать теорему 6-огсІап'а для снстемы бинарныхъ формъ. 

Вообразимъ, что построены вс совм стные шіваріанты 

У {а0, я 1 ? . • • ап, Ь0, огі . . . оті . . . $0, §1? . . . 8д) 

для данной системы бинарныхъ формъ. Тогда на основаніи 
первой леммы между ними возиожно выбрать конечное число І 
такихъ шшаріантовъ ^1, / 2 , . . . Ул, чтобы вс остальные 
выражались черезъ нихъ формулой 

/ = А Л + А Л + • • . + ^ і г Л , (67) 

гд Аи Ая, . . . Ап суть однородные относительно коэффи-
ціентовъ каждой формы и изобарные многочлены, потому что 
все выраженіе / должно быть изобарнымъ многочленомъ, одно-
роднымъ относительно коэффиціентовъ каждой формы; такимъже 
свопствомъ обладаютъ, конечно, и многочленны / 1 } / 2 , . . . /л-. 

Теиерь при помоіци второй леммы можно зам нить много­
члены Аг, А%, . . . Ау н которыми опред ленными инваріан-
тами уи ^"2, . . . '̂дг. Въ самомъ д л , пусть в са инваріан-
товъ /, / і , /», . . . / л будутъ р, р19 рл, . . . р„; тогда 
в са многочленовъ Аг, А2, . . . А^ будутъ, конечно, равны 

Р—Ри —Р*, • • • Р—Рл-

Такъ какъ для каждаго изъ шшаріантовъ /, Ух, /, , • • • ̂ у 
в съ им етъ видъ 

_ п[л& + тр%№ + . . . + др№ 
РІ- 7 Т " 

то р-~Рі им етъ видъ 

^ ^ 2 

гд / І Х — / І / 0 , / І 2 — / І 2

( 0 , • . • Рь—/ } суть степени многочлена 
АІ относительно коэффиціентовъ формъ данной системы; сл -
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довательно, эксцессы многочленовъ А,- равны нулямъ. Такимъ 
образомъ мы можемъ обратить многочлены А-, въ инваріанты 
данной системы бинарныхъ формъ посредствомъ операціи 
второй леммы: 

ІГрим нивъ эту операцію къ об имъ частямъ равеыства 
(67), мы получимъ 

Н = [Л/1] + [А/ 2 |+ . . . + [АЯ/Я]9 

но такъ какъ Х 2 ( / ) , Х% (Уі), Х% (/2), . . . Хг (/ ) равны 
нулямъ, то 

[/]=У, [ Л / , ] - Щ / , , [Лг/,] = |А]/„...{Ау/ ] = [4. | / , 

сл довательно 

/ = [ Л ] / 1 + [Л]/ 2+ . . .+[Ая^Яі 

или, накоыецъ, на основаніи соотношенія (68), получаемъ 
равенство 

/ = І і Л + * / • + • • • + І * Л , (69) 

которое и доказываетъ справедливость теоремы СгогсІап'а. 

Надо, вирочемъ, зам тить, что инваріанты ди у%і . . '.уя 

въ свою очередь могутъ быть выражены черезъ инва­
ріанты /и / 2 , . . . /я) такимъ образомъ всякій инваріантъ 
/ можетъ быть, въ конц концовъ, выраженъ черезъ непри-
водимые инваріанты ^^, / 2 , . . . / ц лой раціональной 
функціей. 

Изложенное нами доказательство Ні1Ьегі 'а даетъ воз-
можность обобщить теорему Сгогсіап^ не только на случай 
инваріантовъ формъ съ какимъ угодно числомъ перем нныхъ, 
но даже и на случай инваріантовъ формъ съ н сколькими 
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рядами перем нныхъ, при чемъ для обращенія многочленовъ 
А{ формулы (67) іп, инваріанты въ этихъ случаяхъ при-
ходится пользоваться совс мъ новою операціей 0,х). 

НіІЪ гІ; въ своихъ изсл дованіяхъ затронулъ также 
вопросъ о сидзигіяхъ между неприводимыми инваріантами 
даішой системы формъ и показалъ, что могутъ существовать 
сидзигги перваго, втораго и т. д. родовъ, но если полная 
система неприводимыхъ инваріантовъ содержитъ N инва-
ріантовъ, то возможны сидзигги не выше N-{-1 рода. 
Къ сожал нію, эти изсл довапія им ютъ еще далеко несовер-
теішую форму по своей сложности, и мы не будемъ на нихъ 
остапавливаться 2 ). 

Что касается до сидзидій каждаго рода въ отд льности, 
то ири помоіци первой леммы не трудно доказать, что он 
им ютъ полныя системы неприводимыхъ сидзигій. Для этого 
падо только обратить впимаиіе на то, что иервая лемма остается 
справедливоіі и для неоднородныхъ формъ, если подъ неодно-
родною формою подразумФ.вать обыкновенную форму, въ кото-
рой одпо перем шюе хи равпо 1. Но сидзиганты 2' перваго 
рода, конечно, можно разсматривать какъ такія неоднородныя 
формы, если за перем ниыя считать неприводимые инваріанты 
Л? /ц • • • /я данной системы формъ. Сл довательно, каж-
дый изъ сидзигантовъ перваго рода можетч> быть выраженъ 
лппейно черезъ конегное число неприводимыхъ сидзигантовъ 
перваго рода — 2/, 2'2', . . . 2 '^ ' : 

2" = Л ' ^ / + Л / + • • • +АШ<<ХШ<\ (70) 

гд Аі, А%\ . . . АШ'4 суть ц лыя раціональныя функціи 
неприводимыхъ коваріантовъ Уп У2, . . . /у. 

Подобно этому можно показать, что вс сидзиганты 2 / 

втораго рода, разсматриваемые какъ неоднородныя формы съ 

1) Н і 1Ь о г і. МаШешаІізсЬо Аппаіеп, Вй. 36, 8. 529. 1890. 
2) ІЫ4. 8. 492 ипсі 534. 
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нерем нными 2/, 2'8', . . . 2 /, выражаются лииейно черезъ 
конегное число неприводимыхъ сидзигантовъ второго рода — 

// // у // . 
* х », ^ * » • • • ^«>" • 

2" = Л " * " + А " V + . . . + ^ " 2'ш«", (71) 

гд Ах'\ А", . . . АШ'<" суть ц лыя раціональныя фупкціи 
неприводимыхъ сидвигантовъ 2/, 2'2', . . . 2'«/ перваго рода; 
и т. д. 

• 



Г Л А В А IV. 

Различные способы построеній и преобразованій 
коваріантовъ бинарныхъ Формъ. 

43. Коваріанты неоднородныхъ бинарныхъ формъ. 

Будемъ называть шоднородною формою многочленъ 

/(.т,1) = «0ж" + ( у ) « 1 ж и - 1 + ( у ) а й ж " - 2 + . . . + а„, (72) 

который получается ивъ бинарной формы 

У (Х1 , Х^) = = С10 Хг ~]~ I ~~~ I ^ 1 *^1 ^ 2 і 1 ^ I ^ 2 ^ 1 *^2 ' • * * ~~Г" ®п^2 5 

если въ ней ноложить х1 = х и хі=1. 

Коваріанты бинарной формы /(хг,х2) иосл зам ны въ 
нихъ хх черезъ жиж 2 черезъ 1 мы будемъ называть коваріан-
тами неоднородной формы /(ж, 1). 

Если намъ удалось опред лить коваріанты неоднородной 
формы /(х, 1), то достаточно только зам нить въ нихъ 
х черезъ хх и возстановить однородность при помоіци ж2, 
и мы иолучимъ коваріанты бинарной формы / ( # і , х2). 

Вудемъ сокрагценно обозначать: 

/(х, !) = /„, I/'(«,!)=/„ ^=т/"(« . і)=/» • • •; <73> 
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тогда ио строк Т э й л о р а мы будемъ им ть: 

/(о: + ^ 1 ) = / о ( / 0 + ( у ) / 1 ( / г ) . . т + ( ^ ) Л ( / 0 . ^ + . . . + Л ( / г ) . ^ . 

Положимъ въ посл днемъ равенств х = —, тогда полу-
У \ 

чится равенство 

/ ( % і + У*, 2/0 =/о (Л) 2//' + ( у ) /, (Ъ) уГ1 У* + 

+(т)МЪ)Уг~~* шл+ • • • +/.(*)ИГ-

Если мы им емъ коваріарітъ Т 7 ^ , а1 ? а2, . . . ая; жг, ж2) 
бинарпой формы /(а?!, ж2)7 то онъ по отношепію къ нодста-
новк хг = Ьух + у2і X,, = ух съ модулемъ Д = — 1 долженъ 
удовлетворять тождественному равенству 

Г[/0(Н),А(К), . . . / „ ( & ) ; Уі ,у . ]= 

- ( — 1 ) я І 7 ^ , а и . . . а„; % а + ?/2, г/г). 

Положивъ въ ятомъ равепств ?/! = 1, у2 = 0, 1і = х, мы 
нолучимъ тождественное равенство 

Г(/о, / „ • . ./«; 1,0) = ( — і у Р ( і ц , а1? . . . ая; *, 1), (74) 

которое даетъ намъ сл дующее предложеніе Е\*і а сі і В г и п о х) : 
Если въ главномъ коэффгщіентгь Г(а0, а1? . . . ап; 1,0) 

коваріанта бипарной формы / (ж1? жй) колиіества 
а0, аг, . . . а„ замгьпить герезъ /0, /и . . . /„, то полу-
гится коваргантъ неоднородной форлы / (х, 1). 

Это предложеніе можно обобщить для системы бииар-
пыхъ формъ 

/ (хг, #2), Л (х1, х2), ф{хг, ж2), . . . ф(х11 ж2), 

1) К а а йі В г и п о . Согар ей Кепсіш;. оі. ХС, Р. 1203—1205. 1880. 
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если воспользоваться разсужденіями, подобными предыдуіцимъ: 

Если въ главномъ коэффиціентгь Г (а, Ъ, . . . 5; 1,0) 

совмтъстнаго коварганта системы бинарныхъ формъ 

/(х1ч ж2), Е(х,, х2), ф(хг, X,), . . . 0){Х„ ж2) 

колигества аіч Ь;, . . . $; замтънить герезъ /{, і^, . . . со{і 

то полугится совм стный коваріантъ систежы неодно-
родныхъ формъ 

/0г,1), Е(х,1), ф(х,1), . . . со(х,1). (75) 

Изъ § 31 (Зам ганге) мы знаемъ, что всякій полу-
инваріантъ системы бинарныхъ формъ можетъ служить 
главнымъ коэффиціентомъ совм стнаго коваріанта порядка 
и = пцг + т/і2 + . . . + щік — 2р этой системы, если только 
в съ р нолуинваріанта удовлетворяетъ неравенству: 

щіх + тщ Н- . . . +д/А- — %Р > 0, 

гд п. т, . . . д суть гюрядки бинарныхъ формъ системы, 
а //х, /І2, . . . (лк степени нолуинваріанта отиосителыю коэф-
фиціентовъ каждоіі формы. 

Сл довательно, если вътакойполуинваріантъ /(а, Ь, с,.. .з) 
мы подставимъ вм сто количествъ а{, &і? . . . в< соотв т-
ствешю количества /., ^ , . . . а><, то получится совм стный 
коваріантъ /(/•, Рц • • • °>І) системы неоднородныхъ формъ, 
а для того, чтооы получить совм стный коваріантъ даішои 
системы бинарныхъ формъ, надо только въ получепномъ ко-
варіант /(/*, і^, . • • о>г) зам нить х черезъ хл и возста-
новитъ однородность при помощи ж2. 

Но очевидно, что иосл дній результатъ мы получимъ 
также, если въ каждоіі изъ функцій / і ? 2^, . . . о){ мы сначала 
зам нимъ х черезъ хг, возстановимъ въ нихъ однородность при 
помощи хг и зат мъ внесемъ ихъ выраженія въ / ( / - , Рц •. • щ), 
при этомъ получится только лигингй множитель .т/. 

12* 
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Функціи /І, Кі, . . . о>і иы ють выраженія 

і 
Л п(п-1)...(»-*+1) У * ' " ' 

^ ' = т(™-1)...(«і-і + 1) ̂ ° ^ ' ̂  (76) 

б#>; = Г/> (.) (х,1); 

/ ' = 

*•«'-

« ) . ' = 

гс (п 

т ( т 

- 1 ) . 

- 1 ) . 

. . (п — 

1 

. . (юі -

1 

г + 1 ) 

- г + 1 ) 

— 

д* 

д* 

дх1

і 

<ы(л?х, 

• " » / 

* 

«,) 
^ 

» і ) 

д (<?-і).. . (д-*+і) 

если въ нихъ зам нить х черезъ хл и возстановить однород-
ность при помоіци ж2, то мы получимъ ихъ новыя выраженія 
въ однородномъ вид : 

і 

(77) 

д(д — 1).. .(д — * + і) Э.г/ 

Сл довательно, если въ иолуинваріантъ У(«, Ь, . . . з) 
вставить вм сто количествъ а^ Ъ{, . . . «, соотв тственно 
одностороннія производныя (вгпзвйідв ігг іг(еп) бинарныхъ 
форм'1. съ надлежаіцими числовыми факторами и отбросить 
множитель ж2

?% то нолучится совм стный коваріаптъ 
/(//, 2^', . . . (о/) дапной системы бинарныхъ формъ, по-
рядокъ котораго 

= п/ь + ті±% + . . . + д/^ — 2р. 

Припомнная опред леніе нолуинваріанта, мы можемъ полу-
ченные нами результаты формулировать еще такимъ образомъ: 

Ціълая раціональная фунщія У(/ 0 , /і, • • . / , , 
і^0, 2^, . . . Рт, . . .) одностороннихъ производныхъ би­
нарныхъ формъ, однородная относительно / і ? 1Р{, . . . 
въ отд льности и имтъющая соотвттственно степени 
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/ І П /І 2, . . . Ціп есть совлтъстный коваріантъ порядка 
данной сгістелы бітарныхъ форлъ (улноженный на фак-
торъ х^'), если она изобарпа съ втъсожъ 

и удовлетворяетъ уравненгю съ гастными производными 

Посл днее уравненіе мы сокращешю обоаначаемъ — 

Х2 (/) - 0. 

Пусть полученный такимъ образомъ коваріантъ 
/(/>> /і, • • • /«» -̂ о» ^ п • • •) І І Ъ развернутомъ вид и 
въ неоднородной форм будетъ 

/ = с0 х» + с, ж^-г + с2 ж
1-2 + . . . + с,. (78) 

Очевидно, что 

Пршшмая во вниманіе 

^ = ( п - г ) / + 1 , 

и обозначая черезъ Хх операцію 

мы іюлучимъ 
1.2 . . . ^ С ^ - [ Х / ( . / ) ] « . 

или 
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сл довательно, мы им емъ 

— результатъ, равносильный теорем Сауіеу (§31). 
Прим ръ. Разсмотримъ бинарную форму третьяго порядка 

соотв тственная неоднородная форма будетъ 

/(х, 1) *=* а0 ж
3 + Зах ж

2 + За2 ж -+- а3 = / 0 ; 

кром того, 
у і іі() Ж - і ^ ^ 6 ^ X | $<> 7 

/ з ~ ^ 0 -

Выраженія а0 и а 0 а 8 — а/ суть полуішваріанты данной 
бинарной формы, сл довательно /0 и / } / 2 —/і* суть коваріанты 
неодыородиоіі формы/(ж, 1). Посл днін коваріангь им етъ видъ 

/оЛ ~/і = («0 «2 " " «I2) #* + («0 % — &1 «й) # + («1 «3 _ « 2 2 ) І 

если въ немъ зам нить х черезъ хг и возстановить однород-
ность цри помощи х,,, то получится изв стный Г е с с е в с к і й 
коваріантъ 

(а0 а% — а?) х? + (а0 а3 — ах а2) хх х2 + (аг а3 — а2

2) х% 

бинарной формы 3-го порядка. Но онъ получится сразу, 
если въ иолуинваріантъ а0а,л — а? подставить одностороннія 
производныя (съ яадлежащимй числовыми факторами) данной 
бинарной формы: 

у х " ь о Х^ \~ &\Хі^ Х± Х% \ (л>ч "^а 5 

•/% ^Ч) * ^ 1 I " ^ 1 * ^ 2 ? 

У з " = ®о 

и отбросить множитель ж2

2. 
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§ М. Сопоставленіе двухъ бинарныхъ формъ. 
Мы будемъ называть сопоставленіемъ двухъ бинар-

ныхъ формъ ихъ совм стный коваріантъ первой стеіюни 
относительно коэффиціентовъ ка;кдой формы *). 

Не трудно опред лить число линейно - независимыхъ со-
поставленій какого-нибудь порядка . 

Формула (III) въ § 33 даетъ для даішаго случая 

М = [(1 - ) ^ » . ^,,М\ , (80) 

гд >̂0 = -(?г + ж — У) есть в съ главнаго члена и 

1 і/И+1 1 т+1 

Сл довательно , число линейно - независимыхъ соиостав-
леній порядка двухъ бинарныхъ формъ порядковъ п и ш 
дается формулой 

N, = [ ( 1 - 0 ^ ^ - 1 (80') 
'V 

Мы им емъ разложеніе 

і — 1"-^1 

( 1 — » + 1 ) - і - — = ( 1 — ^ + 1 ) ( 1 + г; + " 2 + • • . + ™) 

= (1 + V + г + . . . + т) — ( п+1 + п+2 + 

+ . . . + п + т + 1 ) ; 

если ?г>ш, то для ^ = 0, 1, 2, . . . ш сущестнуетъ по одному 
сопоставленію; друпіхъ же соноставленій не существуетъ. 

Построимъ существующія соиоставленія двухъ бинар­
ныхъ форіГЬ: 

У \рСі , 00%) С10 Х± Г І Т і ^ і "^і Я?а \~ • • • ~Т~ (^п зс% •) 

( 111 \ 

1) Н мецкіе ученые употребляюгъ для этихъ коваріантовъ вазвані 
, еЪегас1іісЪпп^" ; французскіе — названі „сотрот". 
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Мы будемъ называть р-мъ сопоставленіемъ такое со-
иоставленіе, котораго главный коэффиціентъ им етъ в съ р, 
и будемъ обозначать его символомъ (/, Р)р. 

Для ^р-го сопоставленія главный коэффиціентъ будетъ 
им ть видъ 

с0а0Ьр + с,ахЪр_г + с2агЬ;,_2 + . . . + срарЪ0, 

при чемъ с0, с п с2, . . . ср должны удовлетворять условію 

X*1>0 о̂ Ьр + с, о, 6?,_! + с2 а2 Ь;,_2 + . . . + ср ар Ъ0] = 0, 

которое им етъ сл дующій развернутый видъ: 

Сіа„ -і+ 2с2 ах Ь„_2 + Зс3а2ЬІ_3+...+2и;/,а/^_1&0 

+і?с0а0Ьр_і+(р— 1)с1а1Ьр_,+ (2?—2)с3а8&/_з+-..+ с„а,,_А=0; 

отсюда мы цолучаемъ 

2̂ 2 2 ° \2 / °' 

= _ р(р-1)(р-2) =_(Р\Г 

°3 1 . 2 . 3 с° \3 / °°» 

Сл довательно, главный членъ #-го сопоставленія им етъ 
видъ 

ао Ьр — ( I ) »! &,,_! + ( I ) «2 ЬР-8 — . . . + ( — 1)'' а„ Ъ0. 

Если въ этомъ выраженіи зам нить щ и Ь( соотв т-
ственно черезъ одностороннія производныя /, и і<і? то полу-
чится искомое сопоставленіе (если не считать множителя # / ) ^ „ ч 

(81) 

(/, п> - [/. ̂  - (!) /і ̂ + ( ! ) /. -*;-*+• • •+(- іул^і] 5 
при п>т индексъ # можетъ равняться 0, 1, 2 . . . т. 
Посл дняя формула даетъ возможность составить сл дуюшую 
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таблицу сопоставленій различныхъ порядковъ двухъ бинар-
ныхъ формъ 

(/,Ло 

(/, п 

(/,Лз 

(/,П-
+(-1)-/./; 

ворядки 

п-\-т 

п-\-т—2 

м + т — 4 

?г + ш — 6 

п+т—2т 

Если п = т , то посл днее сопоставленіе будетъ совм ст-
нымъ ипваріантомъ 

«о Ь. — \Т/ ^ Ь»-1 + \2 ) а* Ь*-» ••• + (-" 1)" «« ?>о 

двухъ даштыхъ формъ. 
Щтл ръ. Разсмотримъ дв бииариыхъ формы втораго 

порядка 
у (%і . Х%) й-о 3?! _ | лйЦ Хх Х% ~г~ Л 2 Х% ? 

^(ЖІ , ж8) = Ъ0 х? + 2ЬІ хг х% + 7>2 ж2

2; 

для нихъ вовможны сл дующія три сопоставленія: 

(/, ІР), = / 0 /ч —/і / о = -=• [ К ^і2 + 2а2 жх ж2 + а2 ж2

2) (Ь0 жг + Ь, ж2) 

— (Ь0 хі + 2Ъ1х1х2 + Ь, ж2

2) (а0 а?х + о, аг2)] 

= (аг Ъ0 — а0 ЬІ) х? + (а2 Ь0 — «о М #і жг + 
+ О А — агЬ2)ж2

2, 
(/, і ^ = а0 Ья — 2а, Ь, + а% Ь0; 

посл днее сопоставленіе есть совм стный инваріантъ раясма-
триваемыхъ формъ. 
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§ 45. Дериванты; конаріантный продесъ 
Н І 1 Ъ е г і ' а . 

Мы будемъ называть деривантомъ ц лую раціональную 
функцію 

ф(/„ /х, . . . /„, і*0, ж1ц . . .) 

одностороннихъ производныхъ (сч> надлежащими числовымп 
факторами) /,, / 1 5 . . . /п, і\,, Рг, . . . бинарныхъ формъ 
дапной системы, однородную относительно производныхъ калг-
дой формы и изобарную относительно этихъ производныхъ. 
Такую функцію называютъ также полуковаргантожъ. 

Если деривантъ ф им етъ эксцессъ 

X = п/іг + тщ + . . . + щік — 2 р, 

то онъ удовлетворяетъ соотношенію (§§ 9, 18) 

{Х2Х^-Х^Х,)ф = {х- + 1)Х^ф- (82а) 

моншо вывести также соотношеніе 

{Х2»Х1-Х1ХЛф= (х + -1)Х^ф, (82Ъ) 

если воспользоваться способомъ, аналогичнымъ способу въ § 9. 
Эти соотношенія (82а) и (82Ь) суть частные случаи бол е 

обіцихъ соотношенііі: 

+ 2 ) (,-2)1 (,,-2)1+ }? ' (' " І ) 

которыя можію иолучііті. изъ формулъ (82а), (82Ь) носредствомъ 
снособа отъ ,/і къ и-\~1і / / + 1 . 

Если деривантъ ф удовлетворяетъ уравненію 

,(г/;) = о, 
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то оігь служитъ коваріантомъ данной системіл бинарныхъ 
формъ; въ этомъ случа соотношеніе (83Ь) цриметъ бол е 
простой видъ 

и.ім. полагая р — -^-к, МЫ иолучимъ соотношеніе 

х,-х,-ФЯ-^ЛЩЬ-*>! д .,/;. (84) 

ІГосл днее соотношеніе показываетъ, что дериванты 
Х///І, гд ф есть коваріантъ снстемы, изм няются отъ опе-
рацій Х2 Хг только иа числовые факторы. 

Эксцессъ х дериванта им етъ выраженіе 

Х = прг + т/ц + . . . + цпи — 2/к 

сл довательно, высшій пред лъ его такой: 

х=п& + т/к + •. • + а,",.-
< !ъ другой сторопы, наиболыпій в съ р можетъ равняться 

пцл -\-тц%-\- . . . -\-<іщ, если взять членъ ап>"і Ъ,,,-"* . . . ,9,/'-/,, т. е. 

* ^ — ( п / * 1 + ж / і в + . . . + д/і,). 

Такъ какъ операція Х1 понижаетъ эксцессі, дериванта ф 
на 2, а операція Х2 повышаеть его па 2, то прим ішя къ 
дериванту носл довательно н сколько разъ операцію Хл и 
операцію Х2, мы получимъ, накопецъ, 

Х^ф = 0, Х,г+гф = 0. 

Если г + 1 - о е прим неніе операціи Х2 къ дериванту ф 
даетъ въ результат нуль, то деривантъ называется дериван-
томъ г-го ранга. 

Очевидно, что деривантъ г-го ранга дастъ коваріантъ, 
если къ нему прим нить г разъ операцію Х2, т. е. Г(,) = Хг ф 
есть коваріантъ, ибо 

Х2Г" = Х/+1ф = 0; 
13 
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но кром этого коваріанта Г(г) д ривантъ ф даетъ еіце сл -
дующіе коваріанты: 

Т^ = ХГХФ- ^^ХГгХх^\ (*=х + 2г) 

г < ^ = х г * Ф - - ^ = 4 ! ХГ* Хіг г(,) -

і >' Т - 2 V" г—1 р(г— 1) 

[а— 2)! ( г — 1 ) ! 2 й 

Г('-3> = X/-3 0 - ^ ^ ^ ^ і г Г(г) - (85) 

V Ц , - з и н п ( м ) 
{в—2)\ {г—іу.* ^ 1 ' 

— ; ~ — 1 Х2

Г~* X/-2 Г('-2), 
((7— 4)! (г — 2 ) ! 2 ' 

Г(о) = ^_(^ГІ1Х/Г(,)__ »-г-1)І : _ 
* ! г! (гт—2)! ( г — 1)! х ' ' ' 

(<т — 2г + 2)! 1! ' 

что эти выраж шя суті, коваріанты, пе трудно обнаружить 
при помоіци соотношенія (84), и для этого надо только нока-
затъ, что они удовлетворяютъ уравненію 

Х2(Г) = 0. 

Разсмотримъ для прим ра выраженіе 

Г(,-1) _ Хг~, ф __ {°—г)\ х р ( г ) 

гд ^ = / + 2 г ; тогда мы им емъ 

х2 \*-«-хгФ- ^ Ц ' . , х8- */ г» 
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гд Г(г) = X/ ф есть коваріантъ; на основаніи соотношенія (84) 
мы будемъ им ть для коваріанта Г(г) сл дующее соотношеніе: 

г » (у _!_ 2г — Ш 

хг1 хг\ххт ) = (ХХг)м\ х*(г(г)); 

всд дствіе этого соотношеніе мы будемъ им ть 

х2 гс-1)-X/ Ф - ~-Тг Хг X, X/ ф, 
но на основаніи соотношенія (82а), полагая въ немъ = 1, мы 
им емъ 

(Х2 X, - X, Х2) (X/ Ф) = (х+ 2т) (X/ ф\ 

гд / + 2г есть эксцессъ дериванта Х/ф; сл довательно, 

но во второй части Х1Хл

г+1дР = 0, потому что Х/+1ф = 0, 
а остальные два члена в;заимно сокраіцаются; сл дователыю, 
мы уб ждаемся въ томъ, что суіцествуетъ тождество 

Х2Г(»~і) = 0, 

покаяывающее, что ГСГ—1) есть коваріантъ. 
Вышеприведенные коваріанты, полученные изъ дериванта 

ф г-го ранга, можно представить въ сл дуюшемъ вид , если 
въ нхъ выраженіяхъ посл довательно зам нить Г(г), Г( г _ 1), . . . 
изъ нредудыщихъ равенствъ: 

ГИ = Х/Ф, 

Г(»-і) = іх/-1 — Х- Хх хЛ ф, (86) 

Г(г-2) = ( у ,-2 _ ]

 Х Хг-1 + ; * х ; X? хЛф, 
( 2 0—2) . 1 ! («т— 2) {о— 1) . 2 ! ' 2 /^ ' 

Г<°) = ( і — т - ', ХХХ„ + 
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р(о) = 

р(1) = 

^ ( 2 ) = 

-Сг+і 
=(* + з 
= (х + 5 

) 

) 

) 

[ Ф\ 
[ЪФІ 

• [ХіФ], 

Обозначимъ сокращенно оиерацію 

/__і хгхг х*х? \ 
К/+1)! 1!(/+2)!"Г2!( / + 3)! ' \ 

символомъ [ ] ; тогда наша система копаріантоізъ можеть быть 
представлена въ вид : 

(860 

Г(") = (;г + 2г + 1)! [Хя»&\. 

Если / = Оі то Г(0) будетъ, очевидно, инваріантъ, что 
намъ изв стно изъ § 42. 

§ 46. Построеніе линейно - независимыхъ кова-
ріантовъ. Сопоставленіе какъ частный случай опе-

раціи I ] . 
Раземотримъ систему формъ 

и составимъ всевозможные дериванты ф стеігеней //15 /і2. . . . 
и в са _р въ ихъ прост йшемъ вид : 

пусть ихъ число будетъ Ч?,,. Пусть Ч^-і обозначаетъ число 
деривантовъ ф' т хъ же степеней и такого же вида какъ и 
дериванты ф, но только съ в сомъ р — 1. 

Изъ носл дняго равенства (85) нредыдущаго параграфа 
мы им емъ 

Ф= Г с + ( ^ + + 1 , ) ; ,Х 1 Г'" + ( ^ + - Ь ^ - ,Х*Г"> + . • • ( 8 7 ) 

I (/ Т Т) • -у г р(,Л 

• • ' ^ (х + ог)\г\
лх ' '> 
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т. е. всякгй деривантъ ранга г можно представить какъ 
линейное согетанге г + 1 выраженій 

Г0, ЛІГ» Л / Г » . . . ХЛП>\ 

гд Г0, Г(1), Г(2), . . . Г( ) суть коваріанты данной системы. 
Ивъ этого выраженія дериванта Ф, мы получаемъ 

Хг Х% ф = 0 + ( ^ ^ гі ^і *« хх г « + 

+ ( 7 + 4)! 2 ! ^ ^ 2 ^ і 2 Г (2) + • . . + ^-р2 Г у |71 ^ ^ ^ Г > ' ' 

гд иервып членъ Х1Х2Т
{0) равенъ нулю, иотому что Г(0) 

коваріантъ и, сл довательно, ^ Г 2 Г ( 0 ) Е І О . 

На основаніи соотношенія (84) предыдуіцаго нараграфа, 
мы получимъ формулу 

х, х, Ф-^+цш іх+2) АІ г» + 

+Сг(+і)»!2 Ог + з) ХІ г « + . • •, 

а прим няя символъ [], получимъ соотношеніе 

[ХхХяф\^0, (88) 
иотому что 

[-ХІГ«] = 0, [^2Г(2>] = 0, , 

въ чемъ не трудно уб диться пров ркой, если им ть въ виду 
соотношеніе (84) иредыдущаго нараграфа. 

Такъ какъ Х% ф есть деривантъ тииа ф', то мы им емъ 

Хгф=Хф<; 

подставивъ это выраженіе Х2ф въ уравненіе (88), мы полу­
чимъ соотношеніе 

Р А ^ І ' ] = 0 или 2Е[-Х1#'] — 0 ; (89) 

такихъ соотношеній между Ч^,^ выраженіями [ЛГ1дб/] мы мо-
жемъ получить ч7?,; въ случа ЧСГ̂  > "^ —а м ы им е м ъ ЧР" 2 

равенствъ 
[ Л ^ ' ] = 0, (90) 
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которыя даютъ Ч^,_і линейныхъ соотношеній 

если ноложить, Ххф'=Уф, между ч7;, коваріантами \ф\ 
дашюй системы; сл довательно, суіцествуетъ Р̂ —ЧР"/,_1 линейно-
независимыхъ коваріантовъ даыныхъ стеиеней /іх, /Л2, . . . /і,. 
и порядка 

— п/хг + тщ + + . . . -\-%цк — 2р. 

Такимъ образомъ мы можемъ построить вс линеііно-
пс:;авпсимые коваріанты, пользуясь оиераціей []. 

Приложимъ этотъ снособъ къ наибол е простому случаю: 
построимъ коваріанты двухъ бинарныхъ формъ / и ІР, ли-
нейыые относительно коэффиціентовъ каждой формы, т. е. 
соиоставленія этихъ двухъ формъ. 

Въ дапномъ случа мы им емъ 

сл довательно Ч
г

р

==
і>, Фр—і—р—1. 

Между р коваріантами 

на основаніи вышеизложеннаго должны существовать р—1 ли-
неііныхъ соотношеній (90): 

Л К ^-х] + (^ —2> + 1) [/о *Ч = 0, 

(М-1) к і _й] + (//, - ; р + 2) [А / _х] = 0, (91) 

(/І-^ + І КЛ] + л М я « ; 
Сл дователыю, существуетъ только одинъ коваріантъ 

двухъ бинарныхъ формъ, лшіешшіі относительно кооффіщіен-
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товъ каждой формы и порядка и = п-\-т — 2р; его можво 
получить ириложивъ операцію [ | къ /0 Р : 

К *а -//;- (\ -)/, РР-, + (I)/./•„_,-... + (-іу/,/; 
- < / , * % . " <9 2> 

Такимъ образомъ операція [ ] въ разсматриваемомъ слу-
ча приводится къ операціи соноставленія двухъ формъ. Сл -
довательно, операція [ есть въ н которомъ род обобіценіе 
операціи соноставленія. 

§ 47. Полярный ироцесъ АгопНоІсРа. 
Полярнымъ процесомъ называется сл дующая операція: 

1>а,ь = Ь0у- + Ьг^ + . . . + Ья/- . (93) 
да0 ()ах дап 

Разсмотримъ фупкцію 

/ = / ( а 0 , ОІ, . .•. а я , Ь0, & ! , . . . Ья) 

и зам нимъ въ ней а{ черезъ ві+М,; тогда получится фупкція 

Р=/(а0-\-ХЬ0, « ! + ^ і , -. . а„ + /Ь„, &„, &і, . . .Ь я ) , 

которую можно представить въ вид 

/•- 0 , + Д А + Г ^ с 2 + . . . + -•••• * - а + . . . ; 
1.2 1 . 2 . . . 

при чемъ, конечно, С0 = /(а ( 1, а1 ? . . . «„, &0, ЬІ5 . . . о„). 
Приложимъ иолярпыіі ироцесъ ЮаЬ къ функціи ^*; тогда 

получимъ изъ носл дняго равепства 

А,,^=А„, о0 + х д,,, с, + р^д,, С.+...+ 

1 . 2 . . . 
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но съ другой стороны 

аа0 да1 да„ ак 
т. е. 

па,ь я= а+хсг + . . . + ^ а +. . . ; 
1 . 2 . . . ( у — 1) 

сл довательно, сравнивая два выраженія для Т)а,ь 1\ мы 
получимъ 

^і = Т>п,Ь С0 — I) а,Ъ I 

С3 = 2 )^ , О, = ІУ',,,1, / 

Такимъ образомъ, мы можемъ написать 

/(а 0 I ^ 0 , а , I АЬ„ . . . ап + ЛЪп,Ъ0,Ъи • • • К)= (94) 

2.1 1.2 . . . 

Функціи Т>щЬІ-, І)а//, • • • Ва,ь / называются полярами 
функціи /, при чемъ 1>а^ / называется у - тою полярою 
функціи /. 

Операція 2)а>6 им етъ сл дуюіцій видъ : 

\ оа0 да1 дап / 

= У 7 * 7і &0 7і &, 7і^'2 7і &и 

^ к01 Ъг\ к2\...ки\ ° х •* " да0Кда1КдаіК...дапкп'1 

гд &0 + &! + /с2 + . . . кя — . 

Разсмотримъ ц лую раціональиую и однородную функцію 
степени /і 

/{а) = / ( а 0 , а15 а2, . . . а„); 

тогда на оснопаніи вышеизложеннаго мы будемъ им ть 
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/(а0 + ХЪ0, ах + ХЪг, . . . ап + ХЬп) = 

= / ( а ) + #> в , ь /(а) + ~ Ц,*/(а) + • • • + ^ # & / ( а ) 5 

если въ этомъ равенств зам нить А черезъ у-, то получится 

равенство 

/(Хга0-\-ХЛЪ0, ^і«і + АяЬг, . . . Л1ап-\-ЛіЪп) = 

= ^ « ) + ^ ч ^ / ( « ) + ^ % («)+...+!тд;,»/(«) 
(95) 

переставивт. въ этомъ равенств Хг съ Л2 и аь съ Ъп мы 
получимъ 

/\К Ь0-Т Каіі К ^і ~Г ^і аі і • • • Т ^ О Й Т ^і &и) = г : Г95'^ 

= ^/(Ь)+ -ІЛА,„/(Ь) + - ^ ^ „ , / ( Ь ) + . . .+^ДбЛГО; 

сопоставивъ это равенство съ предыдущимъ, мы получаемъ 
сравненіемъ кооффиціентовъ при одинаковыхъ степепяхъ 
Хг и /2 сл дующія соотношенія: 

ІМ - Т ) 1 ^ 1 / ( а ) = А ' й / ( а ) 

(96) 

ПІГ/(а) = --П11/(Ъ), (^^.й)! ^ ' ' Ы 

Если въ соотношеніи (96) иоложить Ъ0 = а0, Ъ1=^а1, . . . 
Ъп = ап, то получится равенство 

(А1 + 4,У7"(а0, Ох, * . . а ^ - / ( а ) + Л Г * Л . ' Р > м / ( * ) ] - = . + 

+ ^ ^ [/>.%/(*)]*=. + . . . + ^ [/^/(а)]^; 
13* 
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но съ другой стороны, развернувъ въ первой части (Лг + /2)'у 

по формул бинома Н ы о т о н а , мы получимъ 

& + Л.) (а», аг, • • • а») = ^ / ( а ) + ( ^ - ) А Г Ч / ( « ) + 

+ (^-)«гН, /(а) + ...+«/(а); 

сравнивая коэффиціенты въ правыхъ частяхъ этихъ двухъ 
равенствъ при одинаковыхъ степеняхъ кг и Д,, мы получимъ 
сл дующія соотношенія: 

[Д,, л /(а)] й = п = / і / ( а ) , 

[/^/(а )]^ =// (// — 1)/(а), 
(96' 

Разсмотримгь биііарную форму / 0 ^ , ж2) гс-го гюрядка. 

На основаніи вышеизложеннаго мы можемъ написать 

/(х, + Хуг, хг + Дг/2) =/(ж) + АД^ /(») + 

2! 
гд 

+ 7ТА»'/(*) + ' ' ' + ІТА//(*), (97) 

^ А ^ - У і ^ + У . ^ , 

а2/ , л э 2 / 0 э2/ 

(98) 

-(*5г + **-)" / 
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§ 48. Полярный лроцесъ АгопЬоІсРа какъ ин-
варіантный лроцесъ. 

Полярнымъ процесомъ можно восиользоваться для ио-
строенія новыхъ инваріантовъ или коваріантовъ системы бинар­
ныхъ формъ, если изв стны н которые инваріанты или кова-
ріанты этоіі системы. 

Въ самомъ д л , пусть мы им емъ коваріантъ 
Г (а, Ь, . . . 5; хг, ж2) системы бинарныхъ формъ п- о норядка: 

не трудно докавать сл дующее нредложеніе: 
Если надъ коваргантомъ Г (а, &, . . . 8; хх, ж2) сю-

стемы бинарныхъ формъ совершить процесъ ЛІІ>/і} то въ 
результатгъ полугится снова коваріантъ этой же системы. 

Для доказательства этого предложенія достаточно только 
показать, что Д, і 6 Г(«, Ь, . . '. $; хи а?в) совс мъ не ивм -
няется, когда перем нныя бинарныхъ формъ иодвергаются 

какоіі - нибудь унимодулярпой подстановк #1 ) _ , такъ 

какъ ироцесъ Па>ь, конечно, не нарушаетъ однородности 
функціи Г(а, Ъ, . . . з; а?!, #а). Но при унимодулярномъ 
преобравованіи иерем нныхъ мы будемъ им ть соотношенія: 

Аіх,, х.,) = ^1(у1, у2), /2(хх, х2) = ^(уи у2), 

Г(а, Ъ, . . . 8] хх, х2) = Т(а, /5, . . . а; уи у8); 

умноживъ об части втораго соотношенія на А и сложивъ его 
почленно съ первымъ, мы получимъ 

(а0 + АЬо) ^ік + ( у ) («і + ^ 0 ^і" _ 1 я 8 + . . . + ( а ж + АЬЙ)#8

И = 

= («о + ^о) Уі" + ( у ) («і + О ^ и _ 1
 УІ + • •': + («»+ V.) У>; 

сл довательно, мы можемъ написать 

Г ( а + АЬ, 6, . . . 5 ; жІ7 жя)=*Г(а I >>/*,/?, . . . <т; аг1? з?8); 
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если раввернуть об части этого равенства, то мы получимъ: 
для л вой — 

Г ( а , Ь , , . . ) + ЯІ>а, 6Г(а,Ь,...) + ^ І > Г(а,Ь, . . . . ) + . . . . , 

и для ііравой —• 

сравнивая коэффиціенты ири первой степени л въ этихъ вы-
раженіяхъ, мы получимъ равенство 

2>а,ь Г (а, Ъ, . . . 5; хг, х%) = Ва# Г (а, / ? , . . . д ; ух, г/8), (99) 

доказывающее справедливость нашего предложенія. 
Лрим ръ 1. Выраженіе а 0 а 2 — а/служитъ инваріантомъ 

двухъ бинарныхч, формъ втораго порядка 

/і (.^і?я\)== ^о*̂ і ~г ^#1 а?!а?2-\- а%х% , 

/ 2 (а?!, а?2} = о0х1 + 26І а?! а?2 -|- о2 а?2 ; 

прим нивъ къ нему процесъ 2)я,ь, мы получимъ новый ин-
варіантъ этихъ двухъ формъ: 

1>а,ь (а0 а%— а?) — Ъ0 а% + Ьх
 (— 2а

х
) + &

2
 «

0
 = 

= Ь
0
 а

2
 — 26

х
 а

х
 + Ь

2
 а

0
, 

который есть ничто другое какъ второе сопоставленіе (/і,/2)2 

двухъ данныхъ формъ. 
Мы знаемъ, что коваріантъ бинарной формы /(х1у #2) 

съ перем нными $г, <?2 есть совм стный инваріантъ двухъ 
формъ 

/ ( & , &) и е8а?і — ^я?8. 

Сама бинарная форма есть коваріантъ для ней самой; 
сл довательно, / ( & , ^2) служитъ совм стнымъ инваріантомъ 
системы трехъ бинарныхъ формъ 

/ (р&і, х2), ?2 хх чі # 2, эу2 а?! 5ух ж2; 

а отсюда мы заключаемъ, что поляры формы /(е 1 ? <̂ 2) 
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суть инваріанты указанной системы трехъ бинарныхъ формъ. 
Сл довательно, поляры формы / ( ^ , с2) съ нерем нными я 1 } ж2 

/%*/(&, &). &%*/&, 6). . . . , 
гд 

^^/№.«-^^ + (^^^55^+.. . + ^ 

суть совм стные коваріанты двухъ бинарныхъ формъ 

/ (я^, ж2) и с2 жх сх #2. 

Прим ръ 2. Разсмотримъ бинарную форму 

у (х1, я?2̂  ^= Й0 жх

 _р ^я^ я?1 ж2 ~т~ а% х% 5 

поляры формы / ( ^ , з̂) = а0 ^ + 2ах & ^2 + а2 ^2

2: 

2 #е,* /(^і, ^) = ж і («о ?і + «і &) + Я2 (»і 6 + 2̂ &) = 
= = ^ 0 ? 1 *^1 I &і ( > 1 ^ 2 "Т" ?2 •^і) ~1 ^ 2 ?2 *^2 ? 

О̂  - ^ ^ Ж У ( > 1 ? Ь г } = = «^1 • ^ 0 і ^ ^ І %% . &і ~Т~ %% - (&%~ 

СІд Я^і I лСІі Я7̂  і 2 I (л/% "^2 

суть совм стные коваріанты двухъ бинарныхъ формъ 

С о 0$і ~ | " Л(Хі-^ Хх Х% | і і ' 2 Ж 2 И <,2 Ж^ ц і СС2 . 

при чемъ коваріантъ о~-̂ &в/(̂ і» &) е с т ь ничто другое какъ 

первое соиоставленіе (/, / ^ двухъ данныхъ формъ. 

Если мы разсмотримъ дв бинарныхъ формы 

/ [Хц Х%) (10 Хг I ~ 1 (Хіх Хг Х% ~т~ . . • і ^ п ^ г ? 

+ . . . Н-(-1)»^"я?8», 

то на основаніи вышеизложеннаго въ этомъ параграф мы 
можемъ сказать, что выраженіе 
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гд / обозначаетъ инваріантъ формы /(хг, ж2), есть совм ст-
иыіі инваріантъ формы/(ж1? х2) и формы ^ ж і — ^а^; сл -
довательно, если \ \, этомъ выраженіи ?І, 5а зам нить черевъ 
ягп а?2, то получится коваріаптъ формы /(а?х, а?3), т. е. 

А х> - к х Г " *.+•••+(- »" яг•«•. (10°) 
нргиыъненная къ какому-нибудь инваріанту бинарной 
формы /(а?!, а?2), обращаетъ посліъдній въ коваріанть этой 
формы. Получаемый такимъ образомъ коваріантъ Сауі у 
назвадъ эвектантомъ бинарной формы. Этой онераціей 
Сауіеу воспользовался цля нриведенія бинарной формы къ 
каноническому виду 1 ). 

Прижщт 3. Если къ инваріанту / = «с

2а* + 4а0а2 + 
Н- 4ах

3 а3 — Заг

2 ай

2 —6а0 ах а% а3 бинарной формы 3-го порядка 
прим нить разсматриваемую нами оііерацію, то получится ея 
эвектантъ: 

(а0

2а3 — За0а га2-\-2а±) х? + 3 (а0ах а3 — 2а0а2 + а?а2)х?х% — 

— 3 (а0а%а3 — 2а? а3 + аха2) хгх* — (а0а3—Захага3 + 2а2)х2. 

§ 49. Зам на н которыхъ бинарныхъ формъ 
данной системы коваріантами остальныхъ формъ 
системы. 

ЕІри построеніи инваріантовъ и коваріантовъ бинарныхъ 
формъ можно нользоваться сл дующимъ снособомъ. 

Пусть мы им емъ систему бинарныхъ формъ 

1) Р а а (1 і В г и п о. ЕіпШіип% іп (//<• ТНеогіе ііег Ыпйгеп Гогпгеп, 
8. 173. Ьеіраі*. Ш81. 
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и пусть ц лая раціональная функція / ( а , Ь, . . . 8, р', р", . . .), 
однородная относительно коэффиціентовъ каждой формы дан-
ной системы, служитъ совм стнымъ коваріантомъ данной системы 
бинарныхъ формъ; тогда эта функція / должна удовлетво-
рять соотношенію 

/(а, & . . . * , тг', тг", . . .)=/(<*, Ь, . . . *, р', р", . . .) (101) 

для всякой унимодулярной иодстановки 8(а Л • Зам нимъ 

формы Іг

1, і^, . . . Гг совм стными коваріантами остальныхъ 
формъ / и /2, .../,. данной системы, тогда инваріантъ 
/(а, Ь, . .. . з, р', р", . . .) обратится въ функцію Л (а, Ь, . . . з), 
коыечно — ц лую, раціональную и однородную относительно 
коэффиціентовъ каждой формы остаточной системы 

/і? /г? • • • Ік' 

Такъ какъ при унимодулярной подстановк мы им емъ 
равепства 

гд ^15 р8, . . . суть преобразованныя формы, и какъ сл д-
ствія для коваріантовъ этой остаточной системы — равенства 

то будетъ им ть м сто равенство 

/ ( а , / ? , . . . <т) = / 1 (а, &, . . . 5), 

которое показываетъ, что функція Л(а, &, . . . 5) служитъ 
инваріантомъ остаточной системы 

/і» А? • • • /*« 

Полученный нами результатъ можно формулировать въ 
сл дуюіцее предложеніе: 

Если въ систем бинарныхъ формъ зам нить гасть 
формъ совм стными коваріантами остальныхъ, то прежніе 
инваріанты обратятся въ инварганты остатогной системы. 



208 

Изъ этого предложеиія, какъ сл дствіе, вытекаетъ другое 
предложеніе: 

Если въ систежтъ бинарныхъ форжъ заміънить гасть 
форжъ совміъстными коваріантами остальныхъ, то прежніе 
коваріанты обратятся въ коваріанты остатогной системы. 

Пргмтръ 1. Дв бинарныхъ формы 2-го иорядка 

У \Хг , 3?2)
 == &о *^і I А(1х %і Х% ~т~ (&% *ь% ч 

Г (хх, ж2) = ?)0 жх

2 + 2 Ъг хх ж2 + \ х? 

им ютъ инваріантъ 

(/, Р\ = а0Ъ2 — 2ахЬх + аіЪ0; 

зам нивъ Р черезъ /, мы получимъ инваріантъ 

а0 а2 — 2&і ах + а2 а0 = 2 (а0 а2 — а2

2) 

бинарной формы /(хх, ж2). 
Примтъръ 2. Дв бинарныхъ формы 

У \Х\ , 3?2)
 = = = б&о 3? 1

 —Г" Об^! Хг Х% "Т" о $ 2 *^1 ^ 2 I ^ '3 *^2 5 

Р(хи х%)=Ъ0х1

%-\-2Ъ1х1 ж2 + Ь2ж2

2 

им ютъ коваріантъ 

(/,Г)1=/0Г1—/1Ро=(^оЬ1 — а1Ъ0)х1

3+. . .; 

если ^(#5, ж2) зам нить черезъ Г е с с е в с к і й коваріантъ 

2 (а 0а 2 — а*)Жх2 + 2(а 0а 3 — аха2)хххй-\-2(аха3 — а 2

2)# 2

2 

бинарной формы /(ж г, ж2), то получится коваріантъ 

Г3)з = | я 0 Оо ^ з — а>і а 2) — 2«і («о ^ г — «і 2)] а?!3 + . . . 

= (а0

2 а3 — За0 ах а2 + 2а^) х* + . . . 

бинарной формы /(Ях, ог8). 
Зная главный членъ этого коваріанта, не трудно со-

ставить его выраженіе черезъ одностороннія производныя 
формы /(#х, ж2)

: 

Г з ( з = / о 2 / з - 3 / 0 / 1 / 2 + 2/1

3. 
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Пргитръ 3. Винарная фориа 3-го порядка 

У \р0\ . Хо) 0 1 ' ' ^ ^ 1 "^1 *^2 I *ІСІ2 Ху •&% I І^з •«-'2 

нм етъ Г е с с е в с к і і і коваріантъ 

(а0 а2 — «і2) #і2 + («о «з — «і я2) а̂  ж2 + (а, а3 — а2~) Х{ ; 

этотъ же коваріантъ им етъ инваріантъ 

(а0 а3 — аг я2)
2 — 4 (а0 ал — а^) (а^ а3 — а2

2), 

который влужитъ, конечно, инваріантомъ данной формы 
/(ж1 ? Хо) третьяго порядка. 

§ 50. Детерминантъ системы бинарныхъ формъ 
какъ совм стный инваріантъ. 

Разсмотримъ систему п + 1 бинарныхъ формъ п-то 
порядка 

/ \хі•> х2)~в0Жі т І ~ \сі1хл

1 х2-\- . . . -\-апх2 , г 

/, {хл , X,) = Ь0 XIх + Лу ) г>! .Т1"-1 Ж2 + . . . + 6, Жя", 

Обовначимъ детерминантъ изъ ковффиціентовъ этихъ 
формъ черезъ /), т. е. 

П = 

0 1 2 

Ь 0 й, Ь, 
(102) 

8 0 .9, 8% . . . а 

1'аиенство нулю этого детермипапту показываетъ, что 
иежду данными формами еуществуетъ динейная зависимость 

сй/+сх/л + с2/2 + . . . + с„/н = 0. 
14 
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Не трудво покаяать, что детерминанть /> есть совм ст-
ный коваріантъ данной системы бинарныхъ формъ. 

Детерминанть V есть одіюродный относительно коэф-
фиціентовъ каждой формм многочленъ. 

Кром того, ка;і;д[>пі членъ детерминанть Б им етъ в съ 

0 + 1 + 2 + . . . + и = н ( " + 1 > , 
2 

сл довательно В есть изобарный многочленъ съ в сомъ 

Накоиецъ, детерминанть О удовлетворяетъ уравненію 
въ частныхъ производныхъ 

Х2(У) = 0; 

и д йствительно, мы им емъ 

Х2(Х>) = а0 - I 2а, {-. . . + па„_л 

г)«, да2 да„ 

+ 
+ Я 0 - + 2.9, - - + . . . +М.9„_, ~ . 

или, обовначивъ субдетермииаиты черезъ Аіп Аг, . . . 
В0, Д , . . ., мы получимъ выраженіе 

Х% (П) = а0А1+ 2а, Аъ -+- . . . + яа«_і А, 

+ Ь0 Д + 26, Д , + . . . + пЪп_х В„ 

+ (103) 

4- я0 #і + 2$, 82 + . . . + пв_, А9„, 

въ которомъ вертикальные столбцы суть иули, сл довательно 
ХЛ(П) -0. 
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Такимъ образомъ, детерминантъ В удовлетворяетъ вс мъ 
условіямъ инваріанта, нотому что его эксцессъ 

X = т0 + пу^ + . . . -+- щп — 2р= 

1 1 I I I 1 о п(п~\~ 1 ) 

= п . 1 + п . 1 + . . . + п . 1 — 2.-^-2 !—-
равевгь иулю. 

Прил ръ 1. Дв бинарныхъ формъ 1-го порядка 

^о ^ і ~Г 0\ %•> •, 

им ють совм стный инваріаитъ 

П = 

Прим ръ 2. Три бинарныхъ формы 2-го порядка 

С10 Х1 П - ^0>\ %\ %% Г ^ 2 *^2 ? 

^ 0 *^1 I ^ ^ 1 Я?! # 2 ~І~ ^ 2 *^2 1 

0 1 I и С і IV] Л/п ~| Со «Л̂ о 

им ютъ совм стный инваріаитъ 

СІф С і С 2 

/ ? = 6 0 &, ь2 

с0 сх с2 

Разсмотримъ систему & + 2-хъ бинарныхъ формъ 

11 ;ъ § 47 сл дуетъ, что иоляры 

0& /(5»Л), А Л < Ш • • • А ЛАУ. 

суть совм стные коваріанты данной спстемы к-\- 2-хъ формъ. 
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Предіюложивъ, что порядки формъ /, /1Ч /8, .•.,/к ие ниже к, 
мы будемъ въ состояіііи построить к-ия поляры 

служапця коваріантами /с-го порядка данной системы бинар-

ныхъ (1)ормгь. Детермішаптъ изъ коэффиціентовъ этихъ 

коваріантовъ им еть видъ 

дкГ дЧ дк/ 

Щ/0 

діг

к 

дк/л 

д*А д*/4 

дк/х 

дкА 

(104) 

дег

к а^*-1 а^ эеа* 
и, конечно, служитъ инваріантомъ какъ системы формъ 

такъ и данной системы бинарныхъ формъ (§ 48), а сл до-
вателызо это выраженіе Б, если въ немъ написать вм сто 
€х, ^2 нерем нныя ж15 ж8, будетъ служить коваріантомъ системы 
& + 1 бинарныхъ формъ 

/? А? /*> • • • /*• 

Щпитръ 3. Разсмотримъ систему двухъ бинарныхъ 
формъ 

для нихъ на основаніи иредыдущаго мы будемъ им ть ко-
варіантъ 

і ^ о ^ 1 I '^і Л-2) ^ 1 Я?і I ^ 2 *^2 

= (а0 &, — ах Ь0) а?!2 + (а0 Ья — а2 60) жг ж2 + («і Ь2"~ «2 і̂) я*8, 

который есть ничто другое какъ первое сопоставленіе (/, /і)і 
двухъ данныхъ формъ (§ 44). 
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§ 51. Дифференціальный процесъ В о о 1 е ' я . 
Пусть міл им еиъ дв бинарныхъ формы 

/(ж15 х.2) и Р{хх, хя), 

которыя іюсредствомъ линейяой подстановки $( \ ) съ мо-

дулемъ ^ аереходятъ въ формы 

<РІУл, У%) и Ф{уи у,). 

Не трудно цоказать, что им етъ м сто соотношеніе 

Пі> -Іу)ф<- ^=й'Ак> - і ) р ^ х ^ <105) 

т. е. что процесъ 

г[± *л 
будучи прим ненъ къ форм і^(ж1? х2), даетъ совм стный ко-
варіангь двухъ данныхъ формъ / и Р. 

Въ самоиъ д л , мы им емъ подстановку 

»і = «&+/?&, 

Хг = т + йу%; 
сл довательно, 

д д да\ д дх2 _ д , г) 

д д дзвх д д . д 
ду2 дх1 ду2 дх2 ду2 дх\ ' дх 

отсюда мы им емъ 

(106) 

А. ±1 () А- д \\ 

д 
т. е. онеращи - , — - — аереходятъ въ омергщш 

(106') 

дХ{ ^ (' ду2 \ дУхЦ 

<) д . 1* д 1 д 
—, —-—аереходятъ въ онерацаі —-—, 

дсс2 дае1 Л ду2 Л дух 

,/« /9 

Г 
іюсредствомъ той гке линейной подстановки Ч( ' ' 1 іюсре 
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ствомъ которой х1} Хо ііереходятъ въ «Л, у%. Точно также 
. д2 Э2 д2 

можно показать, что операціи -—:, — : . -, ;—- переходятъ 
1 Э2 1 д'л 1 д в ъ ~м ~Г~2> ~~м 1—Г~» 1І ~ ~* к а к ъ хп хіх2, х2 перехо-л2 ду2

2 <я ду, ду2' _і2 ду2

2 

дятъ въ у*, ухУъ, у%, и т. д. Сл дователыю, мы нмііемъ 
полное право иамисать равенство 

д д \ / і д 1 д 

і і . і и 

(А _ * \І^//А _ _̂  \ 
' \Ъу? Ьух)

 У <Ьа' дж,/' 

гд всякую оиерацію \ л ) ( л \ надо считать какъ оне-
\дос.І \дсг\/ 

ді+к 

рацію ^ ~ л — * * Прим нивъ эти операціи къ равеиству 

Ф(#і, 2 / 2 ) = - ^ 7 ( ^ і , хг) 

мы получпмъ равенство 

справедливость котораго жедали доказатъ и которое внервые 
било иолучено Б о о 1 е 'емъ 1 ) . 

Если прим нитъ н р о ц е с ъ / ( - — , — - — ) къ коваріанту 

Г ( ж п х*) бинарной формы / ( ж 1 5 х2), то получится, конечно, 
новый коваріантъ этой л;е формы. Точно также прим няя 

п р о ц е с ъ Г ( — , — — 1 къ какому-нибудь другому коваріанту 

Г1(х11 х2) мы получимъ новый коваріантъ данной бинарной 
формы. Такимъ образомъ посредствомъ процеса В о о 1 'я 
можно по.іучить изъ одного коваріанта ц лый рядъ новыхъ 
коваріантовъ. 

1) В о о і . СатЬгід^е аті ІЛіЫіи МаіЬ шаііоаІ <Гоигаа1, оі. в. 1851. 
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Конечио, ІІ въ случа системы бинарныхъ формъ можно 
пользоваться этимъ зам чательнымъ процесомъ для построенія 
новыхъ коваріантовъ. 

Прьииъръ 1. Возьмемъ бинарную форму порядка п = 2 
ІІ прим нимъ процесъ 

къ самой бинарной форм /(х19 х2); тогда получится изв ст-
іп.ііі намъ инваріангь второй степенн 

2 | а0а,и — (" ' ' ) " . а* _, + ( )6^*»-+ " "•••+("" 1)" 2 ( 7 / ^ I*'' 

Пргииъръ 2. Возьмемъ систему двухъ бинарныхъ формъ 
втораго порядка 

('о *А/І I ^ ' ' і *//і ^ й I 2 2 ? 

прим нимъ процесъ 

_д̂ _ _сР ^_ 

2 " " " 1 " " ' ? 

ко второй бинарной форм ; тогда получится изв стный намъ 
совм стныіі инваріантъ дашюіі системы формъ: 

2 (а0 &я — 2ах &, + «2 Ь0)-

§ 52. Видоизм неніе процеса В о о Г я , предло-
женное 8 у 1 е в і е г ' о м ъ . 

Вооіе, иашедшііі зам чательный процесъ, изложенный 
въ предыдущемъ параграф , пе обратилъ вниманія на то, что 
зам на в*ь бинарной форм /(х1: х2) ея перем нныхъ еоот-

а „ дГ дГ 
п тственно о исжвительными производными -—, —-— даетъ 

дл\ <)ссх 

выраженіе, удовлетворяннцее равепству 
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*Ы* —ь-У*'^ -*;)• (107) 

и, сл допательно, служащее совмштнъміъ коваріантомъ 
двухь данныхъ форлъ / и Р. Посл днее обстоятельство 
было зам чено 8у 1 ві г'омъ !); его ие трудно пояснить 
сл дующимъ образомъ: 

Если перем ігаыя хи х2 переходятъ въ ух, у% посред-
ствомъ подстановки 

хл = гУі + %*> 

то мы иолучаемъ равенство 

Дх1} хі) = р(уі, у2); 

это равенство не варушится, если мы вовьмемъ вм сто двухт, 
иаръ верем нныхъ (х^ а?„), (у„ у%) другія дв цары иере-
м нныхъ (Х17 Х2), (У"х, У2), когредіентныхъ съ первыми, т. е. 
связанныхъ между собою соотношеніемъ 

і-а^ + Г̂,, 

но такими перем нными служатъ 

/Э^Г д/Л /1 дФ _і дФ\ 

нотому что изъ равенства 

Ж(хх, х2)=Ф(у}, ?/,) 

дифференцированіемі. мы получаеігъ соотнопіеиія: 

1) Вуі ев іег . СатЪгід&е ;ш<1 ПиЫіп МаіепіаіісаІ Іопгпаі, оі. 7. і̂ Г>-2 
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дУх ~ дхг дуг

 + даГ2 ду% 

дФ __ дГ дссл дГ дтг 

ду2 " д«, ду2 ^"дх^дуі 

откуда им емъ соотношенія: 

дГ_ 1 дФ і <Э0 

дл?х

 Г'Лду2 °'~Лду' 

(108) 

(108у) 

подтверждаюіщя вышесказанное. 
На осиованіи всего этого мы можемъ написать равеыство 

Д д ^ ' * дх) 9\ЛдуУ Л дугГ 

изъ котораго непосредственно вытекаетъ соотношеніе 8 у 1 -
8 і е г' а 

,дФ _дФ\_ ,дЖ _ д * Ч 

ноказывающее то. что / I -—, — -— 1 служгшъ совл спгнымъ 
\Ои)л 000. / 

коваріантомъ двухъ форлъ / и 1Г. 
Прим ръ 1. Зам нимъ въ бинарной форм 2-го порядка 

•/ 2 \р^1} *^2/ ^ 0 *^1 " Г ^ ^ 1 *^1 *^2 ~Т" ^ 2 ^ 2 

перем нныя х11 хг соотв тствешю черезъ 

—— = 2 [а1 хг -\- а% ж2), 

— —^ = — 2(а0х1 + а1х,); 
оосх 

14* 



218 

тогда получится коваріантъ разсматриваемой формы 

Г3,2 = 4.(> а2 — О . Л 

~ **. 1 2 0 . / 2 . 

Примщуъ 2. Разсмотримъ дв бинарныхъ формы: 

•/1 ^І 1 *^2/ ^ 0 &1 I ^ 1 *^2 ? 

-Р 2 ( ^ і ? ж г ) = ^о ж і "Т~ ^^ і # і #2 + # 2 # 2 , 

и зам нимъ хг, ж2 во второй бинарной форм соотв тствепно 
черезъ производныя 

первой; тогда получится совм стный инваріантъ 

Л , і = о̂ аі — 2Ъ1а0а1-\- Ъ% а<? 

двухъ данныхъ формъ (§ 19, Прим. 3.) 

§ 53. Преобразованіе коваріантовъ Н е г т і і е ^ 
какъ обобщеніе преобразованія З у і еб іе і^а в ъ §52. 

Въ § 22 мы показали, что система бинарныхъ формч» 
им етъ N—3 основныхъ въ смысл АгоппоІсГа инваріан-
товъ, если І есть число коэффиціентовъ данныхъ формъ; 
черезъ эти основные инваріанты вс остальные инваріанты 
данной системы выражаются алгебраически, т. е. вообще го-
воря ирраціонально. Является вопросъ, нельзя ли выбрать 

І — 3 + Л 

такихъ инваріантовъ данной системы, чтобы вс остальные 
ея инваріанты выражались бы черезъ нихъ раціонально, и 
чтобы между избранными ^У— 3 + Я инваріантами существо-
вало X соотношеній. 

Этотъ вопросъ былъ впервые иоставленъ и разр шенъ 
въ ноложительномъ смысл французскимъ ученымъ Нег-
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т і і е' омъх). С1 е Ъ 8 с Ь 2) гюказалъ, что возможно множество 
р шеній этого вопроса. 

Прежде, ч мъ приступить къ р шенію этого вопроса, мы 
изложимъ преобразованіе Н гті1; 'а. 

Изъ главы III намъ изв стно, что совм стный коваріантъ 
системы бинарныхъ формъ 

I) /і? /г? • • • Л? 

но зам н въ немъ ссх, х2 черезъ перем нныя ?1? с2, можно 
разсматривать какъ совм стный инваріантъ этой же системы 
и еіце линейной формы 
I I ) с 2 %і ?і %%. 

Пусть мы им емъ два такихъ коваріанта Г ( ^ , ?2) и 
Г і ( С і , 6а)» ПОрЯДКОВЪ V И 

Въ коваріант Гх(&, 62) перем нныя $и 62 можно зам -
нить какими угодпо когредіентными иерем нными хг, а?2 или 
Х1? Х2, и т. д. или же линейными сочетаніями когредіентныхъ 
съ ^ , 62 перем нныхъ; наприм ръ, возьмемъ 

^ = У]1Х% + 7]%Х%. 

Въ этихъ двухъ выраженіяхъ за Х1? Х2 можно взять 

—Vй—-, V , потому что изъ § 52 намъ изв стна 

когредіентность а?1? а?2 съ — ^ , ^ . 

Сл довательно, выраженіе 

г ф і Я х + ? я — , іЪ — ъ-^ (Ю9) 

1) Н е г т Н . 5иг Іа ікёогіе сіез /опсііопз Ното§ёпез а сіеах іпсіё-
іегтіпёез. СашЬгій^е апй БиЫіп т а і ешаіісаі <Тоиша1, оі. 9 ; С г 11 е ' з 
«Гоигпаі, Вй. 52. 1856. 

2) СІеЬзсЬ. ТНеогіе <іег Ыпсігеп аІ^еЪгаізскеп Гогтеп. 8. 317. 
Ьеіргі^. 1872. 
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при всякихъ знагенія эу15 г^ есть коваріантъ данной бинар­
ной фоужы /(х1, ж2). 

Очевидно, что это преобразованіе коваріантовъ есть 

обобщеніе преобразованія 8у1 е 8 І е г ' а въ § 5 2 ; оно было 

впервые предложеію Н е г т і 1; е'ом гь г). 

Развернувъ это иосл днее выраженіе по строк Т э й л о р а, 

мы получимъ ц лый многочленъ стенени относительно з?і, зу2» 

коэффиціеыты котораго, конечно, должны быть коваріантами 

данной бинарной формы /(хгі хя); въ посл днемъ не трудно 

уб диться сл дующимъ образомъ: коэффиціеитъ при г^-,: эу*, 

іюмимо числоваго множителя, есть ничто другое какъ поляра 

въ которой ХХ1 Х2 зам нены черезъ когредіентныя съ ними 
ЭГ ЭГ 
. , —-т—; сл довательно, на основаніи 8 52 это будетъ 

коваріаитъ данной бинарной формы. 

§ 54. Система союзныхъ формъ. 
Приложимъ преобразованіе Н е г т й е ' а къ самой бинарной 

форм /(хг, ж 2): 
(110) 

зд сь коэффиціенты Г0, І\, Г2, . . . Г я им ютъ такія вы-
раженія: 

•1-0 I \%ц ^2/7 

п _=

 дГ ъі аг д/ 
дсс2 дссг дж1 дх2' 

и суть коваріанты данной бинарной формы /(х1, а?2). 

1) Н е г т і і . 5нг Іа ікёогіе <іез /опсііопа кото^епез а Ыеих ішіс 
іетгіпёез. Сг 11 'з «Іоигпаі. Вй. 52. 1856. 
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Оистема коваріантовъ 

^ » -Л ^ 11 -*• 2? • • • 1 я 

называется системою союзныхъ (аззосіё) съ коваргантолъ Г 
формъ. 

Теперь ие трудно р шитъ вопросъ, о которомъ было 
скавано въ иачал этого караграфа: система союзныхъ формъ 
и есть именно та система (п + 3 — 3) + 2 коваріантовъ, че-
резъ которые можно выразить раціонально всякій коваріантъ 
дашюй формы /(а?1} #2) и между которыми суіцествуютъ два 
соотношенія. 

Въ самомъ д л , пусть Г\ (^1? <̂ 2) есть другой коваріантъ 
данной бинарной формы / ( # 1 ? ж2), отличный отъ коваріанта 
Г (а?!, х%); пусть его развернутая форма будетъ такая: 

Со & + ( у ) Сг 6* - 1 & + . • . + С , ̂  «. 

Преобразуемъ этотъ коваріантъ иосредствомъ линейной 
подстановки 

^2 "Ці %% ^ 2 дх > 

(111) 

которой модуль равенъ 

2 

тогда мы можемъ написать равенство 

( - )к Тк. Г, (У71 жх + ?я д—, ^х ж2 — ?2 ^ ) = Г/ ( і, ъ) = 

= Со Ъ і + ( у ) Сі 57/1"1 ъ + . . . + С , ?/', 

гд коэффиціенты С0, С1? . . . С і суть такія же функціи 
союзныхъ формъ 

/? М ? 1 2? • * • * • 
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какъ и с0, с1? с2, . . . с і — коэффиціентовъ а0, аг, &2, . . . ап; 
сравнивъ въ посл днемъ равенств коэффиціенты ііри ^1 і въ 
об ихъ частяхъ, мы получимъ 

( - . У Т М ^ , х2)=С0(/, Г\, Г2, . . . Г„), (112) 

что и доказываетъ справедливость первой части нашего пред-
ложенія: всякій ісоваріантъ І\ (хг, ж2) выражается рацго-
нально герезъ систему союзныхъ формъ Г, /, Г\, Г2, . . . Г„ 
при гемъ знаменателемъ этого выраженгя служитъ тъко-
торая степень коваріанта Г(ж1? ж8), а гислить его есть 
цгълая раціональная и однородная функція остальныхъ 
союзныхъ формъ. 

Не трудно найти также два соотношенія, существующія 
между союзными формами: для этого надо только вышепри-
веденную линейную подстановку прим нить къ коваріанту 

тогда получимъ соотношеніе 

( - У Р . Г ^ ^ Ч - ^ — , ^а;я —зу я —) = Г ' ( ^ , ?2) = 

= В0ъ» + ( у ) ^х^- ' ^ 2 + . . . +В ъ% 

въ которомъ коэффиціенты В0, Вг, 232, . . . В суть такія 
же функціи союзныхъ формъ какъ и Ь0, Ьх, Ь2, . . . Ъ — 
коэффиціентовъ данной формы. Сравнивая въ этомъ соот-
ношеніи коэффиціенты при зу/ и при 5у1

 _ 1 зу2, мы получимъ 
искомыя соотношенія между союзными формами 

(- У[Г(Жі, х&** = вм г» г*> •. • Г Д ( 1 1 3 ) 

0 = 5,(7, І\, г2, ...г я). 

Такимъ образомъ мы доказали справедливость второй 
части нашего нредложенія и р шили вопросъ, иоставленный 
въ начал § 52, для системы двухъ формъ: 7 ( # і , ж2) и 
$2х1 — Сі^2?

 в ъ положительнымъ смысл . 
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§ 55. Система формъ, союзныхъ съ данною формою. 
Если въ изсл дованіяхъ предыдуіцаго параграфа мы за-

ы нимъ коваріантъ Г ^ , а?2) самою бинарною формою/(о^, ж2), 
то иреобразованіе НегпійеЧа приметъ видт> 

/ ( ^ 1 ^ + ^ — , ^ Ж 8 — ^ 8 — ) = / 0 з у 1

я + ( у ) / і ^ і я з у й + - . . + / ^ " , 

гд коэффиціенты им ютъ значенія: 

1 Эд?а дх1 дхх дос2 

Сл довательно, система формъ, союзныхъ съ самою бинар­
ною формою, есть система п формъ 

между которыми, очевидно, не существуетъ никакого соотно-
шенія, потому что соотношенія (113) предыдуіцаго параграфа 
въ данномъ случа приводятся къ тождествамъ 

/=/, о=/, 

Соотношеніе (112) предыдуіцаго параграфа теперь прини-
маетъ видъ 

(-пУ/к. Г, (х19 х%) = С0 (/, 0, Л, . . . /я), (И4) 

и отсюда сл дуетъ, что всякій коваріантъ выражается ра-
і{іональною дробью герезъ союзныя съ / формы, при гемъ 
знаменателемъ служитъ нтъкоторая степень данногі 
формы /, а гислителемъ — результатъ подстановки въ пер-
вый гленъ коварганта вмгьсто а0, а1? а2, . . . ап союзныхъ 
съ / формъ 

/, 0,/„ . . . / , 
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§ 56. Тиническое иредставленіе бинарной формы. 
Разсмотримъ три коваріанта бинарной формы /(ж 1 ? хя) 

порядка п : 
1 (ж1? ж2^, 1 (а?1? Ж2), 1 [Х^ Х%) 

— соотв тственно иорядковъ у, \>\ у". 
Напишемъ посл дній коваріантъ съ перем нными с17 ^ 2: 

и зам нимъ эти перем нныя линейными сочетаніями двухъ 
паръ иерем нныхъ 

(Х1? Х%) и (X/, Х2'), 

когредіентныхъ съ перем нными х„ х2: 

& = Чі Хх + ^ X/, 

^ 2 = = ^і Х2 + 5?2 Х 2 ' ; 

за перем нныя (Х17 Х2), (X/, Х2') можно взять па основа-
ніи § 52 соотв тственно производныя 

Такимъ образомъ мы получимъ выраженіе 

I ІСі, Ь) I К^дх^Ъдх; Ъдхх Ъдхх1* 

которое служитъ, конечно, коваріантомъ данной бинарной 
формы при всякихъ знагеніяхъ колигествъ у1ч гі%. Посл д-
нее не трудно также подтвердить, если мы развернемъ наше 
выраженіе по строк Т э й л о р а по степенямъ угі ^ 2 ; и въ 
самомъ д л , тогда коэффиціентомъ при зух " будетъ служить 

\д 2і дх,Г 

это же на основаніи § 52, есть коваріантъ данной формы; 
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остальные коэффиціенты получаются изъ перваго полярішмъ 
процесомъ, и им ютъ выраженія: ііри ті^"~к у* — 

• Э*Г" / '\ 4_ / д,*Г" 

в д.х.г(х„ ау = хг щ-к+^ х ^х\ >х\ д Х -\- г д х 2 +.-.+ 
дкТ" 

"̂  А 2 э2*х 
ГД 

X = — X = - ~ 1 Эя? ' 2 Эа?,' 

аг эг ( 1 1 5 ) 

очевидно, что вс эти коэффиціенты разложепія суть кова-
ріанты данной бинарноіі формы. 

Въ частномъ случа , когда мы возьмемъ вм сто коваріанта 
Г" самую бинарнуно форму /, мы получимъ выраженіе 

г{, ~ _ , / дГ. дГ дГ Э Г ' \ _ 
ЛСц ^)-І\ ідж2-Г%д^ —Чідя^Ъд^)— ( И 6 ) 

= Г0 7}« + ( у ) І\ г]Гх Ъ + . . . + Г„ т^ ; 

въ этомч> разложеніи коэффиціены Г0, І\, . . . Г„ суть кова-
ріанты данной формы; они им ютъ значенія: 

гд (Х1? Х 2), (Х'х, Х'2) им ютъ вышеприведенньш зна­
ченія (115). 

Не трудно показать гю аналогіи съ § 54, что всякііі 
коваріантъ данной формы, будучи умноженъ на н которую 
стенень 

\дж2 дхх дхх дх2/ 

— модуля наиіей линейной подстановки, выражается цтълой 
раціональной фунщіей черезъ коваріанты Г, Г', Г0, І\, . . . Ги; 

15 
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между этими коваріантами и модулемъ й, кром того, сущест-
вуетъ четыре соотношенія. 

Разсмотримъ два коваріанта перваго порядка для данной 
бинарной формы /(Жі, хя); такіе коваріаиты возможны 
только у бинарныхъ формъ негетнаго порядка, что сл дуетъ 
непосредственно изъ соотношенія 2Х-^- =±іул для индекса л, 
порядка и и степени р. коваріанта; наприм ръ, бинарная форма 
5-го порядка им етъ четыре такихъ коваріанта: Г5>1, Г , 
Гц,и Г13)1 (Тад~л. V въ § 40). Пусть два коваріанта перваго 
порядка для бинарной формы /(х1: хя) негетнаго порядка 
п — 2р + 1 будутъ : 

1 • д 0 Х-у ~~\~ -о- і Х% , 

тогда формулы (115) примутъ видъ: 

Х1 = Ах, Х2 = А0 ; 

сл довательно, разложеніе (116) нриметъ вч> данномъ случа 
видъ: 

/№, ^ - / ( А ^ + А Ч . - А ^ - А Ч ) (И60 

гд коэффиціенты / 0 , У1? . . . /2,»+і суть инварганты дан-
ной бинарной формы; они им ютъ видъ 

^о=*\А-х, А0), 

А = ( ^ А' + Д А')/(4і, - А) = А,,^/(А, - А), 

. . . * . . . . , ! (1И) 

^к= ^ Л,А'7 {Аіі ^о)> 

2/>+1 / (-^1 ? ^ 0 )• 
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Преобразованіе (116') бинарной формы нечетнаго іюрядка 
посредствомъ двухъ коваріантовъ перваго порядка называется 
типигескимъ представленіемъ бинарной формы негетнаго 
порядка. 

Изъ всего вышеизложеннаго въ этомъ иараграф сл -
дуетъ, что всякій коваріантъ бинарной формы /(ж 1 5 х%) 
негетнаго порядка п = 2 р + 1 , имтъющей два коваріанта 
перваго порядка: А0 х1 + А1 х2 и А0' хі + Ах' ж2, будуіи 
умноженъ на нгькоторую степень детерминанта 

А0 Аг 

= " А' АГ 

выражается і{тълой раг^іональной функцгей герезъ эти два 
коваріанта и герезъ коэффщіенты 

- ' о ? •'1» • • • ^%}>-\-п \*-*-^) 

полугеннаго при помощи нихъ т и і і и ч е с к а г о и р е д с т а в -
ленія данной формы. 

Въ случа бинарной формы четнаго порядка не можетъ 
быть и р чи о подобномъ типическомъ представленіи при 
помощи двухъ коваріантовъ перваго порядка, потому что у 
нея ихъ н тъ; но въ этомъ случа возможно получить типи-
ческое иредставленіе при помощи трехъ коваріантовъ втораго 
порядка, какъ это иоказалъ С1 е Ъ 8 с Ъ 1). 

Дабы выяснить полную возможность типическаго пред-
ставленія бинарныхъ формъ, остается еще р шить вопросы: 
всегда ли бинарная форма негетнаго порядка имтъетъ два 
линейно-независимыхъ коваріанта перваго порядка, и всегда 
ли бинарная форма гетнаго порядка имиьетъ три линейно-

I) С 1 е Ь з с Ь. . ТНеогіе сіег Ыпйгеп аІ^еЬгаізсНеп Роггпеп. 8. 413. 
Ьеіргі^. 1872. 
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независимыхъ коварганта 2-го порядка? Н і І Ь е г і 1 ) р шилъ 
эти вопросы въ положительнолъ смысл весьма нростымъ 
ариожетигескимъ пріемомъ при помощи женератрисныхъ 
функцій Сау1еу-8у1 ві;ег'а. 

Для случая системы бинарныхъ формъ не трудно обобіцить 
вышеизложенныя въ §§ 53, 54, 55 иреобразованія коваріан-
товъ и иолучить утвердительный отв тъ на вопросъ, иоставлеи-
ный въ начал § 53; типическое ;ке нредставленіе системы 
формъ по методу настоящаго параграфа будетъ возможно для 
всякой системы, содержащей но крайней м р одну форму 
нечетнаго порядка, а для системы бинарныхъ формъ четныхъ 
порядковъ необходимо приб гнуть къ вышецитированному 
методу С1 Ъ8СІі'а. 

§ 57. Краткій очеркъ нов йшихъ изсл дованій 
НіІЪег і^а по ари мизаціи теоріи инваріантовъ алге-
браическихъ формъ. Заключеніе. 

Въ нашихъ изсл дованіяхъ свойствъ инваріантовъ бинар­
ныхъ формъ, составляющихъ содержаніе этого сочиненія, мы 
выяснили главн йшія задачи теоріи инваріантовъ алгебраиче-
скихъ формъ, при чемъ пользовались такими методами, которые 
безъ труда могутъ быть обобщены и для какихъ угодно 
алгебраическихъ формъ. Между этими задачами особенно 
важными являются вопросы о полныхъ систежахъ инваріан­
товъ, черезч5 которые остальные инваріанты выражаются алге-
браическими функціями различнаго характера. 

Мы познакомились съ тремя типами полныхъ системъ 
инваріантовъ для данной системы бинарныхъ формъ: полная 
система (осповныхъ инваріантовъ) АгоппоІсГа есть система 
такихъ инваріантовъ, черезъ которые вс остальные выра­
жаются вообще алгебраигескими функціями; полная система 
(неприводимыхъ инваріантовъ) Сг о г сі а п' а есть система 

1) Н і 1Ъ е г <;. еЪег сіге оііеп Іп агіапіепзузіете. Майіета ізсЬе 
Аппаіеп, Вй. 42, 8. 342. 1893. 



229 

такихъ инваріантовъ, черезъ которые вс остальные выра­
жаются цтълыми раціональными функціями; полная си­
стема (союзныхъ инваріантовъ) Н е г т і і е ^ есть система 
такихъ инваріантовъ, черезъ которые остальные выражаются 
вооогце раціональными функціями. 

Построеніе полныхъ системъ вс хъ трехъ типовъ, какъ 
намъ изв стно, представляетъ болыиія затрудненія и выполнены 
только для немногихъ частныхъ системъ бинарныхъ формъ. 
НіІЪег 1) впервые далъ общій методъ иостроенія этихъ 
полныхъ системъ, сущность котораго заключается въ сл -
дующемъ: 

Сначала НіІЬеіЧ устанавливаетъ нонятіе о новой пол-
ной системтъ такихъ инваріантовъ одинаковыхъ порядковъ, 
черезъ которые вс остальные выражаются цтълыми алге-
браигескими функціями; и оказывается, что всякая система 
инваріантовъ им етъ такую иолную системы — съ конечнымъ 
числомъ инваріантовъ 

Л, Л , . • . Л . (119) 

Эта полная система Ні1Ьегі 'а обладаетъ ттьмъ 
свойствомъ, гто при равенств нулю инваріантовъ, ее 
составляющихъ, всп> инваріанты данногі системы алге-
ораигескихъ формъ обращаются въ нули. 

Построеніе иолной системы НіІЪегГа не представляетъ 
особенныхъ алгебраическихъ затрудненій, если им ть въ виду 
это ея свойство, и НіІЬ гі даетъ общій методъ такого 
иостроенія. 

Дал е, не трудно для полной системы /,,, / 2 , . . . ^/, 
Ні1Ьегі;'а пріискать еще одинъ инваріантъ / такъ, чтобы 
остальные инваріанты выражались бы раціонально черезъ 
инваріанты 

/, Л , / 2 , . . . Л, (120) 

1) См. стр. 228, Прим. 
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между которыми суіцествуетъ соотношеніе вида 

/ ' + Ах / ' - 1 + А2 / т» + . . • + Аг = 0, (121) 

гд А1: Ая, . . . Ат суть ц лыя алгебраическія функціи 
ОТЪ / 1 ? / 2 , • • • / х . 

Вся эта система х-\-1 инваріантовъ, конечно, можетъ 
быть также получена при гюмощи типическаго представленія. 

Система У, /г, /2, . . . /х опред ляетъ такъ называе-
мое алгебраигеское функціональное ттъло (Рипсііопепкдгрег), 
въ которомъ ц лыя раціоналышя функціи образуютъ всю 
совокупность инваріантовъ данной системы алгебраическихъ 
формъ {Іп агіапіепкогрег). Степеныуравненія(121), которому 
удовлетворяетъ У, называется порядкомъ этого функціональ-
наго т ла. 

К г о п е с к е г , основавшій теорію алгебраическихъ функ-
ціональныхъ т лъ, доказалъ, что въ каждомъ такомъ т л 
всегда можно построить алгебраическими нріемами полную 
систему неприводимыхъ — въ смысл СгогсІапХ ц лыхъ 
и раціональныхъ функціи х ) ; это и даетъ Н і 1Ъ е г і'у возмож-
ность высказать сл дующее основное въ его ученіи предложеніе: 

Когда извтъстны инваріанты У, / 1 ? / 2 , . . . /х, по-
строеніе полной системы неприводимыхъ инваріантовъ 
Сг о г 6! а п 'а требуетъ только ршиенія одной элементарной 
задаги изъ ари метигеской теоріи алгебраигескихъ функціи. 

Н і 1 Ь е г 1 даетъ также алгебраическій пріемъ, при гю­
мощи котораго можно непосредственно отъ системы инваріан­
товъ УІ, / 2, . . . Л перейти къ полной систем неприводи­
мыхъ инваріантовъ Ст о г (і а п 'а, не опред ляя инваріанта /. 

Если система инваріантовъ /г. /%1 . . . /х построена 
для одной бинарной формы /(ж1 ? ж2), то для двухъ бинарныхъ 
формъ /(ж1 ? хя) и ІР(хг, хг) подобная система получается 

1) К г о п е с к е г . Сгипсізіі&е еіпег агііНтеІізскеп ТНеогіе (іег аі^е-
ЬгаізсНеп Сгбззеп. Сг 11е'8 <Іоигпа1, В<і. 92, 8. 16—19. 1882. 
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простымъ ирим неніемъ поляриыхъ процесовъ Х>г

а>6 къ ин-
варіантамъ / 1 т / 2 , . . . У*. 

Наконецъ, не трудію также получить іюлную систему 
НіІЬег^а для коваріантовъ одной или н сколькихъ бинарныхъ 
формъ, если таковая изв стна для ихъ инваріантовъ; для 
этого надо только прим нить изв стный намъ нвъ § 48 ироцесъ 

/ х»-/-хГх*,+ . . . + (-1)" 4гх" да0 да^ оап 

къ инваріантамъ /19 / я , . . . •/». Это же непосредственно 
получится изъ предыдущаго, если мы иоложимъ 

н прим нимъ полярные процесы ІРак,& къ инваріантамъ 

При построеніи системы инваріантовъ Уі, / 2 , . . . /* 
ииогда можно съ выгодою восиользоваться сл дуюіцею тео-
ремой Н і 1Ъ е г і; 'а. 

Если всть инваріанты бинарной формы порядка 
п = 2к или п = 27г. + 1 равны нулю, то форма содержитъ 
7і + 1 - кратный линейный факторъ, и наоборотъ, если она 
им етъ такой факторъ, то всгь ея инваріанты равны нулю. 

Въ силу этого иредложенія, для построенія системы ин-. 
варіантовъ / „ /2, . . . / х , надо найти такіе инваріанты, ра-
венство нулю которыхъ составляетъ необходимое и достаточ-
ное условіе для того, чтобы бинарная форма порядка п=2Іг 
или п = 2Н-\-1 содержала Н + 1 - кратный линейный фак­
торъ. Наприм ръ, въ случа бинарной формы 5-го порядка 
равенство нулю ея инваріантовъ /4, /8, / 1 2 есть необходимое 
и достаточное условіе для того, чтобы она содержала трех-
кратный линейный факторъ, сл довательно эти три инваріанта 
и составляютъ нолную систему Н і 1Ъ е г і ' а — черезъ нихъ 
выражаются і{ лыми алгебраигескими функціями вс осталь-
ные инваріанты этой формы; полная система Сг о г сі а п' а для 
нея содержитъ кром этихъ трехъ инваріантовъ ^ /81 У12 
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еще инваріантъ /18, и между этими четырьмя инваріантами 
суіцествзгетъ одна сидзигія 36-й стеиени (§ 40, Табл. V). 

Мы не будемъ входить въ дальн йшія подробноети этого 
новаго наиравленія теоріи инваріантовъ: читатель можетъ по-
знакомиться съ ними въ выигецитированномъ мемуар Н і і -
Ъ е г і ' а ; зам тимъ только — въ заключеніе нашей работы, 
что теорія инваріантовъ алгебраическихъ формъ въ несимво-
лическомъ направленіи не только является отображеніемъ 
теоріи непрерывныхъ группъ 8 о р Ь и з ' а Ъ і е , какъ мы ста-
рались выяснить это нашими изсл дованіями, но также содер-
жить въ себ нринципы, лежащіе въ основаніи другаго, 
нов йшаго, наиравленія математики — въ основаніи ари ми-
заціи функцій. Значеніе теоріи инваріантовъ алгебраическихъ 
формъ въ этой области математическихъ изсл дованій пре-
красно характеризуется сл дующими словами Ш І Ъ е г і ^ а : 
онъ говоритъ въ введеніи къ выіцецитированному мемуару, — 
„(1а88 сііе ТЬеогіе (Іег Іп агіапіеп 1еаі§-1ісЬ аіз еіп Ьезопаегз 
Ъетегкепзд еітЬез Веізріеі плг аіе ТЬеогіе аег аІ^ ЬгаівсЬ в 
Ешісідопепкогрег ті і т Ьг епіпаегІісЬеп егзсЬеіпі — §-ега(1е 
д іе тап іп (Іег 2аЫепіЬеогіе (ііе ТЬеогіе (іег Кгеізііі ііші^8-
когрег Ыі&ИсЬ аіз еіп Ъезопаегз Ьетегкепз^егіЬез Веізріеі 
аийипіззеп Ьаі, ап д еісііет аіе д ісЫі^зіеп 8аке аег ТЬеогіе 
аіідет іпеп 2аЪ1 пк0гр г яиегзі гкаппі ші(1 Ъетсіезеп теогсі п зіпсі. 



А* 3 99 
Алекс&е& 

Труды того же автора: 

Геометрическія изсл дованія объ одііо-четырехзиачпомъ 
соотв тствіи четвертаго порядка двухъ плоскостей. 
Москва 1881). 

ЧОисловыя характеристики системъ коническихъ с 
пііі. Москва. 1890. 

Соотв тствіе, устанавливаемое пучкомъ кривыхъ третьяго 
порядка. Москва. 1891. 

А.налитическая Геометрія двухъ изм реній Сальмона. 
(ГГереводъ съ французскаго). Москва. 1892. 

Теорія числовыхъ характеристикъ системъ кривыхъ 
линій. (Удостоено Московскимъ Университгтомъ преміи 
профессора II. Д. Брашмана). Москва. 1893. 

Вступительная лекція въ курсъ приложеній дифферен-
ціальнаго исчисленія къ Геометріи. Юрьевъ. 1896. 

Теорія прямолинейныхъ конгруенцій въ связи съ тео-
ріей поверхностей. (По лекціямъ профессора ВагЬоих). 
Москва. 1897. 


